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ОБ УСЛОВИЯХ РАЗРЕШИМОСТИ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ
В КВАДРАТУРАХ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ

ВТОРОГО ПОРЯДКА

Е.А. СОЗОНТОВА

Аннотация. В данной работе рассматриваются граничные задачи для гиперболиче-
ских систем второго порядка со старшими частными производными 𝑢𝑥𝑦, 𝑣𝑥𝑦 и 𝑢𝑥𝑥, 𝑣𝑦𝑦.
Целью исследования является отыскание достаточных условий разрешимости рассмат-
риваемых задач в квадратурах. Предлагается способ отыскания решения указанных
задач в явном виде, основанный на факторизации уравнений исходных систем. В ре-
зультате в терминах коэффициентов этих систем получено по 14 условий разрешимости
в квадратурах каждой граничной задачи.
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1. В работах [1, с. 62–67; 2, 3] с различных точек зрения изучалась система, имеющая в

векторно-матричной форме вид

𝑢𝑥𝑦 + 𝐴𝑢𝑥 +𝐵𝑢𝑦 + 𝐶𝑢 = 𝐹.

В частности известно, что для нее является однозначно разрешимой задача Гурса. Здесь
предлагается для определенного частного случая способ отыскания решения той же за-
дачи в квадратурах путем факторизации каждого из уравнений, которые оказывается
удобным рассматривать в формах

𝑢𝑥𝑦 + 𝑎1𝑢𝑥 + 𝑏1𝑢𝑦 + 𝑐1𝑣𝑦 + 𝑑1𝑢+ 𝑒1𝑣 = 0,
𝑣𝑥𝑦 + 𝑎2𝑢𝑥 + 𝑏2𝑣𝑥 + 𝑐2𝑣𝑦 + 𝑑2𝑢+ 𝑒2𝑣 = 0.

(1)

Для реализации проводимых рассуждений достаточно предполагать, что в рассматрива-
емой области 𝐷 = {𝑥0 < 𝑥 < 𝑥1, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1} выполняются включения

𝑎1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝐶(1,0), 𝑏1, 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝐶(0,1), 𝑑1, 𝑑2, 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐶(0,0). (2)

Также предлагается аналогичный подход к исследованию некоторой характеристической
задачи для системы со старшими частными производными 𝑢𝑥𝑥, 𝑣𝑦𝑦.

Задача 1. В области 𝐷 найти регулярное решение системы (1), удовлетворяющее усло-
виям

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑦0) = 𝜓1(𝑥),
𝑣(𝑥0, 𝑦) = 𝜙2(𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦0) = 𝜓2(𝑥).

(3)

При этом предполагается, что 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝐶1(𝑋), 𝜓1, 𝜓2 ∈ 𝐶1(𝑌 ) (𝑋, 𝑌 − стороны харак-
теристического прямоугольника 𝐷 при 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0 соответственно) и выполняются
условия согласования

𝜙1(𝑦0) = 𝜓1(𝑥0), 𝜙2(𝑦0) = 𝜓2(𝑥0). (4)

E.A. Sozontova, On solvability by quadratures conditions for second order hyperbolic
systems.
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Попытаемся найти такие функции 𝛼1, 𝛽1, 𝛾1, чтобы первое уравнение (1) имело вид

( 𝜕
𝜕𝑦

+ 𝛼1)(𝑢𝑥 + 𝛽1𝑢+ 𝛾1𝑣) = 0. (5)

Произведя указанные в (5) действия, убеждаемся, что совпадение (11) с (5) имеет место,
если выполняются тождества

𝑏1𝑦 + 𝑎1𝑏1 − 𝑑1 ≡ 0,
𝑐1𝑦 + 𝑎1𝑐1 − 𝑒1 ≡ 0,

(6)

и при этом
𝛼1 = 𝑎1, 𝛽1 = 𝑏1, 𝛾1 = 𝑐1. (7)

Аналогично получаем, что если имеют место тождества

𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑐2 − 𝑑2 ≡ 0,
𝑏2𝑥 + 𝑏2𝑐2 − 𝑒2 ≡ 0,

(8)

то второе уравнение (1) представимо в виде

( 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝛼2)(𝑣𝑦 + 𝛽2𝑢+ 𝛾2𝑣) = 0,

где
𝛼2 = 𝑐2, 𝛽2 = 𝑎2, 𝛾2 = 𝑏2. (9)

Таким образом, задачу 1 можно редуцировать к следующим трем задачам

𝑤1𝑦 + 𝛼1𝑤1 = 0, 𝑤1(𝑥, 𝑦0) = 𝜓1𝑥 + 𝛽1𝜓1 + 𝛾1𝜓2, (10)

𝑤2𝑥 + 𝛼2𝑤2 = 0, 𝑤2(𝑥0, 𝑦) = 𝜙2𝑦 + 𝛽2𝜙1 + 𝛾2𝜙2, (11){︂
𝑢𝑥 + 𝛽1𝑢+ 𝛾1𝑣 = 𝑤1,
𝑣𝑦 + 𝛽2𝑢+ 𝛾2𝑣 = 𝑤2,

(12)

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦0) = 𝜓2(𝑥). (13)
Задачи (10)–(13) следует решать последовательно, начиная с первой из них. Функции
𝑤1, 𝑤2 вычисляются непосредственным интегрированием, причем в случае задачи (10) 𝑥
рассматривается как параметр, а в случае задачи (11) в качестве параметра выступает
𝑦. Таким образом, остается решить задачу Гурса (12)–(13), которая является однозначно
разрешимой [4]. Для отыскания условий ее разрешимости в явном виде мы воспользуемся
возможностью редукции системы (12) к двум уравнениям вида

Θ𝑥𝑦 + 𝑎Θ𝑥 + 𝑏Θ𝑦 + 𝑐Θ = 𝑓, (14)

которые получаются путем исключения из рассматриваемой системы одной из искомых
функций. При выполнении неравенства 𝛾1 ̸= 0, эквивалентного в силу (7)

𝑐1 ̸= 0, (15)

приходим к (14) для Θ = 𝑢. При этом коэффициенты уравнения даются формулами

𝑎 = 𝛾2 − (ln 𝛾1)𝑦, 𝑏 = 𝛽1, 𝑐 = 𝛽1𝑦 + 𝛽1𝛾2 − 𝛽2𝛾1 − 𝛽1(ln 𝛾1)𝑦,
𝑓 = 𝑤1𝑦 + 𝛾2𝑤1 − 𝛾1𝑤2 − 𝑤1(ln 𝛾1)𝑦.

(16)

При выполнении неравенства 𝛽2 ̸= 0, равносильного вследствие (9)

𝑎2 ̸= 0, (17)

приходим к (14) для Θ = 𝑣 с коэффициентами

𝑎 = 𝛾2, 𝑏 = 𝛽1 − (ln 𝛽2)𝑥, 𝑐 = 𝛾2𝑥 + 𝛽1𝛾2 − 𝛽2𝛾1 − 𝛾2(ln 𝛽2)𝑥,
𝑓 = 𝑤2𝑥 − 𝛽2𝑤1 + 𝛽1𝑤2 − 𝑤2(ln 𝛽2)𝑥.

(18)

Решение 𝑢(𝑥, 𝑦) первого уравнения, выведенного при 𝛾1 ̸= 0, позволяет вычислить функ-
цию 𝑣(𝑥, 𝑦) из первого уравнения в (12). Аналогично, при 𝛽2 ̸= 0 по известному решению
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𝑣 второго уравнения функция 𝑢 определяется из второго уравнения (12). Однако, для
отыскания Θ = 𝑢 или Θ = 𝑣 к условиям (13) необходимо из (3) добавить еще значения

𝑢(𝑥, 𝑦0) = 𝜓1(𝑥), 𝑣(𝑥0, 𝑦) = 𝜙2(𝑦) (19)

и условия согласования (4). Понятно, что первые (вторые) соотношения в (13) и (19) есть
граничные условия задачи Гурса для первого (второго) уравнения вида (14). При этом
для получения решения исходной задачи 1 достаточно построить решение хоть одной из
указанных задач Гурса.

Известно [5, с. 172; 6, с. 14], что решения сформулированных задач Гурса записываются
через соответствующие функции Римана, причем для последних имеются [6, с.15–16; 7,
8] различные случаи их построения в явном виде. В только что указанных источниках
обеспечивающие эти случаи условия представлены в терминах следующих соотношений:

1) 𝑎𝑥 + 𝑎𝑏− 𝑐 ≡ 0;
2) 𝑏𝑦 + 𝑎𝑏− 𝑐 ≡ 0;

3) 𝑎𝑥 ≡ 𝑏𝑦, 𝑐− 𝑎𝑥 − 𝑎𝑏 ≡ 𝜉0(𝑥)𝜂0(𝑦) ̸= 0;
4) 𝑏𝑦 − 𝑎𝑥 ≡ 𝑎𝑥 + 𝑎𝑏− 𝑐 ≡ 𝜉1(𝑥)𝜂1(𝑦) ̸= 0;
5) 𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 ≡ 𝑏𝑦 + 𝑎𝑏− 𝑐 ≡ 𝜉2(𝑥)𝜂2(𝑦) ̸= 0;

6) 𝑚𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 ≡ 𝑚𝑏𝑦 − 𝑎𝑥 ≡ (𝑚− 1)(𝑎𝑏− 𝑐);

7) 𝜎 = 2𝑠
′
(𝑥)𝑡

′
(𝑦)

(2−𝑚)[𝑠(𝑥)+𝑡(𝑦)]2
, [𝑠(𝑥) + 𝑡(𝑦)]𝑠

′
(𝑥)𝑡

′
(𝑦) ̸= 0.

(20)

Здесь 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 ∈ 𝐶1 (𝑘 = 0, 2), 𝑠, 𝑡, 𝑚 ∈ 𝐶2, причем 𝑚 зависит только от одной из перемен-
ных (𝑥, 𝑦) и не принимает значение 2. В остальном указанные функции произвольны: то
есть в соответствующем классе должны найтись функции, при которых перечисленные
соотношения выполняются. Коэффициенты 𝑎, 𝑏, 𝑐 имеют гладкость, обеспечивающую
возможность выполнения записанных формул. Классы гладкости задаются на замкнутых
множествах определения соответствующих функций. Каждого из тождеств 1)–2) и набо-
ров 3)–5) достаточно для получения явного вида функций Римана. Формулами же 6)–7)
следует пользоваться совместно: при выполнении набора 6) функцию Римана можно по-
строить, когда левая часть хотя бы одного из соотношений 1), 2) имеет вид 𝜎, указанный
в 7). Иными словами, имеется по семь вариантов условий разрешимости в квадратурах
каждой из двух полученных задач Гурса. Для всех вариантов виды функций Римана мож-
но найти в [6]–[8]. Понятно, что общее количество вариантов обсуждаемой разрешимости
равно 14.

Используя формулы (7), (9), (16), (18), запишем 1)–7) через коэффициенты системы (1).
Начнем с первой задачи Гурса, связанной с неравенством (15):

1) 𝑏2𝑥 − 𝑏1𝑦 − (ln 𝑐1)𝑥𝑦 + 𝑎2𝑐1 ≡ 0;
2) 𝑎2 ≡ 0;

3) 𝑏2𝑥 − 𝑏1𝑦 − (ln 𝑐1)𝑥𝑦 ≡ 0, 𝑏1𝑦 − 𝑏2𝑥 + (ln 𝑐1)𝑥𝑦 − 𝑎2𝑐1 ≡ 𝜉0(𝑥)𝜂0(𝑦) ̸= 0;
4) 2[(ln 𝑐1)𝑥𝑦 − 𝑏2𝑥 + 𝑏1𝑦] ≡ 𝑎2𝑐1, (ln 𝑐1)𝑥𝑦 − 𝑏2𝑥 + 𝑏1𝑦 ≡ 𝜉1(𝑥)𝜂1(𝑦) ̸= 0;

5) 𝑏2𝑥 − 𝑏1𝑦 − (ln 𝑐1)𝑥𝑦 ≡ 𝑎2𝑐1 ≡ 𝜉2(𝑥)𝜂3(𝑦) ̸= 0;
6) 𝑚[𝑏2𝑥 − (ln 𝑐1)𝑥𝑦] − 𝑏1𝑦 ≡ 𝑚𝑏1𝑦 − 𝑏2𝑥 + (ln 𝑐1)𝑥𝑦 ≡ (𝑚− 1)(𝑎2𝑐1 − 𝑏1𝑦);

7) 𝜎𝑘 =
2𝑠

′
𝑘(𝑥)𝑡

′
𝑘(𝑦)

(2−𝑚)[𝑠𝑘(𝑥)+𝑡𝑘(𝑦)]2
, [𝑠𝑘(𝑥) + 𝑡𝑘(𝑦)]𝑠

′

𝑘(𝑥)𝑡
′

𝑘(𝑦) ̸= 0, 𝑘 = 1, 2.

(21)

В последней строке нужно считать 𝜎1, 𝜎2 равными левой части тождеств 1), 2) со-
ответственно. Кроме того учтем, что для обеспечения возможности реализации соот-
ношений (20) необходимо повысить гладкость коэффициентов системы (1) и функций
𝜙𝑖, 𝜓𝑖 (𝑖 = 1, 2). Пусть теперь 𝑎𝑖, . . . , 𝑒𝑖 ∈ 𝐶(2,2), 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈ 𝐶2 (𝑖 = 1, 2). Тогда справед-
лива

Теорема 1. Пусть при выполнении тождеств (6), (8) и неравенства (15) или удовле-
творяется одно из тождеств 1), 2) совокупности (21), или существуют такие функции
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𝑚, 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 (𝑘 = 0, 2), 𝑠𝑘, 𝑡𝑘 (𝑘 = 1, 2) указанных выше классов, что для совокупности (21)
либо выполнена одна из трех групп соотношений 3) – 5), либо вместе с тождеством
6) имеет место представление 7) для одной из двух функций 𝜎1, 𝜎2. Тогда задача 1
разрешима в квадратурах.

Аналогами формул (21) для второй задачи Гурса (отвечающей условию (17)) являются

1) 𝑐1 ≡ 0;
2) − 𝑏2𝑥 + 𝑏1𝑦 − (ln 𝑎2)𝑥𝑦 + 𝑎2𝑐1 ≡ 0;

3) 𝑏2𝑥 − 𝑏1𝑦 + (ln 𝑎2)𝑥𝑦 ≡ 0, −𝑎2𝑐1 ≡ 𝜉3(𝑥)𝜂3(𝑦) ̸= 0;
4) 𝑏1𝑦 − 𝑏2𝑥 − (ln 𝑎2)𝑥𝑦 ≡ 𝑎2𝑐1 ≡ 𝜉4(𝑥)𝜂4(𝑦) ̸= 0;

5) 2[(ln 𝑎2)𝑥𝑦 + 𝑏2𝑥 − 𝑏1𝑦] ≡ 𝑎2𝑐1, (ln 𝑎2)𝑥𝑦 + 𝑏2𝑥 − 𝑏1𝑦 ≡ 𝜉5(𝑥)𝜂5(𝑦) ̸= 0;
6) 𝑚𝑏2𝑥 + (ln 𝑎2)𝑥𝑦 − 𝑏1𝑦 ≡ 𝑚(𝑏1𝑦 − (ln 𝑎2)𝑥𝑦) − 𝑏2𝑥 ≡ (𝑚− 1)(𝑎2𝑐1 − 𝑏2𝑥);

7) 𝜎𝑘 =
2𝑠

′
𝑘(𝑥)𝑡

′
𝑘(𝑦)

(2−𝑚)[𝑠𝑘(𝑥)+𝑡𝑘(𝑦)]2
, [𝑠𝑘(𝑥) + 𝑡𝑘(𝑦)]𝑠

′

𝑘(𝑥)𝑡
′

𝑘(𝑦) ̸= 0, 𝑘 = 3, 4.

(22)

В последней строке 𝜎3, 𝜎4 равны соответственно левой части тождеств 1), 2) совокупности
(22).

Таким образом, имеет место

Теорема 2. Пусть при выполнении тождеств (6), (8) и неравенства (17) или удовле-
творяется хоть одно из тождеств 1), 2) совокупности (22), или существуют такие
функции 𝑚, 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 (𝑘 = 3, 5), 𝑠𝑘, 𝑡𝑘 (𝑘 = 3, 4) указанных выше классов, что для сово-
купности (22) либо выполнена одна из трех групп соотношений 3) – 5), либо вместе с
тождеством 6) имеет место представление 7) для одной из двух функций 𝜎3, 𝜎4. Тогда
задача 1 разрешима в квадратурах.

2. Применим теперь описанный выше алгоритм для отыскания условий разрешимости
в квадратурах следующей задачи

Задача 2. В области 𝐷 = {𝑥0 < 𝑥 < 𝑥1, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1} найти регулярное решение
системы {︂

𝑢𝑥𝑥 + 𝑎1𝑢𝑥 + 𝑏1𝑣𝑥 + 𝑐1𝑢+ 𝑑1𝑣 = 0,
𝑣𝑦𝑦 + 𝑎2𝑢𝑦 + 𝑏2𝑣𝑦 + 𝑐2𝑢+ 𝑑2𝑣 = 0,

(23)

удовлетворяющее условиям
𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦0) = 𝜓1(𝑥),

(𝑢𝑥 + 𝑏1𝑣)(𝑥0, 𝑦) = 𝜙2(𝑦), (𝑣𝑦 + 𝑎2𝑢)(𝑥, 𝑦0) = 𝜓2(𝑥),
(24)

где 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝐶1(𝑋), 𝜓1, 𝜓2 ∈ 𝐶1(𝑌 ). Гладкость коэффициентов системы (23) определяется
включениями

𝑎1, 𝑏1 ∈ 𝐶(1,0), 𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝐶(0,1), 𝑐1, 𝑐2, 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝐶(0,0). (25)
Система (23) изучалась, например, в работах [9], [10]. В частности, в [9] получено решение
задачи 2, записанное в терминах матрицы Римана. Целью нашего исследования является
получение условий разрешимости задачи 2 в квадратурах.

Непосредственными вычислениями можно убедиться, что первое уравнение (23) пред-
ставимо в виде

( 𝜕
𝜕𝑥

)(𝑢𝑥 + 𝛽1𝑢+ 𝛾1𝑣) = 0,

если выполняются тождества
𝑎1𝑥 − 𝑐1 ≡ 0,
𝑏1𝑥 − 𝑑1 ≡ 0,

(26)

и при этом
𝛽1 = 𝑎1, 𝛾1 = 𝑏1. (27)

Аналогично, если
𝑎2𝑦 − 𝑐2 ≡ 0,
𝑏2𝑦 − 𝑑2 ≡ 0,

(28)
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то второе уравнение (23) можно записать в виде

( 𝜕
𝜕𝑦

)(𝑣𝑦 + 𝛽2𝑢+ 𝛾2𝑣) = 0,

где
𝛽2 = 𝑎2, 𝛾2 = 𝑏2. (29)

Таким образом, задача 2 редуцируется к трем задачам вида

𝑤1𝑥 = 0, 𝑤1(𝑥0, 𝑦) = 𝜙2 + 𝛽1𝜙1, (30)

𝑤2𝑦 = 0, 𝑤2(𝑥, 𝑦0) = 𝜓2 + 𝛾2𝜓1, (31){︂
𝑢𝑥 + 𝛽1𝑢+ 𝛾1𝑣 = 𝑤1,
𝑣𝑦 + 𝛽2𝑢+ 𝛾2𝑣 = 𝑤2,

(32)

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦0) = 𝜓1(𝑥). (33)

Задачи (30)–(33) следует решать последовательно, начиная с первой из них. Функции
𝑤1, 𝑤2 из (30), (31) вычисляются непосредственным интегрированием, причем в случае
задачи (30) 𝑥 рассматривается как параметр, а в случае задачи (31) в качестве параметра
выступает 𝑦. Задача (32)–(33), как известно из п.1, редуцируется к двум задачам Гурса
для уравнения (14). Причем, при выполнении неравенства

𝑏1 ̸= 0 (34)

приходим к (14) для Θ = 𝑢 с коэффициентами (16), а при

𝑎2 ̸= 0 (35)

приходим к (14) для Θ = 𝑣 с коэффициентами (18). Условия разрешимости указанных
задач Гурса определяются соотношениями (20). Используя формулы (16), (18), (27), (29),
запишем эти соотношения в терминах коэффициентов системы (23). Для первой задачи
Гурса, связанной с неравенством (34), имеем

1) 𝑏2𝑥 − 𝑎1𝑦 − (ln 𝑏1)𝑥𝑦 + 𝑎2𝑏1 ≡ 0;
2) 𝑎2 ≡ 0;

3) 𝑏2𝑥 − 𝑎1𝑦 − (ln 𝑏1)𝑥𝑦 ≡ 0, 𝑎1𝑦 − 𝑏2𝑥 + (ln 𝑏1)𝑥𝑦 − 𝑎2𝑏1 ≡ 𝜉0(𝑥)𝜂0(𝑦) ̸= 0;
4) 2[(ln 𝑏1)𝑥𝑦 − 𝑏2𝑥 + 𝑎1𝑦] ≡ 𝑎2𝑏1, (ln 𝑏1)𝑥𝑦 − 𝑏2𝑥 + 𝑎1𝑦 ≡ 𝜉1(𝑥)𝜂1(𝑦) ̸= 0;

5) 𝑏2𝑥 − 𝑎1𝑦 − (ln 𝑏1)𝑥𝑦 ≡ 𝑎2𝑏1 ≡ 𝜉2(𝑥)𝜂2(𝑦) ̸= 0;
6) 𝑚[𝑏2𝑥 − (ln 𝑏1)𝑥𝑦] − 𝑎1𝑦 ≡ 𝑚𝑎1𝑦 − 𝑏2𝑥 + (ln 𝑏1)𝑥𝑦 ≡ (𝑚− 1)(𝑎2𝑏1 − 𝑎1𝑦);

7) 𝜎𝑘 =
2𝑠

′
𝑘(𝑥)𝑡

′
𝑘(𝑦)

(2−𝑚)[𝑠𝑘(𝑥)+𝑡𝑘(𝑦)]2
, [𝑠𝑘(𝑥) + 𝑡𝑘(𝑦)]𝑠

′

𝑘(𝑥)𝑡
′

𝑘(𝑦) ̸= 0, 𝑘 = 1, 2.

(36)

В последней строке нужно считать 𝜎1, 𝜎2 равными соответственно левой части тождеств
1), 2) совокупности (36). Кроме того, необходимо повысить гладкость коэффициентов си-
стемы (23) и функций 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 (𝑖 = 1, 2). Пусть теперь 𝑎𝑖, . . . , 𝑑𝑖 ∈ 𝐶(2,2), 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈ 𝐶2 (𝑖 = 1, 2).
Тогда справедлива

Теорема 3. Если наряду с выполнением тождеств (26), (28) и неравенства (34) или
удовлетворяется одно из тождеств 1), 2) из (36), или существуют такие функции
𝑚, 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 (𝑘 = 0, 2), 𝑠𝑘, 𝑡𝑘 (𝑘 = 1, 2) указанных выше классов, что для совокупности (37)
либо выполнена одна из трех групп соотношений 3) – 5), либо вместе с тождеством
6) имеет место представление 7) для одной из двух функций 𝜎1, 𝜎2, тогда задача 2
разрешима в квадратурах.
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Аналогами формул (36) для второй задачи Гурса (отвечающей условию (35)) являются:
1) 𝑏1 ≡ 0;

2) 𝑎1𝑦 − 𝑏2𝑥 − (ln 𝑎2)𝑥𝑦 + 𝑎2𝑏1 ≡ 0;
3) 𝑏2𝑥 − 𝑎1𝑦 + (ln 𝑎2)𝑥𝑦 ≡ 0, −𝑎2𝑏1 ≡ 𝜉3(𝑥)𝜂3(𝑦) ̸= 0;

4) 𝑎1𝑦 − 𝑏2𝑥 − (ln 𝑎2)𝑥𝑦 ≡ 𝑎2𝑏1 ≡ 𝜉4(𝑥)𝜂4(𝑦) ̸= 0;
5) 2[(ln 𝑎2)𝑥𝑦 + 𝑏2𝑥 − 𝑎1𝑦] ≡ 𝑎2𝑏1, (ln 𝑎2)𝑥𝑦 + 𝑏2𝑥 − 𝑎1𝑦 ≡ 𝜉5(𝑥)𝜂5(𝑦) ̸= 0;

6) 𝑚𝑏2𝑥 + (ln 𝑎2)𝑥𝑦 − 𝑎1𝑦 ≡ 𝑚(𝑎1𝑦 − (ln 𝑎2)𝑥𝑦) − 𝑏2𝑥 ≡ (𝑚− 1)(𝑎2𝑏1 − 𝑏2𝑥);

7) 𝜎𝑘 =
2𝑠

′
𝑘(𝑥)𝑡

′
𝑘(𝑦)

(2−𝑚)[𝑠𝑘(𝑥)+𝑡𝑘(𝑦)]2
, [𝑠𝑘(𝑥) + 𝑡𝑘(𝑦)]𝑠

′

𝑘(𝑥)𝑡
′

𝑘(𝑦) ̸= 0, 𝑘 = 3, 4,

(37)

где 𝜎3, 𝜎4 равны соответственно левой части тождеств 1), 2) совокупности (37).
Таким образом, имеет место
Теорема 4. Если наряду с выполнением тождеств (26), (28) и неравенства (35) или

удовлетворяется одно из тождеств 1), 2) из (37), или существуют такие функции
𝑚, 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 (𝑘 = 3, 5), 𝑠𝑘, 𝑡𝑘 (𝑘 = 3, 4) указанных выше классов, что для совокупности (37)
либо выполнена одна из трех групп соотношений 3) – 5), либо вместе с тождеством 6)
имеет место представление 7) для одной из двух функций 𝜎3, 𝜎4, тогда задача 2 разре-
шима в квадратурах.
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