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Аннотация. Рассматривается задача Коши для некоторого класса анизотропных па-
раболических уравнений второго порядка с двойными нестепенными нелинейностями.
Уравнение содержит "неоднородность"в виде недивергентного члена, зависящего от
искомой функции и пространственных переменных. Нелинейности характеризуются
𝑁 -функциями, на которые ∆2-условие не накладывается. Методом удвоения перемен-
ных, предложенным С.Н. Кружковым, доказывается единственность ренормализован-
ного решения в пространствах Соболева–Орлича.
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1. Введение

В слое 𝐷𝑇 = (0, 𝑇 ) × R𝑛, 𝑛 ≥ 2 рассматривается задача Коши для уравнения вида
(𝛽(𝑥, 𝑢))′𝑡 = div𝑎(𝑥, 𝑢,∇𝑢) + 𝑏(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢), 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛). (1.1)

𝛽(𝑥, 𝑢(0, 𝑥)) = 𝛽(𝑥, 𝑢0(𝑥)), (1.2)
где 𝛽(𝑥, 𝑢) – неубывающая и непрерывная по 𝑢 функция, измеримая по 𝑥.

Модельным примером рассматриваемых уравнений служит уравнение вида

(𝛽(𝑢))𝑡 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝐵′
𝑖(𝑢𝑥𝑖

) + Ψ𝑖(𝑥))𝑥𝑖
+ Φ(𝑥), (1.3)

где 𝐵𝑖 – 𝑁 -функции (см. [1]).
В работе P. A. Raviart [2] впервые было доказано существование решения уравнения

с двойной нелинейностью

(|𝑢|𝛼−2𝑢)𝑡 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(|𝑢𝑥𝑖
|𝑝−2𝑢𝑥𝑖

)𝑥𝑖
+ 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝛼, 𝑝 > 1,∇𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿𝑝, (1.4)

в ограниченной области 𝐷𝑇 = (0, 𝑇 ) × Ω.
A. Bamberger [3] доказал единственность решения уравнения (1.4) в случае, когда

𝛼 ∈ (1, 2), в предположении (𝛽)′𝑡 ∈ 𝐿1(𝐷
𝑇 ), 𝑢0 ≥ 0. Однако существование такого решения

при 𝛼 ∈ (1, 2) доказать не удается.
H.W. Alt, S. Luckhaus [4] доказали существование и единственность решения уравне-

ния (𝛽(𝑢))′𝑡 = div𝑎(𝛽(𝑢),∇𝑢) в случае 𝛼 ≥ 2 в предположении (𝛽)′𝑡 ∈ 𝐿1(𝐷
𝑇 ). Похожие

результаты для уравнения (1.1), записанного в другой форме, были установлены в [5, 6].

F.Kh. Mukminov, Uniqueness of the renormalized solutions to the Cauchy problem for an
anisotropic parabolic equation.
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Требование (𝛽)′𝑡 ∈ 𝐿1(𝐷
𝑇 ) было ослаблено до 𝛽 ∈ 𝐿1(𝐷

𝑇 ) в работе F. Otto [7] при доказа-
тельстве единственности решения.

В работе [8] авторы показывают необходимость расширения понятия решения в случае
уравнения △𝑝𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑢) с 𝐿1 данными: sup|𝑢|<𝑐 𝐹 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝐿1,loc(Ω). А именно, они рас-
сматривают энтропийное решение задачи Дирихле для эллиптического уравнения и до-
казывают его существование и единственность. Авторы указывают, что вместо энтропий-
ного решения, введенного впервые С.Н. Кружковым [9] для уравнений первого порядка,
можно рассматривать также ренормализованные решения. Понятие ренормализованного
решения было впервые введено в работе R. J. DiPerna and P.-L. Lions [10] при изучении
задачи Коши для уравнения Больцмана.

D. Blanchard and F. Murat [11] доказали единственность ренормализованного решения
уравнения 𝑢𝑡 − div𝑎(𝑡, 𝑥,∇𝑢) = 𝑓. A. Prignet [12] для этого же уравнения доказал един-
ственность энтропийного решения и показал его эквивалентность ренормализованному
решению.

Существенно более сильное утверждение — единственность ренормализованного ре-
шения эллиптико-параболической задачи для уравнения со степенными нелинейностями
(𝛽(𝑢))′𝑡 = div𝑎(𝑢,∇𝑢) — сформулировано J. Carrillo, P. Wittbold в [13], однако в доказа-
тельстве имеется существенный пробел. Доказательство использует метод удвоения пере-
менных, предложенный С.Н. Кружковым в [9].

В настоящей работе методом удвоения переменных доказывается единственность ренор-
мализованного решения задачи Коши (1.1),(1.2) с нестепенными нелинейностями, опреде-
ляемыми 𝑁 -функциями.

В работе С.Н. Антонцева и С.И. Шмарeва [14] доказаны теоремы существования и един-
ственности обобщенного решения задачи Дирихле для параболических уравнений вида
(1.1) в частном случае 𝛽 = 𝑢, 𝑎 = 𝑢𝛾(𝑡,𝑥)∇𝑢. Единственность ренормализованного реше-
ния первой смешанной задачи в ограниченной области для изотропного уравнения (1.1) c
нестепенными нелинейностями доказана в работе H. Redwane [15] при сильном ограниче-
нии 0 < 𝑐 < 𝛽′

𝑢 < 𝐶(𝐾), ∇𝑥𝛽
′
𝑢 < 𝐶(𝐾), |𝑢| < 𝐾. При тех же предположениях в работе [16]

доказано существование ренормализованного решения. Существование и единственность
ренормализованного решения первой смешанной задачи в ограниченной области для урав-
нения (1.1) c 𝛽 = 𝑢 и переменными нелинейностями доказана в работах Ch Zhang, Sh Zhou
[17] и M. Bendahmane, P. Wittbold [18].

В работах [19], [20] рассматривались уравнения вида (1.1) с нестепенными нелинейно-
стями в цилиндрической области с неограниченным основанием, при условии принадлеж-
ности начальной функции некоторому пространству Соболева-Орлича. В [19] для модель-
ного уравнения при 𝑏 ≡ 0, в предположении ограниченности функции 𝛽′

𝑢 в окрестности
𝑢 ∈ (−𝛿, 𝛿), доказано существование решения и установлены степенные (по 𝑡) оценки свер-
ху и снизу скорости убывания решения при больших значениях 𝑡. В [20] доказано существо-
вание обобщенного решения первой смешанной задачи при условии сильной монотонности
(то есть всего оператора в правой части уравнения). В случае степенных нелинейностей
точные оценки скорости убывания решения анизотропного параболического уравнения
с двойной нелинейностью установлены в [21].
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2. Функциональные пространства и основные предположения

Определим здесь используемые в работе функциональные пространства и приведем
некоторые известные факты из теории пространств Соболева–Орлича [1] (см. также [22]).

Введем следующие обозначения

⟨𝐹 (𝑡)⟩ =

∫︁
Ω

𝐹 (𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, [𝐹 ] =

∫︁
𝐷𝑇

𝐹 (𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡,

где, как правило, Ω = R𝑛, но возможны и другие области. Значение обобщенной функции
𝜎 на элементе 𝜑 ∈ 𝐶∞

0 (𝐷𝑇 ) будем записывать так: 𝜎(𝜑) = (𝜎, 𝜑)𝐷𝑇 .
Для выпуклых функций 𝐵(𝑠), 𝑠 ≥ 0, следующая функция

𝐵(𝑧) = sup
𝑠≥0

(𝑠|𝑧| −𝐵(𝑠))

называется дополнительной. Очевидно свойство дополнительных функций (неравенство
Юнга)

|𝑧𝑠| 6 𝐵(𝑧) +𝐵(𝑠).

Выпуклая функция 𝐵(𝑠), 𝑠 ≥ 0, называется 𝑁 -функцией, если

lim
𝑠→0

𝐵(𝑠)/𝑠 = 0, lim
𝑠→∞

𝐵(𝑠)/𝑠 = ∞.

Говорят, что 𝑁 -функция 𝐵(𝑠) удовлетворяет ∆2-условию, если существуют такие числа
𝑠0, 𝑘 > 0, что 𝐵(2𝑠) 6 𝑘𝐵(𝑠), ∀𝑠 ≥ 𝑠0.

В настоящей работе не предполагается, что используемые 𝑁 -функции удовлетворяют
∆2-условию.

Все постоянные, встречающиеся в работе, положительны.
Через 𝐿𝐵(𝑄) обозначим пространство Орлича, соответствующее𝑁 -функции 𝐵(𝑠), с нор-

мой Люксембурга

||𝑢||для которых = ||𝑢||𝐵,𝑄 = inf{𝑘 > 0 :

∫︁
𝑄

𝐵

(︂
𝑢(𝑥)

𝑘

)︂
𝑑𝑥 6 1}.

Ниже в качестве 𝑄 могут выступать области R𝑛, 𝐷𝑇 и другие, причем индекс 𝑄 = R𝑛

может быть опущен.
Через 𝐿𝑖𝑝0(𝑄) обозначим пространство липшицевых функций с компактным носителем,

лежащим в 𝑄. Замыкание пространства 𝐿𝑖𝑝0(𝑄) в 𝐿𝐵(𝑄) будем обозначать через 𝐸𝐵(𝑄).
Определим анизотропные пространства Соболева-Орлича 𝑊 1

LB(R𝑛), как множество тех
элементов 𝜃 = (𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑛) ∈

∏︀𝑛
𝑖=1 𝐿𝐵𝑖

(R𝑛), для которых существуют последовательности
𝜙𝑚 ∈ 𝐿𝑖𝑝0(R𝑛) такие, что ∇𝜙𝑚 → 𝜃 слабо как последовательности функционалов над∏︀𝑛

𝑖=1𝐸𝐵𝑖
(R𝑛). Будем предполагать выполненным следующее условие на набор 𝑁 -функций

𝐵𝑖: для каждого 𝜃 ∈ 𝑊 1
LB(R𝑛) существует потенциал 𝑣 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛) такой, что ∇𝑣 = 𝜃.

Достаточным условием для этого является существование 𝑁 -функции 𝐺 такой, что при
всех 𝜙 ∈ 𝐿𝑖𝑝0(R𝑛) выполнено неравенство

‖𝜙‖𝐿𝐺(R𝑛) ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

||𝜙𝑥𝑖
||𝐵𝑖,R𝑛 . (2.1)

Действительно, как легко видеть, это неравенство в предположении слабой сходимости
∇𝜙𝑚 → 𝜃 влечет *-слабую сходимость 𝜙𝑚 → 𝑣 ∈ 𝐿𝐺(R𝑛) и равенство ∇𝑣 = 𝜃. Отме-
тим, что неравенство вида (2.1) установлено в работе [23] в предположении, что сходится
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следующий интеграл

1∫︁
0

Θ(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠, Θ(𝑠) = 𝑠−

1
𝑛

𝑛∏︁
𝑖=1

(︀
𝐵−1

𝑖 (𝑠)
)︀ 1

𝑛 .

Пространство 𝑊 1
LB(𝐷𝑇 ) с нормой

||𝑢||𝑊 1
B(𝐷𝑇 ) =

𝑛∑︁
𝑖=1

||𝑢𝑥𝑖
||𝐵𝑖,𝐷𝑇

определяется аналогично описанному выше и в дальнейшем будет обозначаться через 𝑋.
Пусть 𝜒(𝑃 ) обозначает логическую функцию, равную 1, когда 𝑃 истинно, и 0, когда 𝑃

ложно.
Приведем теперь условия на функции, входящие в уравнение (1.1). Функция

𝛽(𝑥, 𝑢), 𝛽(𝑥, 0) = 0, удовлетворяет условию Каратеодори и не убывает по 𝑢. Функции
𝑎𝑖(𝑥, 𝑢, 𝑠, ), 𝑠 ∈ R𝑛 также удовлетворяют условию Каратеодори.

Потребуем существование непрерывной функции 𝐶(𝑅,𝑁) такой, что

𝐵𝑖(𝑎𝑖(𝑥, 𝑟, 𝑝)) ≤ 𝐶(𝑅,𝑁)(1 + 𝑆(𝑝)), 𝑆(𝑝) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖(𝑝𝑖); (2.2)

(𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑝) − 𝑎(𝑥, ̃︀𝑟, 𝑞)) · (𝑝− 𝑞) + 𝐶(𝑅,𝑁)(1 + 𝑆(𝑝) + 𝑆(𝑞))|𝑟 − ̃︀𝑟| ≥ 0 (2.3)

при всех 𝑟, ̃︀𝑟 ∈ [−𝑁,𝑁 ], 𝑝, 𝑞 ∈ R𝑛, |𝑥| < 𝑅. Это условие аналогично условию из работы [13]
с непрерывными функциями 𝐶(𝑁) и вектор-функциями Γ, ̃︀Γ:

(𝑎(𝑟, 𝑝) − 𝑎(̃︀𝑟, 𝑞)) · (𝑝− 𝑞) + 𝐶(𝑁)(1 + |𝑝|𝑘 + |𝑞|𝑘)|𝑟 − ̃︀𝑟| ≥ Γ(𝑟, ̃︀𝑟)𝑝+ ̃︀Γ(𝑟, ̃︀𝑟)𝑞,
при всех 𝑟, ̃︀𝑟 ∈ [−𝑁,𝑁 ], 𝑝, 𝑞 ∈ R𝑛.

3. Формулировка основных результатов

Определим функции

𝑇𝑘(𝑣) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘 если 𝑣 > 𝑘,

𝑣 если |𝑣| ≤ 𝑘,

−𝑘 если 𝑣 < −𝑘;

𝜂(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 если 𝑟 > 1,

1 − 𝑟 если 0 ≤ 𝑟 ≤ 1,

1 если 𝑟 < 0;

𝐻𝜀(𝑟) = 1 − 𝜂(𝑟/𝜀).

Определение 1. Ренормализованным решением задачи Коши (1.1), (1.2) называется
измеримая функция 𝑢 : 𝐷𝑇 → R такая, что

1) 𝛽(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐿1(𝐷
𝑇 ), 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑏(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢) ∈ 𝐿1(𝐷

𝑇 ),

2) 𝑇𝑘(𝑢) ∈ 𝑋 при всех 𝑘 > 0;
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и функция 𝐴(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑥, 𝑢,∇𝑢) удовлетворяет при всех 𝑘,𝑁 > 0 условиям:

при всех ℎ ∈ 𝐿𝑖𝑝0(R), 𝜉 ∈ 𝐶1
0((−1, 𝑇 ) × R𝑛) выполнено равенство

[𝜉𝑡

𝑢∫︁
𝑢0

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟) + 𝜉𝑓ℎ(𝑢)] = [𝐴 · ∇(ℎ(𝑢)𝜉)]; (3.1)

[𝜒(𝑚 ≤ |𝑢| ≤ 𝑚+ 1)|𝐴 · ∇𝑢|] → 0 при 𝑚→ ∞; (3.2)
[𝜒(|𝑢| ≤ 𝑘)|𝐴(𝑡, 𝑥)|𝜒(𝑚 < |𝑥| < 𝑚+ 1)] → 0 при 𝑚→ ∞; (3.3)

lim
𝑙→∞

𝑙

1/𝑙∫︁
0

⟨𝜂(|𝑥| −𝑁)|𝛽(𝑥, 𝑢(𝑡)) − 𝛽(𝑥, 𝑢0)|⟩𝑑𝑡 = 0. (3.4)

Замечание 1. Интеграл Стильтьеса в формуле (3.1) вычисляется при фиксированных 𝑥.

Замечание 2. Из условий (2.2) и 2) следует, что

𝐵𝑖(𝑎𝑖(𝑥, 𝑢,∇𝑢))𝜒(|𝑢| ≤ 𝑘)𝜒(|𝑥| ≤ 𝑅) ∈ 𝐿1(𝐷
𝑇 ). (3.5)

Определим многозначную функцию sign+𝑟 = 1 при 𝑟 > 0, sign+𝑟 = 0 при 𝑟 < 0
и sign+𝑟 = [0, 1] при 𝑟 = 0; 𝑟+ = max(𝑟, 0).

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2.2) и (2.3). Пусть при 𝑖 = 1, 2 функции
𝑢0𝑖 : R𝑛 → R таковы, что 𝛽(𝑥, 𝑢0𝑖) ∈ 𝐿1(R𝑛). Пусть 𝑢𝑖 – ренормализованные решения
задачи Коши (1.1), (1.2) с 𝑢0𝑖, 𝑏𝑖. Тогда существует функция 𝐺(𝑡, 𝑥) ∈ sign+(𝑢1 − 𝑢2)
такая, что для всех 𝛼(𝑡) ∈ 𝐿𝑖𝑝0(−1, 𝑇 ), 𝛼(0) = 1, 𝛼 ≥ 0 выполнено неравенство

−[𝛼′(𝛽(𝑥, 𝑢1(𝑡)) − 𝛽(𝑥, 𝑢2(𝑡)))
+] ≤ (3.6)

≤ ⟨(𝛽(𝑥, 𝑢01) − 𝛽(𝑥, 𝑢02))
+⟩ + [𝛼𝐺(𝑓1 − 𝑓2)],

где 𝑓𝑖 = 𝑏𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑖,∇𝑢𝑖). В частности, если 𝛽(𝑥, 𝑢0𝑖) = 𝛽(𝑥, 𝑢0), 𝑏𝑖 = 𝑏 = 𝑏(𝑥, 𝑢) и функция
𝑏(𝑥, 𝑢) не возрастает по 𝑢, то 𝛽(𝑥, 𝑢1) = 𝛽(𝑥, 𝑢2).

Ниже приводится лемма 1, из которой легко следует, что обобщенное решение, удовле-
творяющее условию (3.3), является ренормализованным.

Назовем обобщенным решением задачи Коши (1.1), (1.2) c 𝛽(𝑥, 𝑢0) ∈ 𝐿1(R𝑛) функцию
𝑢 ∈ 𝑋 такую, что

𝛽(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐿1(𝐷
𝑇 ), 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑏(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢), 𝐵𝑖(𝑎𝑖(𝑥, 𝑢,∇𝑢)) ∈ 𝐿1(𝐷

𝑇 ),

удовлетворяющую условию (3.4) и тождеству

[(𝛽(𝑥, 𝑢) − 𝛽(𝑥, 𝑢0))𝜙𝑡 + 𝑓𝜙] =
𝑛∑︁

𝑖=1

[𝑎𝑖𝜙𝑥𝑖
]

при всех 𝜙 ∈ 𝐶1
0((−1, 𝑇 ) × R𝑛). Из последнего соотношения, в частности, следует, что

𝛽(𝑥, 𝑢)𝑡 ∈ 𝑋 ′ + 𝐿1(𝐷
𝑇 ).

Следующая лемма близка к соответствующему утверждению из работы [13]. В насто-
ящей работе, в отличие от [13], область Ω = R𝑛 не ограничена, поэтому, ради полноты
изложения, в приложении дается ее доказательство.

Лемма 1. Пусть 𝑢 ∈ 𝑋 – обобщенное решение задачи Коши (1.1), (1.2). Тогда

[(𝛽(𝑥, 𝑢) − 𝛽(𝑥, 𝑢0))(ℎ(𝑢)𝜙)𝑡] = [𝜙𝑡

𝑢∫︁
𝑢0

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)] (3.7)

при всех ℎ ∈ 𝐿𝑖𝑝0(R), и 𝜙 ∈ 𝐶1
0((−1, 𝑇 ) × R𝑛).
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4. Вспомогательные утверждения

Приведем некоторые обозначения и факты, которые будут использованы ниже в методе
удвоения переменных.

Положим 𝜒(𝑓 ̸= 0 ∧ 𝜀) := 𝜒((𝑓 ̸= 0) ∧ (𝑓 ̸= 𝜀)), 𝜒(𝑓 = 0 ∨ 𝜀) := 𝜒((𝑓 = 0) ∨ (𝑓 = 𝜀)),
где в качестве 𝑓 могут быть различные функции, 𝜀 > 0. Пусть 𝜌𝑚 – ядро осреднения в
R𝑛, ⟨𝜌𝑚⟩ = 1, |𝜌𝑚| ≤ 𝐶𝑚𝑛, 𝜌𝑚(𝑥) = 0 при 𝑚|𝑥| > 1. Для измеримой функции 𝑣 положим
𝜒𝑚(𝑥, 𝑣) := ⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)𝜒(0 < 𝑣(𝑦) < 𝜀)⟩𝑦, 𝐾(𝑥, 𝑣) := lim

𝑚→∞
𝜒𝑚(𝑥, 𝑣). Предел существует почти

всюду в R𝑛 и 0 ≤ 𝐾(𝑥, 𝑣) ≤ 1. В тех случаях, когда зависимость функции 𝐾 от аргументов
несущественна, не будем их указывать.

Напомним, что 𝑥 называется точкой Лебега суммируемой функции 𝑣, если
lim

𝑚→∞
⟨𝑚−𝑛𝜒(𝑚|𝑥− 𝑦| < 1)|𝑣(𝑦) − 𝑣(𝑥)|)⟩𝑦 = 0.

Лемма 2. Если 𝑥 – точка Лебега ограниченной в R𝑛 измеримой функции 𝑣, то
𝐾(𝑥, 𝑣)𝜒(𝑣(𝑥) ̸= 0 ∧ 𝜀) = 𝜒(0 < 𝑣(𝑥) < 𝜀), 𝜀 > 0.

Доказательство. Найдется 𝛿(𝑥) > 0 такое, что
𝜒(0 < 𝑣(𝑦) < 𝜀)𝜒(|𝑣(𝑦) − 𝑣(𝑥)| < 𝛿)𝜒(𝑣(𝑥) ̸= 0 ∧ 𝜀) =

= 𝜒(0 < 𝑣(𝑥) < 𝜀)𝜒(|𝑣(𝑦) − 𝑣(𝑥)| < 𝛿),

при всех 𝑦 ∈ R𝑛. Поскольку 𝑥 – точка Лебега функции 𝑣, то
lim

𝑚→∞
⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)𝜒(|𝑣(𝑦) − 𝑣(𝑥)| ≥ 𝛿)⟩𝑦 ≤ (4.1)

≤ lim
𝑚→∞

⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)|𝑣(𝑦) − 𝑣(𝑥)|/𝛿)⟩𝑦 = 0.

Следовательно,
lim

𝑚→∞
𝜒𝑚(𝑥, 𝑣)𝜒(𝑣(𝑥) ̸= 0 ∧ 𝜀) =

= lim
𝑚→∞

⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)𝜒(0 < 𝑣(𝑦) < 𝜀)𝜒(|𝑣(𝑦) − 𝑣(𝑥)| < 𝛿)⟩𝑦𝜒(𝑣(𝑥) ̸= 0 ∧ 𝜀) =

= lim
𝑚→∞

⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)𝜒(|𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑦)| < 𝛿)⟩𝜒(0 < 𝑣(𝑥) < 𝜀) = 𝜒(0 < 𝑣(𝑥) < 𝜀).

В следующем утверждении Ω – произвольная область в R𝑛 (допустимо Ω = R𝑛).

Лемма 3. Пусть 𝑣1, 𝑣2 – ограниченные в Ω измеримые функции и 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω),

𝑔 ∈ 𝐿1,loc(Ω). Тогда
lim

𝑚→∞
⟨⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦)𝑔(𝑥)𝜒(0 < 𝑣1(𝑦) − 𝑣2(𝑥) < 𝜀)⟩𝑦⟩𝑥 =

= ⟨𝐾(𝑥, 𝑣1 − 𝑣2(𝑥))𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝜒(𝑣1(𝑥) − 𝑣2(𝑥) = 0 ∨ 𝜀⟩𝑥+

+ ⟨𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝜒(0 < 𝑣1(𝑥) − 𝑣2(𝑥) < 𝜀)⟩𝑥.
Доказательство.

⟨⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦)𝑔(𝑥)𝜒(0 < 𝑣1(𝑦) − 𝑣2(𝑥) < 𝜀)⟩𝑦⟩𝑥 =

= ⟨⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦))(𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥))𝜒(0 < 𝑣1(𝑦) − 𝑣2(𝑥) < 𝜀)⟩𝑦𝑔(𝑥)⟩𝑥+

+ ⟨𝜒𝑚(𝑥, 𝑣1 − 𝑣2(𝑥))𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)⟩𝑥 = 𝐼1 + 𝐼2.

Ввиду непрерывности и ограниченности функции 𝑓 , по теореме Лебега о мажорированной
сходимости,

lim
𝑚→∞

|𝐼1| ≤ lim
𝑚→∞

⟨⟨𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|⟩𝑦|𝑔(𝑥)|⟩𝑥 = 0.

Далее, полагая ∆(𝑥) = 𝑣1(𝑥) − 𝑣2(𝑥), имеем
𝐼2 = ⟨𝜒𝑚(𝑥, 𝑣1 − 𝑣2(𝑥))𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜒(∆ ̸= 0 ∧ 𝜀) + 𝜒(∆ = 0 ∨ 𝜀))⟩𝑥 = 𝐼21 + 𝐼22.
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Остается отметить, что по лемме 2,

lim
𝑚→∞

𝐼21 = lim
𝑚→∞

⟨𝜒𝑚(𝑥, 𝑣1 − 𝑣2(𝑥))𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜒(∆ ̸= 0 ∧ 𝜀)⟩𝑥 =

= ⟨𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝜒(0 < 𝑣1(𝑥) − 𝑣2(𝑥) < 𝜀)⟩𝑥.

Замечание 3. Предельным переходом устанавливается справедливость леммы 3 также
и для функций 𝑓 ∈ 𝐸𝐵(Ω), 𝑔 ∈ 𝐿𝐵(Ω) при произвольной 𝑁 -функции 𝐵.

Замечание 4. Лемма 3 остаётся справедливой при 𝜀 = ∞ и Ω = (0, 𝑇 ).

Лемма 4. Пусть 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2 – ренормализованные решения задачи Коши с начальны-
ми функциями 𝑢0𝑖, и 𝐴𝑖 = 𝑎(𝑥, 𝑢𝑖,∇𝑢𝑖), 𝑓𝑖 = 𝑏𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢𝑖,∇𝑢𝑖). Тогда существует функция
𝐺(𝑡, 𝑥) ∈ sign+(𝑢1 − 𝑢2) такая, что

− [𝜒(𝑢1 > 𝑢2)𝜉𝑡

𝑢1∫︁
𝑢2

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)] + [𝜒(𝑢1 > 𝑢2)((ℎ(𝑢1)𝐴1−

− ℎ(𝑢2)𝐴2) · ∇𝜉] + [𝜒(𝑢1 > 𝑢2)𝜉(ℎ
′(𝑢1)𝐴1 · ∇𝑢1 − ℎ′(𝑢2)𝐴2 · ∇𝑢2)] ≤

≤ [𝜉𝐺(ℎ(𝑢1)𝑓1 − ℎ(𝑢2)𝑓2)] (4.2)

для всех неотрицательных ℎ ∈ 𝐿𝑖𝑝0(R) и неотрицательных 𝜉 ∈ 𝐿𝑖𝑝0((0, 𝑇 ) × R𝑛).

Доказательство. Мы выбираем две различные пары переменных (𝑡, 𝑥), (𝑠, 𝑦) и рассмат-
риваем 𝑢1, 𝐴1, 𝑓1 как функции от (𝑠, 𝑦) и 𝑢2, 𝐴2, 𝑓2 – от (𝑡, 𝑥). Пусть 𝜌𝑚 – ядро осреднения
в R𝑛, 𝜚𝑙 – ядро осреднения в R. Положим

𝜌𝑙𝑚(𝑧) = 𝜌𝑙𝑚(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑦) = 𝜌𝑚(𝑥− 𝑦)𝜚𝑙(𝑠− 𝑡), 𝜉𝑙𝑚(𝑧) = 𝜉(𝑡, 𝑥)𝜌𝑙𝑚(𝑧).

Подставим в определение (3.1) ренормализованного решения 𝑢1 вместо ℎ функцию
ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑟 − 𝑢2(𝑡, 𝑥)):

[(𝜉𝑙𝑚)𝑠

𝑢1∫︁
𝑢01

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑟 − 𝑢2(𝑡, 𝑥))𝑑𝛽(𝑦, 𝑟) + 𝜉𝑙𝑚𝑓1ℎ(𝑢1)𝐻𝜀(𝑢1 − 𝑢2(𝑡, 𝑥))]𝑠,𝑦 =

= [𝐴1 · ∇𝑦(ℎ(𝑢1)𝐻𝜀(𝑢1 − 𝑢2(𝑡, 𝑥))𝜉𝑙𝑚)]𝑠,𝑦.

Для 𝑢2 справедливо аналогичное соотношение

[(𝜉𝑙𝑚)𝑡

𝑢2∫︁
𝑢02

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑢1(𝑠, 𝑦) − 𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟) + 𝜉𝑙𝑚𝑓2ℎ(𝑢2)𝐻𝜀(𝑢1(𝑠, 𝑦) − 𝑢2)]𝑡,𝑥 =

= [𝐴2 · ∇𝑥(ℎ(𝑢2)𝐻𝜀(𝑢1(𝑠, 𝑦) − 𝑢2)𝜉𝑙𝑚)]𝑡,𝑥.

Проинтегрировав эти соотношения по (𝑡, 𝑥) и (𝑠, 𝑦) соответственно, и взяв их разность,
получим (с использованием обозначения {𝑔} =

∫︀
𝐷𝑇×𝐷𝑇 𝑔𝑑𝑡𝑑𝑥𝑑𝑠𝑑𝑦 )

{(𝜉𝑙𝑚)𝑠

𝑢1∫︁
𝑢01

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑟 − 𝑢2)𝑑𝛽(𝑦, 𝑟) − (𝜉𝑙𝑚)𝑡

𝑢2∫︁
𝑢02

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑢1 − 𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)}+

+ {𝜉𝑙𝑚𝐻𝜀(𝑢1 − 𝑢2)(𝑓1ℎ(𝑢1) − 𝑓2ℎ(𝑢2))} =

= {(ℎ(𝑢1)𝐴1 − ℎ(𝑢2)𝐴2) · (∇𝑥 + ∇𝑦)(𝐻𝜀(𝑢1 − 𝑢2)𝜉𝑙𝑚)}+

+ {(ℎ′(𝑢1)𝐴1 · ∇𝑦𝑢1 − ℎ′(𝑢2)𝐴2 · ∇𝑥𝑢2)𝐻𝜀(𝑢1 − 𝑢2)𝜉𝑙𝑚}. (4.3)

В последнем соотношении использованы равенства вида {ℎ(𝑢1)𝐴1 ·∇𝑥(𝐻𝜀(𝑢1−𝑢2)𝜉𝑙𝑚)} = 0.
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Два интеграла слева обозначим через 𝐼1, 𝐼2, а справа через 𝐼3, 𝐼4. Для этих интегра-
лов совершим предельные переходы в следующем порядке: 𝑚 → ∞, 𝜀 → 0 и 𝑙 → ∞.
В частности, для 𝐼2 имеем

lim
𝑚,𝜀

𝐼2 = [

𝑇∫︁
0

𝜉(𝑡, 𝑥)𝜚𝑙𝜒(𝑢1(𝑠, 𝑥) > 𝑢2(𝑡, 𝑥))(𝑓1ℎ(𝑢1) − 𝑓2ℎ(𝑢2))𝑑𝑠]𝑡,𝑥.

По лемме 3 с 𝜀 = ∞ и интервалом (0, 𝑇 ) вместо Ω получим

lim
𝑚,𝜀,𝑙

𝐼2 = [𝜉(𝑡, 𝑥)(𝐾1(𝑡, 𝑥, 𝑢1 − 𝑢2)𝜒(𝑢1 = 𝑢2) + 𝜒(𝑢1 > 𝑢2))(𝑓1ℎ(𝑢1)−

− 𝑓2ℎ(𝑢2))]𝑡,𝑥 = [𝜉(𝑡, 𝑥)𝐺(𝑓1ℎ(𝑢1) − 𝑓2ℎ(𝑢2))]𝑡,𝑥. (4.4)

Здесь использовано обозначение 𝐺 = 𝐾1𝜒(𝑢1 = 𝑢2) + 𝜒(𝑢1 > 𝑢2), где 𝐾1 – функция из
леммы 3.

Аналогично, с учетом того, что градиент равен нулю почти всюду на множестве уровня
функции,

lim
𝑚,𝜀,𝑙

𝐼4 = [𝜒(𝑢1 > 𝑢2)𝜉(ℎ
′(𝑢1)𝐴1 · ∇𝑢1 − ℎ′(𝑢2)𝐴2 · ∇𝑢2)]. (4.5)

Перейдем к 𝐼1. Рассмотрим интеграл

𝐽 = {(𝜉𝑙𝑚)𝑠

𝑢1∫︁
𝑢01

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑟 − 𝑢2)𝑑(𝛽(𝑦, 𝑟) − 𝛽(𝑥, 𝑟))} =

= {(𝜉𝑙𝑚)𝑠

𝑢1∫︁
𝑢2

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑟 − 𝑢2)𝑑(𝛽(𝑦, 𝑟) − 𝛽(𝑥, 𝑟))}+

+ {(𝜉𝑙𝑚)𝑠

𝑢2∫︁
𝑢01

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑟 − 𝑢2)𝑑(𝛽(𝑦, 𝑟) − 𝛽(𝑥, 𝑟))} = 𝐽1 + 𝐽2.

Ясно, что 𝐽2 = 0, поскольку 𝜉𝑙𝑚
⃒⃒𝑠=𝑇

𝑠=0
= 0 при достаточно больших 𝑙, а другой сомножитель

в этом интеграле от 𝑠 не зависит. Положим Φ(𝑦, 𝑣, 𝑘) =
𝑣∫︀
𝑘

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑟 − 𝑘)𝑑𝛽(𝑦, 𝑟). Тогда

𝐽1 ={(𝜉𝑙𝑚)𝑠(Φ(𝑦, 𝑢1, 𝑢2) − Φ(𝑥, 𝑢1, 𝑢2))} =

= {(𝜉𝑙𝑚)𝑠(Φ(𝑦, 𝑢1(𝑠, 𝑦), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) − Φ(𝑦, 𝑢1(𝑠, 𝑦), 𝑢2(𝑡, 𝑦)))}+

+ {(𝜉𝑙𝑚)𝑠(Φ(𝑦, 𝑢1(𝑠, 𝑦), 𝑢2(𝑡, 𝑦)) − Φ(𝑥, 𝑢1(𝑠, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)))}+

+ {(𝜉𝑙𝑚)𝑠(Φ(𝑥, 𝑢1(𝑠, 𝑥), 𝑢2) − Φ(𝑥, 𝑢1(𝑠, 𝑦), 𝑢2))} = 𝐽11 + 𝐽12 + 𝐽13.

Ввиду ограниченности и непрерывности функции Φ по второму и третьему аргументам

lim
𝑚
𝐽11 = lim

𝑚
𝐽12 = lim

𝑚
𝐽13 = 0.
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Поскольку (𝜕𝑠 + 𝜕𝑡)𝜌𝑙𝑚 = 0, то

lim
𝑚,𝜀,𝑙

𝐼1 = lim
𝑚,𝜀,𝑙

(𝐼1 − 𝐽) = lim
𝑚,𝜀,𝑙

(︀
{(𝜉𝑙𝑚)𝑠

𝑢1∫︁
𝑢2

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑟 − 𝑢2)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)}−

− {(𝜉𝑙𝑚)𝑡

𝑢2∫︁
𝑢1

ℎ(𝑟)𝐻𝜀(𝑢1 − 𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)}
)︀

=

= [𝜒(𝑢1 > 𝑢2)𝜉𝑡

𝑢1∫︁
𝑢2

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)]𝑡,𝑥. (4.6)

Остается рассмотреть 𝐼3. Имеем

𝐼3 = {𝜚𝑙𝜌𝑚𝐻𝜀(𝑢1 − 𝑢2)(ℎ(𝑢1)𝐴1 − ℎ(𝑢2)𝐴2) · ∇𝑥𝜉(𝑡, 𝑥)}+

+ 1/𝜀{𝜒(0 < 𝑢1 − 𝑢2 < 𝜀)𝜉𝑙𝑚(ℎ(𝑢1)𝐴1 − ℎ(𝑢2)𝐴2) · (∇𝑦𝑢1 −∇𝑥𝑢2)} =

= 𝐼31 + 𝐼32.

Очевидно, что
lim
𝑚,𝜀,𝑙

𝐼31 = [𝜒(𝑢1 > 𝑢2)(ℎ(𝑢1)𝐴1 − ℎ(𝑢2)𝐴2) · ∇𝜉(𝑡, 𝑥)]. (4.7)

Пользуясь теоремой Фубини и леммой 3, устанавливаем, что

lim
𝑚→∞

𝐼32 − 1/𝜀

𝑇∫︁
0

𝑑𝑠[𝜒(𝑢1(𝑠, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥) = 0 ∨ 𝜀)𝐾(𝑥, 𝑢1 − 𝑢2)×

× 𝜉𝜚𝑙(ℎ(𝑢1)𝐴1 − ℎ(𝑢2)𝐴2) · ∇𝑥(𝑢1 − 𝑢2)]𝑡,𝑥 = lim
𝑚→∞

𝐼32 = 1/𝜀

𝑇∫︁
0

𝑑𝑠×

× [𝜒(0 < 𝑢1(𝑠, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥) < 𝜀)𝜉𝜚𝑙(ℎ(𝑢1)𝐴1 − ℎ(𝑢2)𝐴2) · ∇𝑥(𝑢1 − 𝑢2)].

Обозначим через 𝑀 последнее выражение. Ввиду (4.3)–(4.7) достаточно показать, что
lim inf

𝜀,𝑙
𝑀 ≥ 0. Для этого отметим равенство

𝑀 = 1/𝜀

𝑇∫︁
0

𝑑𝑠[𝜒(0 < 𝑢1(𝑠, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥) < 𝜀)𝜉𝜚𝑙((ℎ(𝑢1) − ℎ(𝑢2))𝐴1+

+ ℎ(𝑢2)(𝐴1 − 𝐴2)) · ∇𝑥(𝑢1 − 𝑢2)]𝑡,𝑥 = 𝑀1 +𝑀2,

в котором оба интеграла справа определены: действительно, поскольку функции 𝑢1, 𝑢2
близки на множестве интегрирования, срезка одной из функций влечет срезание другой.

Пусть, далее число 𝑁 > 0 – таково, что suppℎ ⊂ (−𝑁,𝑁). Тогда, при достаточно малых
𝜀, пользуясь (2.2), получаем

𝑀1 ≤
𝑇∫︁

0

𝑑𝑠[𝜒(0 < 𝑢1(𝑠, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥) < 𝜀)𝜉𝜚𝑙×

× 𝐿ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐵
−1

𝑖 (𝐶(𝑅,𝑁)(1 + 𝑆(∇𝑇𝑁(𝑢1))))(|𝑇𝑁(𝑢1)𝑥𝑖
| + |𝑇𝑁(𝑢2)𝑥𝑖

|)]𝑡,𝑥,

где 𝐿ℎ = supℎ′, 𝑅 – радиус носителя функции 𝜉. При фиксированных 𝑙, пользуясь
неравенством Юнга, устанавливаем, что интегранд последнего интеграла принадлежит
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𝐿1((0, 𝑇 ) × 𝐷𝑇 ), и поэтому интеграл 𝑀1 стремится к нулю при 𝜀 → 0. Для оставшейся
части, ввиду условия (2.3), имеем

1/𝜀

𝑇∫︁
0

𝑑𝑠[𝜒(0 < 𝑢1(𝑠) − 𝑢2(𝑡) < 𝜀)𝜉𝜚𝑙ℎ(𝑢2)(𝐴1 − 𝐴2) · ∇𝑥(𝑢1 − 𝑢2)] ≥

≥ −1/𝜀

𝑇∫︁
0

𝑑𝑠[𝜒(0 < 𝑢1(𝑠, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥) < 𝜀)𝜉𝜚𝑙ℎ(𝑢2)𝐶(𝑅,𝑁)×

× (1 + 𝑆(∇𝑥𝑇𝑁(𝑢1)) + 𝑆(∇𝑥𝑇𝑁(𝑢2)))|𝑢1 − 𝑢2|]𝑡,𝑥 = 𝑀21.

Рассуждая, как и выше, получаем, что lim
𝜀→0

𝑀21 = 0. Утверждение доказано.

5. Доказательство теоремы единственности

Пусть 𝑢1, 𝑢2 — ренормализованные решения задачи (1.1),(1.2) с начальными функ-
циями 𝑢01, 𝑢02 и функциями 𝑏1, 𝑏2 в правой части. Подставим в (4.2) функцию
𝜉(𝑡, 𝑥) = 𝛼𝑙(𝑡)𝜂(|𝑥| −𝑁), 𝛼𝑙(𝑡) ∈ 𝐿𝑖𝑝0(0, 𝑇 ), ℎ(𝑟) = 𝜂(|𝑟| − 𝑚). Полученное неравенство
условно запишем в виде

𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 ≤ 𝐼4. (5.1)

Положим 𝛼𝑙(𝑡) = 𝛼(𝑡)(1 − 𝜂(𝑙𝑡)), 𝛼(𝑡) ∈ 𝐿𝑖𝑝0(−1, 𝑇 ), 0 ≤ 𝛼(𝑡) ≤ 1, 𝛼(0) = 1. Перейдем
к пределу в (5.1) при 𝑙 → ∞, 𝑁 → ∞, 𝑚 → ∞ в каждом из интегралов. Для второго
интеграла слева имеем

|𝐼2| ≤ [(𝜒(|𝑢1| < 𝑚+ 1)|𝐴1| + 𝜒(|𝑢2| < 𝑚+ 1)|𝐴2|)𝜒(𝑁 < |𝑥| < 𝑁 + 1)].

Пользуясь (3.3), устанавливаем, что lim
𝑙,𝑁

𝐼2 = 0. Для 𝐼3 имеем

|𝐼3| = |[𝜉𝜒(𝑢1 > 𝑢2)(ℎ
′(𝑢1)𝐴1 · ∇𝑢1 − ℎ′(𝑢2)𝐴2 · ∇𝑢2)]| ≤

≤ [𝜒(𝑚 < |𝑢1| < 𝑚+ 1)|𝐴1 · ∇𝑢1|]+
+[𝜒(𝑚 < |𝑢2| < 𝑚+ 1)|𝐴2 · ∇𝑢2|].

Ввиду (3.2), два интеграла справа стремятся к нулю при 𝑚→ ∞. Итак, 𝐼3 → 0.
Рассмотрим теперь интеграл 𝐼1. Предположим сначала, что 𝛼(𝑡) = 1 при |𝑡| < 𝛿. Тогда

при 𝑙𝛿 > 1 имеем

𝐼1 = −[𝜒(𝑢1 > 𝑢2)𝛼
′(𝑡)(1 − 𝜂(𝑙𝑡))𝜂(|𝑥| −𝑁)

𝑢1∫︁
𝑢2

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)]−

−𝑙
1/𝑙∫︁
0

⟨𝜒(𝑢1 > 𝑢2)𝜂(|𝑥| −𝑁)

𝑢1∫︁
𝑢2

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)⟩𝑑𝑡 = 𝐼11 − 𝐼12.

Введем обозначение Φ𝑁(𝑥, 𝑣) = 𝜂(|𝑥| −𝑁)
𝑣∫︀
0

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟). Тогда

𝐼12 = 𝑙

1/𝑙∫︁
0

⟨(Φ𝑁(𝑥, 𝑢1) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢2))
+⟩𝑑𝑡.

Очевидно, что

(Φ𝑁(𝑥, 𝑢1) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢2))
+ ≤ (Φ𝑁(𝑥, 𝑢1) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢10))

++
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+(Φ𝑁(𝑥, 𝑢10) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢20))
+ + (Φ𝑁(𝑥, 𝑢20) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢2))

+.

Следовательно,
𝐼12 − ⟨(Φ𝑁(𝑥, 𝑢10) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢20))

+⟩ ≤

≤ 𝑙

1/𝑙∫︁
0

⟨(Φ𝑁(𝑥, 𝑢1) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢10))
+ + (Φ𝑁(𝑥, 𝑢20) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢2))

+⟩𝑑𝑡.

Далее,

𝑙

1/𝑙∫︁
0

⟨(Φ𝑁(𝑥, 𝑢1) − Φ𝑁(𝑥, 𝑢10))
+⟩𝑑𝑡 ≤ 𝑙

1/𝑙∫︁
0

⟨𝜂(|𝑥| −𝑁)
⃒⃒⃒ 𝑢1∫︁
𝑢10

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)
⃒⃒⃒
⟩𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑙

1/𝑙∫︁
0

⟨𝜂(|𝑥| −𝑁)|𝛽(𝑥, 𝑢1) − 𝛽(𝑥, 𝑢10)|⟩𝑑𝑡.

Поэтому, в силу (3.4), переход к пределу при 𝑙 → ∞, 𝑁 → ∞ в интеграле 𝐼1 дает

lim
𝑙,𝑁

𝐼1 ≥ −[𝜒(𝑢1 > 𝑢2)𝛼
′(𝑡)

𝑢1∫︁
𝑢2

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)]−

−⟨𝜒(𝑢10 > 𝑢20)

𝑢10∫︁
𝑢20

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)⟩.

Таким образом, тройной предельный переход в (5.1) завершает доказательство неравен-
ства (3.6) теоремы. Предельный переход к функции 𝛼 общего вида очевиден.

Докажем теперь, что из (3.6) следует единственность ренормализованного решения за-
дачи Коши. Действительно, условие невозрастания функции 𝑏(𝑥, 𝑢) по 𝑢 влечет нера-
венство 𝐺(𝑓1 − 𝑓2) ≤ 0, поэтому из (3.6) при 𝛼(𝑡) = 𝜂(𝑡/𝑇 )𝜂(−𝑡) получаем, что
[(𝛽(𝑥, 𝑢1) − 𝛽(𝑥, 𝑢2))

+] ≤ 0, или 𝛽(𝑥, 𝑢1) ≤ 𝛽(𝑥, 𝑢2) почти всюду в 𝐷𝑇 . Переставив 𝑢1 и
𝑢2, получим противоположное неравенство, то есть 𝛽(𝑥, 𝑢1) = 𝛽(𝑥, 𝑢2), что завершает до-
казательство единственности.

Легко видеть, что единственность имеет место и при более слабых требованиях на ре-
нормализованное решение:

𝛽(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐿1,loc(𝐷
𝑇 ), 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑏(𝑡, 𝑥, 𝑢,∇𝑢) ∈ 𝐿1,loc(𝐷

𝑇 ).

6. Приложение

Доказательство леммы 1 легко выводится из следующего утверждения.

Лемма 5. Пусть 𝑣 ∈ 𝑋, 𝛽(𝑥, 𝑣) – каратеодориева функция, неубывающая по 𝑣,
𝛽(𝑥, 0) = 0, 𝛽(𝑥, 𝑣) ∈ 𝐿1,loc(𝐷𝑇 ) и 𝑣0 : R𝑛 → R, 𝛽(𝑥, 𝑣0) ∈ 𝐿1,loc(R𝑛). Пусть
𝑤 ∈ 𝑋 ′ + 𝐿1,loc(𝐷𝑇 ), и выполнено неравенство

[(𝛽(𝑥, 𝑣) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))𝜙𝑡] ≥ (resp. ≤)(𝑤,𝜙)𝐷𝑇 (6.1)

при всех неотрицательных 𝜙 ∈ 𝐶1
0((−1, 𝑇 ) × R𝑛). Тогда

[𝜙𝑡

𝑣∫︁
𝑣0

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)] ≥ (resp. ≤)(𝑤, ℎ(𝑣)𝜙)𝐷𝑇 (6.2)

при всех неотрицательных ℎ ∈ 𝑊 1
∞(R) и 𝜙 ∈ 𝐶1

0((−1, 𝑇 ) × R𝑛).
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Доказательство леммы 5. Поскольку |
𝑣∫︀

𝑣0

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)| ≤ ‖ℎ‖∞|𝛽(𝑥, 𝑣) − 𝛽(𝑥, 𝑣0)|, то
𝑣∫︀

𝑣0

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟) ∈ 𝐿1,loc(𝐷𝑇 ), и интегралы в (6.2) определены. Достаточно доказать одно

из неравенств леммы, так как если 𝑣 удовлетворяет первому неравенству в (6.1), то −𝑣
удовлетворяет другому с заменой ̃︀𝛽(𝑥, 𝑟) = −𝛽(𝑥,−𝑟), ̃︀𝑣0 = −𝑣0 и ̃︀𝑤 = −𝑤 соответственно.

Если справедливо первое из неравенств (6.1), то оно справедливо также и для неотри-
цательных функций 𝜙 ∈ 𝑌,

𝑌 = {𝜙(𝑡, 𝑥) =

𝑇∫︁
𝑡

𝑧(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠|𝑧 ∈ 𝑋 ∩ 𝐿∞(𝐷𝑇 ), supp 𝑧 ограничен}

– это легко установить соответствующим предельным переходом.
Сначала предположим, что ℎ ≥ 0 не убывает, ℎ ∈ 𝑊 1

∞(R). Ясно, что
𝑠∫︁

𝑟

ℎ(𝜏)𝑑𝛽(𝑥, 𝜏) ≤ ℎ(𝑠)(𝛽(𝑥, 𝑠) − 𝛽(𝑥, 𝑟))

при всех 𝑟, 𝑠 ∈ R и почти всех 𝑥 ∈ R𝑛. Следовательно, при всех 𝑡 > 0

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣(𝑡−𝜂)

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟) ≤ ℎ(𝑣(𝑡))(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡)) − 𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡− 𝜂))), (6.3)

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣(𝑡−𝜂)

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟) ≥ ℎ(𝑣(𝑡− 𝜂))(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡)) − 𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡− 𝜂))) (6.4)

почти всюду в R𝑛, где полагаем 𝑣(𝑡) = 𝑣0 при 𝑡 < 0. Пусть 𝜙 ∈ 𝐶1
0((−∞, 𝑇 ) × R𝑛), 𝜙 ≥ 0,

тогда 𝜁 = ℎ(𝑣)𝜙 ∈ 𝑋 . Отметим, что при любом малом 𝜂 > 0 функция 𝜁𝜂(𝑡) = 1/𝜂
𝑡+𝜂∫︀
𝑡

𝜁(𝑠)𝑑𝑠,

𝜁𝜂(𝑇 ) = 0 лежит в пространстве 𝑌 . Поэтому 𝜁𝜂 можно подставить в (6.1). Согласно (6.3),
запишем цепочку соотношений

(𝑤, 𝜁𝜂)𝐷𝑇 ≤ [(𝜁𝜂)𝑡(𝛽(𝑥, 𝑣) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))] = (6.5)

=

∫︁
𝐷𝑇

−∞

1

𝜂
(𝜁(𝑡+ 𝜂) − 𝜁(𝑡))(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡)) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝐷𝑇

−∞

1

𝜂
𝜁(𝑡)(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡− 𝜂)) − 𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡)))𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝐷𝑇

−∞

𝜙(𝑡)

𝜂
ℎ(𝑣(𝑡))(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡− 𝜂)) − 𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡))) ≤

≤
∫︁

𝐷𝑇
−∞

𝜙(𝑡)

𝜂

𝑣(𝑡−𝜂)∫︁
𝑣(𝑡)

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

⎡⎣𝜙(𝑡+ 𝜂) − 𝜙(𝑡)

𝜂

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣0

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)

⎤⎦ .
Так как функции 𝜁𝜂 → 𝜁 = ℎ(𝑣)𝜙 в 𝑋, (𝜙(𝑡+ 𝜂) − 𝜙(𝑡))/𝜂 → 𝜙𝑡(𝑡) в 𝐿∞(𝐷𝑇 ) при 𝜂 → 0 и

[𝜁𝜂, 𝑓 ] = [𝜁, 𝑓−𝜂] → [𝜁, 𝑓 ],∀𝑓 ∈ 𝐿1,loc(𝐷
𝑇 ),
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после предельного перехода в (6.5) получим (6.2).
Теперь предположим, что ℎ ≥ 0 не возрастает. Пусть 𝑣0𝑚 ∈ 𝑋, 𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) → 𝛽(𝑥, 𝑣0)

в 𝐿1,loc(R𝑛) при 𝑚 → ∞ и пусть 𝑚 фиксировано в следующих выкладках. Подставляя̃︀ℎ = −ℎ(𝑟) в (6.4), будем иметь

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣(𝑡−𝜂)

ℎ(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟) ≤ ℎ(𝑣(𝑡− 𝜂))(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡)) − 𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡− 𝜂))) (6.6)

для п.в. 𝑡 > 0, при 𝜂 > 0, где в этот раз при 𝑡 < 0 мы определяем 𝑣(𝑡) = 𝑣0𝑚. Как и ранее,

𝜁 = ℎ1(𝑣)𝜙. Следовательно, при малых 𝜂 > 0 функция 𝜁−𝜂(𝑡) = 1/𝜂
𝑡∫︀

𝑡−𝜂

𝜁(𝑠)𝑑𝑠, 𝜁−𝜂(𝑇 ) = 0

лежит в пространстве 𝑌 . Поэтому 𝜁−𝜂 можно подставить в (6.1). Используя (6.6), запишем
следующие соотношения

(𝑤, 𝜁−𝜂)𝐷𝑇 ≤ [(𝜁−𝜂)𝑡(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡)) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))] =

= [
1

𝜂
(𝜁(𝑡) − 𝜁(𝑡− 𝜂))(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡)) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))] =

= [
1

𝜂
𝜁(𝑡− 𝜂)(𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡− 𝜂)) − 𝛽(𝑥, 𝑣(𝑡)))]−

−1

𝜂

𝜂∫︁
0

⟨𝜁(𝑡− 𝜂)(𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) − 𝛽(𝑥, 𝑣0)⟩𝑑𝑡 ≤

≤

⎡⎢⎣𝜙(𝑡− 𝜂)

𝜂

𝑣(𝑡−𝜂)∫︁
𝑣(𝑡)

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)

⎤⎥⎦−

−1

𝜂

0∫︁
−𝜂

⟨𝜙(𝑡)ℎ1(𝑣0𝑚)(𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))⟩𝑑𝑡 =

=

⎡⎣𝜙(𝑡) − 𝜙(𝑡− 𝜂)

𝜂

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣0

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)

⎤⎦ +
1

𝜂

0∫︁
−𝜂

⟨𝜙(𝑡)

𝑣0𝑚∫︁
𝑣0

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)⟩𝑑𝑡−

−1

𝜂

0∫︁
−𝜂

⟨𝜙(𝑡)ℎ1(𝑣0𝑚)(𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))⟩𝑑𝑡.

Отметим, что

1

𝜂

0∫︁
−𝜂

⟨𝜙(𝑡)

𝑣0𝑚∫︁
𝑣0

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)⟩𝑑𝑡 = ⟨𝜙(0)

𝑣0𝑚∫︁
𝑣0

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)⟩+

+
1

𝜂

0∫︁
−𝜂

⟨(𝜙(𝑡) − 𝜙(0))

𝑣0𝑚∫︁
𝑣0

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)⟩𝑑𝑡,
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где последний интеграл стремится к 0 при 𝜂 → 0. Аналогично, имеем

1

𝜂

0∫︁
−𝜂

⟨𝜙(𝑡)ℎ1(𝑣0𝑚)(𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))⟩𝑑𝑡 =

= ⟨𝜙(0)ℎ1(𝑣0𝑚)(𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))⟩+

+
1

𝜂

0∫︁
−𝜂

⟨(𝜙(𝑡) − 𝜙(0))ℎ1(𝑣0𝑚)(𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))⟩𝑑𝑡,

где последний интеграл стремится к 0 при 𝜂 → 0. Теперь, пользуясь тем, что функция
𝜁−𝜂 → ℎ1(𝑣)𝜙 в 𝑋 и (𝜙(𝑡+ 𝜂) − 𝜙(𝑡))/𝜂 → 𝜙𝑡(𝑡) в 𝐿∞(𝐷𝑇 ) при 𝜂 → 0, получаем

(𝑤, ℎ1(𝑣)𝜙)𝐷𝑇 ≤ [𝜙𝑡

𝑣∫︁
𝑣0

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)] + ⟨𝜙(0)

𝑣0𝑚∫︁
𝑣0

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟)⟩−

−⟨𝜙(0)ℎ(𝑣0𝑚)(𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) − 𝛽(𝑥, 𝑣0))⟩.
Поскольку 𝛽(𝑥, 𝑣0𝑚) → 𝛽(𝑥, 𝑣0) в 𝐿1,loc(R𝑛), то после предельного перехода 𝑚 → ∞, поль-
зуясь ограниченностью функции ℎ1, получаем (6.2) в случае невозрастания ℎ1.

Перепишем (6.2) в виде

( ̃︀𝑤,𝜓)𝐷𝑇 ≤ [𝜓𝑡(̃︀𝛽(𝑥, 𝑣) − ̃︀𝛽(𝑥, 𝑣0))], (6.7)

где ̃︀𝑤 = 𝑤ℎ1(𝑣), ̃︀𝛽(𝑥, 𝑠) =
𝑠∫︀
0

ℎ1(𝑟)𝑑𝛽(𝑥, 𝑟). Неравенство (6.7), установленное для

𝜓 ∈ 𝐶1
0((−1, 𝑇 ) × R𝑛), предельным переходом распространяется и на функции 𝜓 ∈ 𝑌 .

В частности, как было показано выше, для неубывающей неотрицательной функции ℎ2 из
(6.7) следует соотношение

( ̃︀𝑤, ℎ2(𝑣)𝜙)𝐷𝑇 ≤ [𝜙𝑡

𝑣∫︁
𝑣0

ℎ2(𝑟)𝑑̃︀𝛽(𝑥, 𝑟)],

при любой функции 𝜙 ∈ 𝐶1
0((−1, 𝑇 ) × R𝑛), 𝜙 ≥ 0, равносильное (6.2) с ℎ = ℎ1ℎ2. Любая

неотрицательная функция ℎ ∈ 𝑊 1
∞(R) может быть приближена выпуклой комбинацией

таких произведений. Поэтому лемма верна для таких функций.
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