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Аннотация. Рассматриваются 𝑛 обобщенных одинаковых схем размещения частиц
по ячейкам. В работе исследуется вероятность события, состоящего в том, что в каж-
дой ячейке каждой обобщенной схемы размещения содержится не более, чем 𝑟 частиц,
где r — фиксированное число. Получена асимптотическая оценка данной вероятно-
сти, а также рассмотрено приложение полученных результатов к помехоустойчивому
кодированию.
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1. Введение и основные результаты

Пусть 𝜉, 𝜉𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 , – независимые неотрицательные целочисленные одинаково рас-
пределенные случайные величины. Напомним ([1]), что случайные величины 𝜂1, . . . , 𝜂N
называются обобщенной схемой размещения 𝑚 частиц по 𝑁 ячейкам, если их совместное
распределение имеет вид

P{𝜂1 = 𝑘1, . . . , 𝜂N = 𝑘𝑁} = P{𝜉1 = 𝑘1, . . . , 𝜉𝑁 = 𝑘𝑁 | 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑁 = 𝑚},
где 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑁 = 𝑚.

Многие схемы размещения дискретной теории вероятностей, такие как схема размеще-
ния различимых частиц по ячейкам, схема размещения неразличимых частиц по ячейкам,
случайные перестановки, случайные леса, являются обобщенными схемами размещения
(см. об обобщенных схемах размещения [2]–[6].

Далее в качестве случайных величин 𝜉, 𝜉𝑗 мы будем рассматривать случайные величины
𝜉 = 𝜉(𝑥), 𝜉𝑗 = 𝜉𝑗(𝑥), 𝑥 > 0, с распределением

P(𝜉(𝑥) = 𝑘) =
𝑎𝑘𝑥

𝑘

𝑆(𝑥)
, 𝑘 = 0, 1, 2 . . . ,

где 𝑆(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 — сумма ряда с неотрицательными коэффициентами, имеющего

положительный радиус сходимости 𝑅. В этом случае мы будем говорить, что обобщенная
схема размещения 𝜂1, . . . , 𝜂N определена функцией 𝑆(𝑥).

Случайные величины 𝜉 = 𝜉(𝑥), 𝜉𝑗 = 𝜉𝑗(𝑥) были введены в работе [7]. В работах [7]– [9]
получены предельные теоремы для сумм случайных величин 𝜉𝑗(𝑥).

Расcмотрим событие 𝐴𝑁(𝑚, 𝑟), состоящее в том, что в обобщенной схеме размещения 𝑚
частиц по 𝑁 ячейкам в каждой ячейке содержится не более 𝑟 частиц:

𝐴𝑁(𝑚, 𝑟) = {𝜔 ∈ Ω : 𝜂1(𝜔) ≤ 𝑟, . . . , 𝜂N(𝜔) ≤ 𝑟} = {𝜔 ∈ Ω : max
1≤𝑖≤𝑁

𝜂i(𝜔) ≤ 𝑟}.

A.I. Afonina, I.R. Kayumov, A.N. Chuprunov, On the probability of the event: in 𝑛
generalized allocation schemes the volume of each cell does not exceed 𝑟.

c○ Афонина А.И., Каюмов И.Р., Чупрунов А.Н. 2016.
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Вероятность события 𝐴𝑁(𝑚, 𝑟) имеет следующее представление.

Лемма А. Пусть 𝑆𝑟(𝑧) =
∑︀𝑟

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 – частичная сумма ряда 𝑆(𝑧), 𝑎𝑚(𝑆𝑁) – 𝑚-й

коэффициент разложения функции (𝑆(𝑧))𝑁 - 𝑁-й степени функции 𝑆(𝑧), 𝑎𝑚(𝑆𝑁
𝑟 ) – 𝑚-й

коэффициент разложения функции (𝑆𝑟(𝑧))𝑁 - 𝑁-й степени функции 𝑆𝑟(𝑧). Тогда

P(𝐴𝑁(𝑚, 𝑟)) =
𝑎𝑚(𝑆𝑁

𝑟 )

𝑎𝑚(𝑆𝑁)
=

1
2𝜋i

∮︀
𝐶

𝑆𝑟(𝑧)𝑁

𝑧𝑚+1 𝑑𝑧

1
2𝜋i

∮︀
𝐶

𝑆(𝑧)𝑁

𝑧𝑚+1 𝑑𝑧
, (1)

где 𝐶 – замкнутый контур, обходимый в положительном направлении, внутренность
которого не содержит нулей функций 𝑆 и 𝑆𝑟.

Пусть 𝜂i1, . . . , 𝜂iN, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, — последовательность независимых одинаково распреде-
ленных обобщенных схем размещения 𝑚 частиц по 𝑁 ячейкам (т.е. таких, что совместное
распределение определяется формулой

P{𝜂i1 = 𝑘1, . . . , 𝜂iN = 𝑘𝑁} = P{𝜉1 = 𝑘1, . . . , 𝜉𝑁 = 𝑘𝑁 | 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑁 = 𝑚},
где 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑁 = 𝑚).

Мы будем предполагать, что выполнено условие (𝐴𝑘): 𝑎0 = · · · = 𝑎𝑘−1 = 0, 𝑎𝑘 = 1,
𝑎𝑘+1 > 0.

В [13], используя представление (1), мы доказали следующую теорему.

Теорема B. Пусть условие (𝐴0) выполнено, 𝑚 > 𝑟. Тогда

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) = exp

[︂
−𝑚(𝑚− 1) · · · (𝑚− 𝑟)

𝑁 𝑟−1

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟+1
1

𝛼

(︂
1 + 𝑂

(︂
1

𝑁

)︂)︂]︂
, (2)

при 𝑛,𝑁 → ∞ таким образом, что 𝛼 = 𝑜(𝑁 𝑟), где 𝛼 – отношение количества независи-
мых серий частиц к числу ячеек, т.е.

𝛼 = 𝛼𝑛𝑁 =
𝑛

𝑁
.

В частности, если 𝑚 > 𝑟, 𝑛,𝑁 → ∞ так, что 𝑛
𝑁𝑟 → 𝛽, где 𝛽 < ∞, то

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) → exp

[︂
−𝑚(𝑚− 1) · · · (𝑚− 𝑟)

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟+1
1

𝛽

]︂
.

Справедливо следующее обобщение теоремы В на случай произвольного 𝑘.

Теорема 1. Пусть условие (𝐴𝑘) выполнено, 𝑘 < 𝑟 < 𝐾 < ∞. Обозначим: 𝑚1 = 𝑚−𝑘𝑁 .
Тогда

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) = (3)

= exp

[︃
−𝑚1(𝑚1 − 1) · · · (𝑚1 − (𝑟 − 𝑘))

𝑁 𝑟−𝑘−1

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟−𝑘+1
𝑘+1

𝛼

(︂
1 + 𝑂

(︂
1

𝑁

)︂)︂]︃
,

равномерно по 𝑚1 ∈ (𝑘,𝐾] при 𝑚, 𝑛, 𝑁 → ∞ таким образом, что 𝛼 = 𝑜(𝑁 𝑟−𝑘). В част-
ности, если 𝑚, 𝑛, 𝑁 → ∞ так, что 𝑚1 фиксировано, 𝑚1 > 𝑟 и 𝑛

𝑁𝑟−𝑘 → 𝛽, где 𝛽 < ∞,
то

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) → exp

[︃
−𝑚1(𝑚1 − 1) · · · (𝑚1 − (𝑟 − 𝑘))

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟−𝑘+1
𝑘+1

𝛽

]︃
. (4)

Рассмотрим обобщенную схему размещения 𝜂*1, . . . , 𝜂
*
N, определенную функцией

𝑆*(𝑥) =
∑︀∞

𝑖=0 𝑎
*
𝑖𝑥

𝑖, событие 𝐴*
𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟) = ∩𝑛

𝑖=1{𝜂*i1 ≤ 𝑟, . . . , 𝜂*iN ≤ 𝑟}, где 𝜂i1, . . . , 𝜂iN,
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, — независимые копии схемы 𝜂*1, . . . , 𝜂

*
N.
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Следствие. Пусть условие (𝐴𝑘) выполнено для схем 𝜂1, . . . , 𝜂N и 𝜂*1, . . . , 𝜂
*
N,

𝑎𝑘+1 = 𝑎*𝑘+1, 𝑎𝑟−𝑘+1 = 𝑎*𝑟−𝑘+1, 𝑘 < 𝑟 < 𝐾 < ∞. Тогда

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) = P(𝐴*
𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟))(1+𝑂( 1

𝑁 ))

равномерно по 𝑚1 ∈ (𝑘,𝐾] при 𝑚,𝑛,𝑁 → ∞ таким образом, что 𝛼 = 𝑜(𝑁 𝑟−𝑘).
Для доказательства следствия достаточно заметить, что для вероятностей P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟))

и P(𝐴*
𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) справедлива формула (3).

Замечание 1. Случайная величина 𝜂(𝑁) = max1≤𝑖≤𝑁 𝜂𝑖 называется максимальным объ-
емом ячейки. Изучению предельного поведения максимального объема ячейки посвящено
большое количество работ ([2], [6], [17]). При 𝑛 = 1 теорему В и теорему 1 можно рассмат-
ривать как предельную теорему для функции распределения случайной величины 𝜂(𝑁) в
случае, когда 𝑚1 ограничено, а 𝑁 → ∞.

Пусть 0 ≤ 𝑟1 < 𝑟2 ≤ ∞. Рассмотрим случайные величины 𝜂,1, . . . , 𝜂
,
N с совместным

распределением
P{𝜂,1 = 𝑘1, . . . , 𝜂

,
N = 𝑘𝑁} =

= P{𝜂1 = 𝑘1, . . . , 𝜂N = 𝑘𝑁 | 𝑟1 ≤ min
1≤𝑖≤𝑁

𝜂𝑖, max
1≤𝑖≤𝑁

𝜂𝑖 ≤ 𝑟2},

где 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑁 = 𝑚, 𝑟1 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑟2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 .
Теорема 2. Случайные величины 𝜂,1, . . . , 𝜂

,
N являются обобщенной схемой размещения

𝑚 частиц по 𝑁 ячейкам, определенной функцией 𝑆𝑟1𝑟2(𝑥) =
𝑟2∑︀

𝑖=𝑟1

𝑎𝑖𝑥
𝑖.

Пусть 0 < 𝑟2 ≤ ∞. Рассмотрим случайные величины 𝜂
{2}
1 , . . . , 𝜂

{2}
N с совместным распре-

делением

P{𝜂{2}1 = 𝑘1, . . . , 𝜂
{2}
N = 𝑘𝑁} =

= P{𝜂1 = 𝑘1, . . . , 𝜂N = 𝑘𝑁 | max
1≤𝑖≤𝑁

𝜂𝑖 ≤ 𝑟2},

где 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑁 = 𝑚, 0 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑟2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 .
При 𝑟1 = 0 и из теоремы 2 вытекает
Следствие 1. Случайные величины 𝜂

{2}
1 , . . . , 𝜂

{2}
N являются обобщенной схемой раз-

мещения 𝑚 частиц по 𝑁 ячейкам, определенной функцией 𝑆0𝑟2(𝑥) =
𝑟2∑︀
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖.

Пусть 0 ≤ 𝑟1 < ∞. Рассмотрим случайные величины 𝜂
{1}
1 , . . . , 𝜂

{1}
N с совместным распре-

делением

P{𝜂{1}1 = 𝑘1, . . . , 𝜂
{1}
N = 𝑘𝑁} =

= P{𝜂1 = 𝑘1, . . . , 𝜂N = 𝑘𝑁 | 𝑟1 ≤ min
1≤𝑖≤𝑁

𝜂𝑖},

где 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑁 = 𝑚, 𝑟1 ≤ 𝑘𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 .
При 𝑟2 = ∞ из теоремы 2 вытекает
Следствие 2. Случайные величины 𝜂

{1}
1 , . . . , 𝜂

{1}
N являются обобщенной схемой раз-

мещения 𝑚 частиц по 𝑁 ячейкам, определенной функцией 𝑆𝑟1∞(𝑥) =
∞∑︀

𝑖=𝑟1

𝑎𝑖𝑥
𝑖.

Применим теорему 1 и теорему 2 к изучению асимптотического поведения вероятности
события 𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟, 𝑟1, 𝑟2), состоящего в том, что в каждой ячейке каждой схемы содержит-
ся не более 𝑟 частиц, если известно, что в каждой ячейке каждой схемы содержится не
менее 𝑟1 и не более 𝑟2 частиц, т.е. вероятность события 𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟) при условии: в каждой
ячейке каждой схемы содержится не менее 𝑟1 и не более 𝑟2 частиц.
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Теорема 3. Пусть 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2, 𝑟 < 𝐾 < ∞, условие (𝐴𝑟1) выполнено. Обозначим:
𝑚1 = 𝑚− 𝑟1𝑁 . Тогда

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟, 𝑟1, 𝑟2)) =

= exp

[︃
−𝑚1(𝑚1 − 1) · · · (𝑚1 − (𝑟 − 𝑟1))

𝑁 𝑟−𝑟1−1

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟−𝑟1+1
𝑟1+1

𝛼

(︂
1 + 𝑂

(︂
1

𝑁

)︂)︂]︃
,

равномерно по 𝑟 < 𝑚1 < 𝐾 при 𝑚, 𝑛, 𝑁 → ∞ таким образом, что 𝛼 = 𝑜(𝑁 𝑟−𝑟1), в
частности, если 𝑚,𝑛,𝑁 → ∞ так, что 𝑚1 фиксировано, 𝑚1 > 𝑟 и 𝑛

𝑁𝑟−𝑟1
→ 𝛽, где 𝛽 < ∞,

то

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟, 𝑟1, 𝑟2)) → exp

[︃
−𝑚1(𝑚1 − 1) · · · (𝑚1 − (𝑟 − 𝑟1))

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟−𝑟1+1
𝑟1+1

𝛽

]︃
.

Используя в доказательстве теоремы 3 вместо теоремы 2 следствие 1 теоремы 2, полу-
чаем

Следствие 1. Пусть 0 < 𝑟 < 𝑟2 условие (𝐴0) выполнено. Тогда

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟, 0, 𝑟2)) =

= exp

[︂
−(𝑚)(𝑚− 1) · · · (𝑚− 𝑟)

𝑁 𝑟−1

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟+1
1

𝛼

(︂
1 + 𝑂

(︂
1

𝑁

)︂)︂]︂
,

при 𝑛,𝑁 → ∞ таким образом, что 𝛼 = 𝑜(𝑁 𝑟), в частности, если 𝑛,𝑁 → ∞ так, что
𝑛
𝑁𝑟 → 𝛽, где 𝛽 < ∞, то

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟, 0, 𝑟2)) → exp

[︂
−𝑚(𝑚− 1) · · · (𝑚− 𝑟)

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟+1
1

𝛽

]︂
.

Замечание 2. Из теоремы 3 и следствия 1 теоремы 3 следует, что асимптотическое
поведение вероятностей события 𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟, 𝑟1, 𝑟2) не зависит от 𝑟2.

Вероятность P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) имеет следующее применение к теории помехоустойчивого
кодирования. Рассмотрим код, который позволяет исправить в блоке не больше 𝑟 оши-
бок типа замещения. Частным случаем такого кода является код Хемминга (см. о коде
Хемминга, например, в [10]). Пусть мы имеем 𝑛 сообщений. Каждое сообщение имеет 𝑁
блоков и содержит 𝑚 ошибок. Мы предполагаем, что вероятности, связанные с различны-
ми сообщениями, независимы, и ошибки распределяются по блокам сообщения согласно
некоторой обобщенной схемы размещения. Интерпретируя ошибки как частицы, а ячейки
как блоки, замечаем, что P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) — вероятность события, состоящего в том, что
ошибки во всех 𝑛 сообщениях будут исправлены.

В работе [11] исследовалась сходимость вероятности P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) в случае схемы раз-
мещения различимых частиц по различным ячейкам. В [12], [13] изучалась сходимость
вероятности P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) в общем случае. В работах [14], [15] исследовалась сходимость
вероятностей некоторых аналогов событий 𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟). При 𝑟 = 1 в [16] изучалась сходи-
мость вероятности события 𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟), в котором количество частиц в блоках случайно.
Вероятности событий 𝐴𝑁(𝑚, 𝑟) в некоторых аналогах обобщенной схемы размещения изу-
чались в [17].

Рассмотрим приложение теоремы 1 к некоторым схемам вероятностной комбинаторики.
Случайные леса. Случайный лес, имеющий 𝑁 корневых и 𝑚 некорневых вершин,

является обобщенной схемой размещения 𝑚 частиц по 𝑁 ячейкам с функцией

𝑆(𝑧) =
11−1

1!
𝑧 +

22−1

2!
𝑧2 + · · · 𝑟

𝑟−1

𝑟!
𝑧𝑟 + · · · , .
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т. е. соответствует случаю 𝑘 = 1 (см. [2]). Поэтому вероятность события: в 𝑛 случайных
лесах, каждый из которых состоит из 𝑁 деревьев и 𝑚 некорневых вершин, каждое дерево
имеет не более 𝑟 ветвей равна

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) =

= exp

[︂
−(𝑚−𝑁)(𝑚−𝑁 − 1) · · · (𝑚−𝑁 − (𝑟 − 1))(𝑟 + 1)𝑟−1

𝑁 𝑟−2𝑟!
𝛼

(︂
1 + 𝑂

(︂
1

𝑁

)︂)︂]︂
,

при 𝑛,𝑁 → ∞ таким образом, что 𝛼 = 𝑜(𝑁 𝑟−1). В частности, если 𝑚, 𝑛,𝑁 → ∞ так, что
𝑚−𝑁 = 𝑚1 фиксировано и 𝑛

𝑁𝑟−1 → 𝛽, где 𝛽 < ∞, то

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) → exp

[︂
−𝑚1(𝑚1 − 1) · · · (𝑚1 − (𝑟 − 1))(𝑟 + 1)𝑟−1

𝑟!
𝛽

]︂
.

Циклы в подстановках. Случайная подстановка степени 𝑚, содержащая ровно 𝑁
циклов, является обобщенной схемой размещения 𝑚 частиц по 𝑁 ячейкам с функцией
𝑆(𝑧) = − ln(1 − 𝑧) (см. [2]). Заметим, что − ln(1 − 𝑧) =

∑︀∞
𝑘=1

1
𝑘
𝑧𝑘. Поэтому вероятность

события: в 𝑛 случайных подстановках, каждая из которых имеет степень 𝑚 и состоит из
𝑁 циклов, каждый цикл имеет длину не более 𝑟, равна

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) =

= exp

[︂
−(𝑚−𝑁)(𝑚−𝑁 − 1) · · · (𝑚−𝑁 − (𝑟 − 1))2𝑟

𝑁 𝑟−2(𝑟 + 1)
𝛼

(︂
1 + 𝑂

(︂
1

𝑁

)︂)︂]︂
,

при 𝑛,𝑁 → ∞ таким образом, что 𝛼 = 𝑜(𝑁 𝑟−1). В частности, если 𝑚, 𝑛,𝑁 → ∞ так, что
𝑚−𝑁 = 𝑚1 фиксировано и 𝑛

𝑁𝑟−2 → 𝛽, где 𝛽 < ∞, то

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) → exp

[︂
−𝑚1(𝑚1 − 1) · · · (𝑚1 − (𝑟 − 1))2𝑟

𝑟 + 1
𝛽

]︂
.

Cлучайные разбиения. Равновероятное разбиение целого положительного числа 𝑚
на 𝑁 упорядоченных слагаемых, не превосходящих 𝑘, является обобщенной схемой раз-
мещения с функцией

𝑆(𝑧) =
𝑧𝑘

1 − 𝑧
=

∞∑︁
𝑖=𝑘

𝑧𝑖

(см. [2]), т. е. удовлетворяет условию (𝐴𝑘). Поэтому вероятность события: в 𝑛 независимых
случайных разбиениях целого положительного числа 𝑚 на 𝑁 упорядоченных слагаемых,
не превосходящих 𝑘, каждый элемент разбиения не превосходит 𝑟, равна

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) =

= exp

[︂
−(𝑚− 𝑘𝑁)(𝑚− 𝑘𝑁 − 1) · · · (𝑚− 𝑘𝑁 − (𝑟 − 𝑘))

𝑁 𝑟−𝑘−1
𝛼

(︂
1 + 𝑂

(︂
1

𝑁

)︂)︂]︂
,

при 𝑚,𝑛,𝑁 → ∞ таким образом, что 𝛼 = 𝑜(𝑁 𝑟−𝑘). В частности, если 𝑚 > 𝑟, 𝑛,𝑁 → ∞
так, что 𝑚− 𝑘𝑁 = 𝑚1 фиксировано, 𝑛

𝑁𝑟−𝑘 → 𝛽, где 𝛽 < ∞, то

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) → exp [−𝑚1(𝑚1 − 1) · · · (𝑚1 − (𝑟 − 𝑘))𝛽] .
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2. Доказательства

Доказательство леммы А. Имеем

P(𝐴𝑚𝑁(𝑟)) = P{𝜉1 ≤ 𝑟, 𝜉2 ≤ 𝑟, . . . 𝜉𝑁 ≤ 𝑟 | 𝜉1 + 𝜉2 + · · · + 𝜉𝑁 = 𝑚} =

=
P{𝜉1 ≤ 𝑟, 𝜉2 ≤ 𝑟, . . . 𝜉𝑁 ≤ 𝑟, 𝜉1 + 𝜉2 + . . . 𝜉𝑁 = 𝑚}

P{𝜉1 + 𝜉2 + . . . 𝜉𝑁 = 𝑚}
=

=

∑︀
{(𝑘𝑖), : 𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑁=𝑚, 𝑘𝑖≤𝑟, 1≤𝑖≤𝑁}

P{𝜉1 = 𝑘1}P{𝜉2 = 𝑘2} . . .P{𝜉𝑁 = 𝑘𝑁}∑︀
{(𝑘𝑖) : 𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑁=𝑚}

P{𝜉1 = 𝑘1}P{𝜉2 = 𝑘2} . . .P{𝜉𝑁 = 𝑘𝑁}
=

=

∑︀
{(𝑘𝑖) : 𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑁=𝑚, 𝑘𝑖≤𝑟, 1≤𝑖≤𝑁}

𝑎𝑘1𝑥
𝑘1

𝑆(𝑥)

𝑎𝑘2𝑥
𝑘2

𝑆(𝑥)
. . .

𝑎𝑘𝑁 𝑥𝑘𝑁

𝑆(𝑥)∑︀
{(𝑘𝑖) : 𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑁=𝑚}

𝑎𝑘1𝑥
𝑘1

𝑆(𝑥)

𝑎𝑘2𝑥
𝑘2

𝑆(𝑥)
. . .

𝑎𝑘𝑁 𝑥𝑘𝑁

𝑆(𝑥)

=
𝑎𝑚(𝑆𝑁

𝑟 )

𝑎𝑚(𝑆𝑁)
.

Первое равенство в (1) доказано. Так как

𝑎𝑚(𝑆𝑁) =
1

2𝜋i

∮︁
𝐶

𝑆(𝑧)𝑁

𝑧𝑚+1
𝑑𝑧, 𝑎𝑚(𝑆𝑁

𝑟 ) =
1

2𝜋i

∮︁
𝐶

𝑆𝑟(𝑧)𝑁

𝑧𝑚+1
𝑑𝑧,

то справедливо второе равенство в (1). Лемма А доказана.
Доказательство теоремы 1. В силу (1) вероятность события 𝐴𝑛,𝑁 имеет следующее

представление

P(𝐴𝑛,𝑁) = P (∩𝑛
𝑖=1{𝜂i1 ≤ 𝑟, . . . , 𝜂iN ≤ 𝑟}) =

⎛⎜⎝
1
2𝜋i

∮︀
𝐶

𝑆𝑟(𝑧)𝑁

𝑧𝑚+1 𝑑𝑧

1
2𝜋i

∮︀
𝐶

𝑆(𝑧)𝑁

𝑧𝑚+1 𝑑𝑧

⎞⎟⎠
𝑛

. (5)

Поэтому, используя (5) и (2), в которой вместо 𝑚 рассматривается 𝑚 − 𝑘𝑁 , вместо 𝑟
рассматривается 𝑟 − 𝑘, получаем

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟)) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
2𝜋i

∮︀
𝐶

(
∑︀𝑟

𝑖=𝑘 𝑎𝑖𝑧
𝑖)

𝑁

𝑧𝑚+1 𝑑𝑧

1
2𝜋i

∮︀
𝐶

(
∑︀∞

𝑖=𝑘 𝑎𝑖𝑧𝑖)
𝑁

𝑧𝑚+1 𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑛

=

⎛⎜⎜⎜⎝
1
2𝜋i

∮︀
𝐶

(
∑︀𝑟−𝑘

𝑖=0 𝑎𝑖+𝑘𝑧
𝑖)

𝑁

𝑧𝑚−𝑘𝑁+1 𝑑𝑧

1
2𝜋i

∮︀
𝐶

(
∑︀∞

𝑖=0 𝑎𝑖+𝑘𝑧𝑖)
𝑁

𝑧𝑚−𝑘𝑁+1 𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑛

=

= exp

[︃
−𝑚1(𝑚1 − 1) · · · (𝑚1 − (𝑟 − 𝑘))

𝑁 𝑟−𝑘−1

𝑎𝑟+1

𝑎𝑟−𝑘+1
𝑘+1

𝛼

(︂
1 + 𝑂

(︂
1

𝑁

)︂)︂]︃
.

Оценка (3) доказана. Оценка (3) влечет (4). Это завершает доказательство теоремы 1.
Доказательство теоремы 2. Будем рассматривать независимые одинаково распре-

деленные случайные величины 𝜉′𝑖(𝑥) с распределением P(𝜉′𝑖(𝑥) = 𝑗) =
𝑎𝑗𝑥

𝑗

𝑆𝑟1𝑟2 (𝑥)
, 𝑟1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟2,

P(𝜉′𝑖(𝑥) = 𝑗) = 0, 𝑗 /∈ [𝑟1, 𝑟2]. Пусть 𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑁 = 𝑚, 𝑟1 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑟2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 . Имеем

P{𝜂,1 = 𝑘1, . . . , 𝜂
,
N = 𝑘𝑁} =

=
P{𝜉1 = 𝑘1, . . . , 𝜉N = 𝑘𝑁 , 𝜉1 + · · · + 𝜉N = 𝑚, 𝜉𝑖 = 𝑘𝑖, 𝑟1 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑟2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁}

P{𝜉1 + · · · + 𝜉N = 𝑚, 𝜉𝑖 = 𝑘𝑖, 𝑟1 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑟2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁}
=

=
P{𝜉1 = 𝑘1, . . . , 𝜉N = 𝑘𝑁}

P{𝜉1 + · · · + 𝜉N = 𝑚, 𝜉𝑖 = 𝑘𝑖, 𝑟1 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑟2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁}
=

=

∏︀𝑁
𝑖=1P{𝜉i = 𝑘𝑖}∑︀

𝑘1+𝑘,2+···+𝑘𝑁=𝑚,𝑟1≤𝑘𝑖≤𝑟2,1≤𝑖≤𝑁

∏︀𝑁
𝑖=1 P{𝜉𝑖 = 𝑘𝑖}

=
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=

𝑁∏︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥
𝑘𝑖

𝑆(𝑥)∑︀
𝑘1+𝑘,2+···+𝑘𝑁=𝑚,𝑟1≤𝑘𝑖≤𝑟2,1≤𝑖≤𝑁

𝑁∏︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥
𝑘𝑖

𝑆(𝑥)

=

𝑁∏︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥
𝑘𝑖

∑︀
𝑘1+𝑘,2+···+𝑘𝑁=𝑚,𝑟1≤𝑘𝑖≤𝑟2,1≤𝑖≤𝑁

𝑁∏︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥
𝑘𝑖

=

=

𝑁∏︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥
𝑘𝑖

𝑆𝑟1𝑟2 (𝑥)∑︀
𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑁=𝑚,𝑟1≤𝑘𝑖≤𝑟2,1≤𝑖≤𝑁

𝑁∏︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥
𝑘𝑖

𝑆𝑟1𝑟2 (𝑥)

=

𝑁∏︀
𝑖=1

P{𝜉′i = 𝑘𝑖}

P{𝜉′1 + · · · + 𝜉′N = 𝑚}
=

=
P{𝜉′1 = 𝑘1, . . . , 𝜉

′
N = 𝑘𝑁 , 𝜉

′
1 + · · · + 𝜉′N = 𝑚}

P{𝜉,1 + · · · + 𝜉,N = 𝑚}
=

= P{𝜉′1 = 𝑘1, . . . , 𝜉
,
N = 𝑘𝑁 , | 𝜉′1 + · · · + 𝜉′N = 𝑚}.

Теорема доказана.
Доказательство следствия 1 теоремы 2. Так как событие

{, max
1≤𝑖≤𝑁

𝜂𝑖 ≤ 𝑟2} = {0 ≤ min
1≤𝑖≤𝑁

𝜂𝑖, max
1≤𝑖≤𝑁

𝜂𝑖 ≤ 𝑟2},

распределение случайного вектора 𝜂
{2}
1 , . . . , 𝜂

{2}
N совпадает с распределением случайного

вектора 𝜂,1, . . . , 𝜂
,
N, соответствующего случаю 𝑟1 = 0. Поэтому применима теорема 2. След-

ствие доказано.
Доказательство теоремы 3. В силу теоремы 2 справедливо равенство

P(𝐴𝑛,𝑁(𝑚, 𝑟, 𝑟1, 𝑟2)) =

=

(︂
P{ max

1≤𝑖≤𝑁
𝜂𝑖 ≤ 𝑟 | 𝑟1 ≤ min

1≤𝑖≤𝑁
𝜂𝑖, max

1≤𝑖≤𝑁
𝜂𝑖 ≤ 𝑟2}

)︂𝑛

=

(︂
P{ max

1≤𝑖≤𝑁
𝜉′𝑖 ≤ 𝑟 | 𝜉′1 + · · · + 𝜉′𝑁 = 𝑚}

)︂𝑛

.

Применяя к последнему выражению этого равенства теорему 1, получаем теорему 3.
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