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Аннотация. В работе предлагается аналог метода погранфункций Вишика-
Люстерника-Васильевой-Иманалиева для построения равномерного асимптотического
разложения решения бисингулярно возмущенных задач. С помощью данного метода
построено равномерное асимптотическое разложение решения задачи Дирихле для би-
сингулярно возмущенного эллиптического уравнения второго порядка с двумя незави-
симыми переменными, в круге. Применяя принцип максимума, обосновано формальное
асимптотическое разложение решения, т.е. получена оценка для остаточного члена.
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1. Введение

Различные задачи для эллиптических уравнений с малым параметром при старших
производных исследовались многими авторами, и библиография по этому вопросу обшир-
на и достаточно известна [1]. Однако задачи с двойной сингулярностью, т.е. бисингуляр-
но возмущенные задачи, сравнительно сингулярно возмущенным задачам, мало изучены.
В бисингулярно возмущенных задачах одна особенность связана с сингулярной зависимо-
стью решения от малого параметра, а другая — с не гладкостью членов асимптотики.
В основном для построения асимптотических разложений решений бисингулярно воз-
мущенных задач применяют метод сращивания (согласования) или метод регуляриза-
ции Ломова, так как на прямую классический метод погранфункций применять невоз-
можно. В работе предлагается аналог классического метода пограничных функций
Вишика-Люстерника-Васильевой-Иманалиева для построения равномерного асимптоти-
ческого разложения решения бисингулярно возмущенных задач. С помощью данного ме-
тода мы построим равномерное асимптотическое разложение решения задачи Дирихле для
бисингулярно возмущенного эллиптического уравнения второго порядка с двумя незави-
симыми переменными, в круге. При обосновании формального асимптотического разло-
жения решения (ФАРР) применяем принцип максимума. Аналогичные задачи с помощью
данного метода были исследованы в работах [3]-[5].

D.A. Tursunov, U.Z. Erkebaev, Asymptotic expansions of solutions to Dirichlet problem
for elliptic equation with singularities.
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2. Постановка задачи

Исследуем задачу Дирихле

𝜀∆𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) − (1 − 𝜌)(𝜌− 𝛼)2𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) = 𝑓(𝜌, 𝜙, 𝜀), (𝜌, 𝜙) ∈ 𝐷, (1)

𝑢(1, 𝜙, 𝜀) = 𝜓(𝜙, 𝜀), (2)

где 0 < 𝜀 — малый параметр, ∆ = 𝜕2

𝜕𝜌2
+ 𝜕

𝜌𝜕𝜌
+ 𝜕2

𝜌2𝜕𝜙2 — оператор Лапласа,

𝐷 = {(𝜌, 𝜙)|0 < 𝜌 < 1, 0 < 𝜙 6 2𝜋}, 𝑓(𝜌, 𝜙, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘(𝜌, 𝜙)𝜀𝑘, 𝑓𝑘 ∈ 𝐶∞(𝐷),

𝜓(𝜙, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘(𝜙)𝜀𝑘, 𝜓𝑘 ∈ 𝐶[0, 2𝜋], 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑓(𝛼, 𝜙, 0) ̸= 0, 𝑓(1, 𝜙, 0) ̸= 0,

𝜓(𝜙, 𝜀), 𝑓(𝜌, 𝜙, 𝜀) — заданные функции, 𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) — искомая функция,∑︀+∞
𝑘=0 𝑓𝑘(𝜌, 𝜙)𝜀𝑘,

∑︀+∞
𝑘=0 𝜓𝑘(𝜙)𝜀𝑘 — асимптотические ряды в смысле Пуанкаре.

Решение задачи (1)-(2) существует и единственно [6]. Нас интересует асимптотическое
поведение решения задачи (1)-(2) при 𝜀→ 0.

Первая сингулярность очевидна, что решение предельного уравнения, 𝜀 = 0 :

−(1 − 𝜌)(𝜌− 𝛼)2𝑢(𝜌, 𝜙, 0) = 𝑓0(𝜌, 𝜙)

не удовлетворяет краевому условию (2). Чтобы показать вторую сингулярность, рассмот-
рим структуру внешнего асимптотического разложения решения задачи (1), которое ищем
в виде:

𝑈(𝜌, 𝜙, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑢𝑘(𝜌, 𝜙), 𝜀→ 0. (3)

Подставляя (3) в (1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀, получим
простую рекуррентную систему уравнений:

−(1 − 𝜌)(𝛼− 𝜌)2𝑢0(𝜌, 𝜙) = 𝑓0(𝜌, 𝜙),

(1 − 𝜌)(𝛼− 𝜌)2𝑢𝑘(𝜌, 𝜙) = ∆𝑢𝑘−1(𝜌, 𝜙) − 𝑓𝑘(𝜌, 𝜙), 𝑘 ∈ 𝑁.

Поэтому, внешнее разложение решения задачи (1)-(2), имеет вид:

𝑈(𝜌, 𝜙, 𝜀) =
1

(1 − 𝜌)(𝛼− 𝜌)2

(︂
𝐹0 + . . .+

𝜀𝑘

(1 − 𝜌)3𝑘(𝛼− 𝜌)4𝑘
𝐹𝑘 + . . .

)︂
, 𝜀→ 0,

где 𝐹𝑘(𝜌, 𝜙) = 𝐹𝑘 ∈ 𝐶∞(𝐷), 𝑘 = 0, 1, . . . .
Заметим, что функции 𝑢𝑘(𝜌, 𝜙) имеют нарастающие особенности вида:

𝑢𝑘(𝜌, 𝜙) = 𝑂

(︂
1

(1 − 𝜌)1+3𝑘

)︂
, 𝜌→ 1, 𝑘 = 0, 1, . . . ;

𝑢𝑘(𝜌, 𝜙) = 𝑂

(︂
1

(𝜌− 𝛼)2+4𝑘

)︂
, 𝜌→ 𝛼, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Следовательно, исследуемая задача является бисингулярно возмущенной по терминологии
А.М. Ильина [1, 2].
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3. Основной результат

Теорема 1. Для решения задачи (1)-(2), при 𝜀 → 0, справедливо асимптотическое
разложение

𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) + 𝜒1(𝜌)
+∞∑︁
𝑘=−1

𝜀𝑘/3𝑤𝑘

(︂
1 − 𝜌

𝜀1/3
, 𝜙

)︂
+

+ 𝜒2(𝜌)
+∞∑︁
𝑘=−2

𝜀𝑘/4𝑞𝑘

(︂
𝜌− 𝛼

𝜀1/4
, 𝜙

)︂
, (4)

где функции 𝑣𝑘(𝜌, 𝜙), 𝑤𝑘

(︂
1 − 𝜌

𝜀1/3
, 𝜙

)︂
, 𝑞𝑘

(︂
𝜌− 𝛼

𝜀1/4
, 𝜙

)︂
определяются ниже

𝜒1(𝜌), 𝜒2(𝜌) — функции срезки, 𝜒1(𝜌), 𝜒2(𝜌) ∈ [0, 1], 𝜒1, 𝜒2 ∈ 𝐶∞[0, 1],

𝜒1(𝜌) = 1, при 1 − 𝛿 6 𝜌 6 1, и 𝜒1(𝜌) = 0, при 0 6 𝜌 6 1 − 2𝛿,

𝜒2(𝜌) = 1, при |𝜌− 𝛼| 6 𝛿, и 𝜒2(𝜌) = 0, при 2𝛿 6 |𝜌− 𝛼|,
(0,min{𝛼/2, (1 − 𝛼)/2}) ∋ 𝛿 — достаточно малое число, независящее от 𝜀.

Доказательство. Доказательство состоит из двух частей: построение ФАРР (4) и обос-
нование этого разложения.

3.1. Построение ФАРР. ФАРР ищем в виде:

𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) + 𝜒1(𝜌)
+∞∑︁
𝑘=−1

𝜇𝑘𝑤𝑘(𝜏, 𝜙) + 𝜒2(𝜌)
+∞∑︁
𝑘=−2

𝜆𝑘𝑞𝑘(𝜂, 𝜙), 𝜀→ 0, (5)

где 𝜏 = (1 − 𝜌)/𝜇, 𝜇 = 𝜀1/3, 𝜂 = (𝜌− 𝛼)/𝜆, 𝜆 = 𝜀1/4.
Подставляя (5) в (1), получим:
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘(𝜀∆𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) + 𝜀̃︀𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) − (1 − 𝜌)(𝛼− 𝜌)2𝑣𝑘(𝜌, 𝜙)) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘(𝑓𝑘(𝜌, 𝜙) − ℎ𝑘(𝜌, 𝜙)), (6)

+∞∑︁
𝑘=−1

𝜇𝑘+1

(︂
𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝜏 2
− 𝜇

(1 − 𝜇𝜏)

𝜕𝑤𝑘

𝜕𝜏
+

𝜇2

(1 − 𝜇𝜏)2
𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝜙2
− 𝜏(1 − 𝛼− 𝜇𝜏)2𝑤𝑘

)︂
=

=
+∞∑︁
𝑘=0

ℎ1,𝑘(𝜏𝜇, 𝜙)𝜇3𝑘, (7)

+∞∑︁
𝑘=−2

𝜆𝑘+2

(︂
𝜕2𝑞𝑘
𝜕𝜂2

+
𝜆

(𝛼 + 𝜆𝜂)

𝜕𝑞𝑘
𝜕𝜂

+
𝜆2

(𝛼 + 𝜆𝜂)2
𝜕2𝑞𝑘
𝜕𝜙2

− 𝜂2(1 − 𝛼− 𝜆𝜂)𝑞𝑘

)︂
=

=
+∞∑︁
𝑘=0

ℎ2,𝑘(𝜂𝜆, 𝜙)𝜆4𝑘. (8)

где по идее метода в равенствах (6), (7), (8) введен новый, пока неизвестный, асимптоти-
ческий ряд

+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘ℎ𝑘(𝜌, 𝜙) = 𝜒1(𝜌)
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘ℎ1,𝑘(𝜌, 𝜙) + 𝜒2(𝜌)
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘ℎ2,𝑘(𝜌, 𝜙),
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который конкретизируется ниже, а функции ̃︀𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) в равенстве (6) имеют вид:

̃︀𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) = ̃︀𝑤𝑘(𝜌, 𝜙)̃︀𝜒1(𝜌) + 2
𝜕 ̃︀𝑤𝑘(𝜌, 𝜙)

𝜕𝜌
𝜒′
1(𝜌) + ̃︀𝑞𝑘(𝜌, 𝜙)̃︀𝜒2(𝜌) + 2

𝜕̃︀𝑞𝑘(𝜌, 𝜙)

𝜕𝜌
𝜒′
2(𝜌),

̃︀𝑤𝑘(𝜌, 𝜙) =
3𝑘∑︁
𝑗=0

𝑤−1+𝑗,3𝑘+1−𝑗(𝜙)

(1 − 𝜌)3𝑘+1−𝑗
, ̃︀𝑞𝑘(𝜌, 𝜙) =

4𝑘∑︁
𝑗=0

𝑞−2+𝑗,4𝑘+2−𝑗(𝜙)

(𝜌− 𝛼)4𝑘+2−𝑗
, ̃︀𝜒𝑗(𝜌) = 𝜒′′

𝑗 (𝜌) +
𝜒′
𝑗(𝜌)

𝜌
,

функции 𝑤𝑗,𝑘(𝜙), 𝑞𝑗,𝑘(𝜙) ∈ 𝐶∞[0, 2𝜋] определяются из асимптотических разложений:

𝑤3𝑘−𝑚(𝜏, 𝜙) =
+∞∑︁
𝑗=0

𝑤3𝑘−𝑚,3𝑗+𝑚(𝜙)

𝜏 3𝑗+𝑚
, 𝑚 = 1, 2, 3; 𝜏 → +∞,

𝑞4𝑘−𝑚(𝜂, 𝜙) =
+∞∑︁
𝑗=0

𝑞4𝑘−𝑚,4𝑗+𝑚(𝜙)

𝜂4𝑗+𝑚
, 𝑚 = 1, 2, 3, 4; 𝑘 = 0, 1, . . . 𝜂 → ±∞.

Справедливость этих асимптотических разложений доказывается ниже.
Для определения функции 𝑣𝑘(𝜌, 𝜙), из равенства (6) получим следующие уравнения:

−(1 − 𝜌)(𝜌− 𝛼)2𝑣0(𝜌, 𝜙) = 𝑓0(𝜌, 𝜙) − ℎ0(𝜌, 𝜙),

∆𝑣𝑘−1(𝜌, 𝜙) + ̃︀𝑣𝑘−1(𝜌, 𝜙) − (1 − 𝜌)(𝜌− 𝛼)2𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) = 𝑓𝑘(𝜌, 𝜙) − ℎ𝑘(𝜌, 𝜙), 𝑘 = 1, 2, . . . .

Отсюда получаем

𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) =
𝑓𝑘(𝜌, 𝜙) − ∆𝑣𝑘−1(𝜌, 𝜙) − ℎ𝑘(𝜌, 𝜙)

(𝜌− 1)(𝜌− 𝛼)2
+

̃︀𝑣𝑘−1(𝜌, 𝜙)

(1 − 𝜌)(𝜌− 𝛼)2
, 𝑘 = 0, 1, . . . .

𝑣−1(𝜌, 𝜙) ≡ 0, ̃︀𝑣−1(𝜌, 𝜙) ≡ 0.
Определим теперь неизвестные функции, т.е. коэффициенты асимптотического ряда

ℎ𝑘(𝜌, 𝜙) так, чтобы

𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) ∈ 𝐶∞(𝐷), 𝑤𝑘(𝜏, 𝜙) → 0, при 𝜏 → +∞, 𝑞𝑘(𝜂, 𝜙) → 0, при 𝜂 → ±∞.

Пусть 𝑔𝑘(𝜌, 𝜙) = 𝑓𝑘(𝜌, 𝜙) − ∆𝑣𝑘−1(𝜌, 𝜙), тогда 𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) ∈ 𝐶∞(𝐷), когда

ℎ𝑘(𝜌, 𝜙) = 𝜒1(𝜌)ℎ1,𝑘(𝜌, 𝜙) + 𝜒2(𝜌)ℎ2,𝑘(𝜌, 𝜙),

где

ℎ2,𝑘(𝜌, 𝜙) = 𝑔𝑘,0(𝜙) + 𝑔𝑘,1(𝜙)(𝜌− 𝛼) −
(︂
𝜌− 𝛼

1 − 𝛼

)︂2

(𝑔𝑘,0(𝜙) + 𝑔𝑘,1(𝜙)(1 − 𝛼)),

ℎ1,𝑘(𝜌, 𝜙) =

(︂
𝜌− 𝛼

1 − 𝛼

)︂2

𝑔𝑘(1, 𝜙), 𝑔𝑘,0(𝜙) = 𝑔𝑘(𝛼, 𝜙), 𝑔𝑘,1(𝜙) =
𝜕𝑔𝑘(𝛼, 𝜙)

𝜕𝜌
.

Таким образом, мы определили коэффициенты асимптотических рядов
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑣𝑘(𝜌, 𝜙),
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘ℎ𝑘(𝜌, 𝜙).

Теперь перейдем к определению членов асимптотического ряда
∑︀+∞

𝑘=−1 𝜇
𝑘𝑤𝑘(𝜏, 𝜙). Ра-

венство (7) запишем в виде:

+∞∑︁
𝑘=0

𝜇𝑘

(︂
𝜕2𝑤−1+𝑘

𝜕𝜏 2
− 𝜇

𝜕𝑤−1+𝑘

𝜕𝜏
+ 𝜇2𝜕

2𝑤−1+𝑘

𝜕𝜙2
− 𝜏(1 − 𝛼− 𝜇𝜏)2𝑤−1+𝑘

)︂
=

=
+∞∑︁
𝑘=0

𝜇3𝑘

(︂
1 − 2𝜇𝜏

1 − 𝛼
+

(𝜇𝜏)2

(1 − 𝛼)2

)︂
𝑔𝑘(1, 𝜙).
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Отсюда имеем:

𝐿𝑤−1 ≡
𝜕2𝑤−1

𝜕𝜏 2
− 𝜏(1 − 𝛼)2𝑤−1 = 𝑔0(1, 𝜙), (9)

𝐿𝑤0 = −2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤−1 −
2𝜏

1 − 𝛼
𝑔0(1, 𝜙) +

𝜕𝑤−1

𝜕𝜏
, (10)

𝐿𝑤1 = −2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤0 + 𝜏 3𝑤−1 +
𝜏 2

(1 − 𝛼)2
𝑔0(1, 𝜙) +𝑊1, (11)

𝐿𝑤3𝑘−1 = −2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤3𝑘−2 + 𝜏 3𝑤3𝑘−3 + 𝑔𝑘(1, 𝜙) +𝑊3𝑘−1 +𝐵𝑘,0(𝜙), (12)

𝐿𝑤3𝑘 = −2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤3𝑘−1 + 𝜏 3𝑤3𝑘−2 −
2𝜏

1 − 𝛼
𝑔𝑘(1, 𝜙) +𝑊3𝑘 +𝐵𝑘,1(𝜙)𝜏, (13)

𝐿𝑤3𝑘+1 = −2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤3𝑘 + 𝜏 3𝑤3𝑘−1 +
𝜏 2

(1 − 𝛼)2
𝑔𝑘(1, 𝜙) +𝑊3𝑘+1 +𝐵𝑘,2(𝜙)𝜏 2, (14)

где (𝜏, 𝜙) ∈ 𝐷1 = {(𝜏, 𝜙)|0 < 𝜏 < +∞, 0 6 𝜙 < 2𝜋}, 𝑊𝑠 = 𝜕𝑤𝑠−1

𝜕𝜏
− 𝜕2𝑤𝑠−2

𝜕𝜙2 ,
𝐵𝑘,0(𝜙), 𝐵𝑘,1(𝜙), 𝐵𝑘,2(𝜙) — пока неизвестные функции, 𝑘 = 1, 2, . . . .

А граничные условия примут вид:

𝑤3𝑘(0, 𝜙) = 𝜓𝑘(𝜙) − 𝑣𝑘(1, 𝜙), 𝑘 = 0, 1, . . . ; 𝑤𝑠(0, 𝜙) = 0, 𝑠 ̸= 3𝑘. (15)

Докажем следующую лемму.

Лемма 1. Пусть ̃︀𝑓(𝜏)𝛿(𝜙) ∈ 𝐶∞(𝐷1), 𝑎0 > 0. Тогда задача

𝜕2𝑧(𝜏, 𝜙)

𝜕𝜏 2
− 𝜏𝑎0𝑧(𝜏, 𝜙) = ̃︀𝑓(𝜏)𝛿(𝜙), (𝜏, 𝜙) ∈ 𝐷1, 𝑧(0, 𝜙) = 𝑧0(𝜙) (16)

имеет единственное решение 𝑧(𝜏, 𝜙) ∈ 𝐶∞(𝐷1).

Доказательство. Пусть 𝑡 = 3
√
𝑎0𝜏, тогда задача (16) примет вид:

𝜕2𝑧(𝑡, 𝜙)

𝜕𝑡2
− 𝑡𝑧(𝑡, 𝜙) =

1
3
√︀
𝑎20

̃︀𝑓(𝑡)𝛿(𝜙), 𝑧(0, 𝜙) = 𝑧0(𝜙), (17)

Решение этой задачи (17) ищем в виде

𝑧(𝑡, 𝜙) = 𝑧1(𝑡)
1

3
√︀
𝑎20
𝛿(𝜙),

тогда, относительно 𝑧1(𝑡), получим задачу

𝑧′′1 (𝑡) − 𝑡𝑧1(𝑡) = ̃︀𝑓(𝑡), 𝑧1(0) = 𝑧0(𝜙) 3

√︁
𝑎20/𝛿(𝜙) ≡ 𝑧01 . (18)

Соответствующее однородное уравнение

𝑧′′1 (𝑡) − 𝑡𝑧1(𝑡) = 0

имеет два независимых решений 𝐴𝑖(𝑡), 𝐵𝑖(𝑡)— функции Эйри [7]. С помощью функции
Эйри запишем решение задачи (18):

𝑧1(𝑡) =
𝑧01

𝐴𝑖(0)
𝐴𝑖(𝑡) + 𝜋𝐵𝑖(𝑡)

∫︁ +∞

𝑡

𝐴𝑖(𝑠) ̃︀𝑓(𝑠)𝑑𝑠+

+𝜋𝐴𝑖(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

𝐵𝑖(𝑠) ̃︀𝑓(𝑠)𝑑𝑠−
√

3

∫︁ +∞

0

𝐴𝑖(𝑠) ̃︀𝑓(𝑠)𝑑𝑠

)︂
.

Отсюда

𝑧(𝑡, 𝜙) =
𝑧0(𝜙)

𝐴𝑖(0)
𝐴𝑖(𝑡) +

𝜋
3
√︀
𝑎20
𝛿(𝜙)𝐵𝑖(𝑡)

∫︁ +∞

𝑡

𝐴𝑖(𝑠) ̃︀𝑓(𝑠)𝑑𝑠+
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+
𝜋

3
√︀
𝑎20
𝛿(𝜙)𝐴𝑖(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

𝐵𝑖(𝑠) ̃︀𝑓(𝑠)𝑑𝑠−
√

3

∫︁ +∞

0

𝐴𝑖(𝑠) ̃︀𝑓(𝑠)𝑑𝑠

)︂
.

Следствие 1. Если ̃︀𝑓(𝜏) = 𝑂(𝜏𝑁1) при 𝜏 → +∞, то, учитывая асимптотическое
поведение функции Эйри при 𝜏 → +∞, получаем 𝑧(𝜏, 𝜙) = 𝑂(𝜏𝑁1−1), 𝑁1 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

С помощью этой леммы доказывается существование единственных решений уравне-
ний (9)–(14), удовлетворяющих соответствующим условиям (15). Ниже докажем суще-
ствование функций 𝐵𝑘,0(𝜙), 𝐵𝑘,1(𝜙), 𝐵𝑘,2(𝜙), при которых решения этих задач принадле-
жат классу функций убывающих степенным ростом по 𝜏, и решение каждого уравнения
(9)–(14) удовлетворяет равенству:

lim
𝜏→+∞

𝑤𝑘(𝜏, 𝜙) = 0, 𝑘 = −1, 0, 1, . . . .

Переходим к определению членов асимптотического ряда
∑︀+∞

𝑘=−2 𝜆
𝑘𝑞𝑘(𝜂, 𝜙). Равенство

(8) запишем в виде:
+∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘
(︂
𝜕2𝑞−2+𝑘

𝜕𝜂2
+ 𝜆

𝜕𝑞−2+𝑘

𝜕𝜂
+ 𝜆2

𝜕2𝑞−2+𝑘

𝜕𝜙2
− 𝜂2(1 − 𝛼− 𝜆𝜂)𝑞−2+𝑘

)︂
=

=
+∞∑︁
𝑘=0

𝜆4𝑘

(︃
𝑔𝑘,0(𝜙) + 𝑔𝑘,1(𝜙)𝜆𝜂 −

(︂
𝜆𝜂

1 − 𝛼

)︂2

(𝑔𝑘,0(𝜙) + 𝑔𝑘,1(𝜙)(1 − 𝛼))

)︃
.

Отсюда, имеем:

𝑙𝑞−2 ≡
𝜕2𝑞−2

𝜕𝜂2
− 𝜂2(1 − 𝛼)𝑞−2 = 𝑔0,0(𝜙), (19)

𝑙𝑞−1 = −𝜕𝑞−2

𝜕𝜂
− 𝜂3𝑞−2 + 𝜂𝑔0,1(𝜙), (20)

𝑙𝑞0 = 𝑄0 − 𝜂3𝑞−1 −
(︂

𝜂

1 − 𝛼

)︂2

(𝑔0,0(𝜙) + 𝑔0,1(𝜙)(1 − 𝛼)), (21)

𝑙𝑞1 = 𝑄1 − 𝜂3𝑞0, (22)

𝑙𝑞4𝑘−2 = 𝑄4𝑘−2 − 𝜂3𝑞4𝑘−3 + 𝑔𝑘,0(𝜙) + 𝐴𝑘,0(𝜙), (23)

𝑙𝑞4𝑘−1 = 𝑄4𝑘−1 − 𝜂3𝑞4𝑘−2 + 𝜂𝑔𝑘,1(𝜙) + 𝐴𝑘,1(𝜙)𝜂, (24)

𝑙𝑞4𝑘 = 𝑄4𝑘 − 𝜂3𝑞4𝑘−1 −
(︂

𝜂

1 − 𝛼

)︂2

(𝑔𝑘,0(𝜙) + 𝑔𝑘,1(𝜙)(1 − 𝛼)) + 𝐴𝑘,2(𝜙)𝜂2, (25)

𝑙𝑞4𝑘+1 = 𝑄4𝑘+1 − 𝜂3𝑞4𝑘, (26)

где (𝜂, 𝜙) ∈ 𝐷2 = {(𝜂, 𝜙)| − ∞ < 𝜂 < +∞, 0 6 𝜙 < 2𝜋}, 𝑄𝑠 = −𝜕𝑞𝑠−1

𝜕𝜂
− 𝜕2𝑞𝑠−2

𝜕𝜙2 ,

𝐴𝑘,0(𝜙), 𝐴𝑘,1(𝜙), 𝐴𝑘,2(𝜙) — пока неизвестные функции, 𝑘 = 1, 2, . . . .
Докажем следующую вспомогательную лемму, из которой следует существование реше-

ний уравнений (19)–(26).

Лемма 2. Пусть ̃︀𝑓(𝜂)𝛿(𝜙) ∈ 𝐶∞(𝐷2), 𝑏0 > 0. Тогда задача

𝜕2𝑧(𝜂, 𝜙)

𝜕𝜂2
− 𝜂2𝑏0𝑧(𝜂, 𝜙) = ̃︀𝑓(𝜂)𝛿(𝜙), (𝜂, 𝜙) ∈ 𝐷2, (27)

имеет единственное решение 𝑧(𝜂, 𝜙) ∈ 𝐶∞(𝐷2).
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Доказательство. С помощью замены 𝜂 = 4
√︀

4/𝑏0𝑡 получим уравнение

𝜕2𝑧(𝑡, 𝜙)

𝜕𝑡2
− 𝑡2𝑧(𝑡, 𝜙) =

2√
𝑏0
̃︀𝑓(𝑡)𝛿(𝜙).

Решение этого уравнения ищем в виде

𝑧(𝑡, 𝜙) = 𝑧2(𝑡)

√︂
4

𝑏0
𝛿(𝜙).

Тогда для 𝑧2(𝑡) получим уравнение:

𝑧′′2 (𝑡) − 𝑡2𝑧2(𝑡) = ̃︀𝑓(𝑡),

соответствующее однородное уравнение

𝑧′′2 (𝑡) − 𝑡2𝑧2(𝑡) = 0

имеет фундаментальную систему решений {𝑈4(𝑡), 𝑈4(−𝑡)}, где 𝑈4(𝑡) =
√︁

2𝑡
𝜋
𝐾1/4(𝑡

2),

𝑡 > 0, 𝐾1/4(𝑡
2) — функция Макдональда (модифицированная функция Бесселя)[7]. При-

ведем основные свойства этих функции 𝑈4(𝑡), 𝑈4(−𝑡) :
𝑎) Вронскиан этих функции равен

𝑊 (𝑈4(𝑡), 𝑈4(−𝑡)) = 4𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐(𝜋/4) = 4
√

2.

b) При 𝑡 = 0 : 𝑈4(0) = 𝜋−1/22−1/4Γ(1/4).

c) При 𝑡→ +∞ функция 𝑈4(𝑡) экспоненциально убывает: 𝑈4(𝑡) ∼ 𝑡−1/2𝑒−𝑡2 .

При 𝑡 → −∞ функция 𝑈4(𝑡) =
√︁

2|𝑡|
𝜋

(
√

2𝜋𝐼1/4(𝑡
2) + 𝐾1/4(𝑡

2)), 𝑡 < 0, экспоненциально
растет:

𝑈4(𝑡) = (2/𝑡)1/2𝑒𝑡
2

(1 +𝑂(𝑡−2)),

где 𝐼1/4(𝑡2), 𝐾1/4(𝑡
2)− модифицированные функции Бесселя. Следовательно, решение за-

дачи (27) можно записать в виде:

𝑧(𝑡, 𝜙) =
1

2
√

2𝑏0
𝛿(𝜙)

(︂
𝑈4(𝑡)

∫︁ 𝑡

−∞
𝑈4(−𝑠) ̃︀𝑓(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑈4(−𝑡)

∫︁ +∞

𝑡

𝑈4(𝑠) ̃︀𝑓(𝑠)𝑑𝑠

)︂
,

где 𝑡 = 4
√︀
𝑏0/4𝜂.

Следствие 2. Если ̃︀𝑓(𝜂) = 𝑂(𝜂𝑁2), при 𝜂 → ±∞, то 𝑧(𝜂, 𝜙) = 𝑂(𝜂𝑁2−2), 𝑁2 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Используя эту лемму, мы можем записать явные решения задач (19)–(26).
Докажем существование таких функций 𝐴𝑘,0(𝜙), 𝐴𝑘,1(𝜙), 𝐴𝑘,2(𝜙), при которых выпол-

няются равенства:
lim

𝜂→±∞
𝑞𝑘(𝜂, 𝜙) = 0, 𝑘 = −2,−1, 0, 1, . . . .

Лемма 3. Существуют такие функции 𝐴𝑘,𝑗(𝜙), 𝐵𝑘,𝑗(𝜙) ∈ 𝐶∞[0, 2𝜋], 𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑗 = 0, 1, 2;
удовлетворяющие равенствам (𝐴𝑘,𝑗 = 𝐴𝑘,𝑗(𝜙), 𝐵𝑘,𝑗 = 𝐵𝑘,𝑗(𝜙)):

𝐴𝑘,0 − 𝛼𝐴𝑘,1 + 𝛼2𝐴𝑘,2 +𝐵𝑘,0 +𝐵𝑘,1 +𝐵𝑘,2 = 0, (28)

𝐴𝑘,1 − 2𝛼𝐴𝑘,2 −𝐵𝑘,1 − 2𝐵𝑘,2 = 0, (29)

𝐴𝑘,2 +𝐵𝑘,2 = 0, (30)
и при которых справедливы соотношения:

𝑤3𝑘−𝑚(𝜏, 𝜙) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑤3𝑘−𝑚,3𝑗+𝑚(𝜙)

𝜏 3𝑗+𝑚
, 𝑚 = 1, 2, 3; 𝑤𝑘,𝑗 ∈ 𝐶∞[0, 2𝜋], 𝜏 → +∞, (31)
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𝑞4𝑘−𝑚(𝜂, 𝜙) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑞4𝑘−𝑚,4𝑗+𝑚(𝜙)

𝜂4𝑗+𝑚
,𝑚 = 1, 2, 3, 4; 𝑞𝑘,𝑗 ∈ 𝐶∞[0, 2𝜋], 𝜂 → ±∞. (32)

Доказательство. Смысл этих равенств (28)–(30) состоит в том, что при таком выборе
неизвестных функций сохраняется гладкость решений 𝑣𝑘(𝜌, 𝜙), т.е.

𝐴𝑘,0 + 𝐴𝑘,1(𝜌− 𝛼) + 𝐴𝑘,2(𝜌− 𝛼)2 +𝐵𝑘,0 +𝐵𝑘,1(1 − 𝜌) +𝐵𝑘,2(1 − 𝜌)2 ≡ 0.

Заметим, что при 𝜏 → +∞ и 𝜂 → ±∞ справедливы соотношения:

𝑤−1(𝜏, 𝜙) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑤−1,3𝑗+1(𝜙)

𝜏 3𝑗+1
, 𝑤𝑚(𝜏, 𝜙) =

∞∑︁
𝑗=1

𝑤𝑚,3𝑗−𝑚(𝜙)

𝜏 3𝑗−𝑚
, 𝑚 = 0, 1;

𝑞−𝑚(𝜂, 𝜙) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑞−𝑚,4𝑗+𝑚(𝜙)

𝜂4𝑗+𝑚
, 𝑚 = 2, 1; 𝑞𝑚(𝜂, 𝜙) =

∞∑︁
𝑗=1

𝑞𝑚,4𝑗−𝑚(𝜙)

𝜂4𝑗−𝑚
, 𝑚 = 0, 1;

где 𝑤𝑘,𝑗(𝜙), 𝑞𝑘,𝑗(𝜙) ∈ 𝐶∞[0, 2𝜋].
Допустим, что для любого 𝑘 = 0, 1, . . ., при 𝜏 → +∞ и 𝜂 → ±∞ справедливы соотноше-

ния:

𝑤3𝑘−1(𝜏, 𝜙) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑤3𝑘−1,3𝑗+1(𝜙)

𝜏 3𝑗+1
, 𝑤3𝑘+𝑚(𝜏, 𝜙) =

∞∑︁
𝑗=1

𝑤3𝑘+𝑚,3𝑗−𝑚(𝜙)

𝜏 3𝑗−𝑚
,𝑚 = 0, 1;

𝑞4𝑘−𝑚(𝜂, 𝜙) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑞4𝑘−𝑚,4𝑗+𝑚(𝜙)

𝜂4𝑗+𝑚
,𝑚 = 2, 1; 𝑞4𝑘+𝑚(𝜂, 𝜙) =

∞∑︁
𝑗=1

𝑞4𝑘+𝑚,4𝑗−𝑚(𝜙)

𝜂4𝑗−𝑚
,𝑚 = 0, 1;

где 𝑤𝑘,𝑗, 𝑞𝑘,𝑗 ∈ 𝐶∞[0, 2𝜋].
Тогда при 𝑘 + 1:

𝐿𝑤3𝑘+2 = −2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤3𝑘+1 + 𝜏 3𝑤3𝑘 + 𝑔𝑘+1(1, 𝜙) + 𝜕𝑤3𝑘+1

𝜕𝜏
− 𝜕2𝑤3𝑘

𝜕𝜙2 +𝐵𝑘+1,0,

𝐿𝑤3𝑘+3 = −2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤3𝑘+2 + 𝜏 3𝑤3𝑘+1 − 2𝜏
1−𝛼

𝑔𝑘+1(1, 𝜙) + 𝜕𝑤3𝑘+2

𝜕𝜏
− 𝜕2𝑤3𝑘+1

𝜕𝜙2 +𝐵𝑘+1,1𝜏,

𝐿𝑤3𝑘+4 = −2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤3𝑘+3 + 𝜏 3𝑤3𝑘+2 + 𝜏2

(1−𝛼)2
𝑔𝑘+1(1, 𝜙) + 𝜕𝑤3𝑘+3

𝜕𝜏
− 𝜕2𝑤3𝑘+2

𝜕𝜙2 +𝐵𝑘+1,2𝜏
2,

𝑙𝑞4𝑘+2 = −𝜕𝑞4𝑘+1

𝜕𝜂
− 𝜕2𝑞4𝑘

𝜕𝜙2 − 𝜂3𝑞4𝑘+1 + 𝑔𝑘+1,0(𝜙) + 𝐴𝑘+1,0,

𝑙𝑞4𝑘+3 = −𝜕𝑞4𝑘+2

𝜕𝜂
− 𝜕2𝑞4𝑘+1

𝜕𝜙2 − 𝜂3𝑞4𝑘+2 + 𝜂𝑔𝑘+1,1(𝜙) + 𝐴𝑘+1,1𝜂,

𝑙𝑞4𝑘+4 = −𝜕𝑞4𝑘+3

𝜕𝜂
− 𝜕2𝑞4𝑘+2

𝜕𝜙2 − 𝜂3𝑞4𝑘+3 − ( 𝜂
1−𝛼

)2(𝑔𝑘+1,0(𝜙) + 𝑔𝑘+1,1(𝜙)(1 − 𝛼)) + 𝐴𝑘+1,2𝜂
2,

𝑙𝑞4𝑘+5 = −𝜕𝑞4𝑘+4

𝜕𝜂
− 𝜕2𝑞4𝑘+3

𝜕𝜙2 − 𝜂3𝑞4𝑘+4.

Отсюда получаем

𝑤3𝑘+2 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑤3𝑘+2,3𝑗+1

𝜏 3𝑗+1
,

𝑤3𝑘+3 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑤3𝑘+3,3𝑗+3

𝜏 3𝑗+3
, при 𝐵𝑘+1,1 = −2𝐵𝑘+1,0

1 − 𝛼
+ 3𝑤3𝑘+1,2 −

2𝑤3𝑘,3

1 − 𝛼
,

𝑤3𝑘+4 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑤3𝑘+4,3𝑗+2

𝜏 3𝑗+2
, при 𝐵𝑘+1,2 =

𝐵𝑘+1,0

(1 − 𝛼)2
− 2𝑤3𝑘+1,2

1 − 𝛼
+

𝑤3𝑘,3

(1 − 𝛼)2
,

𝑞4𝑘+2 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑞4𝑘+2,4𝑗+2

𝜂4𝑗+2
, 𝑞4𝑘+3 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑞4𝑘+3,4𝑗+1

𝜂4𝑗+1
, 𝑞4𝑘+5 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑞4𝑘+5,4𝑗+3

𝜂4𝑗+3
,

𝑞4𝑘+4 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑞4𝑘+4,4𝑗+4

𝜂4𝑗+4
, при 𝐴𝑘+1,2 = − 𝐴𝑘+1,0

(1 − 𝛼)2
− 𝐴𝑘+1,1

1 − 𝛼
+

𝑞4𝑘+1,3

(1 − 𝛼)2
,
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где 𝑤𝑘,𝑗 = 𝑤𝑘,𝑗(𝜙), 𝑞𝑘,𝑗 = 𝑞𝑘,𝑗(𝜙). В результате получаем систему линейных алгебраических
уравнений с тремя неизвестными 𝐴𝑘+1,0, 𝐴𝑘+1,1, 𝐵𝑘+1,0:

1−2𝛼
(1−𝛼)2

𝐴𝑘+1,0 − 𝛼
1−𝛼

𝐴𝑘+1,1 + 𝛼2𝑐+ 𝑐1 + 𝛼2

(1−𝛼)2
𝐵𝑘+1,0 = 0,

2𝛼
(1−𝛼)2

𝐴𝑘+1,0 + 1+𝛼
1−𝛼

𝐴𝑘+1,1 − 2𝛼2𝑐− 𝑐1 − 2𝑐2 − 2𝛼
(1−𝛼)2

𝐵𝑘+1,0 = 0,
1

(1−𝛼)2
𝐴𝑘+1,0 + 1

1−𝛼
𝐴𝑘+1,1 − 𝑐− 𝑐2 − 1

(1−𝛼)2
𝐵𝑘+1,0 = 0,

где 𝑐 =
𝑞4𝑘+1,3

(1 − 𝛼)2
, 𝑐1 = 3𝑤3𝑘+1,2 −

2𝑤3𝑘,3

1 − 𝛼
, 𝑐2 =

𝑤3𝑘,3

(1 − 𝛼)2
− 2𝑤3𝑘+1,2

1 − 𝛼
.

Система имеет единственное решение:

𝐵𝑘+1,0 = −𝑞4𝑘+1,3 +
𝑤3𝑘,3

(1 − 𝛼)2
− 2𝑤3𝑘+1,2

1 − 𝛼
,

𝐴𝑘+1,1 = 𝑤3𝑘+1,2, 𝐴𝑘+1,0 = 𝑤3𝑘,3

(︂
1 +

1

(1 − 𝛼)2

)︂
− 𝑤3𝑘+1,2

(︂
3(1 − 𝛼) +

2

1 − 𝛼

)︂
.

Следовательно, для любого 𝑘 = 0, 1, . . . верны равенства (31) и (32), т.е.

lim
𝜂→±∞

𝑞𝑘−2(𝜂, 𝜙) = 0, lim
𝜏→+∞

𝑤𝑘−1(𝜏, 𝜙) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Заметим, что

𝑤3𝑘−𝑚

(︂
1 − 𝜌

𝜇
, 𝜙

)︂
= 𝜇𝑚

∞∑︁
𝑗=0

𝜀𝑗
𝑤3𝑘−𝑚,3𝑗+𝑚(𝜙)

(1 − 𝜌)3𝑗+𝑚
, 𝑚 = 1, 2, 3, 𝜀→ 0,

𝑞4𝑘−𝑚

(︂
𝜌− 𝛼

𝜆
, 𝜙

)︂
= 𝜆𝑚

∞∑︁
𝑗=0

𝜀𝑗
𝑞4𝑘−𝑚,4𝑗+𝑚(𝜙)

(𝜌− 𝛼)4𝑗+𝑚
, 𝑚 = 1, 2, 3, 4; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜀→ 0.

3.2. Обоснование ФАРР. Приступим теперь к обоснованию формального асимптоти-
ческого разложения (5). Пусть

𝑢𝑛(𝜌, 𝜙, 𝜀) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝜀𝑘𝑣𝑘(𝜌, 𝜙) + 𝜒1(𝜌)
3𝑛+1∑︁
𝑘=−1

𝜇𝑘𝑤𝑘(𝜏, 𝜙) + 𝜒2(𝜌)
4𝑛∑︁

𝑘=−2

𝜆𝑘𝑞𝑘(𝜂, 𝜙),

𝑅(𝜌, 𝜙, 𝜀) = 𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) − 𝑢𝑛(𝜌, 𝜙, 𝜀).

Заметим, что 𝑢𝑛(𝜌, 𝜙, 𝜀) ∈ 𝐶∞(𝐷), 𝜀→ 0.
Для остаточного члена 𝑅(𝜌, 𝜙, 𝜀) получим уравнение:

𝜀∆𝑅(𝜌, 𝜙, 𝜀) − (1 − 𝜌)(𝛼− 𝜌)2𝑅(𝜌, 𝜙, 𝜀) = 𝜀𝑛+3/4Φ, (𝜌, 𝜙) ∈ 𝐷,

где

Φ = ( ̃︀𝑓(𝜌, 𝜙, 𝜀) − ∆𝑣𝑛(𝜌, 𝜙) − ̃︀𝑣𝑛(𝜌, 𝜙, 𝜀) + (𝜏 3𝑤3𝑛(𝜏, 𝜙) − 2(1 − 𝛼)𝜏 2𝑤3𝑛+1(𝜏, 𝜙)+

+
𝜕𝑤3𝑛+1(𝜏, 𝜙)

𝜕𝜏
− 𝜕2(𝑤3𝑛(𝜏, 𝜙) + 𝜇𝑤3𝑛+1(𝜏, 𝜙))

𝜕𝜙2
+ 𝜇𝜏 3𝑤3𝑛+1(𝜏, 𝜙))𝜒1(𝜌))𝜀1/4−

−
(︂
𝜂3𝑞4𝑛(𝜂, 𝜙) +

𝜕𝑞4𝑛(𝜂, 𝜙)

𝜕𝜂
+
𝜕2(𝑞4𝑛−1(𝜂, 𝜙) + 𝜆𝑞4𝑛(𝜂, 𝜙))

𝜕𝜙2

)︂
𝜒2(𝜌),

̃︀𝑓(𝜌, 𝜙, 𝜀) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑓𝑛+1+𝑘(𝜌, 𝜙), ̃︀𝑣𝑛(𝜌, 𝜙, 𝜀) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘̃︀𝑣𝑛+𝑘(𝜌, 𝜙).
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Отметим, что Φ — гладкая функция. Поэтому при 𝜀→ 0, ∃𝑀, 0 < 𝑀 — const, ‖Φ‖𝐶 6𝑀,
т.е. Φ = 𝑂(1). А граничное условие примет вид:

𝑅(1, 𝜙, 𝜀) =
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝜀𝑘𝜓𝑘(𝜙) или 𝑅(1, 𝜙, 𝜀) = 𝑂(𝜀𝑛+1), 𝜀→ 0.

Таким образом, получаем следующую задачу:

𝜀∆𝑅(𝜌, 𝜙, 𝜀) − (1 − 𝜌)(𝛼− 𝜌)2𝑅(𝜌, 𝜙, 𝜀) = 𝑂(𝜀𝑛+3/4), 𝜀→ 0, (𝜌, 𝜙) ∈ 𝐷,

𝑅(1, 𝜙, 𝜀) = 𝑂(𝜀𝑛+1), 𝜀→ 0.

Для этой задачи, применяя принцип максимума, получим

𝑅(𝜌, 𝜙, 𝜀) = 𝑂(𝜀𝑛−1/4), 𝜀→ 0.

Отсюда следует справедливость разложения (4). Теорема доказана.

Пример. Пусть 𝑎(𝜌, 𝜙) ≡ 1, 𝑓(𝜌, 𝜙) = 1 + 𝜌 cos(𝜙) + 𝜌2 sin(𝜙) + 𝜌3, 𝜓(𝜙, 𝜀) ≡ 0, т.е.
исследуем задачу

𝜀∆𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) − (1 − 𝜌)(
1

2
− 𝜌)2𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) = 1 + 𝜌 cos(𝜙) + 𝜌2 sin(𝜙) + 𝜌3, (𝜌, 𝜙) ∈ 𝐷, (33)

𝑢(1, 𝜙, 𝜀) = 0, (34)
тогда

𝑢0(𝜌, 𝜙) = −1 + 𝜌 cos(𝜙) + 𝜌2 sin(𝜙) + 𝜌3

(1 − 𝜌)(1
2
− 𝜌)2

.

А если
ℎ1,0(𝜌, 𝜙) = (2𝜌− 1)2(2 + cos(𝜙) + sin(𝜙)),

ℎ2,0(𝜌, 𝜙) =
9

8
+

1

2
cos(𝜙)+

1

4
sin(𝜙)+(𝜌−1

2
)(

3

4
+cos(𝜙)+sin(𝜙))−(𝜌−1

2
)2(6+4 cos(𝜙)+3 sin(𝜙)),

то
𝑣0(𝜌, 𝜙) = −1 + 𝜌 cos(𝜙) + 𝜌2 sin(𝜙) + 𝜌3 − ℎ1,0(𝜌, 𝜙)𝜒1(𝜌) − ℎ2,0(𝜌, 𝜙)𝜒2(𝜌)

(1 − 𝜌)(1
2
− 𝜌)2

,

и 𝑣1(𝜌, 𝜙) =
∆𝑣0(𝜌, 𝜙) − ℎ1,1(𝜌, 𝜙)𝜒1(𝜌) − ℎ2,1(𝜌, 𝜙)𝜒2(𝜌)

(1 − 𝜌)(1
2
− 𝜌)2

+
̃︀𝑣0(𝜌, 𝜙)

(1 − 𝜌)(1
2
− 𝜌)2

,

где
ℎ2,1(𝜌, 𝜙) = 𝑔1,0(𝜙) + 𝑔1,1(𝜙)(𝜌− 1/2) − (2𝜌− 1)2(𝑔1,0(𝜙) + 𝑔1,1(𝜙)/2),

ℎ1,1(𝜌, 𝜙) = (2𝜌− 1)2∆𝑣0(1, 𝜙), 𝑔1,0(𝜙) = ∆𝑣0(1/2, 𝜙), 𝑔1,1(𝜙) =
𝜕

𝜕𝜌
∆𝑣0(𝜌, 𝜙)|𝜌=1/2.

̃︀𝑣0(𝜌, 𝜙) = ̃︀𝑤0(𝜌, 𝜙)̃︀𝜒1(𝜌) + 2
𝜕 ̃︀𝑤0(𝜌, 𝜙)

𝜕𝜌
𝜒′
1(𝜌) + ̃︀𝑞0(𝜌, 𝜙)̃︀𝜒2(𝜌) + 2

𝜕̃︀𝑞0(𝜌, 𝜙)

𝜕𝜌
𝜒′
2(𝜌),

̃︀𝑤0(𝜌, 𝜙) = −4(2 + cos(𝜙) + sin(𝜙))

1 − 𝜌
, ̃︀𝑞0(𝜌, 𝜙) = −9 + 4 cos(𝜙) + 2 sin(𝜙)

(2𝜌− 1)2
.

И для 𝑤𝑘(𝜏, 𝜙) и 𝑞𝑘(𝜂, 𝜙) получаем задачи аналогичные к задачам (9)–(14), (15), (19)–
(26). Решения этих задач существуют, единственны, при 𝜏 → +∞, 𝜂 → ±∞ справедливы
оценки:

𝑤−1(𝜏, 𝜙) = 𝑤2(𝜏, 𝜙) = 𝑂(𝜏−1), 𝑤0(𝜏, 𝜙) = 𝑤3(𝜏, 𝜙) = 𝑂(𝜏−3),

𝑤1(𝜏, 𝜙) = 𝑤4(𝜏, 𝜙) = 𝑂(𝜏−2), 𝑞−2(𝜂, 𝜙) = 𝑞2(𝜂, 𝜙) = 𝑂(𝜂−2),

𝑞−1(𝜂, 𝜙) = 𝑞3(𝜂, 𝜙) = 𝑂(𝜂−1), 𝑞0(𝜂, 𝜙) = 𝑞4(𝜂, 𝜙) = 𝑂(𝜂−4), 𝑞1(𝜂, 𝜙) = 𝑂(𝜂−3).

Следовательно, для решения задачи (33)-(34) справедливо разложение

𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) = 𝑣0(𝜌, 𝜙) + 𝜀𝑣1(𝜌, 𝜙) + 𝜒1(𝜌)
4∑︁

𝑘=−1

𝜀𝑘/3𝑤𝑘

(︂
1 − 𝜌

𝜀1/3
, 𝜙

)︂
+
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+𝜒2(𝜌)
4∑︁

𝑘=−2

𝜀𝑘/4𝑞𝑘

(︂
2𝜌− 1

2𝜀1/4
, 𝜙

)︂
+𝑂(𝜀3/4), 𝜀→ 0.

Заключение. Особенность исследованной задачи состоит в том, что задача имеет двой-
ную сингулярность. Для этого случая мы доказали применимость метода пограничных
функций. Построено равномерное асимптотическое разложение по малому параметру ре-
шения задачи Дирихле для бисингулярно возмущенного дифференциального уравнения
эллиптического типа второго порядка с двумя независимыми переменными в круге. При-
чем, построенный асимптотический ряд представляет собой ряд Пюйзо.

Данный метод отличается от метода согласования тем, что нарастающие особенности
внешнего разложения фактически из него убираются и с помощью ряда с коэффициентами
ℎ𝑘 полностью вносятся во внутренние.

Следует отметить, что здесь для простоты исследован случай 𝑎(𝜌, 𝜙) ≡ 1, асимптотиче-
ское разложение решения задачи Дирихле для уравнения

𝜀∆𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) − (1 − 𝜌)(𝜌− 𝛼)2𝑎(𝜌, 𝜙)𝑢(𝜌, 𝜙, 𝜀) = 𝑓(𝜌, 𝜙, 𝜀), (𝜌, 𝜙) ∈ 𝐷,

где 𝑎(𝜌, 𝜙) > 0 в области 𝐷, строится точно такжеб и асимптотическое разложение реше-
ния имеет такую же структуру.
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