
ISSN 2074-1863 Уфимский математический журнал. Том 7. № 4 (2015). С. 133-145.

УДК 517.53

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ВНУТРЕННИХ ФУНКЦИЙ
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Ф.А. ШАМОЯН

Посвящается памяти профессора
Игоря Федоровича Красичкова–Терновского

Аннотация. В статье получены необходимые и достаточные условия на весовую
вектор-функцию, при которых заданная внутренняя функция является слабо обра-
тимой в весовом пространстве голоморфных функций в трубчатой области.
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ВВЕДЕНИЕ
Пусть Cn – n-мерное комплексное пространство, G – некоторая область в Cn, H (G) –

множество всех аналитических в G функций, H∞ (G) – множество всех ограниченных
аналитических функций в G. Предположим, что X – некоторое топологическое подпро-
странство пространства H (G), в котором H∞ (G) составляет всюду плотное множество,
операторы Sz (f) = f (z), z ∈ G, и Mψ (f) = ψf , ψ ∈ H∞, f ∈ X, являются ограниченными
операторами в X.

Определение. Пусть f ∈ X, и существует последовательность fm ∈ H∞ (G), та-
кая что lim

m→+∞
fmf = 1, причем сходимость имеет место в топологии пространства X,

тогда функцию f назовем слабо обратимой в пространстве X.
Таким образом, f слабо обратима в X, если множество H∞ (G) f всюду плотно в про-

странстве X.
Отметим, что вопросы слабой обратимости в конкретных функциональных простран-

ствах связаны с широким кругом задач нескольких дисциплин: от теории дифференци-
альных операторов и их обобщений до абстрактного гармонического анализа [1].

Слабая обратимость в одномерном случае была исследована в классической работе
М. В. Келдыша [2], где установлено, что существует функция f ∈ H∞ (D), f (z) 6= 0,
z ∈ D = {z ∈ C1 : |z| < 1} , не являющаяся слабо обратимой в пространстве Бергмана:

Ap (D) =

f ∈ H (D) : ‖f‖Ap(D) =

∫
D

|f (z)|p dm2 (z)

 1
p

< +∞

 ,

где m2 – плоская мера Лебега.

Важную роль в этих построениях сыграла внутренняя функция S (z) = exp

(
−1 + z

1− z

)
,

z ∈ D.
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В работах А. Берлинга [3] и Н. Никольского [4] была исследована слабая обратимость
функции S в весовом пространстве

Apϕ =

f ∈ H (D) : ‖f‖Apϕ =

∫
D

|f (z)|p exp

(
−ϕ

(
1

1− |z|

))
dm2 (z)

 1
p

< +∞

 .

В этих работах, при некоторых ограничениях на регулярность роста ϕ, установлено,
что для слабой обратимости функции S в пространстве Apϕ, 1 ≤ p < +∞, необходимо
и достаточно, чтобы

+∞∫
1

(
ϕ (x)

x3

) 1
2

dx = +∞. (1)

Учитывая, что функция S аналитическая всюду, кроме точки z = 1, в работе авто-
ра и его аспиранта И. Геворкяна [5] было исследована слабая обратимость функции S
в пространстве

Ãpϕ =

f ∈ H (D) : ‖f‖Ãpϕ =

∫
D

|f (z)|p exp

(
−ϕ

(
1

|1− z|

))
dm2 (z)

 1
p

< +∞, 1 ≤ p < +∞

 .

В работе [5] установлено, что, в отличие от (1), необходимым и достаточным условием
слабой обратимости функции S в Ãpϕ, 0 < p ≤ +∞, является

+∞∫
1

ϕ (x)

x2
dx = +∞. (2)

Очевидно, что из условия (2) следует (1), но обратное неверно.
В недавней работе [6] было предложено новое доказательство вышеуказанных резуль-

татов А. Берлинга, Н. Никольского и Геворкяна – Шамояна в случае p = 2, основанное на
хорошо известной теореме о короне.

В данной работе мы исследуем вопросы указанного типа в многомерных бесконечных
областях (трубчатых).

§1. ФОРМУЛИРОВКИ ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УТВЕРЖДЕНИЙ

Для изложения основных результатов работы введем также следующие обозначения:
Пусть P (x) = (p1(x1), ..., pn(xn)), x = (x1, ..., xn), – вектор-функция, определенная на

Rn
+ =

{
x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, xj > 0, j = 1, n

}
, Cn

+ – трубчатая область с основанием Rn
+,

т.е. Cn
+ =

{
z = (z1, ..., zn) ∈ Cn : (Imz1, ..., Imzn) ∈ Rn

+

}
.

Пусть далее

AqP
(
Cn

+

)
=

f ∈ H
(
Cn

+

)
: ‖f‖AqP =

∫
Cn+

|f (z)|p exp (−P (|z|)) dm2n (z)


1
q

< +∞

 ,

где z = (z1, ..., zn) , exp (−P (|z|)) :=
n∏
j=1

exp (−pj (|zj|)); dm2n – 2n-мерная мера Лебега

в Cn
+.
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В дальнейшем мы будем всегда предполагать, что pj (x) =

x∫
1

ωj (t)

t
dt, j = 1, n, где

ωj определены на R+ := R1
+, причем ωj (t) ↑+∞ (t→ +∞), 1 ≤ j ≤ n. Такие функции

назовем весовыми, а вектор-функции вида P = (p1, ..., pn) – весовыми вектор-функциями.
Множество всех весовых вектор-функций обозначим через Ω.

Основными результатами статьи являются доказательства следующих двух утвержде-
ний:

Теорема 1. Пусть a = (a1, ..., an) ∈ Rn
+, z = (z1, ..., zn) ∈ Cn

+, az =
n∑
j=1

ajzj,

Sa (z) = exp

(
i
n∑
j=1

ajzj

)
, z = (z1, ..., zn) ∈ Cn

+, P = (p1, ..., pn) ∈ Ω.

Тогда
1) следующие утверждения равносильны:
а) функция Sa слабо обратима в пространстве AqP при некотором q = q0,

1 ≤ q0 < +∞;
б) Saслабо обратима в пространстве AqP при всех 0 < q < +∞;
в)

+∞∫
1

pj (t)

t2
dt = +∞, j = 1, n; (3)

2) Если хоть один из интегралов в (3) сходится, то функция Sa не является слабо
обратимой в любом пространстве AqP , 0 < q < +∞.

Теорема 2. Пусть P = (p1, ..., pn) – вектор-функция из Ω, f ∈ H∞
(
Cn
−η
)
, где

Cn
−η =

{
z = (z1, ..., zn) : Imzj > −η, j = 1, n

}
, f (z) 6= 0, z ∈ Cn

−η, 0 < s < 1.
Пусть Mm = sup

z∈Cn+
{|ln f (z)|m exp (−sP (|z|))}, где выбрана главная ветвь логарифма.

Тогда если
∞∑
m=1

1
m
√
Mm

= +∞, (4)

то функция f слабо обратима в пространстве AqP
(
Cn

+

)
при всех 0 < q < +∞.

Замечание 1. Отметим, что условия f ∈ H∞
(
Cn

+

)
и f (z) 6= 0, z ∈ Cn

+, не являются
достаточными для слабой обратимости функции f в пространстве AqP

(
Cn

+

)
.

Действительно, исходя из результатов работы [8], нетрудно установить, что функ-

ции вида fa (z) = exp

(
−

n∑
j=1

icj
zj − aj

)
, z = (z1, ..., zn) ∈ Cn

+, a = (a1, ..., an) ∈ Rn,

c = (c1, ..., cn) ∈ Rn
+, не являются слабо обратимыми в пространстве AqP

(
Cn

+

)
.

Замечание 2. Если ряд (4) сходится, а функция f совпадает с функцией Sa, то из
теоремы 1 следует, что функция f не будет слабо обратимой в пространстве AqP

(
Cn

+

)
,

при всех q > 0, поскольку сходимость ряда (4) эквивалентна сходимости интегралов (3)
(см. [12]).

Перед доказательством теорем 1 и 2 приведем следующие вспомогательные утвержде-
ния.

Пусть k = (k1, ..., kn) – некоторая перестановка чисел (1, 2, ..., n), n ∈ N , 1 ≤ m ≤ n.
Тогда кортежем порядка m назовем вектор с координатами (k1, ..., km). Множество всех
кортежей порядка m обозначим через Km. Ясно, что если 1 ≤ r, m ≤ n, то равенство
(k1, ..., kr) = (s1, ..., sm) выполняется тогда и только тогда, когда r = m, si = ki, i = 1,m.
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Лемма 1. Пусть f ∈ H
(
Cn

+

)
, k = (k1, ..., km) ∈ Km, z̃ = (z̃1, ..., z̃n) ∈ Cn

+, причем
z̃j = zkj , если j = kj при некотором kj ∈ Km, и z̃j = i, если j 6= kj, j = 1, n.

Предположим, что P = (p1, ..., pn) – весовая вектор-функция, P ∈ Ω.
Тогда если 0 < s < +∞, то справедлива оценка

|f (z̃)|s exp (−P (2 |z̃|)) ≤ c0 (s)
m∏
j=1

y2kj

∫
Ũn(z̃)

|f (ζ)|s exp (−P (|ζ|)) dm2n (ζ) , (5)

где Ũn (z̃) =

{
ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ Cn

+ : |ζj − z̃j| <
Imz̃j

2
, j = 1, n

}
.

Доказательство. Не умаляя общности, можно предположить, что j = kj, 1 ≤ j ≤ m.

Тогда Ũn (z̃) =

{
ζ = (ζ1, ..., ζn) : |ζj − zj| <

yj
2
, 1 ≤ j ≤ m , |ζj − i| <

1

2
,m+ 1 ≤ j ≤ n

}
.

Учитывая n-субгармоничность функции |f (ζ)|s, ζ ∈ Cn
+, получаем

|f (z̃)|s ≤ 22m

πn
m∏
j=1

y2j

∫
Ũn(z̃)

|f (ζ)|s dm2n (ζ) , (6)

где z̃ = (z1, ..., zm, i, ..., i). Заметим теперь, что если ζ ∈ Ũn, ζ = (ζ1, ..., ζn), то |zj − ζj| <
yj
2
,

zj = xj + iyj, j = 1,m, и |i− ζj| <
1

2
, если j = m+ 1, n.

Поэтому
|zj|
2
≤ |zj| −

|yj|
2
≤ |ζj| ≤ |zj|+

|yj|
2
≤ 3

2
|zj|, j = 1,m;

1

2
≤ |ζj| ≤

3

2
, j = m+ 1, n.

Следовательно, справедливо

exp

(
−pj

(
3

2
|zj|
))
≤ exp (−pj (|ζj|)) ≤ exp

(
−pj

(
|zj|
2

))
, ζ = (ζ1, ..., ζn) ∈ Ũn (z̃) , j = 1, n.

(7)
Используя оценки (6), (7), приходим к неравенству

|f (z̃)|s exp

(
−pj

(
3

2
|z̃|
))

= |f (z1, ..., zm, i, ..., i)|s exp

(
−

m∑
j=1

pj

(
3

2
|zj|
))
≤ 22m

πn
m∏
j=1

y2j

×

×
∫

Ũn(z̃)

|f (ζ)|s exp− (P (|ζ|)) dm2n (ζ) ≤ C (m,n)
m∏
j=1

y2j

∫
Cn+

|f (ζ)|s exp (−P (|ζ|)) dm2n (ζ) . (8)

Лемма доказана.
Следующее утверждение при n = 1 установлено в работе М.М. Джрбашяна [9]

(см. также [10]).
Лемма 2. Пусть P = (p1, ..., pn) – весовая вектор-функция, 1 ≤ q < +∞. Тогда следу-

ющие утверждения эквивалентны:
1) множество всех алгебраических многочленов от z1, ..., zn составляет всюду плотное

множество в AqP (C+);
2) выполняются условия (3) теоремы 1, причем если хоть один из интегралов в (3)

сходится, то множество многочленов не является плотным в пространстве AqP
(
Cn

+

)
для произвольного 0 < q < +∞.

Доказательство. Пусть 1 ≤ q < +∞. Докажем лемму 2 при n = 2, при остальных n
основные моменты доказательства сохраняются.
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Пусть

Lq
′

P

(
C2

+

)
:=

f ∈ S
(
Cn

+

)
:

∫
C2
+

|f (ζ)|q
′
exp (−P (|ζ|)) dm4 (ζ)


1
q′

< +∞

 ,

где S – множество всех измеримых функций на Cn
+, а q′ =

q

q − 1
. Предположим

g ∈ Lq
′

P

(
C2

+

)
, такая что∫
C2
+

g (ζ1, ζ2) ζ
k1
1 ζ

k2
2 e
−p1(|ζ1|)−p2(|ζ2|)dm4 (ζ1, ζ2) = 0, k = (k1, k2) ∈ Z2

+. (9)

Докажем, что ∫
C2
+

g (ζ1, ζ2) f (ζ1, ζ2) e
−p1(|ζ1|)−p2(|ζ2|)dm4 (ζ1, ζ2) = 0 (10)

для всех f ∈ AqP
(
C2

+

)
.

Пусть g̃ (ζ1) =

∫
C+

g (ζ1, ζ2) exp (−p2 (|ζ2|)) dm2 (ζ2). Очевидно, что g̃ (ζ1) – почти всюду

конечная функция. Докажем, что g̃ (ζ1) ∈ Lq
′
p1

(C+). Из неравенства Гельдера имеем∫
C+

|g̃ (ζ1)|q
′
e−p1(|ζ1|)dm2 (ζ1) =

∫
C+

∫
C+

|g (ζ1, ζ2)| e−p2(|ζ2|)dm2 (ζ2)

q′

e−p1(|ζ1|)dm2 (ζ1) ≤

≤
∫
C2
+

|g (ζ1, ζ2)|q
′
e−p2(|ζ2|)e−p1(|ζ1|)dm4 (ζ1, ζ2)

∫
C+

e−p2(|ζ2|)dm2 (ζ2)


q′
q

≤

≤ const

∫
C+

|g (ζ1)|q
′
e−p1(|ζ1|)dm2 (ζ1) < +∞.

Следовательно, по теореме М.М. Джрбашяна (см. [9])∫
C+

g̃ (ζ1) f (ζ1) e
−p1(|ζ1|)dm2 (ζ1) = 0, (11)

для произвольного f ∈ AqP1
(C+) .

Заметим, что точно таким же образом доказывается, что если f ∈ AqP1

(
C2

+

)
, то функция

f̃ (ζ1) =

∫
C+

f (ζ1, ζ2) exp (−p2 (|ζ2|)) dm2 (ζ2) принадлежит классу AqP1
(C+). Поэтому, приме-

няя теорему М. М. Джрбашяна, получим, что∫
C+

g̃ (ζ1) f̃ (ζ1) dm2 (ζ1) = 0,

тo есть ∫
C2
+

g (ζ1, ζ2) f (ζ1, ζ2) exp (−p1 (|ζ1|)) exp (−p2 (|ζ2|)) dm4 (ζ1, ζ2) = 0.

Из этого равенства и теоремы Хана-Банаха следует первая часть леммы.
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Перейдем к доказательству второй части. Из леммы 1 следует, что если многочлены

плотны в AqP
(
Cn

+

)
, то существует последовательность многочленов P̃m (z) =

m∑
k=1

a
(m)
k zk,

z ∈ C+, таких что max
z∈C+

{∣∣∣P̃m (z)− f (z)
∣∣∣ exp(−pj (|z|))

}
= 0, 1 ≤ j ≤ n, для любого

f ∈ A∞Pj (C+) , тогда по теореме М. М. Джрбашяна
+∞∫
1

pj (t)

t2
dt = +∞ (см. [9], [10]).

Следующая лемма установлена в работе [11].
Лемма 3. Пусть p – весовая функция, такая что

+∞∫
0

p (t)

1 + t2
dt < +∞.

Предположим, что G – внешняя функция в полуплоскости C+, имеющая вид

G (z) = exp

−4i

π

+∞∫
−∞

tz + 1

t− z
p (t)

1 + t2
dt

 , z ∈ C+.

Тогда существует положительное число c, такое что

exp (−cp (3 |z|)) ≤ |G (z)| ≤ exp (−p (|z|)) , z ∈ C+. (12)

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ СТАТЬИ
Перейдем к доказательству теоремы 1. Сначала докажем первый пункт теоремы

в) ⇒ б).
Пусть 1 ≤ q < +∞, a = (a1, ..., an), aj > 0, j = 1, n. Обозначим через Eq (Sa) замыкание

множества H∞
(
Cn

+

)
Sa в пространстве AqP

(
Cn

+

)
. Для доказательства этой части теоремы

достаточно установить, что 1 ∈ Eq (Sa).
Пусть Φ – линейный непрерывный функционал, ортогональный к Eq (Sa). Докажем,

что Φ (1) = 0. Предположим, что Φ порождается некоторой функцией Ψ ∈ Lq
′

P

(
Cn

+

)
, где

1

q
+

1

q′
= 1, тогда

Φ (SaF ) =

∫
Cn+

eiazF (z) Ψ (z) e−P (|z|)dm2n (z) = 0,

при всех F ∈ H∞
(
Cn

+

)
, а также при F (z1, ..., zn) = zm1

1 ...zmnn , m = (m1, ...,mn) ∈ Zn+.

Пусть t ∈ [0, 1], положим e1 (t) =

∫
Cn+

eia1tz1+iãz̃Ψ (z) e−P (|z|)dm2n (z), где z̃ = (z2, z3, ..., zn),

ã = (a2, ..., an).
Ясно, что

e
(m)
1 (t) =

∫
Cn+

eia1z1t+iãz̃ (ia1z1)
m Ψ (z) e(−p1(|z1|)−P̃ (|z|))dm2n (z) ,

где exp
(
−P̃ (|z̃|)

)
= exp (−p2 (|z2|) ...− pn (|zn|)). Очевидно, что

e
(m)
1 (1) = 0,m ∈ Z+. (13)
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Докажем, что функция e принадлежит квазианалитическому классу на отрезке [0, 1]
(см. [12]). Действительно, применяя неравенство Гельдера, имеем∣∣∣e(m)

1 (t)
∣∣∣ ≤ ∫

Cn+

exp (−p1 (|z1|)) |a1|m |z1|m |Ψ (z)| exp
(
−P̃ (|z̃|)

)
dm2n (z) ≤

6 |a1|m
∫
C+

e(−p1(|z1|)) |z1|mq dm2 (z1)

 1
q

×

×

∫
C+

e(−p1(|z1|))

 ∫
Cn−1
+

|Ψ (z)| e(−P̃ (|z|))dm2n−2 (z)


q′

dm2 (z)


1
q′

.

Снова применяя неравенство Гельдера, приходим к оценке

∣∣∣e(m)
1 (t)

∣∣∣ ≤ |a1|m
∫
C+

|z1|mq e(−p1(|z1|))dm2 (z)

 1
q

×

×

∫
C+

e(−p1(|z1|))

 ∫
Cn−1
+

|Ψ (z)|q
′
e(−P̃ (|z|))dm2n−2 (z)

 dm2n (z)


 ∫
Cn−1
+

e(−P̃ (|z|))dm2n−2 (z)


q′
q

≤

≤ C1 |a1|m
∫
C+

|z1|mq e(−p1(|z1|))dm2 (z1)

 1
q

∫
Cn+

|Ψ (z)|q
′
e(−P (|z|))dm2n (z)


1
q′

. (14)

Пусть теперь δ – произвольное положительное число δ ∈ (0, 1). Тогда из последней
оценки имеем

∣∣∣e(m)
1 (t)

∣∣∣ ≤ C2 |a1|m sup
r>0

(
rme−

δ
q
p1(r)

)∫
C+

e−(1−δ)p1(|z|)dm2 (z)

 1
q

=

= C2 |a1|m sup
r>0

(
rme−

δ
q
p1(r)

) +∞∫
0

π∫
0

e−(1−δ)p1(|ρ|)ρdρdϕ

 1
q

= C3 |a1|m sup
r>0

(
rme−

δ
q
p1(r)

)
.

Итак, окончательно получаем: ∣∣∣e(m)
1 (t)

∣∣∣ ≤ C3 |a1|mMm,

где Mm = sup
r>0

(
rme−

δ
q
p1(r)

)
.

Теперь используем теорему Карлемана–Островского (см. [12]) о квазианалитичности
класса

C∞ (Mm) =
{
ϕ ∈ C∞ [0, 1] :

∣∣ϕ(m) (t)
∣∣ ≤ AmMm

}
,
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cогласно которой необходимым и достаточным условием квазианалитичности класса
C∞ (Mm) является

+∞∫
1

lnT (r)

r2
dr = +∞, (15)

где T (r) = sup
r≥1

rm

Mm

(см. [12]).

Но по теореме М. М. Джрбашяна (см. [9], [10]) расходимость интеграла
+∞∫
1

p1 (r)

r2
dr рав-

носильна условию (15). Следовательно, функция e (t) принадлежит квазианалитическому
классу Карлемана–Островского на отрезке [0, 1]. Ввиду условия (13), имеем e1 (t) = 0,
∀t ∈ [0, 1], то есть e1 (0) = 0. Таким образом,∫

Cn+

e−iãz̃Ψ(z)e−P (|z|)dm2n(z) = 0.

Положим

e2(t) =

∫
Cn+

e−ia2z2t−iãz̃ψ(z)e−p2(|z2|)−P̃ (|z|)dm2n(z),

где ã и z̃ определяются как и выше.
Копируя вышеприведенные рассуждения, получим, что e2(0) = 0. Повторяя эти рас-

суждения n− 1 раз, получим, что∫
Cn+

Ψ(z)e−P (|z|)dm2n(z) = 0,

то есть Φ (1) = 0.
По теореме Хана-Банаха 1 ∈ Eq (Sa) .
Итак, доказательство импликации в)⇒ б) установлено при условии q ≥ 1. Но учитывая,

что для произвольного f ∈ H∞
(
Cn

+

)
, 0 < q < 1,

‖fSa − 1‖AqP (Cn+) ≤ ‖fSa − 1‖A1
P (Cn+)

∫
Cn+

e−P (|z|)dm2n(z)


1−q
q

,

получим доказательство этой импликации полностью.
Продолжим доказательство теоремы 1.
Импликация б) ⇒ в) очевидна. Поэтому нами установлено в) ⇒ б) ⇒ а). Чтобы

доказать первый пункт теоремы, остается установить импликацию а) ⇒ в).
Очевидно, что импликация а)⇒ в) первого пункта непосредственно следует из второго

пункта теоремы. Поэтому перейдем к доказательству второго пункта.
Итак, пусть существует некоторое k = (k1, ..., km) ∈ Km, такое что

+∞∫
1

pkj(t)

t2
dt < +∞, j = 1,m. (3̃)

Не умаляя общности, будем считать, что kj = j, j = 1,m.
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По функциям pj, j = 1,m, как в лемме 3, построим совокупность внешних функций

Gj (z) = exp

−4i

π

+∞∫
−∞

tz + 1

t− z
pj (3 |t|)
1 + t2

dt

 , j = 1,m.

Положим также

G (z) =
m∏
j=1

Gj (zj) = exp

−4i

π

m∑
j=1

 +∞∫
−∞

tjzj + 1

tj − zj
pj (3 |tj|)

1 + t2j
dtj

 , z = (z1, ..., zm) ∈ Cm
+ .

Используя лемму 3, получим

exp

(
−c

m∑
j=1

pj (9 |zj|)

)
≤ |G (z)| ≤ exp

(
−

m∑
j=1

pj (3 |zj|)

)
, z = (z1, ..., zm) ∈ Cm

+ , (16)

при некотором положительном c.
Пусть теперь, вопреки утверждению второго пункта, существует последовательность
{fk}+∞k=1 , fk ∈ H∞

(
Cn

+

)
, такая что

lim
k→+∞

‖fkSa − 1‖AqP (Cn+) = 0. (17)

Используя лемму 1, получаем

|fk (z1, ..., zm, i, ..., i)Sa (z1, ..., zm, i, ..., i)− 1|q × exp

(
−

m∑
j=1

pj (2 |zj|)

)
≤

≤ c0 (q)
m∏
j=1

y2j

× ‖fkSa − 1‖q
A
q
P (Cn+)

, z = (z1, ..., zm, i, ..., i) ∈ Cn
+. (18)

Из оценок (16) и (18) непосредственно следует, что

|fk (z1, ..., zm, i, ..., i)Sa (z1, ..., zm, i, ..., i)− 1|q × |G (z1, ..., zm)| ≤

≤ c (q)
m∏
j=1

y2j

× ‖fkSa − 1‖q
A
q
p(Cn+)

, z = (z1, ..., zm) ∈ Cn
+. (19)

В частности, из оценки (19) непосредственно следует

|fk (x1 + i, x2 + i, ..., xm + i, i, ..., i)Sa (x1 + i, x2 + i, ..., xm + i, i, ..., i)− 1|q×

× |G (x1 + i, x2 + i, ..., xm + i)| ≤ 1,

при k ≥ k0.
Следовательно,

|fk (x1 + i, ..., xm + i, i, ..., i)|q |G (x1 + i, ..., xm + i)| |Sa (x1 + i, ..., xm + i, i, ..., i)|q ≤

≤ |G (x+ i)|
∣∣∣fk (x̃+ i

)
Sa

(
x̃+ i

)
− 1
∣∣∣q + |G (x+ i)| ≤ 1 + |G (x+ i)| , (20)

где x+ i = (x1 + i, x2 + i, ..., xm + i, i, i..., i) ∈ Cm
+ .

Очевидно, что из оценки (16) следует, что |G (z)| ≤ 1 при всех z ∈ Cm
+ , кроме того

|Sa (x+ i)|q =

∣∣∣∣∣exp i
n∑
j=1

aj (xj + i)

∣∣∣∣∣
q

= exp

(
−q

n∑
j=1

aj

)
≤ 1.
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Положив A = exp

(
−q

n∑
j=1

aj

)
, из (20) получаем

∣∣∣fk (x̃+ i
)∣∣∣q |G (x+ i)| ≤ 2A,

то есть ∣∣∣fk (x̃+ i
)∣∣∣ |G (x+ i)|

1
q ≤ (2A)

1
q . (21)

Поскольку функция

Fk(z) = fk (z̃ + i) (G (z + i))
1
q , k = 1, 2, ...,

в полупространстве Cm
+ представима интегралом Пуассона (см. [13], [14]), при этом

Fk ∈ H∞
(
Cm

+

)
, то мы получим оценку (21) в полупространстве Cm

+ , то есть

|fk (z̃ + i)|q |G (z + i)| ≤ 2A, (22)

при всех z = (z1, ..., zm) ∈ Cm
+ .

Учитывая, что

lim
k→+∞

fk (z1, ..., zm, i, ..., i) = e
−

m∑
j=1

iajzj+
n∑

j=m+1
aj
, (z1, ..., zm) ∈ Cm

+ ,

и переходя к пределу в неравенстве (22), окончательно получим(
exp

m∑
j=1

qajyj + q
n∑

j=m+1

aj

)
≤ 2A×

m∏
j=1

exp(cpj (3 |zj|)); (z1, ..., zm) ∈ Cm
+ . (23)

Но из (3) следует, что

lim
y→+∞

pj (3y)

y
= 0, j = 1,m,

что невозможно ввиду оценки (23).
Теорема 1 доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 2. Сначала докажем, что если f ∈ H∞
(
Cn
−η
)
,

f(z) 6= 0, z ∈ Cn
+ ∪ Rn, при некотором η > 0, то функция (ln f)m , где выбрана главная

ветвь логарифма, принадлежит классу AqP
(
Cn

+

)
, 1 ≤ q < +∞, P ∈ Ω.

Действительно, не умаляя общности, можно предположить, что |f (z)| ≤ 1, z ∈ Cn
−η.

Поэтому функция Ψ (z) = −i ln f (z − iδ) удовлетворяет условию ImΨ (z) ≥ 0, при этом
Ψ ∈ H

(
Cn
−η
2

)
. Положим δ =

η

2
и применим формулу типа формулы Шварца для функции

Ψ в Cn
+ (см.[13]).

Получим

Ψ (z) =
2in

(2π)n

∫
Rn

n∏
j=1

(
i+ zj
zj − tj

)
1

i+ tj
× ln

1

|f (t)|
+ i arg f(i).

Поэтому

|ln f |z − iδ|| ≤ 2

(2π)n

∫
Rn

n∏
j=1

(∣∣∣∣ i+ zj
zj − tj

∣∣∣∣ 1

i+ tj

)
× ln

1

|f (t− iδ)|
dt+ c0.

Теперь, используя элементарную оценку

sup
t∈R

∣∣∣∣ i− tz − t

∣∣∣∣ =
|z − i|+ |z + i|

2Imz
,
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где z ∈ C+ (см. [12]), получим

|ln |f (z − iδ)|| ≤ 2

(2π)n

∫
Rn

n∏
j=1

(
|i+ zj|
|i− tj|

|i− tj|
|zj − tj| (i+ tj)

)
× ln

1

|f (t− iδ)|
≤

≤ 2

(2π)n

∫
Rn

n∏
j=1

(1 + |zj|)
∫
Rn

ln 1
|f(t−iδ)|

n∏
j=1

(
1 + t2j

) × n∏
j=1

sup
tj∈R

∣∣∣∣ i− tjzj − tj

∣∣∣∣ ≤

≤ 2

(2π)n

n∏
j=1

[
(1 + |zj|)

(
|zj − 1|+ |zj + 1|

2Imzj

)]
×
∫
Rn

ln 1
|f(t−iδ)|

n∏
j=1

(
1 + t2j

)dt1...dtn, t = (t1, ..., tn) .

Таким образом, окончательно получим

|ln |f (z − iδ)|| ≤ const

∫
Rn

ln 1
|f(t−iδ)|

n∏
j=1

(
1 + t2j

)dt× n∏
j=1

(
1 + |zj|2

)
Imzj

≤ const
n∏
j=1

(
1 + |zj|2

)
Imzj

.

Положим в последнем неравенстве ζ = z − iδ. Тогда если Imζj ≥ 0, то Imzj ≥ δ,
1 ≤ j ≤ n. Следовательно,

|ln |f (ζ)|| ≤ const
n∏
j=1

(
1 + |zj|2

)
Imzj

≤ const
n∏
k=1

(
1 + |zk|2

)
δ

, ζ ∈ Cn
+. (24)

В последнем неравенстве мы воспользовались оценкой (см. [13])∫
Rn

ln 1
|f(t−iδ)|

n∏
j=1

(
1 + t2j

)dt1...dtn < +∞, t = (t1, ..., tn) .

Из оценки (24) мы получим, что функция Ψm (z) = (ln f (z))m принадлежит классу
AqP
(
Cn

+

)
при всех 1 ≤ q < +∞. Теперь применим схему доказательства теоремы 1. Пусть

1 ≤ q < +∞.
Положим снова

e (t) =

∫
Cn+

f t (ζ) Ψ (ζ) e−P (|ζ|)dm2n (ζ) , 0 ≤ t ≤ 1,

где выбрана главная ветвь степенной функции, а Ψ – произвольная функция из Aq
′

P

(
Cn

+

)
,

1

q
+

1

q′
= 1, причем ∫

Cn+

Ψ (ζ)F (ζ) e−P (|ζ|)dm2n (ζ) = 0,

для произвольного F ∈ Eq (f) . Напомним, что Eq (f) – замыкание множества H∞
(
Cn

+

)
f

в пространстве AqP
(
Cn

+

)
. Ясно, что

e(m) (t) =

∫
Cn+

f t (ζ) (ln f (ζ))m Ψ (ζ) e−P (|ζ|)dm2n (ζ) .

Как и при доказательстве теоремы 1, докажем, что e(m) (1) = 0, m = 0, 1...
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Действительно,

e(m) (1) =

∫
Cn+

f (ζ) (ln f (ζ))m e−P (|ζ|)dm2n (ζ) .

Поэтому для произвольной последовательности {fk} ∈ H∞
(
Cn

+

)
имеем

‖fkf − fΨm‖AqP (Cn+) ≤ ‖f‖∞ ‖fk −Ψm‖AqP (Cn+) ,

где Ψm = (ln f)m , m ∈ Z+.
Как было установлено выше, Ψm ∈ AqP

(
Cn

+

)
, поэтому можно подобрать последователь-

ность {fk}∞ ∈ H∞
(
Cn

+

)
так, что ‖fk −Ψm‖AqP (Cn+) → 0 при k → +∞, m = 1, 2...

Итак, f (ln f)m ∈ Eq (f). Перейдем к оценке e(m) (t) на отрезке [0, 1] .
Имеем ∣∣e(m) (t)

∣∣ ≤ ∫
Cn+

∣∣f t (ζ)
∣∣ |ln f (ζ)|m |Ψ (ζ)| e−P (|ζ|)dm2n (ζ) .

Теперь воспользуемся оценкой∣∣f t (ζ)
∣∣ ≤ (|f (ζ)|+ 1) ≤ 2, ζ ∈ Cn

+, t ∈ [0, 1] .

Тогда ∣∣e(m) (t)
∣∣ ≤ 2

∫
Cn+

|ln f (ζ)|m |Ψ (ζ)| e−P (|ζ|)dm2n (ζ) .

Применяя неравенство Гельдера, приходим к оценке

∣∣e(m) (t)
∣∣ ≤ 2

∫
Cn+

|ln f (ζ)|qm e−qP (|ζ|)dm2n (ζ)


1
q

×

×

∫
Cn+

|Ψ (ζ)|q
′
e−q

′P (|ζ|)dm2n (ζ)


1
q′

.

Следовательно, если 0 < s < 1, то

∣∣e(m) (t)
∣∣ ≤ 2

∫
Cn+

(
|ln f (ζ)|m e−sP (|ζ|))q × e(−q(1−s)P (|ζ|))dm2n (ζ)


1
q

×

×

∫
Cn+

|Ψ (ζ)|q
′
e−q

′P (|ζ|)dm2n (ζ)


1
q′

≤

≤ 2Mm

∫
Cn+

e−(q(1−s)P (|ζ|))dm2n (ζ)


1
q
∫
Cn+

|Ψ (ζ)|q
′
e−q

′P (|ζ|)dm2n (ζ)


1
q′

,

где s ∈ (0, 1).
Учитывая, что P ∈ Ω, окончательно получаем∣∣e(m) (t)

∣∣ ≤ AmMm,m ∈ Z+, t ∈ [0, 1] .
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Остается использовать условие e(m) (1) = 0,m = 0, 1, .... При этом из расходимости ряда
следует, что e принадлежит квазианалитическому классу Карлемана – Островского (см.
[12]). Поэтому e (0) = 0. Теорема доказана.
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