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ТОЧНОСТЬ ОЦЕНОК ДЛЯ K-ПОРЯДКА РЯДА ДИРИХЛЕ
В ПОЛУПОЛОСЕ

Н.Н. АИТКУЖИНА, А.М. ГАЙСИН

Посвящается памяти профессора
Игоря Федоровича Красичкова–Терновского

Аннотация. Изучаются ряды Дирихле, сходящиеся лишь в полуплоскости, последо-
вательность показателей которых допускает расширение до некоторой «правильной»
последовательности. Доказана точность двусторонних оценок k-порядка суммы ряда
Дирихле в полуполосе, ширина которой зависит от специальной плотности распреде-
ления показателей.
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Пусть Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞)—последовательность, удовлетворяющая условию

lim
n→∞

lnn

λn
= H <∞. (1)

При изучении целых функций

F (s) =
∞∑
n=1

ane
λns (s = σ + it), (2)

определённых всюду сходящимися рядами Дирихле, в своё время Риттом было введено
понятие R-порядка [1]:

ρR = lim
σ→+∞

ln lnM(σ)

σ
,

где M(σ) = sup
|t|<∞

|F (σ + it)|. Отметим, что в силу условия (1) ряд (2) сходится во всей

плоскости абсолютно. Известно, что lnM(σ)—возрастающая выпуклая функция от σ,
lim

σ→+∞
lnM(σ) = +∞. Величина

ρs = lim
σ→+∞

ln+ lnMs(σ)

σ
(a+ = max(a, 0))

называется R-порядком функции F в полосе S(a, t0) = {s = σ + it : |t − t0| ≤ a}. Здесь
Ms(σ) = max

|t−t0|≤a
|F (σ + it)|.

N.N. Aitkuzhina, A.M. Gaisin, Exactness of estimates for kth order of Dirichlet series in a
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16 Н.Н. АИТКУЖИНА, А.М. ГАЙСИН

В [2] приведены достаточные условия на Λ и величину a, при выполнении которых
ρR = ρS. Наиболее общий результат о связи между величинами ρR и ρs установлен
А.Ф. Леонтьевым [3].

Аналогичные вопросы в случае, когда H = 0, а область сходимости ряда (2) — полу-
плоскость Π0 = {s = σ + it : σ < 0}, исследованы А.М. Гайсиным в [4].

При H = 0, если ряд (2) сходится в полуплоскости Π0, то он сходится в Π0 и абсолют-
но. Тогда сумма ряда F аналитична в данной полуплоскости. Класс всех неограниченных
аналитических функций, представимых рядами Дирихле (2), сходящимися лишь в полу-
плоскости Π0, обозначим через D0(Λ).

Пусть S(a, t0) = {s = σ + it : |t− t0| ≤ a, σ < 0}—полуполоса. Величины

ρR = lim
σ→0−

ln+ lnM(σ)

|σ|−1
, ρs = lim

σ→0−

ln+ lnMs(σ)

|σ|−1

называются порядками по Ритту функции F в полуплоскости Π0 и полуполосе S(a, t0) [4].
В дальнейшем ρR и ρs будем называть порядками в полуплоскости и полуполосе. Если это
необходимо, вместо ρR и ρs будем писать ρR(F ) и ρs(F ).

В [4] показано, что условие

lim
n→∞

lnλn
λn

lnn = 0

достаточно для того, чтобы порядок ρR любой функции F ∈ D0(Λ) был равен

ρR = lim
n→∞

lnλn
λn

ln+ |an|. (3)

Пусть последовательность Λ имеет конечную верхнюю плотность D. Тогда

L(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

λ2
n

)
(z = x+ iy)

— целая функция экспоненциального типа. Если h(ϕ) — индикатриса роста, а τ — тип
функции L, то τ = h(+

−
π
2
) ≤ πD∗ (D∗ — усредненная верхняя плотность последовательно-

сти Λ) [2]. Предположим, что

|L(x)| ≤ eg(x) (x ≥ 0), lim
x→+∞

g(x) lnx

x
= 0, (4)

где g – некоторая неотрицательная на R+ = [0,∞) функция. В этом случае сопряжённая
диаграмма функции L есть отрезок I = [−τi, τ i], h(ϕ) = τ | sinϕ|.

В [4] доказана следующая
Теорема I. Пусть функция L удовлетворяет условиям (4) и имеет тип

τ (0 ≤ τ <∞). Положим q = q(L), где

q(L) = lim
n→∞

lnλn
λn

ln

∣∣∣∣ 1

L′(λn)

∣∣∣∣ . (5)

Тогда порядок ρs в полуполосе S(a, t0) при a > τ и порядок ρR любой функции F ∈ D0(Λ)
в полуплоскости Π0 удовлетворяют оценкам

ρs ≤ ρR ≤ ρs + q. (6)

Левая оценка в (6) точна [4]. Но в общей ситуации правая оценка не точна, более того,
пара условий (4) может и не выполняться. Однако может существовать целая функция
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экспоненциального типа Q с простыми нулями в точках последовательности Λ, для кото-
рой условия (4) будут иметь место, причём q(Q) = q∗, где

q∗ = lim
n→∞

lnλn
λn

1∫
0

n(λn; t)

t
dt,

q(Q)—величина, определяемая точно так же, что и q(L) в (5), а n(λn; t) — число точек
λk 6= λn из отрезка {x : |x − λn| ≤ t}. Построению таких целых функций Q с заданным
подмножеством нулей Λ и требуемой асимптотикой на вещественной оси посвящена статья
[5]. Оказывается, в терминах специальной плотности G(R) распределения точек последо-
вательности Λ можно указать условия, при выполнении которых справедливы оценки

ρs 6 ρR ≤ ρs + q∗

(ρs—порядок в полуполосе S(a, t0) ширины больше, чем 2πG(R)), не улучшаемые в классе
D0(Λ) [6]. В [7] получены аналогичные оценки для k-порядков. Цель статьи — показать
точность этих оценок.

§1. Определения и необходимые факты
Пусть Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность, имеющая конечную верхнюю плот-

ность, L — класс положительных, непрерывных и неограниченно возрастающих на [0,∞)
функций. Через K обозначим подкласс функций h из L, таких, что h(0) = 0, h(t) = o(t)

при t→∞, h(t)
t
↓ при t ↑ (h(t)

t
монотонно убывает при t > 0). В частности, если h ∈ K, то

h(2t) ≤ 2h(t) (t > 0), h(t) ≤ h(1)t при t ≥ 1.
K — плотностью последовательности Λ называется величина

G(K) = inf
h∈K

lim
t→∞

µΛ(ω(t))

h(t)
, (7)

где ω(t) = [t, t + h(t)) — полуинтервал, µΛ(ω(t))—число точек из Λ, попавших в полуин-
тервал ω(t).

Пусть Ω = {ω} — семейство полуинтервалов вида ω = [a, b). Через |ω| будем обозначать
длину ω. Всякая последовательность Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞) порождает целочисленную
считающую меру µΛ:

µΛ(ω) =
∑
λn∈ω

1, ω ∈ Ω.

Пусть µΓ — считающая мера, порождённая последовательностью Γ = {µn} (0 < µn ↑ ∞).
Тогда включение Λ ⊂ Γ означает, что µΛ(ω) ≤ µΓ(ω) для любого ω ∈ Ω. В этом случае
говорят, что мера µΓ мажорирует меру µΛ.

Через D(K) обозначим точную нижнюю грань тех чисел b (0 ≤ b <∞), для каждого
из которых существует мера µΓ, мажорирующая µΛ, такая, что для некоторой функции
h ∈ K

|M(t)− bt| ≤ h(t) (t ≥ 0). (8)

Здесь Λ = {λn}, Γ = {µn}, M(t) =
∑
µn≤t

1.

В [6] показано, что D(K) = G(K).
Величина

ρk = lim
σ→0−

lnkM(σ)

|σ|−1
(k ≥ 2) (9)

называется k-порядком функции F ∈ D0(Λ) в полуплоскости Π0 = {s : σ = Res < 0} [7].
Здесь ln0 t = t, lnk t = ln ln ... ln t︸ ︷︷ ︸

k

(k ≥ 1). Из определения k-порядка (9) видно, что ρ2 = ρR,

где ρR — R-порядок в полуплоскости Π0 [4].
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В [7] доказана
Теорема II. Условие

lim
n→∞

lnn lnk−1 λn
λn

= 0 (k ≥ 2) (10)

является необходимым и достаточным для того, чтобы для k-порядка ρk любой функции
F ∈ D0(Λ) была справедлива формула

ρk = lim
n→∞

ln |an|
λn

lnk−1 λn (k ≥ 2; 0 6 ρR 6∞). (11)

Отметим, что формула (3) является частным случаем равенства (11).
Аналогично вводится понятие k-порядка ρ

(k)
s в полуполосе S(a, t0). Для удобства его

по-прежнему будем обозначать ρs.
Введем в рассмотрение следующие классы функций:

Lk = {h ∈ L : h(x) lnk−1 x = o(x), x→∞} (k ≥ 2),

S =

{
h ∈ K : d(h) = lim

x→∞

h(x) lnh(x)

x ln x
h(x)

<∞

}
,

Rk = {h ∈ S : h(x) ln
x

h(x)
= o

(
x

lnk−1 x

)
, x→∞} (k ≥ 2).

В статье [7] была доказана следующая
Теорема III. Пусть Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность, удовлетворяющая

условиям:

1) Λ(x+ ρ)− Λ(x) ≤ cρ+ d+
ϕ(x)

ln+ ρ+ 1
(ρ ≥ 0),

где Λ(x) =
∑
λn≤x

1, ϕ — некоторая функция из Lk (k ≥ 2);

2) q∗k = lim
n→∞

lnk−1 λn
λn

1∫
0

n(λn; t)

t
dt <∞ (k ≥ 2),

где n(λn; t) — число точек λk 6= λn из отрезка {x : |x− λn| ≤ t}.
Если Rk — плотность последовательности Λ равна G(R), то k-порядок ρs любой

функции F ∈ D0(Λ) в полуполосе S(a, t0) при a > πG(Rk) и порядок ρR этой функции в
полуплоскости Π0 удовлетворяют оценкам

ρs ≤ ρk ≤ ρs + q∗k (k ≥ 2). (12)

Оценка ρs 6 ρk в (12), как известно, точна. Далее речь будет идти о точности неравен-
ства ρk 6 ρs + q∗k (k ≥ 2).

§2. Основная теорема о точности оценок для k-порядка
Основным результатом статьи является
Теорема 1. Пусть Λ — любая последовательность, удовлетворяющая условиям тео-

ремы III. Тогда существует функция F ∈ D0(Λ), для которой ρk(F ) = ρs(F ) + q∗, где
ρk(F ) — порядок в полуплоскости Π0, а ρs(F ) — порядок в полуполосе S(a, t0) (a > πG(R)).

Следствие. Пусть последовательность Λ удовлетворяет условиям теоремы 1. Для
того чтобы для любой функции F ∈ D0(Λ) порядок ρk(F ) был равен порядку ρs(F ) в любой
полуполосе S(a, t0)(a > πG(R)), необходимо и достаточно, чтобы q∗ = 0.

Для доказательства теоремы 1 нам понадобится
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Теорема IV [6]. Пусть Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность, имеющая
конечную S — плотность G(S). Тогда для любого b > G(S) существует последователь-
ность Γ = {µn} (0 < µn ↑ ∞), содержащая Λ и имеющая плотность b, такая, что
целая функция экспоненциального типа πb

Q(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

µ2
n

)
(z = x+ iy)

обладает свойствами:
1) Q(λn) = 0, Q

′
(λn) 6= 0 для любого λn ∈ Λ;

2) существует H ∈ S, такая, что:

ln |Q(x)| ≤ AH(x) ln+ x

H(x)
+B; (13)

3) если Λ(x) =
∑
λn≤x

1, и

Λ(x+ ρ)− Λ(x) ≤ aρ+ b+
ϕ(x)

ln+ ρ+ 1
(ρ ≥ 0) (14)

(ϕ — любая неотрицательная, неубывающая функция, определённая на луче [0,∞),
1 ≤ ϕ(x) ≤ αx ln+ x+ β), то существует последовательность {rn}, 0 < rn ↑ ∞,
rn+1 − rn = O(H(rn)) при n→∞, такая, что для x = rn (n ≥ 1)

ln |Q(x)| ≥ −CH(x) ln+ x

H(x)
− 2ϕ(x)−D; (15)

4) если

∆ = lim
n→∞

1

λn

1∫
0

n(λn; t)

t
dt <∞,

то при условии (14)∣∣∣∣∣∣ln
∣∣∣∣ 1

Q′(λn)

∣∣∣∣−
1∫

0

n(λn; t)

t
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ EH(λn) ln+ λn
H(λn)

+

+2ϕ(λn) + F lnλn + L (n ≥ 1), (16)

где n(λn; t) — число точек λk 6= λn из отрезка {x : |x− λn| ≤ t}.
Здесь все постоянные положительны, конечны.
Пусть Λ = {λn} — последовательность, удовлетворяющая условиям теоремы III. Тогда,

согласно теореме IV, для любого b > G(Rk) (G(Rk) — Rk-плотность последовательности
Λ) существует последовательность Γ = {µn} (0 < µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µn → ∞), содержащая
Λ, такая, что

|M(t)− bt| ≤ H(t) (t ≥ 0), H ∈ R, (17)

причём целая функция экспоненциального типа πb

Q(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

µ2
n

)
(z = x+ iy) (18)

обладает свойствами:
10. Q(λn) = 0, Q

′
(λn) 6= 0 (n ≥ 1);

20. ln |Q(x)| ≤ g(x) (x ≥ 0), g ∈ Lk;
30. при x = rn (n ≥ 1) выполняется оценка

ln |Q(x)| ≥ −CH(x) ln+ x

H(x)
− 2ϕ(x)−D, H ∈ Rk.
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Оценки 20, 30 в теореме III следуют из (13), (15). Но посколькуH ∈ Rk, ϕ ∈ Lk, то найдётся
функция V ∈ Lk, такая, что при r = rn (r = |z|) (n ≥ 1)

ln |Q(z)| ≥ ln |Q(r)| ≥ −V (r). (19)

Пусть {rn}—последовательность из теоремы IV (при |z| = rn (n ≥ 1) верны оценки (19)).
Пусть ∆n = (rpn , rpn+1) (n ≥ 1) все те интервалы, каждый из которых содержит хотя бы
одну точку из Λ(некоторые из интервалов (rn, rn+1), могут и не содержать точек из Λ).

Через Γpn(n ≥ 1) обозначим замкнутый контур, образованный дугами окружностей
Kpn = {λ : |λ| = rpn} и Kpn+1 = {λ : |λ| = rpn+1} из угла {λ : | arg λ| ≤ ϕn <

π
4
} и отрезками

лучей {λ : | arg λ| = ϕn}.
Для доказательства теоремы 1 понадобятся функции

qn(λ) =
∏

νk∈∆n

(
1− λ

νk

)
,

где ∆n = (rpn , rpn+1), ν = {νk} = Γ \ Λ. Последовательность ν строится в процессе доказа-
тельства теоремы IV и обладает свойствами [6]:

а) inf
i 6=j
|νi − νj| ≥ τ > 0;

б) inf
m≥1
|λn − νm| ≥ γ

ϕ(2λn)
(γ > 0, n ≥ 1),

где ϕ — функция из условия (14) теоремы IV.
Установим оценки для |qn(λ)|.
Лемма 1. Существует функция u ∈ Lk, такая, что

max
λj∈∆n

| ln |qn(λj)|| ≤ u(rpn) (n ≥ 1). (20)

Действительно, пусть λj ∈ ∆n, ν
′
j и ν

′′
j — ближайшие к λj точки последовательности ν,

расположенные слева и справа от λj соответственно. Имеем∣∣∣∣∣ν
′
j − λj
ν
′
j

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ν
′′
j − λj
ν
′′
j

∣∣∣∣∣ ≥
[

γ

ϕ(2λj)

]2

r−2
pn+1 (λj ∈ ∆n).

Так как 1 ≤ ϕ(x) ≤ αx ln+ x+ β, rpn/rpn+1 → 1 при n→∞, то отсюда получаем оценку∣∣∣∣∣1− λj
ν
′
j

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣1− λj

ν
′′
j

∣∣∣∣∣ ≥ e−c1−c2 ln rpn (λj ∈ ∆n), (21)

где 0 < ci <∞ (i = 1, 2).
Пусть ∆

′
n = ∆n\{ν

′
j, ν

′′
j }. Тогда∏

νk∈∆
′
n

νk<λj

∣∣∣∣νk − λjνk

∣∣∣∣ ≥ ( τ

rpn+1

)sn
sn!, (22)

где sn — число точек νk < λj, νk ∈ ∆
′
n. Аналогично,∏

νk∈∆
′
n

νk>λj

∣∣∣∣νk − λjνk

∣∣∣∣ ≥ ( τ

rpn+1

)ln
ln!, (23)

где ln — число точек νk > λj, νk ∈ ∆
′
n. Из (21)–(23) получаем, что при λj ∈ ∆n (n ≥ 1)

|qn(λj)| ≥ e−c1−c2 ln rpn

(
δ

rpn

)sn+ln

sn!ln! (0 < δ ≤ 1). (24)
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Если sup
n≥1

(sn + ln) < ∞, то требуемая оценка снизу для |qn(λj)| очевидна. В противном

случае воспользуемся сначала известной оценкой

sn!ln! ≥ (sn + ln)!

2sn+ln
,

затем — асимптотической формулой Стирлинга: при n→∞

n! ≈
(n
e

)n√
2πn.

Тогда из (24) получим

|qn(λj)| ≥ exp (−c3 − c2 ln rpn)

[
δ(sn + ln)

2erpn

]sn+ln

(n ≥ 1),

где 0 < ci <∞ (i = 2, 3). Полагая sn + ln = mn, для λj ∈ ∆n имеем

|qn(λj)| ≥ exp

(
−c3 − c2 ln rpn −mn ln

2erpn
δmn

)
, (25)

где n ≥ 1, mn — число, не превосходящее числа точек νk из интервала ∆n. Так как
0 < rpn+1 − rpn ≤ pH(pn)(0 < p <∞), то, учитывая свойство а) последовательности ν, име-
ем: mn ≤ c4H(rpn), 0 < c4 <∞ (n ≥ 1). Далее, H(x)

x
↓ 0 при x ↑ ∞, а функция ψ(x) = x ln ∆

x

(∆ — положительная постоянная) при 0 < x < ∆
e
является возрастающей. Следовательно,

из (25) получаем, что для λj ∈ ∆n (n ≥ n0)

ln |qn(λj)| ≥ −c5 − c2 ln rpn − c6H(rpn) ln
rpn

H(rpn)
,

где 0 < ci <∞ (i = 2, 5, 6). Так как H ∈ Rk, то существует u1 ∈ Lk, что для λj ∈ ∆n

ln |qn(λj)| ≥ −u1(rpn) (n ≥ 1). (26)

Оценим ln |qn(λj)| сверху. Для этого заметим, что при n ≥ n1 для любого λj ∈ ∆n∣∣∣∣1− λj
νk

∣∣∣∣ ≤ 1 +
rpn+1

rpn
≤ e.

Значит для λj ∈ ∆n

ln |qn(λj)| ≤ mn + 2 ≤ c4H(rpn) + 2 (n ≥ n1).

Отсюда следует, что для некоторой функции u2 ∈ Lk
ln |qn(λj)| ≤ u2(rpn) (n ≥ 1). (27)

Таким образом, из (26), (27) окончательно получаем, что

max
λj∈∆n

| ln |qn(λj)|| ≤ u(rpn) (n ≥ 1),

где u = u1 + u2.
Лемма 1 доказана.
Положим γn = Γpn (n ≥ 1). Справедлива
Лемма 2. Для любого n ≥ 1

Mn = max
λ∈γn

ln |qn(λ)| ≤ u(rpn), (28)

где u— некоторая функция из Lk.
Докажем лемму 2. Для любого λ ∈ γn, νk ∈ ∆n при n ≥ n1 имеем∣∣∣∣1− λ

νk

∣∣∣∣ ≤ 1 +
rpn+1

rpn
≤ e.
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Следовательно, как и в лемме 1, Mn ≤ u2(rpn) ≤ u(rpn) (n ≥ 1). Таким образом, оценка
(28) действительно имеет место.

Теперь всё готово для доказательства теоремы.
Доказательство теоремы 1. Пусть γn = Γpn (n ≥ 1). Положим ρ

′
n = rpn , ρ

′′
n = rpn+1.

Тогда ∆n = (ρ
′
n, ρ

′′
n) (n ≥ 1).

Рассмотрим ряд Дирихле

F (s) =
∞∑
j=1

aje
λjs (s = σ + it), (29)

где для λj ∈ ∆n (n ≥ 1)

aj = exp

(
(ρ− q∗) ρ

′
n

lnk−1 ρ
′
n

)
qn(λj)

Q′(λj)
(j ≥ 1).

Здесь Q — функция (18), qn—функция, о которой речь идёт в леммах 1, 2, 0 ≤ ρ < ∞,
а q∗ — величина, определённая в теореме III. Так как H ∈ Rk, ϕ ∈ Lk, то из оценки (16)
теоремы IV следует, что q∗ = q(Q) ≥ 0, где

q(Q) = lim
n→∞

lnλn
λn

ln

∣∣∣∣ 1

Q′(λn)

∣∣∣∣ .
Так как ρ′′n/ρ

′
n → 1 при n→∞, q(Q) <∞, то с учётом (20) получаем, что

lim
j→∞

ln |aj|
λj

= 0.

Значит, F ∈ D0(Λ). Ещё раз учитывая (20) и пользуясь формулой (11) для вычисления
k-порядка ρk, имеем:

ρk(F ) = lim
j→∞

lnk−1 λj
λj

lnk−1

∣∣∣∣ 1

Q′(λj)

∣∣∣∣+ lim
j→∞

lnk−1 λj
λj

ln |qn(λj)|+

+ lim
j→∞

lnλj
λj

(ρ− q∗) ρ
′
n

lnk−1 ρ
′
n

= q(Q) + ρ− q∗ = ρ.

Оценим теперь порядок ρs(F ) в полуполосе S(a, t0) (a > πG(Rk)). Последовательность
Γ = {µn} нулей функции Q имеет плотность b (это следует из (17)), G(R) < b. При
заданных G(Rk) и a параметр b в теореме IV выберем так, чтобы выполнились оценки
G(Rk) < b < a

π
.

Далее, заметим, что

An
df
≡
∑
λj∈∆n

aje
λjs = e

(ρ−q∗) ρ
′
n

lnk−1 ρ
′
n

1

2πi

∫
γn

qn(ξ)

Q(ξ)
esξdξ, (30)

где γn — замкнутый контур, образованный дугами окружностей Kρ′n
и Kρ′′n

из угла

{λ : | arg λ| ≤ ϕn <
π
4

и отрезками лучей {λ : | arg λ| = ϕn}. Возьмём ϕn = ε0
H(ρ

′
n)

ρ′n
(0 < ε0 < 1). Так как H ∈ Rk, то ϕn ↓ 0 при n → ∞. Число ε0 выберем так, чтобы
0 < ϕn <

π
4

(n ≥ 1).

Оценим на контуре γn функцию
∣∣∣ qn(ξ)
Q(ξ)

∣∣∣. Для этого, учитывая (17), применим оценку
(см. в [5]):

− ln |Q(re
+
−iϕn)| ≤ 6H(r) ln

r

H(r)
+

8π

|ϕn|
H2(r)

r
+ 3µ1b, r ≥ ρ′n0

.
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Отметим, что данная «эффективная оценка» произведения Вейерштрасса на лучах
справедлива при выполнении единственного требования — условия (17).

Пусть ρ′n ≤ r ≤ ρ
′′
n, n ≥ n0. Так как H(r)

r
↓ при r ↑, то H(r) ≤ r

ρ′n
H(ρ

′
n) ≤ ρ

′′
n

ρ′n
H(ρ

′
n). Значит,

при n ≥ n1

− ln |Q(re
+
−iϕn)| ≤ 12H(ρ

′

n) ln
ρ
′
n

H(ρ′n)
+

32π

ε0

H(ρ
′

n) + 3µ1b. (31)

На дугах окружностей Kρ′n
и Kρ′′n

контура γn выполняются оценки (19). Так как H ∈ Rk,
то с учётом того, что ρ′′n/ρ

′
n → 1 при n → ∞, из (19), (31) получаем, что для некоторой

функции w ∈ Lk
− ln |Q(ξ)| ≤ w(ρ

′

n), ξ ∈ γn (n ≥ n1).

Следовательно, применяя лемму 2, получаем оценку

max
ξ∈γn

∣∣∣∣qn(ξ)

Q(ξ)

∣∣∣∣ ≤ eu(ρ
′
n)+w(ρ

′
n) (n ≥ n1),

где u,w — функции из Lk. Но тогда из (30) при n ≥ n1 имеем

|An| ≤ 2ρ
′′

ne
(ρ−q∗) ρ

′
n

ln ρ
′
n

+u(ρ
′
n)+w(ρ

′
n)
e

max
ξ∈γn

Re (sξ)
. (32)

Пусть s ∈ S(a, t0), ξ ∈ γn, s = σ + it, ξ = ξ1 + iξ2. Тогда∣∣∣∣∣∣
∑

λj<ρ
′
n1

aje
λjs

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

λj<ρ
′
n1

|aj|eλjσ ≤
∑

λj<ρ
′
n1

|aj| = M, (33)

Re (sξ) = σξ1− tξ2 ≤ σρ
′
n+(|t0|+a)|Im ξ|. Так как |Im ξ| ≤ ρ

′′
n| sinϕn| ≤ ρ

′
n|ϕn| = ε0

ρ
′′
n

ρ′n
H(ρ

′
n)

при ξ ∈ γn, то существует d(0 < d <∞), такое, что для s ∈ S(a, t0)

max
ξ∈γn

(sξ) ≤ σρ
′

n + dH(ρ
′

n), (n ≥ 1). (34)

Следовательно, из (32)–(34) получаем, что

Ms(σ) = max
|t−t0|≤a

|F (σ + it)| ≤M +
∞∑

n=n1

γne
σρ
′
n (σ < 0),

где

γn = exp

[
ln(2ρ

′′

n) + (ρ− q∗) ρ
′
n

ln ρ′n
+ dH(ρ

′

n) + u(ρ
′

n) + w(ρ
′

n)

]
.

Введём в рассмотрение вспомогательный ряд

Φ(s) =
∞∑
n=1

γne
sρ
′
n (s = σ + it).

Так как H, u, w принадлежат Lk, ρ
′′
n/ρ

′
n → 1 при n → ∞, то согласно формуле (11)

порядок функции Φ в полуплоскости Π0 равен ρk(Φ) = ρ − q∗. Но Ms(σ) ≤ Φ(σ) + M .
Значит, ρs(F ) ≤ ρ− q∗. Из теоремы III следует, что ρk(F ) ≤ ρs(F ) + q∗. Так как ρk(F ) = ρ,
то ρk(F ) = ρs(F ) + q∗, и тем самым теорема 1 полностью доказана.
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