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Аннотация. В работе рассматривается задача восстановления коэффициентов по-
линома в спектральных задачах с нераспадающимися краевыми условиями по одно-
му кратному нулевому собственному значению и по 𝑛 ненулевым попарно-различным
собственным значениям. Доказана теорема единственности решения этой обратной за-
дачи.
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1. Введение

При решении прикладных задач математической физики возникают спектральные за-
дачи с полиномиальным вхождением параметра в краевые условия [1]–[4], а также задачи
с оператором в краевых условиях [5]. В соответствующих обратных задачах по известным
спектрам восстанавливаются неизвестные коэффициенты в уравнении и краевых условиях
[6]–[13]. В [14] идентифицировался полином в распадающихся краевых условиях по конеч-
ному набору различных собственных значений. В [15] восстанавливался полином степени
𝑚 в нераспадающихся краевых условиях по 𝑚 + 1 различным собственным значениям.
Однако, информация о кратности собственных значений в [15] не использовалась. В на-
стоящей статье используется информация о кратности нулевого собственного значения.
В этом случае для идентификации полинома используется меньшее число собственных
значений (< 𝑚).

2. Постановка задачи

Рассмотрим спектральную задачу следующего вида:

𝑦′′ + 𝑝1(𝑥, 𝜆)𝑦′ + 𝑝2(𝑥, 𝜆)𝑦 = 0, (1)

𝑈𝑖(𝑦) = 𝑎𝑖1(𝜆)𝑦′(0) + 𝑎𝑖2(𝜆)𝑦(0) + 𝑎𝑖3(𝜆)𝑦′(1) + 𝑎𝑖4(𝜆)𝑦(1) = 0, (2)
где 𝜆 — спектральный параметр; 𝑖 = 1, 2; 𝑥 ∈ [0, 1]; 𝑝1(𝑥, 𝜆), 𝑝2(𝑥, 𝜆) – непрерывно диффе-
ренцируемые функции по 𝑥 и 𝜆; 𝑎𝑖𝑗 (𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 2, 3, 4) – непрерывно дифференцируемые
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функции по 𝜆 и
4∑︁

𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗(𝜆)| ≠ 0, при 𝑖 = 1, 2 и любых 𝜆. (3)

В настоящей статье решается следующая обратная задача. Пусть одна из функций 𝑎2𝑗(𝜆)
(𝑗 = 1, 2, 3, 4), которую мы обозначим через 𝑎2𝑝(𝜆), представляет собой полином следую-
щего вида:

𝑎2𝑝(𝜆) =
𝑚∑︁
𝑠=0

𝑎2𝑝𝑠𝜆
𝑠.

Известны 𝑛 + 1 собственных значений 𝜆0, 𝜆1, ..., 𝜆𝑛 задачи (1) − (2). Одно из них 𝜆0 = 0
кратности 𝑟0, причем 𝑚 = 𝑛 + 𝑟0 − 1 – степень полинома 𝑎2𝑝(𝜆). Требуется восстановить
полином 𝑎2𝑝(𝜆).

3. Теорема единственности

Обозначим через 𝑦1(𝑥, 𝜆) и 𝑦2(𝑥, 𝜆) линейно независимые решения дифференциального
уравнения (1), удовлетворяющее в точке 𝑥 = 0 условиям

𝑦1(0, 𝜆) = 1, 𝑦′1(0, 𝜆) = 0, 𝑦2(0, 𝜆) = 0, 𝑦′2(0, 𝜆) = 1. (4)

Собственные значения 𝜆𝑘 являются корнями характеристического определителя [16]

∆(𝜆) =

⃒⃒⃒⃒
𝑈1(𝑦1) 𝑈1(𝑦2)
𝑈2(𝑦1) 𝑈2(𝑦2)

⃒⃒⃒⃒
=

4∑︁
𝑗=1

𝑎2𝑗(𝜆)𝐴2𝑗(𝜆), (5)

где

𝐴21(𝜆) = 𝑎12(𝜆) + 𝑎13(𝜆) 𝑦′1(1, 𝜆) + 𝑎14(𝜆)𝑦1(1, 𝜆),

𝐴22(𝜆) = −𝑎11(𝜆) − 𝑎13(𝜆)𝑦′2(1, 𝜆) − 𝑎14(𝜆)𝑦2(1, 𝜆),

𝐴23(𝜆) = 𝑎12(𝜆)𝑦′2(1, 𝜆) + 𝑎14(𝜆)𝑊 (1, 𝜆) − 𝑎11(𝜆)𝑦′1(1, 𝜆),

𝐴24(𝜆) = 𝑎12(𝜆)𝑦2(1, 𝜆) − 𝑎11(𝜆)𝑦1(1, 𝜆) − 𝑎13(𝜆)𝑊 (1, 𝜆),

𝑊 (1, 𝜆) = 𝑦1(1, 𝜆) 𝑦′2(1, 𝜆) − 𝑦′1(1, 𝜆) 𝑦2(1, 𝜆), при 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛.

Если 𝑝1(𝑥, 𝜆) ≡ 0, то из (4) и формулы Лиувилля для определителя Вронского [17, Гл. V,
п. 17.1] следует, что 𝑊 (1, 𝜆𝑘) = 1.

Функция 𝐴2𝑝(𝜆), определенная в (5), где 𝑝 выбрано выше, выражается через известные
коэффициенты 𝑎2𝑗 и известные функции 𝑦1(𝑥, 𝜆) и 𝑦2(𝑥, 𝜆).

Т е о р е м а. Полином 𝑎2𝑝(𝜆) степени 𝑚 из краевого условия (2) однозначно вос-
станавливается по одному нулевому собственному значению 𝜆0 = 0 кратности 𝑟0 и по
𝑛 = 𝑚− 𝑟0 + 1 ненулевым попарно различным собственным значениям 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛, если
𝐴2𝑝(𝜆𝑘) ̸= 0, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что при 𝐴2𝑝(𝜆𝑘) ̸= 0, то полином 𝑎2𝑝(𝜆) восстанавли-
вается однозначно, а при 𝐴2𝑝(𝜆𝑘) = 0 однозначное восстановление полинома невозможно.

Пусть 𝐴2𝑝(𝜆𝑘) ̸= 0, то из равенств ∆(𝜆𝑘) = 0 и (4) следует, что

𝑎2𝑝(𝜆𝑘) = −
4∑︁

𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑝

𝑎2𝑗(𝜆𝑘)
𝐴2𝑗(𝜆𝑘)

𝐴2𝑝(𝜆𝑘)
, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛. (6)

Подставляя в (4) известные собственные значения, получаем систему алгебраических
уравнений относительно неизвестных коэффициентов 𝑎2𝑝𝑠, где 𝑠 = 0, ...,𝑚.

𝑎2𝑝0 + 𝑎2𝑝1𝜆
1
𝑘 + ... + 𝑎2𝑝𝑚𝜆

𝑚
𝑘 = −

4∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑝

𝑎2𝑗(𝜆𝑘)
𝐴2𝑗(𝜆𝑘)

𝐴2𝑝(𝜆𝑘)
, (7)
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где 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛.
Система линейных алгебраических уравнений (7) имеет 𝑚 + 1 неизвестных и

𝑛 + 1 = (𝑚− 𝑟0 + 2) уравнений. Однозначное определение коэффициентов полинома че-
рез данную систему уравнений невозможно, так как количество неизвестных в системе
уравнений больше количества уравнений. Однако, по условию задачи 𝜆0 = 0 имеет крат-
ность 𝑟0.

Из определения кратности корня следует, что⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆(𝜆0) = 0,

∆′(𝜆0) = 0,

. . .

∆(𝑟0−1)(𝜆0) = 0,

∆(𝑟0)(𝜆0) ̸= 0.

(8)

Из (5) и (8) получаем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆(𝜆0) =
4∑︁

𝑗 = 1

𝑎2𝑗(𝜆0)𝐴2𝑗(𝜆0),

∆′(𝜆0) =
4∑︁

𝑗 = 1

(︀
𝑎′2𝑗(𝜆0)𝐴2𝑗(𝜆0) + 𝑎2𝑗(𝜆0)𝐴

′
2𝑗(𝜆0)

)︀
,

. . .

∆(𝑟0−1)(𝜆0) =
4∑︁

𝑗 = 1

(︁
𝐶0

𝑟0−1𝑎
(𝑟0−1)
2𝑗 (𝜆0)𝐴2𝑗(𝜆0) + ... + 𝐶𝑟0−1

𝑟0−1𝑎2𝑗(𝜆0)𝐴
(𝑟0−1)
2𝑗

)︁
.

(9)

Используя (9) и собственное значение 𝜆0 = 0, определим первые 𝑟0 коэффициентов поли-
нома 𝑎2𝑝𝑠(𝜆) с помощью рекуррентных соотношений:

𝑎2𝑝𝑖 =

−
4∑︀

𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑝

(︁
𝐶0

𝑖 𝑎
(𝑖)
2𝑗 (0)𝐴2𝑗(0) + 𝐶1

𝑖 𝑎
(𝑖−1)
2𝑗 (0)𝐴′

2𝑗(0) + · · · + 𝐶𝑖
𝑖𝑎2𝑗(0)𝐴

(𝑖)
2𝑗 (0)

)︁
𝐴2𝑝(0)

−

−

(︁
𝐶1

𝑖 𝑎2,𝑝,𝑖−1𝐴
′
2𝑝(0) + 𝐶2

𝑖 𝑎2,𝑝,𝑖−2𝐴
′′
2𝑝(0) + · · · + 𝐶𝑖

𝑖𝑎2𝑝0𝐴
(𝑖)
2𝑗 (0)

)︁
𝐴2𝑝(0)

,

(10)

где 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑟0 − 1.
Следовательно, восстанавливаемый полином имеет следующий вид:

𝑎2𝑝(𝜆) = 𝑎2𝑝0 + 𝑎2𝑝1𝜆 + ... + 𝑎2 𝑝 𝑟0−1𝜆
𝑟0−1 + ... + 𝑎2𝑝𝑚𝜆

𝑚,
где 𝑎2𝑝0, ..., 𝑎2 𝑝 𝑟0−1 находятся из рекуррентных соотношений (10), а оставшиеся
𝑎2𝑝𝑟0 , ..., 𝑎2𝑝𝑚 не известны. Восстановим их с помощью остальных 𝑛 = (𝑚 − 𝑟0 + 1) из-
вестных ненулевых попарно-различных собственных значений 𝜆1, ..., 𝜆𝑛 задачи (1) − (2).

Обозначим известную часть полинома 𝑎2𝑝(𝜆) следующим образом:

𝑉 (𝜆) := 𝑎2𝑝0 + 𝑎2𝑝1𝜆 + ... + 𝑎2 𝑝 𝑟0−1𝜆
(𝑟0−1),

тогда система уравнений (7) имеет следующий вид:

𝑎2𝑝𝑟0𝜆
𝑟0
𝑘 + ... + 𝑎2𝑝𝑚𝜆

𝑚
𝑘 = −

4∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑝

𝑎2𝑗(𝜆𝑘)
𝐴2𝑗(𝜆𝑘)

𝐴2𝑝(𝜆𝑘)
− 𝑉 (𝜆𝑘), (11)
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где 𝐴2𝑝(𝜆𝑘) ̸= 0, а 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 − 𝑟0 + 1. По условию задачи собственные значения
𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑚−𝑟0+1 попарно различны и отличны от нуля, поэтому, разделив все уравнения
системы (11) на 𝜆𝑟0

𝑘 , где 𝑘 = 1,𝑚− 𝑟0 + 1, получим:

𝑎2𝑝𝑟0 + ... + 𝑎2𝑝𝑚𝜆
𝑚−𝑟0
𝑘 = −

4∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑝

𝑎2𝑗(𝜆𝑘)
𝐴2𝑗(𝜆𝑘)

𝐴2𝑝(𝜆𝑘)𝜆𝑟0
𝑘

− 𝑉 (𝜆𝑘)

𝜆𝑟0
𝑘

. (12)

Определителем системы (12) относительно неизвестных 𝑎2𝑝𝑠, где 𝑠 = 𝑟0, ...,𝑚, представ-
ляет собой определитель Вандермонда

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 𝜆1 . . . 𝜆𝑚

1

1 𝜆2 . . . 𝜆𝑚
2

. . .
1 𝜆𝑛 . . . 𝜆𝑚

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = (𝜆𝑛 − 𝜆𝑛−1) . . . (𝜆𝑛 − 𝜆1) . . . (𝜆2 − 𝜆1) ̸= 0;

поэтому система уравнений (12) имеет однозначное решение, которое можно найти, на-
пример по формулам Крамера:

𝑎2𝑝𝑟0 =
∆1

∆
, . . . , 𝑎2𝑝𝑚 =

∆𝑛

∆
, (13)

где определители ∆𝑖 (𝑖 = 1, ..., 𝑛) представляют собой определитель ∆, в котором
𝑖-й столбец заменен на столбец из свободных членов системы уравнений (12). В случае
𝐴2𝑝(𝜆𝑘) ̸= 0 теорема доказана. Решение задачи определения коэффициентов полинома
дается с помощью формул (10) и (13).

Если полином 𝐴2𝑝(𝜆) обращается в нуль в точках 𝜆 = 𝜆𝑘, то из представления (5) сле-
дует, что равенство ∆(𝜆𝑘) = 0 возможно при любом 𝑎2𝑝(𝜆𝑘). Поэтому в случае 𝐴2𝑝(𝜆𝑘) = 0
полином 𝑎2𝑝(𝜆𝑘) восстанавливается неоднозначно. Что и требовалось доказать.

4. Примеры

П р и м е р 1. Рассмотрим задачу следующего вида

−𝑦′′ = 𝜆2 𝑦,

𝑦′(0) + 𝑦(1) = 0,

𝑦′(1) − 𝑎24(𝜆) 𝑦(1) = 0,

где 𝑎24(𝜆) = 𝑎240 + 𝑎241𝜆 + 𝑎242𝜆
2 + 𝑎243𝜆

3 + 𝑎244𝜆
4. Необходимо восстановить коэффициен-

ты полинома 𝑎24(𝜆) по трем собственным значениям: по собственному значению 𝜆0 = 0,
которое имеет кратность, равную трем, и по двум собственном значениям 𝜆1 = 𝜋, 𝜆1 = 2𝜋.
Характеристический определитель данной задачи имеет следующий вид:

∆(𝜆) = 1 + 𝜆 sin(𝜆) − 𝑎24(𝜆) cos𝜆.

Так как 𝑝 = 4, то 𝐴24 = − cos𝜆 и 𝐴24(0) = 1 ̸= 0. Используя уравнение (10) и собственное
значение 𝜆0 = 0, найдем первые три коэффициента полинома 𝑎24(𝜆):

𝑎240 = 1, 𝑎241 = 0, 𝑎242 =
3

2
.

Тогда наш искомый полином примет следующий вид:

𝑎24(𝜆) = 1 +
3

2
𝜆2 + 𝑎243𝜆

3 + 𝑎244𝜆
4.

Коэффициенты 𝑎243 и 𝑎244 можно восстановить по собственным значениям 𝜆1 = 𝜋 и 𝜆 = 2𝜋
по формуле (13):

𝑎243 =
∆2

∆
= − 4

𝜋3
− 9

4𝜋
, 𝑎244 =

∆1

∆
=

2

𝜋4
+

3

4𝜋2
.
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Отсюда получаем, что

𝑎24(𝜆) = 1 +
3

2
𝜆2 −

(︂
4

𝜋3
+

9

4𝜋

)︂
𝜆3 +

(︂
2

𝜋4
+

3

4𝜋2

)︂
𝜆4.

П р и м е р 2. Для спектральной задачи

−𝑦′′ = 𝜆2 𝑦,

𝑦′(0) − 𝑦′(1) = 0,

𝑦(1) − 𝑎22 𝑦(0) = 0.

Характеристический определитель данной задачи имеет следующий вид:

∆(𝜆) = (1 + 𝑎22) (cos𝜆− 1) .

Однозначное восстановление коэффициента 𝑎22 по собственному значению 𝜆 = 0
этой задачи невозможно, так как не выполняется условие 𝐴22(0) ̸= 0. Действительно,
𝐴22(0) = −𝑎11 − 𝑎13 𝑦

′
2(0) − 𝑎14 𝑦2(0) = −1 + 1 · cos(0) − 0 · sin(0) = 0.
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