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ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ВЯЗКОГО
ТЕПЛОПРОВОДНОГО ГАЗА В НЕЦИЛИНДРИЧЕСКИХ

ВОЗРАСТАЮЩИХ ПО ВРЕМЕНИ ОБЛАСТЯХ

И.А. КАЛИЕВ, А.А. ШУХАРДИН, Г.С. САБИТОВА

Аннотация. В данной работе для полной системы уравнений одномерного нестаци-
онарного движения вязкого теплопроводного газа доказывается глобальная разреши-
мость начально-краевых задач в нецилидрических возрастающих по времени областях.
Локальная теорема существования и единственности рассматриваемых задач доказа-
на в более ранних работах Кажихова А.В. и Калиева И.А. Поэтому доказательство
теоремы существования и единственности "в целом" по времени связано c получением
априорных оценок, постоянные в которых зависят только от данных задачи и вели-
чины интервала времени Т, но не зависят от промежутка существования локального
решения. Исследования проводятся в эйлеровых переменных.
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ВВЕДЕНИЕ
Полная система уравнений движения вязкого теплопроводного газа, или система уравнений

Навье-Стокса представляет собой интересный и важный класс дифференциальных уравнений в
частных производных. В теории таких систем одной из центральных является проблема одно-
значной разрешимости "в целом" как по времени, так и по данным.

Изучение вопросов корректности начально-краевых задач для системы уравнений Навье-
Стокса началось с работы Дж. Серрина 1959 г. [1]. В ней были сформулированы постановки
основных краевых задач и доказаны теоремы единственности в классе гладких решений. Отме-
тим также более раннюю статью Д. Граффи 1953 г. [2] о единственности классических решений
для баротропного газа.

Первый результат по разрешимости для уравнений Навье-Стокса получил в 1962 г. Дж. Нэш
[3]. Он доказал существование классического решения задачи Коши "в малом" по времени. Этот
результат несколько иными методами был повторен и обобщен в работах Н. Итая [4], А.И. Воль-
перта и С.И. Худяева [5].

Для начально-краевых задач локальные по времени теоремы существования и единственности
установлены В.А. Солонниковым [6] и А. Тани [7].

Первый результат по однозначности разрешимости "в целом" по времени и по данным был
установлен в 1968 г. Я.И. Канелем [8] в случае задачи Коши для уравнений одномерного движения
вязкого баротропного газа (𝑝 = 𝑅𝜌𝛾). Для модели Бюргерса (𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) разрешимость задачи
Коши и начально-краевых задач были доказаны в работах Н. Итая [9], [10] и А. Тани [11].

В 1976 г. А.В. Кажихов [12] впервые получил результат о глобальной разрешимости для урав-
нений одномерного движения вязкого теплопроводного газа. В дальнейшем цикл работ А.В. Ка-
жихова [13]–[16], В.В. Шелухина [17]–[19], С.Я. Белова [20], В.А. Вайганта [21], [22] позволил

I.A. Kaliev, A.A. Shukhardin, G.S. Sabitova, Boundary value problems for equations of
viscous heat-conducting gas in time-increasing non-cylindrical domains.

c○ Калиев И.А., Шухардин А.А., Сабитова Г.С. 2014.
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построить довольно полную теорию по глобальной разрешимости основных начально-краевых
задач и задачи Коши для уравнений движения вязкого газа.

В работах И.А. Калиева, А.В. Кажихова [23], [24] исследованы вопросы однозначной разреши-
мости задачи со свободной границей, моделирующей процесс фазового перехода между вязким
газом и твердым телом. При этом возникает вспомогательная задача, описывающая движение
вязкого теплопроводного газа в криволинейной области, доказывается единственность и суще-
ствование ее локального решения.

Как правило, область, в которой доказывается существование решения "в целом" по вре-
мени, является либо полосой {(𝑥, 𝑡)| − ∞ < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑡 < 𝑇}, либо цилиндром
{(𝑥, 𝑡)|𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 0 < 𝑡 < 𝑇}; 𝑎, 𝑏, 𝑇 — заданные постоянные. В нашей работе для полной системы
уравнений одномерного нестационарного движения вязкого теплопроводного газа доказывается
глобальная разрешимость начально-краевых задач в нецилиндрических возрастающих со време-
нем областях {(𝑥, 𝑡)|0 < 𝑥 < 𝑠(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇}, где 𝑥 = 𝑠(𝑡) — заданная гладкая возрастающая
функция.

Для вязкого газа известны результаты по глобальной разрешимости задачи со свободной гра-
ницей об истечении газа в вакуум [12], [25] и задачи о поршне, который двигается по заданному
закону [25]. В обеих задачах скорость движения границы 𝑠(𝑡) области, занятой газом, совпадает со
скоростью движения материальной точки с координатой 𝑠(𝑡), т.е. 𝑢(𝑠(𝑡), 𝑡) = 𝑑𝑠(𝑡)/𝑑𝑡, 0 < 𝑡 < 𝑇 .
Другими словами, газ через границу 𝑠(𝑡) не течет, и этот факт играет решающую роль при
доказательстве теорем существования, поскольку область определения решения в лагранжевых
координатах становится фиксированным цилиндром.

В настоящей работе 𝑢(𝑠(𝑡), 𝑡) = 0, 𝑑𝑠(𝑡)/𝑑𝑡 > 0, т.е. 𝑢(𝑠(𝑡), 𝑡) − 𝑑𝑠(𝑡)/𝑑𝑡 < 0, и газ втекает через
подвижную границу области 𝑥 = 𝑠(𝑡). В статье исследование проводится в эйлеровых переменных.

Случай, когда 𝑑𝑠(𝑡)/𝑑𝑡 6 0, рассмотрен в работах Калиева И.А. и Подкуйко М.С. [26], [27].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
Пусть нецилиндрическая область Ω𝑇 = {(𝑥, 𝑡)|0 < 𝑥 < 𝑠(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇}, где 𝑥 = 𝑠(𝑡) – известная

гладкая функция, занята вязким теплопроводным газом. В работе изучается случай, когда об-
ласть расширяется со временем, т.е. 𝑑𝑠(𝑡)/𝑑𝑡 > 0. Одномерное нестационарное движение вязкого
теплопроводного газа в области Ω𝑇 описывается системой уравнений [25]

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
= 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (1)

𝜌(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) = 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑝

𝜕𝑥
, 𝑝 = 𝑅𝜌𝜃, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (2)

𝜌(
𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑥
) = 𝜅

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+ 𝜇(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)2 − 𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑥
, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 . (3)

Здесь 𝜌(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑝(𝑥, 𝑡) и 𝜃(𝑥, 𝑡) – плотность, скорость, давление и абсолютная температура
газа; 𝜇,𝑅, 𝜅 – положительные константы: вязкость, газовая постоянная и коэффициент тепло-
проводности газа соответственно.

В начальный момент времени задаются 𝑢, 𝜃, 𝜌:

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝜃(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜃0(𝑥), 𝜌(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑠0], (4)

где 𝑠0 = 𝑠(0). На известных границах 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑠(𝑡) задаются условия:

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=0 = 0, 𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝑠(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (5)

𝜃(𝑥, 𝑡)|𝑥=0 = 𝜃1(𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝑠(𝑡) = 𝜃2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (6)

𝜌(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝑠(𝑡) = 𝜌2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (7)

Предполагается, что для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и 𝑥 ∈ [0, 𝑠0] выполняются неравенства:

0 < 𝑚 6 𝜌0(𝑥), 𝜌2(𝑡), 𝜃0(𝑥), 𝜃1(𝑡), 𝜃2(𝑡) 6 𝑀 < +∞, (8)
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0 < 𝑠0, 0 < 𝑚 6
𝑑𝑠

𝑑𝑡
(𝑡) 6 𝑀, (9)

где 𝑚,𝑀 – некоторые положительные константы.
Задача Gas. Требуется найти функции 𝜌(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡), удовлетворяющие системе урав-

нений (1)–(3), если в начальный момент и на известных границах выполняются условия (4)–(7).

Теорема 1. Пусть начальные и краевые данные задачи Gas принадлежат пространствам
Гельдера

𝜌0(𝑥) ∈ 𝐶1+𝛼([0, 𝑠0]), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐶2+𝛼([0, 𝑠0]), 𝜃0(𝑥) ∈ 𝐶2+𝛼([0, 𝑠0]),

𝑠(𝑡), 𝜌2(𝑡) ∈ 𝐶1+𝛼([0, 𝑇 ]), 𝜃1(𝑡), 𝜃2(𝑡) ∈ 𝐶(2+𝛼)/2([0, 𝑇 ]),

0 < 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 1; выполнены условия (8), (9) и условия согласования нулевого и первого порядков
в точках (0, 0), (𝑠0, 0).

Тогда задача Gas имеет единственное классическое решение, обладающее свойствами

𝜌(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1+𝛼(Ω𝑇 ), 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2+𝛼,(2+𝛼)/2(Ω𝑇 ), 𝜃(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2+𝛼,(2+𝛼)/2(Ω𝑇 ),

причем

0 < 𝑚1 6 𝜌(𝑥, 𝑡) 6 𝑀1 < +∞, 0 < 𝑚2 6 𝜃(𝑥, 𝑡) 6 𝑀2 < +∞, (10)

(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 ;

где 𝑚1,𝑀1,𝑚2,𝑀2 – некоторые положительные константы.

Локальная теорема существования и единственности задачи Gas доказана в [23], [24]. Поэтому
доказательство теоремы связано с получением априорных оценок, постоянные в которых зави-
сят только от данных задачи и величины интервала времени Т, но не зависят от промежутка
существования локального решения.

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ И АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ
Предположим, что 𝜌(𝑥, 𝑡) > 0, 𝜃(𝑥, 𝑡) > 0 (в малом по времени имеется теорема существования

с соответствующими оценками) [23], [24].

Лемма 1. Для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняются оценки∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑠0

0
𝜌0(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0
𝜌2(𝜏)

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
6 𝑀0,

где

𝑀0 =

∫︁ 𝑠0

0
𝜌0(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑇

0
𝜌2(𝜏)

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏.

Доказательство. Используя условия (5), (7), проинтегрируем уравнение (1) по x от 0 до s(t)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥− 𝜌2(𝑡)

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 0.

Интегрируя по t, получаем утверждение леммы 1:∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑠0

0
𝜌0(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0
𝜌2(𝜏)

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏 6 𝑀0,

𝑀0 =

∫︁ 𝑠0

0
𝜌0(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑇

0
𝜌2(𝜏)

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏.

В дальнейшем при получении оценок на функции 𝜌, 𝑢, 𝜃 в области, занятой вязким газом, ис-
пользуются методы, разработанные В.А. Вайгантом [21]. Заметим, что в [21] область, занятая
газом, является прямоугольником (0, 1) × (0, 𝑇 ), а у нас область, занятая газом, является криво-
линейной трапецией Ω𝑇 = {(𝑥, 𝑡)|0 < 𝑥 < 𝑠(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇}, где 𝑥 = 𝑠(𝑡) – заданная возрастающая
функция. Тем не менее, все необходимые априорные оценки удается доказать и в нашем случае.

Введем в Ω𝑇 вспомогательную функцию 𝐵(𝑥, 𝑡), определенную следующим образом:
𝜕𝐵

𝜕𝑥
=

1

𝜇
𝜌𝑢,

𝜕𝐵

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 1

𝜇
𝑅𝜌𝜃 − 1

𝜇
𝜌𝑢2,
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𝐵|𝑡=0 = 𝐵0(𝑥) =
1

𝜇

∫︁ 𝑥

0
𝜌0(𝜉)𝑢0(𝜉)𝑑𝜉, 0 6 𝑥 6 𝑠0.

Для функции 𝐵(𝑥, 𝑡) в [21] были получены равенства:
𝜕

𝜕𝑡
(𝐵 + ln 𝜌) + 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
(𝐵 + ln 𝜌) +

1

𝜇
𝑅𝜌𝜃 = 0, (11)

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑒𝐵) + 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑒𝐵) +

1

𝜇
𝑅𝜌2𝜃𝑒𝐵 = 0, (12)

𝜕

𝜕𝑡
(
1

𝜌
𝑒−𝐵) + 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝜌
𝑒−𝐵) − 1

𝜇
𝑅𝜃𝑒−𝐵 = 0. (13)

Лемма 2. Существует постоянная С, зависящая от граничных данных, и Т, такая, что
для любых (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 справедливо неравенство

|𝐵(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶

⎛⎝1 +

(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥

)︃1/2

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏

⎞⎠ .

Доказательство. Проинтегрируем функцию 𝜕𝐵/𝜕𝑡 по области
Ω𝑡 = {(𝑥, 𝜏)|0 < 𝑥 < 𝑠(𝜏), 0 < 𝜏 < 𝑡}. Нам иногда будет удобнее описывать область Ω𝑡 в
другой форме: Ω𝑡 = {(𝑥, 𝜏)|0 < 𝑥 < 𝑠(𝑡), ℎ(𝑥) < 𝜏 < 𝑡}, где ℎ(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ [0, 𝑠0] и 𝑠(ℎ(𝑥)) = 𝑥
при 𝑠0 < 𝑥 6 𝑠(𝑡). Тогда имеем∫︁∫︁

Ω𝑡

𝐵𝑡𝑑𝜏𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑠0

0
𝐵(𝑥, 𝜏)

⃒⃒⃒⃒𝜏=𝑡

𝜏=0

𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

𝑠0

𝐵(𝑥, 𝜏)

⃒⃒⃒⃒𝜏=𝑡

𝜏=ℎ(𝑥)

𝑑𝑥 =

=

∫︁ 𝑠0

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥−

∫︁ 𝑠0

0
𝐵(𝑥, 0)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

𝑠0

𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥−
∫︁ 𝑠(𝑡)

𝑠0

𝐵(𝑥, ℎ(𝑥))𝑑𝑥 =

=

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥− 1

𝜇

∫︁ 𝑠0

0

∫︁ 𝑥

0
𝜌0(𝜉)𝑢0(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝑥−

∫︁ 𝑠(𝑡)

𝑠0

𝐵(𝑥, ℎ(𝑥))𝑑𝑥.

С другой стороны, ∫︁∫︁
Ω𝑡

𝐵𝑡𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁∫︁
Ω𝑡

(︂
𝑢𝑥 −

1

𝜇
𝑅𝜌𝜃 − 1

𝜇
𝜌𝑢2
)︂
𝑑𝑥𝑑𝜏 =

= −𝑅

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 − 1

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏.

В итоге получаем∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

1

𝜇

∫︁ 𝑠0

0

∫︁ 𝑥

0
𝜌0(𝜉)𝑢0(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

𝑠0

𝐵(𝑥, ℎ(𝑥))𝑑𝑥−

−𝑅

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 − 1

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏.

Отсюда с учетом (8), (9) получим неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝑠20𝑀

2𝜇
max

𝑥∈[0,𝑠0]
|𝑢0(𝜉)| +

𝑅

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏+

+
1

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏 +

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝑡)

𝑠0

𝐵(𝑥, ℎ(𝑥))𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

В последнем интеграле заменим переменную 𝑥 = 𝑠(𝜏), 𝑑𝑥 = 𝑑𝑠
𝑑𝜏 𝑑𝜏,𝐵(𝑥, ℎ(𝑥)) = 𝐵(𝑠(𝜏), 𝜏) и ис-

пользуем (9):
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⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐶 +

𝑅

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 +

1

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏+

+ 𝑀

∫︁ 𝑡

0
|𝐵(𝑠(𝜏), 𝜏)| 𝑑𝜏. (14)

Здесь и в дальнейшем через С обозначаем константы, зависящие от граничных данных и Т.
Так как при каждом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] существует точка 𝑥0 = 𝑥0(𝑡) ∈ [0, 𝑠(𝑡)] такая, что

𝐵(𝑥0(𝑡), 𝑡) =
1

𝑠(𝑡)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,

то получаем

|𝐵(𝑥, 𝑡)| 6 |𝐵(𝑥0(𝑡), 𝑡)| +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
|𝐵𝑥|𝑑𝑥 6

6
1

𝑠(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒+

1

𝜇

(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑑𝑥

)︃1/2(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥

)︃1/2

6

6
1

𝑠0

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒+

1

𝜇

√︀
𝑀0

(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥

)︃1/2

, (15)

𝑀0 – константа из леммы 1.
Для 𝑥 = 𝑠(𝜏) и 𝑡 = 𝜏 из (15) используя неравенство Коши, имеем:

|𝐵(𝑠(𝜏), 𝜏)| 6 1

𝑠0

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝐵(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒+

𝑀0

4𝜇2
+

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥. (16)

Подстановка (16) в (14) дает⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐶 +

𝑅

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 +

(︂
1

𝜇
+ 𝑀

)︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏+

+
𝑀

𝑠0

∫︁ 𝑡

0

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝐵(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝜏.

Отсюда с использованием неравенства Гронуолла для функции

𝑦(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

получим оценку⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐵(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐶

(︃
1 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏

)︃
.

Подставляя последнее неравенство в (15), получим утверждение леммы 2

|𝐵(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶

⎡⎣1 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 +

(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥

)︃1/2
⎤⎦ .

Лемма 3. Существует постоянная С, зависящая от граничных данных и Т, такая, что для
любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливо неравенство∫︁ 𝑠(𝑡)

0
(𝜌 ln 𝜌− 𝜌 + 1)𝑑𝑥 +

𝑅

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶(1 + max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|). (17)



88 И.А. КАЛИЕВ, А.А. ШУХАРДИН, Г.С. САБИТОВА

Доказательство. Умножим уравнение (11) на 𝜌(𝑥, 𝑡) и проинтегрируем по 𝑥 в пределах от 0 до
𝑠(𝑡). Тогда в силу уравнения (1) имеем:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝐵 + ln 𝜌)𝑑𝑥− 𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌2(𝑡) [𝐵(𝑠(𝑡), 𝑡) + ln 𝜌2(𝑡)] +

+ [𝜌𝑢 (𝐵 + ln 𝜌)]

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑠(𝑡)

𝑥=0

+
𝑅

𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥− 𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑑𝑥 +

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌2(𝑡) ±

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑑𝑥 = 0.

Отсюда с учетом (5) и (7) следует

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
(𝜌𝐵 + 𝜌 ln 𝜌− 𝜌 + 1) 𝑑𝑥 +

𝑅

𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥−

−𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡

{︀
𝜌2(𝑡)[𝐵(𝑠(𝑡), 𝑡) + ln 𝜌(𝑠(𝑡), 𝑡) − 1] + 1

}︀
= 0.

Интегрируя по времени, получаем∫︁ 𝑠(𝑡)

0
(𝜌 ln 𝜌− 𝜌 + 1)𝑑𝑥 +

𝑅

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
[𝜌2(𝜏) ln 𝜌2(𝜏) − 𝜌2(𝜏) + 1]𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝐵𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑠0

0
(𝜌0𝐵0 + 𝜌0 ln 𝜌0 − 𝜌0 + 1)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
𝜌2(𝜏)𝐵(𝑠(𝜏), 𝜏)𝑑𝜏.

Обозначим:

𝐶 =

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
[𝜌2(𝜏) ln 𝜌2(𝜏) − 𝜌2(𝜏) + 1]𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑠0

0
(𝜌0𝐵0 + 𝜌0 ln 𝜌0 − 𝜌0 + 1)𝑑𝑥.

Учитывая, что 𝜌 ln 𝜌− 𝜌 + 1 ≥ 0, 𝑑𝑠/𝑑𝑡 > 0, получим∫︁ 𝑠(𝑡)

0
(𝜌 ln 𝜌− 𝜌 + 1)𝑑𝑥 +

𝑅

𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌|𝐵|𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
𝜌2(𝜏)|𝐵(𝑠(𝜏), 𝜏)|𝑑𝜏 6 𝐶

(︂
1 + max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
)︂
.

В результате получаем утверждение леммы 3.

Лемма 4. Для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливы оценки

max
06𝑥6𝑠(𝑡)

𝜌(𝑥, 𝑡) 6 𝑀 exp{2 max
(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|}, (18)

max
06𝑥6𝑠(𝑡)

1

𝜌(𝑥, 𝑡)
6 𝐶

[︂
exp{2 max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|}+

+ exp{4 max
(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|}
∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

]︂
. (19)

Доказательство. Умножим равенство (12) на 𝜌(𝜌𝑒𝐵)𝑛−1, где 𝑛 – натуральное число, проинте-
грируем по 𝑥 от 0 до 𝑠(𝑡), воспользуемся (1)

1

𝑛

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝜌𝑒𝐵)𝑛𝑑𝑥− 1

𝑛

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌2(𝑡)[𝜌2(𝑡)𝑒

𝐵(𝑠(𝑡),𝑡)]𝑛 +
1

𝑛
𝜌𝑢(𝜌𝑒𝐵)𝑛

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑠(𝑡)

𝑥=0

+

+
𝑅

𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2(𝜌𝑒𝐵)𝑛𝜃𝑑𝑥 = 0.

С учетом (5) и (7) получим

1

𝑛

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝜌𝑒𝐵)𝑛𝑑𝑥− 1

𝑛

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌2(𝑡)[𝜌2(𝑡)𝑒

𝐵(𝑠(𝑡),𝑡)]𝑛 +
𝑅

𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝜃(𝜌𝑒𝐵)𝑛𝑑𝑥 = 0.
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Третье слагаемое неотрицательно, тогда

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑛+1𝑒𝑛𝐵𝑑𝑥− 𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌2(𝑡)[𝜌2(𝑡)𝑒

𝐵(𝑠(𝑡),𝑡)]𝑛 6 0.

Отсюда, интегрируя по времени от 0 до 𝑡, имеем:∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑛+1𝑒𝑛𝐵𝑑𝑥 6

∫︁ 𝑠0

0
𝜌𝑛+1
0 𝑒𝑛𝐵0𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠(𝜏)

𝑑𝜏
𝜌𝑛+1
2 (𝜏)𝑒𝑛𝐵(𝑠(𝜏),𝜏)𝑑𝜏 6

6 𝑀𝑛+1(𝑠0 + 𝑇𝑀)

[︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒𝐵(𝑥,𝜏)

]︂𝑛
.

Тогда ∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑛+1𝑑𝑥 6 𝐶𝑀𝑛+1

[︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒𝐵(𝑥,𝜏)

]︂𝑛 [︂
min

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒𝐵(𝑥,𝜏)

]︂−𝑛

6

6 𝐶𝑀𝑛+1

[︂
exp{2 max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|}
]︂𝑛

.

Переходя к переделу при 𝑛 → ∞, используя

lim
𝑛→∞

(︂∫︁ 𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝑛𝑑𝑥

)︂1/𝑛

= max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)|,

получаем оценку (18) леммы 4:

max
06𝑥6𝑠(𝑡)

𝜌(𝑥, 𝑡) 6 𝑀 exp

{︂
2 max
(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂
.

Чтобы доказать оценку (19), умножим равенство (13) на 𝜌(𝜌𝑒𝐵)−𝑛, где 𝑛 – натуральное число,
проинтегрируем по 𝑥 от 0 до 𝑠(𝑡), воспользуемся (1), (7)

1

𝑛 + 1

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛+1

𝑑𝑥− 1

𝑛 + 1

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌2(𝑡)

(︂
1

𝜌2(𝑡)𝑒𝐵(𝑠(𝑡),𝑡)

)︂𝑛+1

+

+
1

𝑛 + 1
𝜌𝑢

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛+1 ⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑠(𝑡)

𝑥=0

=
𝑅

𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑒−𝐵𝜃(𝜌𝑒𝐵)−𝑛𝑑𝑥.

В силу (5) и (7) получаем

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛 1

𝑒𝐵
𝑑𝑥 =

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡

(︂
1

𝜌2(𝑡)𝑒𝐵(𝑠(𝑡),𝑡)

)︂𝑛 1

𝑒𝐵(𝑠(𝑡),𝑡)
+

+
𝑅(𝑛 + 1)

𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑒−2𝐵𝜃

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛−1

𝑑𝑥.

Отсюда, интегрируя по времени от 0 до 𝑡, имеем∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛 1

𝑒𝐵
𝑑𝑥 6 𝑠0

(︂
1

𝑚

)︂𝑛 [︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒−𝐵(𝑥,𝜏)

]︂𝑛+1

+

+𝑀𝑇

(︂
1

𝑚

)︂𝑛 [︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒−𝐵(𝑥,𝜏)

]︂𝑛+1

+

+
𝑅(𝑛 + 1)

𝜇

[︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒−2𝐵(𝑥,𝜏)

]︂ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛−1

𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏.

Тогда ∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛

𝑑𝑥 6 (𝑠0 + 𝑀𝑇 )

(︂
1

𝑚

)︂𝑛 [︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒𝐵(𝑥,𝜏)

]︂ [︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒−𝐵(𝑥,𝜏)

]︂𝑛+1

+

+
𝑅(𝑛 + 1)

𝜇

[︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒𝐵(𝑥,𝜏)

]︂ [︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

𝑒−2𝐵(𝑥,𝜏)

]︂ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛−1

𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6 𝐶

(︂
1

𝑚

)︂𝑛

exp

{︂
(𝑛 + 2) max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂

+ (20)
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+
𝑅(𝑛 + 1)

𝜇
exp

{︂
3 max
(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃(𝑥, 𝜏)

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛−1

𝑑𝑥𝑑𝜏.

Обозначим

𝑦(𝑡) =

(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛

𝑑𝑥

)︃1/𝑛

.

Применяя неравенство Гельдера к последнему интегралу в (20), используя неравенство
𝑠(𝜏) 6 𝑠(𝑇 ), получим

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂𝑛−1

𝑑𝑥 6

(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
1

𝜌𝑒𝐵

)︂(𝑛−1)· 𝑛
𝑛−1

𝑑𝑥

)︃𝑛−1
𝑛

·

(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0
1𝑛𝑑𝑥

)︃ 1
𝑛

6

6 𝑦𝑛−1(𝑡) · 𝑛
√︀

𝑠(𝑇 ).

Подставляя полученную оценку в (20), имеем

𝑦𝑛(𝑡) 6 𝐶

(︂
1

𝑚

)︂𝑛

exp

{︂
(𝑛 + 2) max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂

+ (21)

+
𝑅(𝑛 + 1) 𝑛

√︀
𝑠(𝑇 )

𝜇
exp

{︂
3 max
(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃(𝑥, 𝜏)𝑦𝑛−1(𝜏)𝑑𝜏.

Для оценки функции 𝑦(𝑡) потребуется следующая лемма.

Лемма 5. [22] Если непрерывная неотрицательная на [0, 𝑇 ] функция 𝑦(𝑡) удовлетворяет
неравенству

𝑦𝑛(𝑡) 6 𝑎 + 𝑏

∫︁ 𝑡

0
𝑐(𝜏)𝑦𝑛−1(𝜏)𝑑𝜏,

где 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≥ 0, 𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≥ 1, 𝑐(𝑡) – заданная неотрицательная функция класса 𝐿1[0, 𝑇 ],
то справедлива оценка

𝑦(𝑡) 6 𝑛
√
𝑎 +

𝑏

𝑛

∫︁ 𝑡

0
𝑐(𝜏)𝑑𝜏. (22)

Если применить оценку (22) к неравенству (21), то получим

𝑦(𝑡) 6
𝑛
√
𝐶

𝑚
exp

{︂(︂
1 +

2

𝑛

)︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂

+

+
𝑅 𝑛
√︀

𝑠(𝑇 )

𝜇

(︂
1 +

1

𝑛

)︂
exp

{︂
3 max
(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏.

Переходя к пределу при 𝑛 → ∞, имеем

max
06𝑥6𝑠(𝑡)

1

𝜌𝑒𝐵
6

1

𝑚
exp

{︂
max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂

+

+
𝑅

𝜇
exp

{︂
3 max
(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
}︂∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏.

Отсюда следует оценка (19). Лемма 4 доказана.

Лемма 6. (Оценка полной энергии). Существует постоянная 𝐶 > 0, зависящая от гранич-
ных данных, и Т, такая, что

max
06𝑡6𝑇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝜌𝜃 +

𝜌𝑢2

2

)︂
𝑑𝑥 6 𝐶.
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Доказательство. Для оценки полной энергии введем вспомогательную функцию 𝐴(𝑥, 𝑡) как
решение краевой задачи:

𝜌(𝐴𝑡 + 𝑢𝐴𝑥) = 𝜅𝐴𝑥𝑥, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (23)

𝐴|𝑥=0 = 𝜃1(𝑡), 𝐴|𝑥=𝑠(𝑡) = 𝜃2(𝑡), 𝐴|𝑡=0 = 𝜃0(𝑥).

В силу принципа максимума имеем:

0 < 𝑚 6 𝐴(𝑥, 𝑡) 6 𝑀 < +∞. (24)

Функция
𝜙(𝑥, 𝑡) = 𝜃(𝑥, 𝑡)𝐴−1(𝑥, 𝑡),

которая принимает значения
𝜙|𝑥=0 = 𝜙|𝑥=𝑠(𝑡) = 1, 𝜙|𝑡=0 = 1,

удовлетворяет в силу (3) и (23) уравнению

𝐴𝜌(𝜙𝑡 + 𝑢𝜙𝑥) = 𝜅(𝐴𝜙𝑥)𝑥 + 𝜅𝐴𝑥𝜙𝑥 + 𝜇𝑢2𝑥 −𝑅𝜌𝐴𝜙𝑢𝑥.

Умножим это уравнение на (1− 1
𝜙) и проинтегрируем по 𝑥 от 0 до 𝑠(𝑡). Используя (23), получим

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐴𝜌(𝜙− ln𝜙− 1)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜅𝐴

𝜙2
𝑥

𝜙2
𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

1

𝜙
𝜇𝑢2𝑥𝑑𝑥 =

=

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
(𝜇𝑢2𝑥 −𝑅𝜌𝐴𝜙𝑢𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

1

𝜙
𝑅𝜌𝐴𝜙𝑢𝑥𝑑𝑥. (25)

Домножая уравнение (2) на 𝑢(𝑥, 𝑡) и интегрируя по 𝑥 от 0 до 𝑠(𝑡), используя (1), находим:

1

2

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢𝑥(𝜇𝑢𝑥 − 𝑝)𝑑𝑥 = 0.

Сложим полученное равенство с (25)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝐴𝜌(𝜙− ln𝜙− 1) +

𝜌𝑢2

2

)︂
𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜅𝐴

𝜙2
𝑥

𝜙2
𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜇
𝑢2𝑥
𝜙
𝑑𝑥 =

=

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑅𝜌𝐴𝑢𝑥𝑑𝑥. (26)

Оценим слагаемое в правой части∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑅𝜌𝐴𝑢𝑥𝑑𝑥 6

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝜇𝑢2𝑥
2𝜙

+
𝑅2𝐴

2𝜇
𝜌2𝐴𝜙

)︂
𝑑𝑥 6

𝜇

2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝑢2𝑥
𝜙
𝑑𝑥 +

𝑅2𝑀

2𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥.

В результате получим неравенство

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝐴𝜌(𝜙− ln𝜙− 1) +

𝜌𝑢2

2

)︂
𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜅𝐴

𝜙2
𝑥

𝜙2
𝑑𝑥 +

𝜇

2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝑢2𝑥
𝜙
𝑑𝑥 6

6 𝐶

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥.

Интегрируя полученное неравенство по времени, имеем∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝐴𝜌(𝜙− ln𝜙− 1) +

𝜌𝑢2

2

)︂
𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜅𝐴

𝜙2
𝑥

𝜙2
𝑑𝑥𝑑𝜏 +

𝜇

2

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

𝑢2𝑥
𝜙
𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6 𝐶

(︃
1 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏

)︃
.

Учитывая неравенство

𝜙− ln𝜙− 1 ≥ 1

2
𝜙− ln 2,

ограниченность 𝐴(𝑥, 𝑡) из (24) и оценку леммы 1, получим:
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1

2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥 +

1

2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜅𝐴

𝜙2
𝑥

𝜙2
𝑑𝑥𝑑𝜏 +

𝜇

2

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

𝑢2𝑥
𝜙
𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6 𝐶

(︃
1 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏

)︃
. (27)

Из оценки (17) леммы 3 имеем∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶

(︂
1 + max

(𝑥,𝜏)∈Ω𝑡

|𝐵(𝑥, 𝜏)|
)︂
.

Используя неравенство леммы 2, получим∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 6

6 𝐶

⎛⎝1 + max
06𝜏6𝑡

(︃∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥

)︃1/2

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏

⎞⎠ .

Используя последнюю оценку и отбрасывая в левой части (27) интегралы, содержащие произ-
водные, получим

1

2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥 +

1

2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥 6 (28)

6 𝐶

⎛⎝1 + max
06𝜏6𝑡

(︃∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥

)︃1/2

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏

⎞⎠ .

Введем две функции на [0, 𝑇 ] следующим образом

𝑎(𝑡) = max
06𝜏6𝑡

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌(𝑥, 𝜏)𝑢2(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥, 𝑏(𝑡) = max

06𝜏6𝑡

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌(𝑥, 𝜏)𝜃(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥.

Тогда из (28) имеем

1

2
𝑎(𝑡) +

1

2
𝑏(𝑡) 6 𝐶

(︂
1 +

√︀
𝑎(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝑎(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0
𝑏(𝜏)𝑑𝜏

)︂
. (29)

Поскольку 𝐶
√︀

𝑎(𝑡) 6 𝐶2 + 𝑎(𝑡)
4 , то из (29) следует

𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡) 6 𝐶

(︂
1 +

∫︁ 𝑡

0
𝑎(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0
𝑏(𝜏)𝑑𝜏

)︂
.

Отсюда в силу неравенства Гронуолла выводим 𝑎(𝑡) 6 𝐶, 𝑏(𝑡) 6 𝐶 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], где 𝐶 —
некоторая положительная постоянная. Возвращаясь к неравенству (27), получаем следующую
серию оценок

max
06𝑡6𝑇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝑥, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶, (30)

max
06𝑡6𝑇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝑥, 𝑡)𝜃(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶, (31)

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝜅𝐴

𝜙2
𝑥

𝜙2
+

𝑢2𝑥
𝜙

)︂
𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶. (32)

Оценки (30), (31) дают оценку полной энергии.
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Оценки сверху и снизу для плотности и температуры снизу

Лемма 7. Существует постоянная 𝑀1 > 0, зависящая от граничных данных, и Т, такая,
что

max
(𝑥,𝑡)∈Ω𝑇

𝜌(𝑥, 𝑡) 6 𝑀1. (33)

Доказательство. Из леммы 2 и оценок (30), (31) следует ограниченность функции 𝐵(𝑥, 𝑡).
Тогда из неравенства (18) леммы 4 следует утверждение леммы 7.

Лемма 8. Существует постоянная 𝑚2 > 0, зависящая от граничных данных и Т, такая,
что

min
(𝑥,𝑡)∈Ω𝑇

𝜃(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑚2. (34)

Доказательство. Запишем уравнение для температуры (3) в следующей форме

𝜌(𝜃𝑡 + 𝑢𝜃𝑥) = 𝜅𝜃𝑥𝑥 + 𝜇

(︂
𝑢𝑥 −

𝑅𝜌𝜃

2𝜇

)︂2

− 𝑅2𝜌2𝜃2

4𝜇
.

Разделив на 𝜌𝜃2, получим в области Ω𝑇 уравнение для функции 𝑞(𝑥, 𝑡) = 1/𝜃(𝑥, 𝑡)

𝑞𝑡 + 𝑢𝑞𝑥 −
𝜅

𝜌
𝑞𝑥𝑥 =

𝑅2𝜌

4𝜇
−

[︃
2𝜅

𝜌
𝜃𝑞2𝑥 +

𝜇

𝜌
𝑞2
(︂
𝑢𝑥 −

𝑅𝜌𝜃

2𝜇

)︂2
]︃
. (35)

Перейдем от функции 𝑞(𝑥, 𝑡) к новой функции 𝑣(𝑥, 𝑡), связанной с ней равенством

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡)𝑒𝑡.

Функция 𝑣(𝑥, 𝑡) удовлетворяет вследствие (35) уравнению

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 −
𝜅

𝜌
𝑣𝑥𝑥 + 𝑣 =

𝑅2𝜌

4𝜇
𝑒−𝑡 −

[︃
2𝜅

𝜌
𝜃𝑣2𝑥𝑒

𝑡 +
𝜇

𝜌
𝑣2𝑒𝑡

(︂
𝑢𝑥 −

𝑅𝜌𝜃

2𝜇

)︂2
]︃
.

В силу леммы 7 и неотрицательности слагаемых в квадратной скобке для функции 𝑣(𝑥, 𝑡) имеем
дифференциальное неравенство

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 −
𝜅

𝜌
𝑣𝑥𝑥 + 𝑣 6 𝐶𝑒−𝑡. (36)

Предположим, что положительный максимум функции 𝑣(𝑥, 𝑡) достигается в какой-нибудь внут-
ренней точке (𝑥0, 𝑡0) в области Ω𝑇 или при 𝑡0 = 𝑇 . Тогда в этой точке

𝑣𝑡 ≥ 0, 𝑣𝑥 = 0, 𝑣𝑥𝑥 6 0. (37)

В силу (36), (37) получаем оценку

max
(𝑥,𝑡)∈Ω𝑇

𝑣(𝑥, 𝑡) 6 𝐶𝑒−𝑡0 6 𝐶.

Следовательно, для всех (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 справедливы неравенства

𝑞(𝑥, 𝑡)

𝑒𝑡
6 𝐶, 𝑞(𝑥, 𝑡) 6 𝐶𝑒𝑡 6 𝐶𝑒𝑇 ,

1

𝜃(𝑥, 𝑡)
6 𝐶𝑒𝑇

или
𝜃(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑚2 =

1

𝐶𝑒𝑇
.

Лемма доказана.

Лемма 9. Существует постоянная 𝑚1 > 0, зависящая от граничных данных и Т, такая,
что

min
(𝑥,𝑡)∈Ω𝑇

𝜌(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑚1.
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Доказательство. Из оценок (24), (32) выводим∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

𝜙2
𝑥

𝜙2
𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶. (38)

Из леммы 4 и оценки |𝐵(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶 с учетом (24) имеем

max
06𝑥6𝑠(𝑡)

1

𝜌(𝑥, 𝑡)
6 𝐶

(︂
1 +

∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

)︂
6 (39)

6 𝐶

(︂
1 +

∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝐴(𝑥, 𝜏)𝜙(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

)︂
6 𝐶 + 𝐶𝑀

∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜙(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏.

Учитывая неравенства

𝜙(𝑥, 𝑡) = (
√︀
𝜙(𝑥, 𝑡))2 6

(︃
1 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
|(√𝜙)𝑥|𝑑𝑥

)︃2

6

(︃
1 +

1

2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑥√
𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥

)︃2

6

6

⎡⎣1 +
1

2

(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝜙2
𝑥

𝜙2
𝑑𝑥

)︃1/2(︃∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜙𝑑𝑥

)︃1/2
⎤⎦2

6 2

(︃
1 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝜙2
𝑥

𝜙2
𝑑𝑥

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜙𝑑𝑥

)︃
,

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜙(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝜌𝜃

𝜌𝐴
𝑑𝑥 6

1

𝑚
max

06𝑥6𝑠(𝑡)

1

𝜌(𝑥, 𝑡)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑑𝑥 6 𝐶 max

06𝑥6𝑠(𝑡)

1

𝜌(𝑥, 𝑡)
,

из (38) и (39) выводим неравенство

max
06𝑥6𝑠(𝑡)

1

𝜌(𝑥, 𝑡)
6 𝐶 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)

1

𝜌(𝑥, 𝜏)
𝑑𝜏.

Применяя неравенство Гронуолла, получаем утверждение леммы 9. При доказательстве леммы
9 были получены оценки∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 6 𝐶 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)

1

𝜌(𝑥, 𝜏)
𝑑𝜏,

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜙(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶 max

06𝑥6𝑠(𝑡)

1

𝜌(𝑥, 𝑡)
,

откуда вытекают оценки ∫︁ 𝑇

0
max

06𝑥6𝑠(𝑡)
𝜃(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6 𝐶, (40)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝐴(𝑥, 𝑡)𝜙(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝑀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜙(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶, (41)

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6

∫︁ 𝑇

0
max

06𝑥6𝑠(𝑡)
𝜃(𝑥, 𝑡)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶. (42)

Оценки производных

Лемма 10. Существует постоянная 𝐶 > 0, зависящая от граничных данных и Т, такая,
что

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌(𝑥, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶. (43)
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Доказательство. Умножим уравнение (2) на 𝑢(𝑥, 𝑡) и проинтегрируем по 𝑥 от 0 до 𝑠(𝑡), вос-
пользуемся (1), (5) и (7):

1

2

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥 + 𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥−

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑅𝜌𝜃𝑢𝑥𝑑𝑥 = 0.

Используя неравенство Юнга с 𝜀 и интегрируя по 𝑡, выводим неравенство

1

2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥 + 𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶1 +

𝑅2

𝜀

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃2𝑑𝑥𝑑𝜏+

+𝜀

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏.

Выбирая 𝜀 достаточно малым, применяя лемму 7 и неравенство (42), имеем∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶.

Лемма 10 доказана.
Как следствие лемм 9 и 10 получается оценка

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶. (44)

Лемма 11. Для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливо неравенство∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

(︀
𝑢2𝜏 (𝑥, 𝜏) + 𝑢2𝑥𝑥(𝑥, 𝜏)

)︀
𝑑𝑥𝑑𝜏 6 (45)

6 𝐶

(︃
1 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0
max

𝑥∈[0,𝑠(𝜏)]
𝜃2(𝑥, 𝜏)

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥𝑑𝜏

)︃
.

Доказательство. Представим уравнение (2) в форме
√
𝜌𝑢𝑡 −

1
√
𝜌
𝜇𝑢𝑥𝑥 = −√

𝜌𝑢𝑢𝑥 −𝑅
√
𝜌𝜃𝑥 −

1
√
𝜌
𝑅𝜌𝑥𝜃.

Отсюда ∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝜌𝑢2𝑡 +

1

𝜌
𝜇2𝑢2𝑥𝑥 − 2𝜇𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
√
𝜌𝑢𝑢𝑥 + 𝑅

√
𝜌𝜃𝑥 +

1
√
𝜌
𝑅𝜌𝑥𝜃

)︂2

𝑑𝑥.

Тогда ∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑡𝑑𝑥 + 𝜇2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

1

𝜌
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥− 2𝜇𝑢𝑡(𝑠(𝑡), 𝑡)𝑢𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)+ (46)

+𝜇
𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥− 𝜇

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝑢2𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡) 6 3

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝜌𝑢2𝑢2𝑥 + 𝑅2𝜌𝜃2𝑥 +

1

𝜌
𝑅2𝜌2𝑥𝜃

2

)︂
𝑑𝑥.

Поскольку 𝑢(𝑠(𝑡), 𝑡) = 0, то

𝑢𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)
𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑢𝑡(𝑠(𝑡), 𝑡),

и из (46) вытекает неравенство∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑡𝑑𝑥 + 𝜇2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

1

𝜌
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝜇

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥 + 𝜇

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝑢2𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡) 6

6 3

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝜌𝑢2𝑢2𝑥 + 𝑅2𝜌𝜃2𝑥 +

1

𝜌
𝑅2𝜌2𝑥𝜃

2

)︂
𝑑𝑥. (47)

Для оценки 𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡) имеем

𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡) 6 𝑢2𝑥(𝑥0, 𝑡) +

∫︁ 𝑥

𝑥0

⃒⃒
(𝑢2𝑥)𝑥

⃒⃒
𝑑𝑥 6 𝑢2𝑥(𝑥0, 𝑡) +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

⃒⃒
(𝑢2𝑥)𝑥

⃒⃒
𝑑𝑥 = 𝑢2𝑥(𝑥0, 𝑡)+
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+2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
|𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥| 𝑑𝑥.

Для любого 𝜀 > 0 проинтегрируем последнее неравенство по 𝑥0 от 0 до 𝑠(𝑡)

𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡) 6
1

𝑠(𝑡)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 + 2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
|𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥| 𝑑𝑥 6

6

(︂
1

𝑠0
+

1

𝜀

)︂∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥 + 𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥. (48)

Учитывая (48), неотрицательность слагаемого 𝜇𝑑𝑠(𝑡)
𝑑𝑡 𝑢2𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡) и оценку∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥 6 𝐶 max

06𝑥6𝑠(𝑡)
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡) 6

𝐶

𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥 + 𝐶𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥,

лемму 10 и ограниченность сверху и снизу 𝜌(𝑥, 𝑡), из (47) получим, при соответствующем выборе
𝜀 > 0, оценку (45).

Лемма 12. Для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливо неравенство∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

𝜃2𝑥
𝜃
𝑑𝑥𝑑𝜏 + 𝐶𝜀

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏.

Доказательство. Из уравнения (1) имеем

(ln 𝜌)𝑡 + 𝑢(ln 𝜌)𝑥 + 𝑢𝑥 = 0.

Тогда уравнение (2) можно записать в форме

(𝜌𝑢)𝑡 + (𝜌𝑢2)𝑥 = −𝜇[(ln 𝜌)𝑡 + 𝑢(ln 𝜌)𝑥]𝑥 − 𝑝𝑥.

Отсюда

𝜌

[︂(︂
𝑢 + 𝜇

𝜌𝑥
𝜌2

)︂
𝑡

+ 𝑢

(︂
𝑢 + 𝜇

𝜌𝑥
𝜌2

)︂
𝑥

]︂
+ 𝑝𝑥 = 0.

Умножим полученное равенство на (𝑢 + 𝜇𝜌𝑥/𝜌
2) и проинтегрируем по 𝑥 в пределах от 0 до 𝑠(𝑡),

тогда
1

2

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌

(︂
𝑢 + 𝜇

𝜌𝑥
𝜌2

)︂2

𝑑𝑥− 1

2

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌

(︂
𝑢 + 𝜇

𝜌𝑥
𝜌2

)︂2 ⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑠(𝑡)

+

+
1

2
𝜌𝑢

(︂
𝑢 + 𝜇

𝜌𝑥
𝜌2

)︂2 ⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑠(𝑡)

𝑥=0

−
∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑅𝜌𝜃𝑢𝑥𝑑𝑥 + 𝑅𝜌𝜃𝑢

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑠(𝑡)

𝑥=0

+

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
(𝑅𝜌𝜃)𝑥 𝜇

𝜌𝑥
𝜌2

𝑑𝑥 = 0.

Поскольку 𝑢 = 0 при 𝑥 = 𝑠(𝑡) и 𝑥 = 0, то последнее равенство примет вид

1

2

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

(︂
𝜌𝑢2 + 2𝜇

𝑢𝜌𝑥
𝜌

+ 𝜇2 𝜌
2
𝑥

𝜌3

)︂
𝑑𝑥−

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑅𝜌𝜃𝑢𝑥𝑑𝑥 + 𝑅𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝜃𝜌2𝑥
𝜌2

𝑑𝑥+

+𝑅𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝜃𝑥𝜌𝑥
𝜌

𝑑𝑥− 𝜇2

2

𝑑𝑠

𝑑𝑡

𝜌2𝑥
𝜌3

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑠(𝑡)

= 0.

Используя лемму 7, третье слагаемое слева заменим на меньшее

1

2

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
(𝜌𝑢2 + 2𝜇

𝑢𝜌𝑥
𝜌

+ 𝜇2 𝜌
2
𝑥

𝜌3
)𝑑𝑥−

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑅𝜌𝜃𝑢𝑥𝑑𝑥 +

𝑅𝜇

𝑀2
1

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃𝜌2𝑥𝑑𝑥+

+ 𝑅𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝜃𝑥𝜌𝑥
𝜌

𝑑𝑥− 𝜇2

2

𝑑𝑠

𝑑𝑡

𝜌2𝑥
𝜌3

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑠(𝑡)

6 0. (49)

Оценим некоторые слагаемые. Из уравнения (1) при 𝑥 = 𝑠(𝑡), используя (5), (7), получим
соотношение

𝜌𝑡(𝑠(𝑡), 𝑡) = −𝜌2(𝑡)𝑢𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡).
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С другой стороны, дифференцируя (7) по 𝑡, имеем

𝜌𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)
𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜌𝑡(𝑠(𝑡), 𝑡) =

𝑑𝜌2(𝑡)

𝑑𝑡
,

𝜌𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)
𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝜌2(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜌2(𝑡)𝑢𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡).

Тогда, используя условие (9), выводим

𝜌2𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)
𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
=

(︂
𝑑𝜌2(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜌2(𝑡)𝑢𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)

)︂2 1

𝑑𝑠(𝑡)/𝑑𝑡
6

6 2

(︂
𝑑𝜌2(𝑡)

𝑑𝑡

)︂2 1

𝑚
+

2𝑀2

𝑚
𝑢2𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡) 6 𝐶

(︀
1 + 𝑢2𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)

)︀
.

Отсюда, используя (48), получим

𝜌2𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)
𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
6 𝐶 +

𝐶

𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥 + 𝜀𝐶

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥.

Таким образом,
𝜇2

2

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡

𝜌2𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)

𝜌3(𝑠(𝑡), 𝑡)
6 𝐶 +

𝐶

𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥 + 𝜀𝐶

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥.

Учитывая ограниченность сверху и снизу 𝜌(𝑥, 𝑡), (40), (42), лемму 10 и следующие оценки∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑅𝜌𝜃𝑢𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑑𝑥𝑑𝜏 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶,

−𝑅𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝜃𝑥𝜌𝑥
𝜌

𝑑𝑥 6
𝐶

𝜀1

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝜃2𝑥
𝜃
𝑑𝑥 + 𝜀1𝐶

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃𝜌2𝑥𝑑𝑥,

−𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0

𝑢𝜌𝑥
𝜌

𝑑𝑥 6
𝐶

𝜀2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑑𝑥 + 𝜀2𝐶

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝑥𝑑𝑥,

интегрируя (49) по времени, получим, при соответствующем выборе 𝜀1, 𝜀2, утверждение леммы
12.

Оценка температуры

Лемма 13. Существует постоянная 𝐶 > 0, такая, что для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедлива
оценка

max
06𝜏6𝑡

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶.

Доказательство. Запишем уравнение для энергии 𝜃 + 1
2𝑢

2. Для этого умножим уравнение (2)
на 𝑢 и сложим с (3), в итоге получим

𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂
𝑡

+ 𝜌𝑢

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂
𝑥

= 𝜇 (𝑢𝑥𝑢)𝑥 + 𝜅𝜃𝑥𝑥 − (𝑅𝜌𝜃𝑢)𝑥 . (50)

Умножим (50) на

𝜃 +
𝑢2

2
− 𝑥𝜃2(𝑡)

𝑠(𝑡)
−
(︂

1 − 𝑥

𝑠(𝑡)

)︂
𝜃1(𝑡),

и проинтегрируем по 𝑥 от 0 до 𝑠(𝑡)

1

2

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂2

𝑑𝑥− 1

2

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌2(𝑡)𝜃

2
2(𝑡)−

− 𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂[︂
𝑥𝜃2(𝑡)

𝑠(𝑡)
+

(︂
1 − 𝑥

𝑠(𝑡)

)︂
𝜃1(𝑡)

]︂
𝑑𝑥+

+
𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
𝜌2(𝑡)𝜃

2
2(𝑡) +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂[︂
𝑥𝜃2(𝑡)

𝑠(𝑡)
+

(︂
1 − 𝑥

𝑠(𝑡)

)︂
𝜃1(𝑡)

]︂
𝑡

𝑑𝑥+
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+
𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡)

𝑠(𝑡)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂
𝑑𝑥 =

= −𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢𝑢𝑥𝜃𝑥𝑑𝑥− 𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥 + 𝜇

𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡)

𝑠(𝑡)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥−

−𝜅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥− 𝜅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢𝑢𝑥𝜃𝑥𝑑𝑥 + 𝜅

𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡)

𝑠(𝑡)
(𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡)) +

+𝑅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑢𝜃𝑥𝑑𝑥 + 𝑅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑢2𝑢𝑥𝑑𝑥−

−𝑅
𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡)

𝑠(𝑡)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑢𝑑𝑥. (51)

Оценим некоторые слагаемые, входящие в (51):

𝜃2(𝑡) − 𝜃1(𝑡)

𝑠(𝑡)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂
𝑑𝑥 6 𝐶

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑑𝑥 + 𝐶

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂2

𝑑𝑥,

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢𝑢𝑥𝜃𝑥𝑑𝑥 6

1

𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥 + 𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥,

𝑅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑢𝜃𝑥𝑑𝑥 6

𝑅

𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝜃2𝑢2𝑑𝑥 + 𝜀𝑅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥,

𝑅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑢2𝑢𝑥𝑑𝑥 6 𝑅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝜃2𝑢2𝑑𝑥 + 𝑅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥.

Остальные слагаемые оцениваются очевидным образом. Интегрируя (51) по времени, получим
неравенство

1

4

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂2

𝑑𝑥 +
𝜅

2

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶 + 𝑀3

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏+

+ 𝐶

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃2𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂2

𝑑𝑥𝑑𝜏, (52)

где 𝐶, 𝑀3 — положительные постоянные, зависящие от 𝑇 , начальных и краевых данных.
Умножим (2) на 4𝑢3, проинтегрируем по 𝑥 от 0 до 𝑠(𝑡) и воспользуемся (1)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢4𝑑𝑥 + 12𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥 = 12𝑅

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝜃𝑢2𝑢𝑥𝑑𝑥.

Применим неравенство Коши к правой части

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢4𝑑𝑥 + 12𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥 6

6 6𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥 +

6𝑅2

𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝜃2𝑢2𝑑𝑥. (53)

Интегрируя (53) по времени, имеем∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢4𝑑𝑥 + 6𝜇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃2𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏. (54)

Умножим (54) на 𝑀3/𝜇 и сложим с (52)

1

4

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂2

𝑑𝑥 +
𝜅

2

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 +

𝑀3

𝜇

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌𝑢4𝑑𝑥+

+5𝑀3

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑢2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6
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6 𝐶 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃2𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌

(︂
𝜃 +

𝑢2

2

)︂2

𝑑𝑥𝑑𝜏. (55)

Далее нам понадобятся оценки:

𝜃2(𝑥, 𝑡) = 𝜃21(𝑡) +

∫︁ 𝑥

0
(𝜃2)𝑥𝑑𝑥 6 𝜃21(𝑡) + 2

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
|𝜃𝜃𝑥|𝑑𝑥 6

6 𝜃21(𝑡) +
1

𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃2𝑑𝑥 + 𝜀

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥.

Интегрируя по времени, используя (42), имеем∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃2(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 6 𝐶(𝜀) + 𝜀

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏. (56)

Тогда, используя (44) и (56), оценим∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜌2𝜃2𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝑀2

1

∫︁ 𝑡

0

[︃
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃2(𝑥, 𝜏)

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥

]︃
𝑑𝜏 6

6 𝑀2
1 max
06𝜏6𝑡

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥 ·

∫︁ 𝑡

0
max

06𝑥6𝑠(𝜏)
𝜃2(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 6

6 𝐶 + 𝐶𝜀

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏.

Используя последнюю оценку при соответствующем выборе 𝜀, применяя неравенство Грону-
олла, из (55) получим утверждение леммы.

Лемма 14. Существуют постоянные 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3,𝑀2 > 0, зависящие от Т, начальных и кра-
евых данных, такие, что для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливы следующие оценки∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶1, (57)

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶2,

∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜃2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝜃2𝑥𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶3, (58)

max
(𝑥,𝑡)∈Ω𝑇

𝜃(𝑥, 𝑡) 6 𝑀2. (59)

Доказательство. Если учесть ограниченность 𝜃(𝑥, 𝑡) снизу, то с использованием леммы 13
имеем ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0

𝜃2𝑥
𝜃
𝑑𝑥𝑑𝜏 6 𝐶.

Подставляя последнюю оценку в утверждение леммы 12, получим∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶 + 𝐶𝜀

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠(𝜏)

0
𝑢2𝑥𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏. (60)

Теперь оценка (57) получается из леммы 11 с использованием (56), (60) и оценки леммы 13.
Из (60) и (57) имеем для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶.
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Из уравнения (1) следует для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]∫︁ 𝑠(𝑡)

0
𝜌2𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝐶.

Оценки (58), (59) получаются из уравнения (3) стандартным образом с использованием уже
полученных оценок для 𝜌 и 𝑢.

Оценки теоремы в гельдеровских нормах, после того как доказаны априорные оценки лемм
1–14, получаются методами, изложенными в [25].
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