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ДИНАМИКА ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ,
СВЯЗАННЫХ С АЛГЕБРОЙ SU(1,1).

В.Э. КИМ

Аннотация. В настоящей работе рассматриватеся линейный непрерывный опера-
тор в сепарабельном пространстве Фреше, являющийся одним из генераторов ал-
гебры Ли su(1, 1). Изучается динамическая система с дискретным временем, порож-
даемая итерациями этого оператора. Показано, что при некоторых дополнительных
условиях оператор, порождающий указанную динамическую систему, является часто-
гиперциклическим и хаотическим (в смысле Девани). Указываются применения полу-
ченного результата к исследованию конкретных операторов.
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1. Введение

Среди динамических систем с дискретным временем важный подкласс составляют си-
стемы, описываемые с помощью итераций какого-либо одного отображения (см., напри-
мер, [1], [2]). Пусть 𝑋 – сепарабельное пространство Фреше, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 – непрерыв-
ный оператор. Тогда итерации {𝑇 𝑛, 𝑛 = 0, 1, · · · } задают в пространстве 𝑋 дискрет-
ную динамическую систему. Существуют различные подходы к определению хаотично-
сти динамической системы (см., например, [3]). В данной статье мы будем пользовать-
ся определением хаотического отображения по Девани [1], [2]. Оператор 𝑇 является ха-
отическим (по Девани), если выполняются следующие условия: 1) оператор 𝑇 являет-
ся топологически транзитивным, т.е. существует такой элемент 𝑥 ∈ 𝑋, что его орбита
Orb(𝑇, 𝑥) = {𝑇 𝑛𝑥, 𝑛 = 0, 1, · · · } является плотным подмножеством в 𝑋; 2) множество
периодических точек оператора 𝑇 плотно в 𝑋. Напомним, что точка 𝑥 ∈ 𝑋 называется
периодической для оператора 𝑇 , если существует такое 𝑛 ∈ N, что 𝑇 𝑛𝑥 = 𝑥.

Линейный топологически транзитивный оператор обычно называют гиперциклическим
оператором. Хорошо известно, что в конечномерных пространствах топологически тран-
зитивными могут быть только нелинейные операторы. Однако в бесконечномерных про-
странствах существуют широкие классы гиперциклических и линейных хаотических опе-
раторов. Так, например, известная теорема Годфруа-Шапиро [4] утверждает, в частности,
что все операторы свертки (кроме операторов умножения на константу) в пространстве
всех целых функций 𝐻(C) являются гиперциклическими и хаотическими. В работе [5]
было показано, что указанные операторы являются также часто-гиперциклическими.

Понятие часто-гиперциклического оператора было впервые введено в работе [6]. Пусть
𝐴 ⊂ N – некоторое множество. Обозначим через dens(𝐴) нижнюю плотность множества
𝐴, т.е.

dens(𝐴) = lim inf
𝑁→∞

#{𝑛 ∈ 𝐴 : 𝑛 6 𝑁}
𝑁

.
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Согласно определению, данному в работе [6], линейный непрерывный оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝑋
называется часто-гиперциклическим, если найдется такой элемент 𝑥 ∈ 𝑋, что для любо-
го непустого открытого подмножества 𝑈 ⊂ 𝑋 выполняется: dens{𝑛 ∈ N : 𝑇 𝑛𝑥 ∈ 𝑈} > 0.
Нетрудно видеть, что любой часто-гиперциклический оператор является гиперцикли-
ческим. Однако есть примеры гиперциклических операторов, не являющихся часто-
гиперциклическими. Более подробные сведения об этих и других вопросах динамики ли-
нейных операторов можно найти, например, в книге [7].

В ряде работ (см., например, [8]–[11] ) исследовался вопрос о том, какие еще операто-
ры в пространстве 𝐻(C), помимо операторов свертки, являются гиперциклическими. Так,
в работе [11] было, в частности, доказано, что линейный непрерывный неинъективный
оператор 𝑇 : 𝐻(C) → 𝐻(C) является гиперциклическим, если 𝑇 удовлетворяет коммута-
ционному соотношению [︁

𝑇,
d

d𝑧

]︁
= 𝐼, (1)

где 𝐼 – тождественный оператор. Известно, что коммутационное соотношение типа (1)
порождает алгебру Ли, называемую обычно алгеброй Гейзенберга-Вейля (см., например,
[12, с. 24]). Цель настоящей работы — показать, что свойством гиперцикличности (а также
частой гиперцикличности и хаотичности) обладают также операторы, удовлетворяющие
коммутационным соотношениям, порождающим другую алгебру Ли, а именно, алгебру
su(1, 1). Как известно (см., например, [12, с. 38]), генераторы 𝐾0, 𝐾−, 𝐾+ алгебры su(1, 1)
удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям:

[𝐾0, 𝐾+] = 𝐾+; [𝐾0, 𝐾−] = −𝐾−; [𝐾−, 𝐾+] = 2𝐾0. (2)

Статья организована следующим образом. В параграфе 1 доказывается основной ре-
зультат статьи (Теорема 2). В параграфе 2 приводятся примеры, иллюстрирующие приме-
нение Теоремы 2. Эти примеры показывают, что с помощью Теоремы 2 устанавливаются
некоторые новые классы гиперциклических и хаотических операторов, а также, что из
этой теоремы вытекают некоторые уже известные результаты о гиперциклических опера-
торах.

2. Основные результаты

В этом разделе будет сформулирован и доказан основной результат статьи о гиперцик-
лическом и хаотическом поведении оператора 𝐾−, удовлетворяющего коммутационным
соотношениям вида (2). Для доказательства этого результата мы будем использовать сле-
дующую теорему, доказанную в работе [6]:

Теорема 1 (F. Bayart, S. Grivaux). Пусть 𝑋 – сепарабельное пространство Фреше,
𝑇 – линейный непрерывный оператор на 𝑋. Предположим, что существует плотное
подмножество 𝑋0 ⊂ 𝑋 и отображение 𝑆 : 𝑋0 → 𝑋0, такие что

i: ряд
∑︀∞

𝑛=0 𝑇
𝑛𝑥 сходится безусловно ∀𝑥 ∈ 𝑋0;

ii: ряд
∑︀∞

𝑛=0 𝑆
𝑛𝑥 сходится безусловно ∀𝑥 ∈ 𝑋0;

iii: 𝑇𝑆𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑋0.
Тогда оператор 𝑇 является часто-гиперциклическим и хаотическим.

Для доказательства основной теоремы нам также понадобится следующая вспомога-
тельная лемма.

Лемма 1. Пусть 𝑋 – сепрабельное пространство Фреше, 𝐾0, 𝐾−, 𝐾+ – линейные
непрерывные операторы на 𝑋, удовлетворяющие коммутационным соотношениям (2).
Тогда при любом 𝑛 ∈ N выполняется

𝐾0𝐾
𝑛
+ = 𝑛𝐾𝑛

+ +𝐾𝑛
+𝐾0. (3)
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Доказательство. Доказательство по индукции. Из соотношений (2) вытекает, что
𝐾0𝐾+ = 𝐾+ +𝐾+𝐾0. Таким образом, равенство (3) выполнено при 𝑛 = 1. База индукции
установлена. Возьмем произвольное 𝑚 ∈ N, 𝑚 > 1. Докажем теперь равенство (3) при
𝑛 = 𝑚, предполагая, что (3) выполняется при 𝑛 = 𝑚− 1, т.е.

𝐾0𝐾
𝑚−1
+ = (𝑚− 1)𝐾𝑚−1

+ +𝐾𝑚−1
+ 𝐾0.

Имеем

𝐾0𝐾
𝑚
+ = 𝐾0𝐾+(𝐾

𝑚−1
+ ) = 𝐾𝑚

+ +𝐾+𝐾0𝐾
𝑚−1
+ =

= 𝐾𝑚
+ + (𝑚− 1)𝐾𝑚

+ +𝐾𝑚
+𝐾0 = 𝑚𝐾𝑚

+ +𝐾𝑚
+𝐾0.

Следующая теорема является основным результатом статьи.

Теорема 2. Пусть 𝑋 – сепарабельное пространство Фреше, {𝑝𝑘}∞𝑘=1 – семейство по-
лунорм, задающих топологию в пространстве 𝑋. Пусть 𝐾0, 𝐾−, 𝐾+ – линейные непре-
рывные операторы на 𝑋, удовлетворяющие коммутационным соотношениям (2). Пред-
положим, что найдется такой элемент 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ {0}, что

A: 𝑥 ∈ ker𝐾−;
B: система {𝐾𝑛

+𝑥, 𝑛 = 0, 1, · · · } полна в 𝑋;
C: при любом 𝑘 ∈ N выполняется

lim
𝑚→∞

(︁𝑝𝑘(𝐾𝑚
+ 𝑥)

(𝑚!)2

)︁1/𝑚

< 1;

D: 2𝐾0𝑥 = 𝑥.
Тогда оператор 𝐾− является часто-гиперциклическим и хаотическим.

Доказательство. Докажем вначале, что

𝐾−𝐾
𝑛
+𝑥 = 𝑛2𝐾𝑛−1

+ 𝑥 (4)

при любом 𝑛 ∈ N. Проведем доказательство по индукции. Из соотношений (2) и условий A
и D вытекает, что 𝐾−𝐾+𝑥 = 𝑥. Таким образом, (4) выполняется при 𝑛 = 1. База индукции
установлена. Возьмем теперь произвольное 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≥ 1. Предполагая, что (4) выполнено
для 𝑛 = 𝑚, докажем, что (4) выполняется для 𝑛 = 𝑚 + 1, т.е. 𝐾−𝐾

𝑚+1
+ 𝑥 = (𝑚 + 1)2𝐾𝑚

+ 𝑥.
Используя условия A и D, соотношения (2) и Лемму, получаем:

𝐾−𝐾
𝑚+1
+ 𝑥 = 𝐾−𝐾

𝑚+1
+ 𝑥+𝐾+(𝑚

2𝐾𝑚−1
+ 𝑥−𝐾−𝐾

𝑚
+ 𝑥) =

= 𝐾−𝐾
𝑚+1
+ 𝑥+𝑚2𝐾𝑚

+ 𝑥−𝐾+𝐾−(𝐾
𝑚
+ 𝑥) =

= 𝐾−𝐾
𝑚+1
+ 𝑥+𝑚2𝐾𝑚

+ 𝑥+ 2𝐾0𝐾
𝑚
+ 𝑥−𝐾−𝐾

𝑚+1
+ 𝑥 = 𝑚2𝐾𝑚

+ 𝑥+ 2𝐾0𝐾
𝑚
+ 𝑥 =

= 𝑚2𝐾𝑚
+ 𝑥+ 2𝑚𝐾𝑚

+ 𝑥+𝐾𝑚
+ (2𝐾0𝑥) = (𝑚+ 1)2𝐾𝑚

+ 𝑥.

Итак, мы установили, что равенство (4) выполняется при любом 𝑛 ∈ N. Заметим теперь,
что в силу условия B множество 𝑋0 = span{𝐾𝑛

+𝑥, 𝑛 = 0, 1, · · · } является плотным подмно-
жеством в 𝑋. Возьмем в качестве оператора 𝑇 в Теореме 1 оператор 𝐾− и покажем, что
для него выполняются все условия Теоремы 1.

Из соотношения (4) и условия A следует, что для любого 𝑦 ∈ 𝑋0 найдется такой номер
𝑀 ∈ N, что 𝐾𝑚

− 𝑦 = 0 при 𝑚 ≥ 𝑀 . Таким образом, для оператора 𝐾− выполнено условие
i Теоремы 1. Определим теперь на множестве 𝑋0 отображение 𝑆 следующим образом:

𝑆𝐾𝑛
+ =

𝐾𝑛+1
+

(𝑛+ 1)2
.

Тогда, как нетрудно видеть, 𝐾−𝑆𝑦 = 𝑦 для любого 𝑦 ∈ 𝑋0. Таким образом, выполнено
условие iii Теоремы 1.
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Заметим, что

𝑆𝑚𝐾𝑛
+𝑥 =

(𝑛!)2𝐾𝑛+𝑚
+ 𝑥

((𝑛+𝑚)!)2
.

Тогда из условия C вытекает, что ряды
∞∑︁

𝑚=0

𝑝𝑘(𝑆
𝑚𝐾𝑛

+), 𝑛 = 0, 1, · · ·

сходятся при любом 𝑘 ∈ N. Отсюда следует, что ряд ряд
∑︀∞

𝑚=0 𝑆
𝑚𝑦 сходится безусловно

∀𝑦 ∈ 𝑋0. Таким образом, условие ii Теоремы 1 также выполнено. Следовательно, оператор
𝐾− является часто-гиперциклическим и хаотическим.

3. Примеры

В этом разделе будут представлены примеры, иллюстрирующие применение Теоремы
2 к изучению динамики конкретных операторов. Вначале мы докажем один результат,
относящийся к описанию генераторов алгебры su(1, 1). В качестве следствия будут полу-
чены результаты о гиперцикличности и хаотичности некоторых конкретных операторов
на примере операторов, действующих в пространстве всех целых функций 𝐻(C) с то-
пологией равномерной сходимости на компактах. Отметим, что эквивалентное описание
топологии пространства 𝐻(C) может быть дано с помощью счетной системы полунорм
𝑝𝑘(𝑓) = max|𝑧|6𝑘 |𝑓(𝑧)|, 𝑘 ∈ N.

Теорема 3. Пусть 𝑋 – топологическое векторное пространство. Пусть 𝑇 , 𝐴 – ли-
нейные непрерывные операторы на 𝑋, удовлетворяющие коммутационному соотноше-
нию

[𝑇,𝐴] = 𝐼, (5)
где 𝐼 – тождественный оператор на 𝑋. Тогда операторы 𝐾− = 𝑇 + 𝐴𝑇 2, 𝐾+ = 𝐴,
𝐾0 = (1/2)𝐼 + 𝐴𝑇 удовлетворяют коммутационным соотношениям (2), т.е. являются
генераторами алгебры su(1, 1).

Доказательство. Отметим, что из соотношения (5) вытекает, что [𝑇,𝐴𝑛] = 𝑛𝐴𝑛−1,
[𝑇 𝑛, 𝐴] = 𝑛𝑇 𝑛−1, 𝑛 ∈ N. Используя этот факт, получаем:

[𝐾−, 𝐾+] = [𝑇 + 𝐴𝑇 2, 𝐴] = [𝑇,𝐴] + [𝐴𝑇 2, 𝐴] = 𝐼 + 𝐴𝑇 2𝐴− 𝐴2𝑇 2 =

= 𝐼 + 𝐴[𝑇 2, 𝐴] = 𝐼 + 2𝐴𝑇 = 2𝐾0.

Проверим теперь выполнение остальных соотношений. Имеем:

[𝐾0, 𝐾+] = [(1/2)𝐼 + 𝐴𝑇,𝐴] = [(1/2)𝐼, 𝐴] + [𝐴𝑇,𝐴] = 𝐴𝑇𝐴− 𝐴2𝑇 =

= 𝐴[𝑇,𝐴] = 𝐴 = 𝐾+;

[𝐾0, 𝐾−] = [(1/2)𝐼 + 𝐴𝑇, 𝑇 + 𝐴𝑇 2] = [𝐴𝑇, 𝑇 + 𝐴𝑇 2] = [𝐴𝑇, 𝑇 ] + [𝐴𝑇,𝐴𝑇 2].

Заметим теперь, что

[𝐴𝑇, 𝑇 ] = 𝐴𝑇 2 − 𝑇𝐴𝑇 = 𝐴𝑇 2 − 𝑇 (𝑇𝐴− 𝐼) = 𝐴𝑇 2 − 𝑇 2𝐴+ 𝑇 = −2𝑇 + 𝑇 = −𝑇 ;

[𝐴𝑇,𝐴𝑇 2] = 𝐴𝑇𝐴𝑇 2 − 𝐴𝑇 2𝐴𝑇 = 𝐴𝑇 (𝐴𝑇 2 − 𝑇𝐴𝑇 ) = 𝐴𝑇 (−𝑇 ) = −𝐴𝑇 2.

Окончательно получаем:

[𝐾0, 𝐾−] = −𝑇 − 𝐴𝑇 2 = −𝐾−.

Таким образом, все коммутационные соотношения (2) выполнены.
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Следствие 1. Оператор Φ, действующий в пространстве 𝐻(C) по правилу

Φ𝑓(𝑧) = 𝑓 ′(𝑧) + 𝑧𝑓 ′′(𝑧), (6)

является часто-гиперциклическим и хаотическим.

Доказательство. Заметим, что
[︁

d
d𝑧
, z
]︁

= 𝐼, где через z обозначен оператор умноже-
ния на независимую переменную 𝑧 в пространстве 𝐻(C). Следовательно, по Теореме
6 оператор Φ является генератором алгебры su(1, 1). Хорошо известно, что система
{z𝑛(1) = 𝑧𝑛, 𝑛 = 0, 1, · · · } полна в 𝐻(C). Кроме того, очевидно, Φ(1) = 0, (𝐼+2z d

d𝑧
)(1) = 1.

Таким образом, условия A, B и D Теоремы 2 выполнены. Заметим также, что

lim
𝑚→∞

(︁𝑝𝑘(𝑧𝑚)
(𝑚!)2

)︁1/𝑚

= lim
𝑚→∞

𝑘

(𝑚!)2/𝑚
= 0, ∀𝑘 ∈ N.

Таким образом, условие C Теоремы 2 также выполнено, а значит, оператор Φ является
часто-гиперциклическим и хаотическим.

Отметим, что гиперцикличность оператора вида (6) следует также из результатов работы
[9], так как этот оператор является частным случаем оператора Гельфонда-Леонтьева.

В следующем утверждении уставливаются новые классы гиперциклических и хаотиче-
ских операторов в пространстве 𝐻(C).

Следствие 2. Пусть 𝑇 – оператор в пространстве 𝐻(C), действующий по прави-
лу 𝑇𝑓(𝑧) = 𝑃 ( d

d𝑧
)𝑓(𝑧) − 𝑧𝑓(𝑧), где 𝑃 ∈ 𝐻(C) – некоторый многочлен. Тогда оператор

Φ = 𝑇 + d
d𝑧
𝑇 2 является часто-гиперциклическим и хаотическим оператором в простран-

стве 𝐻(C).

Доказательство. Заметим, что
[︁
𝑇, d

d𝑧

]︁
= 𝐼 (см. [9]). Следовательно, по Теореме 6 оператор

Φ является генератором алгебры su(1, 1). Из общей теории линейных дифференциальных
уравнений в комплексной плоскости следует, что найдется такая функция 𝐹 ∈ 𝐻(C), что
𝐹 ∈ ker𝑇 , 𝐹 ̸≡ 0. В [9] было показано, что система {𝐹 (𝑛), 𝑛 = 0, 1, · · · } полна в 𝐻(C).
Кроме того, очевидно, Φ(𝐹 ) = 0, (𝐼 + 2 d

d𝑧
𝑇 )(𝐹 ) = 𝐹 . Таким образом, условия A, B и D

Теоремы 2 выполнены. Заметим также, что при любом 𝑘 ∈ N выполняется

lim
𝑚→∞

(︁𝑝𝑘(𝐹 (𝑚))

(𝑚!)2

)︁1/𝑚

6 lim
𝑚→∞

(︁𝑚!𝑝2𝑘(𝐹 )

𝑘𝑚(𝑚!)2

)︁1/𝑚

= lim
𝑚→∞

1

𝑘(𝑚!)1/𝑚
= 0.

Таким образом, выполнено условие C Теоремы 2. Следовательно, оператор Φ является
часто-гиперциклическим и хаотическим.

Приведем пример конкретного оператора в пространстве 𝐻(C), удовлетворяющего усло-
виям Следствия 2. Если в качестве оператора 𝑇 взять оператор 𝑇 = d

d𝑧
− z, то в качестве

функции 𝐹 можно взять функцию 𝐹 (𝑧) = exp(𝑧2/2). Тогда оператор Φ будет иметь вид
Φ𝑓(𝑧) = 𝑓 ′′′(𝑧) − 𝑧𝑓 ′′(𝑧) − 𝑓 ′(𝑧) − 𝑧𝑓(𝑧). Согласно Следствию 2 этот оператор является
часто-гиперциклическим и хаотическим оператором в пространстве 𝐻(C).
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