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И.И. КАРАМОВ, В.В. НАПАЛКОВ

Аннотация. В статье введен обобщённый оператор Данкла, действующий в простран-
стве целых функций на C, изучены задачи гармонического анализа, связанные с этим
оператором, и показана его взаимосвязь с оператором обобщённого дифференцирова-
ния Гельфонда-Леонтьева.

Ключевые слова: Оператор Данкла, собственная функция, оператор свертки Данк-
ла, преобразование Данкла, характеристическая функция, гиперциклический опера-
тор.

Mathematics Subject Classification: 47B38

1. Введение

Пусть 𝐻(C) – пространство целых функций с топологией равномерной сходимости на
компактах, 𝐻*(C) – сильное сопряженное пространство к 𝐻(C), 𝑃C – пространство целых
функций экспоненциального типа. Известно, что пространство 𝐻*(C) изоморфно про-
странству 𝐻0({∞}) – пространству аналитических функций в окрестности бесконечно
удаленной точки, обращающихся в точке ∞ в нуль (см., например, [1]). Более того, если
𝐹 ∈ 𝐻*(C) и 𝑔𝐹 ∈ 𝐻0({∞}) – соответствующая функция (согласно указанному изомор-
физму), то

(𝐹, 𝑓) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑓(𝑧)𝑔𝐹 (𝑧) 𝑑𝑧, (1.1)

где 𝑓 ∈ 𝐻(C), 𝐶 – замкнутый спрямляемый контур, охватывающий все особенности функ-
ции 𝑔𝐹 и лежащий в области аналитичности этой функции.

Рассмотрим обобщённый оператор Данкла Λ на 𝐻(C)

Λ𝑓(𝑧) =
𝑑

𝑑𝑧
𝑓(𝑧) +

𝑐

𝑧

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑓(𝛼𝑗𝑧), 𝑧 ∈ C, (1.2)

где 𝛼𝑗 = 𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑚 , 𝑗 = 0,𝑚− 1, 𝑓 ∈ 𝐻(C), 𝑚 – фиксированное натуральное число, причем

𝑚 > 2. Не ограничивая общности, в дальнейшем будем считать, что 𝑐 = 1.
Этот оператор обобщает ранее изученный в работе [2] оператор Данкла

𝐷𝑓(𝑧) =
𝑑

𝑑𝑧
𝑓(𝑧) +

𝑐

𝑧
(𝑓(𝑧) − 𝑓(−𝑧)), 𝑧 ∈ C.

Операторы Данкла (см. [3]) – это дифференциально-разностные операторы, связанные
с конечными группами отражений в некотором евклидовом пространстве. Эти операторы
играют важную роль в различных задачах математики и физики (см., например, [4]).
Изучим задачи гармонического анализа, связанные с оператором (1.2) (операторы сдвига
Данкла, свертка Данкла, преобразование Данкла и т. д.).

I.I. Karamov, V.V. Napalkov, Generalized Dunkl operator.
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Рассмотрим функцию 𝑔 ∈ 𝐻0({∞}):

𝑔(𝑧) =
1

𝑧2
+

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑚

𝑧 − 2𝜋𝑖𝑗
𝑚

.

Согласно вышеуказанному изоморфизму, этой функции соответствует функционал
𝐹 ∈ 𝐻*(C). Возьмём преобразование Лапласа данного функционала: ̂︀𝐹 (𝜇) = (𝐹, 𝑒𝜇𝑧). При-
меняя (1.1), преобразование ̂︀𝐹 можно записать в виде:

̂︀𝐹 (𝜇) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑒𝜇𝑧𝑔(𝑧) 𝑑𝑧 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑒𝜇𝑧

(︃
1

𝑧2
+

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑚

𝑧 − 2𝜋𝑖𝑗
𝑚

)︃
𝑑𝑧 =

= 𝜇+
𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑚

(𝜇+1). (1.3)

Здесь контур 𝐶 охватывает начало координат и точки 2𝜋𝑖𝑗
𝑚
, 𝑗 = 0,𝑚− 1.

Введём теперь функцию

𝑦(𝑧) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
. (1.4)

Во втором разделе изучаются свойства собственной функции 𝑦𝜆 оператора Λ, соответству-
ющей собственному значению 𝜆 и удовлетворяющей условию 𝑦𝜆(0) = 1, и будет показано,
что функция 𝑦𝜆 определяется соотношением 𝑦𝜆(𝑧) = 𝑦(𝜆𝑧), где функция 𝑦 имеет вид (1.4).

Далее по (1.2) строится оператор сдвига Данкла 𝜏𝑤 (раздел 3):

(𝜏𝑤𝑓)(𝑧) = 𝑓(𝑧) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
Λ𝑘𝑓(𝑧), 𝑧, 𝑤 ∈ C. (1.5)

Тогда оператор свертки Данкла функционала 𝑇 ∈ 𝐻*(C) и функции 𝑓 ∈ 𝐻(C) определя-
ется следующим образом:

𝑀𝑇 [𝑓 ](𝑧) = 𝑇 * 𝑓(𝑧) = ⟨𝑇𝑤, (𝜏𝑤𝑓)(𝑧)⟩, 𝑧, 𝑤 ∈ C. (1.6)

В завершение вводится преобразование Данкла функционала 𝑇 ∈ 𝐻*(C):

D(𝑇 )(𝜆) = 𝑇 (𝜆) = ⟨𝑇, 𝑦(𝜆𝑧)⟩, 𝜆 ∈ C, (1.7)

которое устанавливает топологический изоморфизм пространств 𝐻*(C) и 𝑃C, а также
рассматриваются уравнения обобщенной свертки (однородное и неоднородное).

2. Собственная функция оператора Λ

Предложение 1. а) Собственная функция 𝑦𝜆 оператора Λ, соответствующая соб-
ственному значению 𝜆 и удовлетворяющая условию 𝑦𝜆(0) = 1, единственна и определя-
ется по формуле (1.4).
б) Функция 𝑦(𝑧) является целой функцией экспоненциального типа, причем ее тип 𝜎 = 1.

Доказательство. а) Действительно, пусть 𝑦 имеет вид (1.4), тогда

Λ(𝑦(𝜆𝑧)) = Λ

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑧𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘Λ(𝑧𝑘)̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
. (2.1)



ОБОБЩЕННЫЙ ОПЕРАТОР ДАНКЛА 61

Учитывая, что

Λ(𝑧𝑘) =
𝑑

𝑑𝑧
𝑧𝑘 +

1

𝑧

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗
(︀
𝛼𝑘𝑗 𝑧

𝑘
)︀

= 𝑘𝑧𝑘−1 +
1

𝑧

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑘+1
𝑗 𝑧𝑘 =

=

(︃
𝑘 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑘+1
𝑗

)︃
𝑧𝑘−1 = ̂︀𝐹 (𝑘)𝑧𝑘−1, 𝑘 ∈ N, ̂︀𝐹 (0) = 0, (2.2)

получим

Λ(𝑦(𝜆𝑧)) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑧𝑘−1̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
̂︀𝐹 (𝑘) = 𝜆

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑧𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)

)︃
= 𝜆𝑦(𝜆𝑧).

Докажем теперь единственность собственной функции. Пусть 𝑑 ∈ 𝐻(C) такова, что
Λ(𝑑(𝜆𝑧)) = 𝜆𝑑(𝜆𝑧). Если 𝑑(𝑧) =

∑︀∞
𝑘=0 𝑏𝑘𝑧

𝑘, где 𝑏0 = 1, то

Λ(𝑑(𝜆𝑧)) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝜆
𝑘Λ(𝑧𝑘) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝜆
𝑘 ̂︀𝐹 (𝑘)𝑧𝑘−1 =

1

𝑧

∞∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘 ̂︀𝐹 (𝑘)(𝜆𝑧)𝑘. (2.3)

С другой стороны,

Λ(𝑑(𝜆𝑧)) = 𝜆
∞∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘(𝜆𝑧)𝑘. (2.4)

Так как 𝑏0 = 1, из (2.3) и (2.4) следует, что

𝑏𝑘 =
1̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)

, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Следовательно, 𝑑(𝜆𝑧) ≡ 𝑦(𝜆𝑧).
б) Напомним, что функция 𝑓 ∈ 𝐻(C) – целая функция экспоненциального типа, если

∃ 𝐶, 𝑎 > 0: |𝑓(𝑧)| 6 𝐶𝑒𝑎|𝑧|, 𝑧 ∈ C.
Из (1.4) следует

|𝑦(𝑧)| 6 1 +
∞∑︁
𝑘=1

|𝑧|𝑘

| ̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)|
. (2.5)

Оценим выражение | ̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)|. Имеем

| ̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)| = | ̂︀𝐹 (1)|| ̂︀𝐹 (2)| . . . | ̂︀𝐹 (𝑘)| =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑒
4𝜋𝑖𝑗
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒2 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑒
6𝜋𝑖𝑗
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ . . .

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑘 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑒
2(𝑘+1)𝜋𝑖𝑗

𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6

(︃
1 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

⃒⃒⃒
𝑒

4𝜋𝑖𝑗
𝑚

⃒⃒⃒)︃(︃
2 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

⃒⃒⃒
𝑒

6𝜋𝑖𝑗
𝑚

⃒⃒⃒)︃
. . .

(︃
𝑘 +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

⃒⃒⃒
𝑒

2(𝑘+1)𝜋𝑖𝑗
𝑚

⃒⃒⃒)︃
=

= (1 +𝑚)(2 +𝑚) . . . (𝑘 +𝑚) =
(𝑘 +𝑚)!

𝑚!
.

Поскольку ̂︀𝐹 (𝑘) принимает следующие значения:

̂︀𝐹 (𝑘) =

{︃
𝑘 +𝑚, если 𝑘 = 𝑙𝑚− 1, 𝑙 ∈ N;
𝑘, если 𝑘 ̸= 𝑙𝑚− 1, 𝑙 ∈ N,

то, очевидно,
| ̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)| > 𝑘!. (2.6)
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Таким образом,

𝑘! 6 | ̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)| 6 (𝑘 +𝑚)!

𝑚!
. (2.7)

Из (2.6) получаем

|𝑦(𝑧)| 6 1 +
∞∑︁
𝑘=1

|𝑧|𝑘

𝑘!
= 𝑒|𝑧|. (2.8)

Рассмотрим функцию 𝜓(𝑧) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑚!

(𝑘 +𝑚)!
𝑧𝑘. Вычислим её порядок. Напомним, что

порядок произвольной целой функции 𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 можно вычислить по формуле

(см. [5])

𝜌𝑓 = lim
𝑘→∞

𝑘 ln 𝑘

ln | 1
𝑎𝑘
|
.

Следовательно,

𝜌𝜓 = lim
𝑘→∞

𝑘 ln 𝑘

ln (𝑘+𝑚)!
𝑚!

= lim
𝑘→∞

𝑘 ln 𝑘

ln(𝑘 +𝑚)! − ln𝑚!
=

= lim
𝑘→∞

𝑘 ln 𝑘

ln 𝑘!
= lim

𝑘→∞

𝑘 ln 𝑘

ln
√

2𝜋𝑘 + 𝑘(ln 𝑘 − 1)
= 1.

Поскольку
1

| ̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)|
>

𝑚!

(𝑘 +𝑚)!
, то порядки соответствующих функций удовле-

творяют неравенству 𝜌𝑦 > 𝜌𝜓. Используя оценку (2.8), заключаем, 1 6 𝜌𝑦 6 1. Последнее
означает, что порядок функции 𝑦 также равен 1.
Вычислим тип 𝑦. Так как 𝜌𝑦 = 1, то для вычисления типа можно использовать формулу
(см. [5])

lim
𝑘→∞

𝑘
1
𝜌𝑓 𝑘
√︀
|𝑎𝑘| = (𝜎𝑓𝑒𝜌𝑓 )

1
𝜌𝑓 , (2.9)

где 𝑎𝑘 – коэффициенты функции 𝑓 ∈ 𝐻(C), 0 < 𝜌𝑓 < ∞ и 𝜎𝑓 – порядок и тип 𝑓 соответ-
ственно.
В нашем случае

𝑎𝑘 =
1̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)

, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑎0 = 1.

Тогда, используя оценку (2.6) и формулу Стирлинга 𝑘! ≈
√

2𝜋𝑘(𝑘
𝑒
)𝑘, выводим

lim
𝑘→∞

𝑘
1
𝜌𝑦 𝑘
√︀
|𝑎𝑘| = lim

𝑘→∞
𝑘 𝑘

√︃
1

| ̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)|
= lim

𝑘→∞
𝑘

1
𝑘
√
𝑘!

=

= lim
𝑘→∞

𝑘
𝑒

𝑘(2𝜋𝑘)
1
2𝑘

= 𝑒 lim
𝑘→∞

1

(2𝜋𝑘)
1
2𝑘

= 𝑒.

Применяя (2.9), находим, что 𝜎𝑦𝑒 = 𝑒. Следовательно, 𝜎𝑦 = 1.
Таким образом, 𝑦 ∈ 𝑃C.

Предложение 2. Имеет место следующая формула произведения

𝑦(𝜆𝑧) · 𝑦(𝜆𝑤) = 𝜏𝑤(𝑦(𝜆.))(𝑧), 𝑧, 𝑤 ∈ C. (2.10)
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Доказательство. Используя (1.4), получим

𝑦(𝜆𝑧) · 𝑦(𝜆𝑤) =

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑤𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)

)︃
· 𝑦(𝜆𝑧) = 𝑦(𝜆𝑧) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
𝜆𝑘𝑦(𝜆𝑧).

Так как Λ𝑘𝑦(𝜆𝑧) = 𝜆𝑘𝑦(𝜆𝑧), то

𝑦(𝜆𝑧) · 𝑦(𝜆𝑤) = 𝑦(𝜆𝑧) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
𝜆𝑘𝑦(𝜆𝑧) =

= 𝑦(𝜆𝑧) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
Λ𝑘𝑦(𝜆𝑧) = 𝜏𝑤(𝑦(𝜆.))(𝑧).

3. Оператор сдвига Данкла. Свертка Данкла

Рассмотрим вначале свойства оператора (1.2).

Предложение 3. Оператор Λ осуществляет непрерывное отображение из 𝐻(C) в
𝐻(C).

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐻(C). Не теряя общности, можно положить 𝑓(0) = 1. Запи-
шем (1.2) в следующем виде:

Λ𝑓(𝑧) = 𝑓 ′(𝑧) +
1

𝑧

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗(𝑓(𝛼𝑗𝑧) − 1) +
1

𝑧

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗 =

= 𝑓 ′(𝑧) +
𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗
(𝑓(𝛼𝑗𝑧) − 1)

𝑧
= 𝑓 ′(𝑧) +

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼2
𝑗

1∫︁
0

𝑓 ′(𝛼𝑗𝑧𝑡)𝑑𝑡. (3.1)

Тогда для любого 𝑅 > 0, используя интегральную формулу Коши, получаем

‖Λ𝑓‖𝑅 6 ‖𝑓 ′‖𝑅 +
𝑚−1∑︁
𝑗=0

|𝛼𝑗|2‖𝑓 ′‖𝑅 = (𝑚+ 1)‖𝑓 ′‖𝑅 6 (𝑚+ 1)
‖𝑓‖2𝑅
𝑅

,

где ‖𝑓‖𝑅 = max
|𝑧|6𝑅

|𝑓(𝑧)|. Таким образом, Λ: 𝐻(C) → 𝐻(C) – непрерывный оператор.

Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝐻(C), 𝑓(0) = 1, то 𝑓 представляется в следующем виде:

𝑓(𝑧) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

(Λ𝑘𝑓)(0)̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
𝑧𝑘, 𝑧 ∈ C.

Доказательство. Пусть

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, 𝑎0 = 1, 𝑧 ∈ C. (3.2)

Тогда в силу непрерывности оператора Λ для любого 𝑘 ∈ N

(Λ𝑘𝑓)(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛Λ𝑘(𝑧𝑛),

Λ𝑘(𝑧𝑛) = ̂︀𝐹 (𝑛) ̂︀𝐹 (𝑛− 1) . . . ̂︀𝐹 (𝑛− 𝑘 + 1)𝑧𝑛−𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . .
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В частности, Λ𝑘(𝑧𝑘) = ̂︀𝐹 (𝑘) ̂︀𝐹 (𝑘 − 1) . . . ̂︀𝐹 (1) и Λ𝑘(𝑧𝑛) = 0 при 𝑛 < 𝑘 или 𝑛 > 𝑘. Следова-
тельно,

(Λ𝑘𝑓)(0) = 𝑎𝑘 ̂︀𝐹 (𝑘) ̂︀𝐹 (𝑘 − 1) . . . ̂︀𝐹 (1).

Отсюда

𝑎𝑘 =
(Λ𝑘𝑓)(0)̂︀𝐹 (𝑘) ̂︀𝐹 (𝑘 − 1) . . . ̂︀𝐹 (1)

, 𝑘 = 1, 2, . . .

Подставляя последнее в (3.2), получаем утверждение теоремы.

Предложение 4. Ряд (1.5) сходится в 𝐻(C) и 𝜏𝑤: 𝐻(C) → 𝐻(C) является непрерыв-
ным оператором.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐻(C). Из (3.1) получаем

(Λ2𝑓)(𝑧) = 𝑓 ′′(𝑧) +
𝑚−1∑︁
𝑗1=0

𝛼2
𝑗1

1∫︁
0

(1 + 𝛼𝑗1𝑡)𝑓
′′(𝛼𝑗1𝑧𝑡) 𝑑𝑡+

𝑚−1∑︁
𝑗1=0

𝑚−1∑︁
𝑗2=0

𝛼3
𝑗1
𝛼2
𝑗2

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑡1𝑓
′′(𝛼𝑗1𝛼𝑗2𝑧𝑡1𝑡2) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2,

(Λ3𝑓)(𝑧) = 𝑓 ′′′(𝑧) +
𝑚−1∑︁
𝑗1=0

𝛼2
𝑗1

1∫︁
0

(1 + 𝛼𝑗1𝑡+ 𝛼2
𝑗1
𝑡2)𝑓 ′′′(𝛼𝑗1𝑧𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝑚−1∑︁
𝑗1=0

𝑚−1∑︁
𝑗2=0

𝛼3
𝑗1
𝛼2
𝑗2

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑡1(1 + 𝛼𝑗1𝑡1 + 𝛼𝑗1𝛼𝑗2𝑡1𝑡2)𝑓
′′′(𝛼𝑗1𝛼𝑗2𝑧𝑡1𝑡2) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2+

+
𝑚−1∑︁
𝑗1=0

𝑚−1∑︁
𝑗2=0

𝑚−1∑︁
𝑗3=0

𝛼4
𝑗1
𝛼3
𝑗2
𝛼2
𝑗3

1∫︁
0

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑡21𝑡2𝑓
′′′(𝛼𝑗1𝛼𝑗2𝛼𝑗3𝑧𝑡1𝑡2𝑡3) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3.

По индукции выводим

(Λ𝑛𝑓)(𝑧) = 𝑓 (𝑛)(𝑧) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚−1∑︁
𝑗1=0

. . .
𝑚−1∑︁
𝑗𝑘=0

𝛼𝑘+1
𝑗1

𝛼𝑘𝑗2 . . . 𝛼
2
𝑗𝑘
·

·
1∫︁

0

. . .

1∫︁
0

𝑃𝑘,𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑓
(𝑛)(𝛼𝑗1 . . . 𝛼𝑗𝑘𝑧𝑡1 . . . 𝑡𝑘) 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘,

где 𝑃𝑘,𝑛 – многочлен по 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛, удовлетворяющий неравенству

|𝑃𝑘,𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)| 6
(︂
𝑛

𝑘

)︂
, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘 ∈ [0, 1].

Тогда, учитывая, что |𝛼𝑗1| = |𝛼𝑗2| = . . . = |𝛼𝑗𝑘 | = 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., получим

‖Λ𝑛𝑓‖𝑅 6 ‖𝑓 (𝑛)‖𝑅 +
𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝑛

𝑘

)︂𝑚−1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑚−1∑︁
𝑗𝑘=0

|𝛼𝑗1|𝑘+1|𝛼𝑗2 |𝑘 . . . |𝛼𝑗𝑘 |2‖𝑓 (𝑛)‖𝑅 =

=

(︃
1 +

𝑚−1∑︁
𝑗1=0

. . .
𝑚−1∑︁
𝑗𝑘=0

(2𝑛 − 1)

)︃
‖𝑓 (𝑛)‖𝑅 = (1 + (2𝑛 − 1)𝑚𝑛)‖𝑓 (𝑛)‖𝑅

По интегральной формуле Коши для любого 𝑅 > 0

‖𝑓 (𝑛)‖𝑅 6
𝑛!

𝑅𝑛
‖𝑓‖2𝑅.
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Тогда

‖Λ𝑛𝑓‖𝑅 6 (1 + (2𝑛 − 1)𝑚𝑛)
𝑛!

𝑅𝑛
‖𝑓‖2𝑅. (3.3)

Используя (3.3), находим, что для любого 𝑅 > 0 и |𝑧| 6 𝑅

lim
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑤𝑛(Λ𝑛𝑓)(𝑧)̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒
1
𝑛

6 lim
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒
𝑤𝑛‖Λ𝑛𝑓‖𝑅

𝑛!

⃒⃒⃒⃒ 1
𝑛

6
2𝑚|𝑤|
𝑅

.

Отсюда следует, что для любого 𝑧, 𝑤 ∈ C ряд (1.5) сходится и, к тому же, сходится рав-
номерно на каждом компакте C × C. Таким образом, 𝜏𝑤𝑓 ∈ 𝐻(C). Покажем теперь, что
‖𝜏𝑤𝑓‖𝑅 6 𝑀(𝑅,𝑤)‖𝑓‖2𝑅+4𝑚|𝑤|. Из этой оценки будет следовать непрерывность оператора
𝜏𝑤. Действительно, применяя (3.3), получим

‖𝜏𝑤𝑓‖𝑅 6 ‖𝜏𝑤𝑓‖𝑅+2𝑚|𝑤| =

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(𝑧) +

∞∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
Λ𝑘𝑓(𝑧)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅+2𝑚|𝑤|

6

6

(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

|𝑤|𝑘

(𝑅 + 2𝑚|𝑤|)𝑘
(1 + (2𝑘 − 1)𝑚𝑘)

)︃
‖𝑓‖2(𝑅+2𝑚|𝑤|) 6𝑀(𝑅,𝑤)‖𝑓‖2𝑅+4𝑚|𝑤|.

Полученный ряд сходится, так как

lim
𝑘→∞

(︂
(1 + (2𝑘 − 1)𝑚𝑘)|𝑤|𝑘

(𝑅 + 2𝑚|𝑤|)𝑘

)︂ 1
𝑘

=
2𝑚|𝑤|

𝑅 + 2𝑚|𝑤|
< 1.

Следовательно, 𝜏𝑤 – непрерывный оператор.

Следующее утверждение характеризует взаимосвязь обобщенного оператора Данкла и
оператора Гельфонда-Леонтьева.

Теорема 2. Оператор (1.2) представляет собой частный случай оператора обобщен-
ного дифференцирования Гельфонда-Леонтьева.

Доказательство. Возьмем функцию 𝑓 ∈ 𝐻(C):

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛.

Оператор обобщенного дифференцирования Гельфонда-Леонтьева (см. [6]) действует на
функцию 𝑓 следующим образом:

𝐷𝑘[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=𝑘

𝑎𝑛
𝑏𝑛−𝑘
𝑏𝑛

𝑧𝑛−𝑘,

где 𝑏𝑛 – коэффициенты некоторой целой функции 𝐹 (𝑧) порядка 𝜌 (0 < 𝜌 < ∞) и типа
𝜎 (0 < 𝜎 <∞), причем 𝑏𝑛 ̸= 0, 𝑛 > 0 и существует

lim
𝑛→∞

𝑛
1
𝜌 𝑛
√︀
|𝑏𝑛| = (𝜎𝑒𝜌)

1
𝜌 . (3.4)

Рассмотрим функцию

𝑦(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝑧
𝑛 = 1 +

∞∑︁
𝑛=1

1̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑛)
𝑧𝑛, 𝑏0 = 1.
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Очевидно, 𝑏𝑛 ̸= 0, 𝑛 > 0. Так как функция 𝑦 экспоненциального типа, то, учитывая, что
𝜎 = 1, используя оценку (2.7) и формулу Стирлинга, получим

lim
𝑛→∞

𝑛 𝑛
√︀

|𝑏𝑛| = lim
𝑛→∞

𝑛
1

𝑛

√︁
| ̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑛)|

= lim
𝑛→∞

𝑛
1

𝑛
√
𝑛!

=

= lim
𝑛→∞

𝑛
𝑒

𝑛(2𝜋𝑛)
1
2𝑛

= 𝑒 lim
𝑛→∞

1

(2𝜋𝑛)
1
2𝑛

= 𝑒.

Следовательно, условие (3.4) выполняется. Подействуем теперь на 𝑓 ∈ 𝐻(C) оператором
Λ:

Λ𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛Λ(𝑧𝑛).

Из (2.2) cледует, что Λ(𝑧𝑛) = ̂︀𝐹 (𝑛)𝑧𝑛−1. Следовательно,

Λ𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 ̂︀𝐹 (𝑛)𝑧𝑛−1 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛−1

𝑏𝑛
𝑧𝑛−1,

Λ2𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 ̂︀𝐹 (𝑛)Λ(𝑧𝑛−1) =
∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛 ̂︀𝐹 (𝑛) ̂︀𝐹 (𝑛− 1)𝑧𝑛−2 =
∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛
𝑏𝑛−2

𝑏𝑛
𝑧𝑛−2.

По индукции по числу 𝑘 находим, что если выполняется равенство

Λ𝑘−1𝑓(𝑧) =
∞∑︁

𝑛=𝑘−1

𝑎𝑛 ̂︀𝐹 (𝑛) ̂︀𝐹 (𝑛− 1) . . . ̂︀𝐹 (𝑛− 𝑘 + 2)𝑧𝑛−𝑘+1 =
∞∑︁

𝑛=𝑘−1

𝑎𝑛
𝑏𝑛−𝑘+1

𝑏𝑛
𝑧𝑛−𝑘+1.

Тогда

Λ𝑘𝑓(𝑧) = Λ(Λ𝑘−1𝑓(𝑧)) =
∞∑︁

𝑛=𝑘−1

𝑎𝑛 ̂︀𝐹 (𝑛) ̂︀𝐹 (𝑛− 1) . . . ̂︀𝐹 (𝑛− 𝑘 + 2)Λ(𝑧𝑛−𝑘+1) =

=
∞∑︁
𝑛=𝑘

𝑎𝑛 ̂︀𝐹 (𝑛) ̂︀𝐹 (𝑛− 1) . . . ̂︀𝐹 (𝑛− 𝑘 + 2) ̂︀𝐹 (𝑛− 𝑘 + 1)𝑧𝑛−𝑘 =
∞∑︁
𝑛=𝑘

𝑎𝑛
𝑏𝑛−𝑘
𝑏𝑛

𝑧𝑛−𝑘.

Таким образом, получили требуемое представление.

Приведем далее некоторые свойства оператора свертки Данкла (1.6). Пусть 𝑋 – топо-
логическое векторное пространство, 𝐿 – линейный непрерывный оператор в 𝑋.

Определение 1. Линейный непрерывный оператор 𝐿: 𝑋 → 𝑋 называется гиперцик-
лическим, если существует такой элемент 𝑥 ∈ 𝑋 (называемый гиперциклическим век-
тором оператора 𝐿), что его орбита {𝐿𝑛𝑥, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . } плотна в 𝑋.

Каждый гиперциклический оператор 𝐿 является топологически транзитивным в смысле
динамических систем, т. е. для любой пары открытых и непустых подмножеств 𝑈 и 𝑉 в
𝑋 найдется 𝑛 ∈ N такое, что 𝐿𝑛(𝑈) ∩ 𝑉 ̸= ∅.

Определение 2. Точка 𝑥 ∈ 𝑋 называется периодической для 𝐿, если 𝐿𝑛𝑥 = 𝑥 для
некоторого 𝑛 ∈ N.

Определение 3. Оператор 𝐿: 𝑋 → 𝑋 называется хаотическим, если он является
топологически транзитивным и имеет плотное множество периодических точек.

Предложение 5. Пусть 𝑇 ∈ 𝐻*(C).
1) Оператор (1.6) действует непрерывно из 𝐻(C) в 𝐻(C).
2) Оператор свертки Данкла является гиперциклическим и хаотическим на 𝐻(C).
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Доказательство.
1) Рассмотрим последовательность (𝑓𝑛)𝑛∈N ∈ 𝐻(C):

𝑓𝑛 → 𝑓, 𝑀𝑇 [𝑓𝑛] → 𝑔 при 𝑛→ ∞, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻(C).

Для любого 𝑤 ∈ C из Предложения 4 следует

𝜏𝑤𝑓𝑛 → 𝜏𝑤𝑓 при 𝑛→ ∞ в 𝐻(C).

Тогда

𝑀𝑇 [𝑓𝑛](𝑧) →𝑀𝑇 [𝑓 ](𝑧) при 𝑛→ ∞ для любого 𝑧 ∈ C.

Применяя теорему о замкнутом графике, получаем, что 𝑀𝑇 : 𝐻(C) → 𝐻(C) является
непрерывным оператором.
2) Так как обобщенный оператор Данкла является частным случаем оператора обобщен-
ного дифференцирования Гельфонда-Леонтьева, то справедлива Теорема 1 (из работы [7]),
из которой следует гиперцикличность и хаотичность оператора свертки Данкла (1.6).

4. Следствия из теоремы 2

Из теоремы 2 вытекает ряд важных следствий.

4.1. Преобразование Данкла. Обозначим через 𝑃𝑎(C) пространство целых функций
экспоненциального типа:

|𝑓(𝑧)| 6 𝐶𝑒𝑎|𝑧|, 𝑧 ∈ C, 𝐶, 𝑎 > 0,

где постоянная 𝐶 зависит от 𝑓 .
Введем на этом пространстве норму 𝑝𝑎:

𝑝𝑎(𝑓) = sup
𝑧∈C

|𝑓(𝑧)|𝑒−𝑎|𝑧|.

Как известно, 𝑃𝑎(C) – банахово пространство. Тогда

𝑃C =
⋃︁
𝑎>0

𝑃𝑎(C).

𝑃C наделяется топологией индуктивного предела.
Определим преобразование Данкла функционала 𝑇 ∈ 𝐻*(C) по формуле

D(𝑇 )(𝑧) = ⟨𝑇𝑤, 𝑦(𝑤𝑧)⟩ = 𝑎0 +
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑛)
𝑧𝑛,

где 𝑎𝑛 = ⟨𝑇𝑤, 𝑤𝑛⟩, 𝑛 ≥ 0, 𝑧 ∈ C.
Применяя результат из работы [8], получим

Следствие 1. Преобразование Данкла D устанавливает топологический изоморфизм
между пространствами 𝐻*(C) и 𝑃 (C).

4.2. Уравнение свертки, порожденное обобщенным оператором Данкла. Рас-
смотрим оператор свертки Данкла 𝑀𝑇 [𝑓 ](𝑧) = ⟨𝑇𝑤, (𝜏𝑤𝑓)(𝑧)⟩, 𝑧, 𝑤 ∈ C. С учетом (1.5)
перепишем его в следующем виде

𝑀𝑇 [𝑓 ](𝑧) = 𝑎0𝑓(𝑧) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
Λ𝑘𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘Λ
𝑘𝑓(𝑧), (4.1)

где
𝑐0 = 𝑎0, 𝑐𝑘 =

𝑎𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
, 𝑎𝑘 = ⟨𝑇𝑤, 𝑤𝑘⟩, 𝑘 = 1, 2, . . . .
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4.2.1. Однородное уравнение свертки. Однородное уравнение свертки – это уравнение
вида 𝑀𝑇 [𝑓 ](𝑧) = 0. Из (4.1) получаем

𝑀𝑇 [𝑓 ](𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘Λ
𝑘𝑓(𝑧) = 0. (4.2)

Характеристическая функция уравнения (4.2):

𝑇 (𝜆) = ⟨𝑇, 𝑦(𝜆𝑧)⟩ = 𝑎0 +
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘̂︀𝐹 (1) ̂︀𝐹 (2) . . . ̂︀𝐹 (𝑘)
𝜆𝑘 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝜆
𝑘.

Учитывая Теорему 2 и результат из работы [9], получим, что уравнение (4.2) имеет
решения вида 𝑧𝑚𝑦(𝑚)(𝜆𝑛𝑧), 𝑚 = 0, 1, . . . , 𝑝𝑛 − 1, 𝑛 = 1, 2, . . ., где 𝜆1, 𝜆2, . . . – нули харак-
теристической функции 𝑇 (𝜆) кратности 𝑝1, 𝑝2, . . . соответственно.

Решения вида 𝑧𝑚𝑦(𝑚)(𝜆𝑛𝑧), 𝑚 = 0, 1, . . . , 𝑝𝑛 − 1, 𝑛 = 1, 2, . . . назовем элементарными
решениями уравнения (4.2). Обозначим множество таких решений через 𝐸. Пусть 𝑊 –
множество всех целых решений уравнения (4.2). Тогда из [9; Теорема 3.3.5] вытекает

Следствие 2. Замыкание линейной оболочки множества 𝐸 в 𝐻(C) совпадает с 𝑊 .

Рассмотрим в 𝐻(C) неоднородное уравнение свертки
𝑀𝑇 [𝑓 ](𝑧) = 𝑔(𝑧), 𝑔(𝑧) ∈ 𝐻(C). (4.3)

Следствие 3. ([9]) Уравнение (4.3) разрешимо в 𝐻(C) для любой функции 𝑔 ∈ 𝐻(C).
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