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Аннотация. В работе определяется банахова алгебра периодических на бесконечно-
сти функций. Для таких функций вводится понятие ряда Фурье и его абсолютной схо-
димости, а также понятие обратимости. Получен аналог теоремы Винера об абсолютно
сходящихся рядах Фурье для периодических на бесконечности функций, коэффициен-
ты Фурье которых суммируемы с весом.
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1. Введение

Пусть 𝑙1(Z) — банахово пространство двусторонних суммируемых последовательностей
𝑎 : Z → C с нормой ‖𝑎‖1 =

∑︀
𝑘∈Z |𝑎(𝑘)| < ∞.

Символом 𝐶𝜔(R) будем обозначать банахово пространство непрерывных 𝜔-периодических
функций 𝑓 : R → C.

Будем говорить, что функция 𝑓 ∈ 𝐶𝜔(R) обладает абсолютно сходящимся рядом Фурье,
если она может быть представлена в виде ряда 𝑓(𝑡) =

∑︀
𝑘∈Z 𝑎(𝑘)𝑒𝑖

2𝜋𝑘
𝜔

𝑡, 𝑡 ∈ R, где 𝑎 ∈ 𝑙1(Z).
Совокупность всех таких функций обозначим через 𝐴𝐶𝜔(R). Заметим, что 𝐴𝐶𝜔(R) явля-
ется банаховой алгеброй (см. [1]) с поточечным умножением и нормой

‖𝑓‖𝐴𝐶 = ‖𝑎‖1 =
∑︁
𝑘∈Z

|𝑎(𝑘)|.

В терминах введенных обозначений теорема Винера формулируется следующим обра-
зом:

Теорема 1. Если функция 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝜔(R) и 𝑓(𝑡) ̸= 0 для всех 𝑡 ∈ R, то
1/𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝜔(R), т.е. 1/𝑓(𝑡) =

∑︀
𝑘∈Z 𝑏(𝑘)𝑒𝑖

2𝜋𝑘
𝜔

𝑡, где 𝑏 ∈ 𝑙1(Z).

Доказательство теоремы 1 приводится в [2].
Теорема Винера обобщалась в нескольких направлениях. Отметим теорему

Бохнера-Филлипса [3] для функций со значениями в банаховой алгебре, а также статьи
[4], [5], в которых теорема Винера была доказана для операторов, матрицы которых имеют
абсолютно суммируемые диагонали. Ссылки на исследования, связанные с приложениями
результатов, имеются в [6].

I.I. Strukova, Wiener’s theorem for periodic at infinity functions with summable weighted
Fourier series.
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В данной статье теорема Винера распространяется на класс периодических на беско-
нечности функций.

Далее введем множество периодических на бесконечности функций.
Пусть 𝑋 – комплексное банахово пространство. 𝐸𝑛𝑑𝑋 – банахова алгебра линейных

ограниченных операторов, действующих из 𝑋 в 𝑋.
Символом 𝐶𝑏,𝑢 = 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) будем обозначать банахово пространство равномерно непре-

рывных и ограниченных на R функций со значениями в 𝑋 с нормой ‖𝑥‖∞ = sup
𝑡∈R

‖𝑥(𝑡)‖𝑋 .

Символом 𝐶0 = 𝐶0(R, 𝑋) будем обозначать замкнутое подпространство из 𝐶𝑏,𝑢 убываю-
щих на бесконечности функций.

В банаховом пространстве 𝐶𝑏,𝑢 рассмотрим изометрическую группу операторов (или
представление) 𝑆 : R → 𝐸𝑛𝑑𝐶𝑏,𝑢, действующую по правилу

(𝑆(𝛼)𝑥)(𝑡) = 𝑥(𝑡 + 𝛼), 𝛼 ∈ R. (1)
Определение 1. Функция 𝑥 ∈ 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) называется медленно меняющейся или ста-

ционарной на бесконечности, если

𝑆(𝛼)𝑥− 𝑥 ∈ 𝐶0(R, 𝑋) для всех 𝛼 ∈ R.

Например, функция 𝑓 ∈ 𝐶𝑏,𝑢(R,C) вида 𝑓(𝑡) = sin ln(1+𝑡2) является медленно меняющейся
на бесконечности.

Определение 2. Функция 𝑥 ∈ 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) называется периодической на бесконечности
периода 𝜔 > 0, если

𝑆(𝜔)𝑥− 𝑥 ∈ 𝐶0(R, 𝑋).

Определение периодической на бесконечности функции было предложено
А.Г. Баскаковым и использовалось в статье [7].

Множество медленно меняющихся на бесконечности функций обозначим символом
𝐶𝑠𝑙 = 𝐶𝑠𝑙(R, 𝑋), а множество периодических на бесконечности функций периода 𝜔 – сим-
волом 𝐶𝜔,∞ = 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋).

В случае 𝑋 = C для рассматриваемых пространств будем использовать обозначения
𝐶𝑏,𝑢(R), 𝐶0(R), 𝐶𝑠𝑙(R), 𝐶𝜔,∞(R).

Отметим, что 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) – банахово пространство с нормой

‖𝑥‖∞ = sup
𝑡∈R

‖𝑥(𝑡)‖𝑋 .

Кроме того, 𝐶𝑠𝑙(R, 𝑋) и 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) образуют банаховы алгебры с поточечным умножени-
ем, если 𝑋 – банахова алгебра.

Определение 3. Обобщенным рядом Фурье функции 𝑥 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) будем называть
ряд вида

𝑥(𝑡) ∼
∑︁
𝑛∈Z

𝑥𝑛(𝑡)𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝑡, 𝑡 ∈ R,

а функции 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z, определяемые по формулам

𝑥𝑛(𝑡) =
𝑒−𝑖 2𝜋𝑛

𝜔
𝑡

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑥(𝑡 + 𝜏)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝜏𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R, 𝑛 ∈ Z, (2)

— коэффициентами Фурье функции 𝑥. Будем говорить, что обобщенный ряд Фурье функ-
ции 𝑥 абсолютно сходится, если найдутся функции 𝑦𝑛 ∈ 𝐶𝑠𝑙(R, 𝑋), 𝑛 ∈ Z, такие, что
𝑦𝑛 − 𝑥𝑛 ∈ 𝐶0(R, 𝑋) и

∑︀
𝑛∈Z ‖𝑦𝑛‖∞ < ∞.

Отметим, что слово "обобщенный"в дальнейшем будет опускаться.
Отметим также, что рассматриваемый ряд Фурье может не сходиться к функции 𝑥 и

понимается как формальный ряд.
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Пример 1. Примером функции из 𝐶𝜔,∞(R) с абсолютно сходящимся рядом Фурье
является функция 𝑓 : R → C вида

𝑓(𝑡) =
∑︁

𝑛∈Z∖{0}

(︂
1

𝑛2
sin(𝛼𝑛 ln(1 + 𝑡2))

)︂
𝑒𝑖

2𝜋𝑛
𝜔

𝑡, 𝑡 ∈ R, 𝛼𝑛 ∈ R. (3)

Отметим, что функции 𝑓𝑛, 𝑛 ∈ Z, построенные по функции 𝑓 по формуле (2), не совпадают
с функциями 𝑦𝑛 : 𝑡 ↦→ 1

𝑛2 sin𝛼𝑛 ln(1 + 𝑡2), 𝑡 ∈ R, 𝑛 ∈ Z, однако, 𝑓𝑛 − 𝑦𝑛 ∈ 𝐶0(R).
Замечание 1. Если 𝑥 ∈ 𝐶𝜔(R), то ряд Фурье из определения 3 совпадает с обычным

рядом Фурье функции 𝑥.
Далее будем использовать следующее обозначение:

𝑒𝑛(𝑡) = 𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝑡, 𝑡 ∈ R, 𝑛 ∈ Z.
Заметим, что отображение 𝑥 ↦→ 𝑃𝑛𝑥 = 𝑥𝑛𝑒𝑛 : 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) → 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋), 𝑛 ∈ Z является

ограниченным оператором с ‖𝑃𝑛‖ ≤ 1. Кроме того, 𝐼𝑚(𝑃 2
𝑛 − 𝑃𝑛) ⊂ 𝐶0(R, 𝑋) для образа

𝐼𝑚(𝑃 2
𝑛 − 𝑃𝑛) оператора 𝑃 2

𝑛 − 𝑃𝑛 (доказательство приводится в конце раздела 3), однако
операторы 𝑃𝑛, 𝑛 ∈ Z не являются проекторами.

До конца этого раздела символ 𝑋 будет обозначать банахову алгебру.
Определение 4. Функцию 𝑥 ∈ 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) назовем обратимой относитель-

но подпространства 𝐶0(R, 𝑋), если существует функция 𝑦 ∈ 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋), такая, что
𝑥𝑦 − 1 ∈ 𝐶0(R, 𝑋). Функцию 𝑦 будем называть обратной к 𝑥 относительно подпростран-
ства 𝐶0(R, 𝑋).

Замечание 2. Непосредственно из определения 4 следует, что функция 𝑥 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋)
обратима относительно подпространства 𝐶0(R, 𝑋) тогда и только тогда, когда она пред-
ставима в виде 𝑥 = 𝑦 + 𝑥0, где 𝑥0 ∈ 𝐶0(R, 𝑋), а функция 𝑦 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) такова, что
inf
𝑡∈R

‖𝑦(𝑡)‖𝑋 > 0. Из определения 4 также следует, что функция 𝑥 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) обрати-

ма относительно подпространства 𝐶0(R, 𝑋) тогда и только тогда, когда существует такое
число 𝐴 > 0, что inf

|𝑡|>𝐴
‖𝑥(𝑡)‖𝑋 > 0.

Нетрудно видеть, что если 𝑦1, 𝑦2 – обратные к 𝑥 ∈ 𝐶𝑏,𝑢(R, 𝑋) относительно подпростран-
ства 𝐶0(R, 𝑋) функции, то 𝑦1 − 𝑦2 ∈ 𝐶0(R, 𝑋).

Рассмотрим функцию 𝑎 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) и введем обозначение 𝑑𝑎(𝑘) = ‖𝑎𝑘‖∞, 𝑘 ∈ Z, где
𝑎𝑘 – 𝑘-й коэффициент Фурье функции 𝑎, определяемый по формуле (2).

Для рассматриваемой функции будем считать выполненным одно из условий следую-
щего предположения:

Предположение 1. Для функции 𝑎 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) выполнено одно из условий:
1)

∑︀
𝑘∈Z

𝑑𝑎(𝑘)𝛼(𝑘) < ∞, где 𝛼 : Z → R+ – весовая функция, для которой выполнено

соотношение lim
|𝑘|→∞

ln𝛼(𝑘)
|𝑘| = 0;

2) lim
|𝑘|→∞

𝑑𝑎(𝑘)|𝑘|𝛾 = 0, 𝑘 ∈ Z, 𝛾 > 1;

3) 𝑑𝑎(𝑘) ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 exp(−𝜀|𝑘|), 𝑘 ∈ Z, 𝜀 > 0.
В частности, условие выполнено, если ряд Фурье функции 𝑎 имеет конечное чис-

ло отличных от нуля коэффициентов Фурье, т.е. существует такое 𝑀 ∈ N, что
𝑑𝑎(𝑘) = 0, |𝑘| ≥ 𝑀 + 1.

Основным результатом данной работы является следующая

Теорема 2. Если для обратимой относительно подпространства 𝐶0(R, 𝑋) функции
𝑎 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) выполнено одно из условий 1) – 3) предположения 1, то обратная к ней
относительно 𝐶0(R, 𝑋) функция 𝑏 удовлетворяет соответствующим условиям:

1’)
∑︀
𝑘∈Z

𝑑𝑏(𝑘)𝛼(𝑘) < ∞;
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2’) lim
|𝑘|→∞

𝑑𝑏(𝑘)|𝑘|𝛾 = 0;

3’) 𝑑𝑏(𝑘) ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 exp(−𝜀0|𝑘|), 𝑘 ∈ Z, для некоторого 𝜀0 > 0.

Заметим, что величины 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝜀0 зависят от величин 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝜀 из условий предполо-
жения 1.

2. Периодические векторы и их ряды Фурье

Пусть ℬ – банахова алгебра с единицей и 𝜔 – положительное число. Рассмотрим действу-
ющую в ней 𝜔−периодическую изометрическую сильно непрерывную группу операторов
(представление) 𝑇 : R → 𝐸𝑛𝑑ℬ, обладающую свойствами

𝑇 (𝑡)(𝑎𝑏) = 𝑇 (𝑡)𝑎 · 𝑇 (𝑡)𝑏,
𝑇 (𝑡)𝑒 = 𝑒, 𝑡 ∈ R, (4)

где 𝑎, 𝑏 – произвольные элементы из ℬ, а 𝑒 – единица в алгебре ℬ.
Таким образом, каждый из операторов 𝑇 (𝑡), 𝑡 ∈ R является гомоморфизмом алгебры

ℬ, и каждая функция 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡)𝑎 : R → ℬ, 𝑎 ∈ ℬ является непрерывной 𝜔-периодической
функцией.

Из приведенных свойств непосредственно следует, что если элемент 𝑎 ∈ ℬ обратим, то

𝑒 = 𝑇 (𝑡)𝑒 = 𝑇 (𝑡)(𝑎𝑎−1) = (𝑇 (𝑡)𝑎)𝑇 (𝑡)𝑎−1 = (𝑇 (𝑡)𝑎−1)𝑇 (𝑡)𝑎, 𝑎 ∈ ℬ,

и, следовательно, (𝑇 (𝑡)𝑎)−1 = 𝑇 (𝑡)𝑎−1.
Рассмотрим ряд Фурье (см. [8])

𝑇 (𝑡)𝑎 ∼
∑︁
𝑛∈Z

𝑎𝑛𝑒
𝑖 2𝜋𝑛

𝜔
𝑡, 𝑡 ∈ R,

функции 𝑡 ↦→ 𝑇 (𝑡)𝑎 : R → ℬ, 𝑎 ∈ ℬ, где коэффициенты Фурье определяются по формулам

𝑎𝑛 =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡, 𝑛 ∈ Z. (5)

Ряд 𝑎 ∼
∑︀

𝑛∈Z 𝑎𝑛 назовем рядом Фурье элемента 𝑎 ∈ ℬ, а 𝑎𝑛, 𝑛 ∈ Z, — коэффициентами
Фурье этого элемента.

Если ряд Фурье элемента 𝑎 ∈ ℬ абсолютно сходится, т.е. выполнено условие∑︀
𝑛∈Z ‖𝑎𝑛‖ < ∞, то справедливо равенство 𝑎 =

∑︀
𝑛∈Z 𝑎𝑛.

Лемма 1. Пусть 𝑎 ∈ ℬ. Тогда 𝑇 (𝛼)𝑎𝑛 = 𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝛼𝑎𝑛, 𝑛 ∈ Z, для любого 𝛼 ∈ R, где
𝑎𝑛, 𝑛 ∈ Z, — коэффициенты Фурье элемента 𝑎. Причем операторы 𝑃𝑛, определяемые фор-

мулой 𝑃𝑛𝑎 = 𝑎𝑛 = 1
𝜔

𝜔∫︀
0

𝑇 (𝑡)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡, 𝑛 ∈ Z, являются проекторами с ‖𝑃𝑛‖ ≤ 1, 𝑛 ∈ Z.

Доказательство. Возьмем произвольный элемент 𝑎 ∈ ℬ и зафиксируем произвольное
число 𝛼 ∈ R. Пусть 𝑎𝑛, 𝑛 ∈ Z, – коэффициенты Фурье элемента 𝑎, определяемые по
формуле (5). Тогда для них справедлива следующая цепочка равенств

𝑇 (𝛼)𝑎𝑛 = 𝑇 (𝛼)

⎛⎝ 1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡

⎞⎠ =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝛼)𝑇 (𝑡)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡 =

=
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝛼 + 𝑡)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡 =
𝑒𝑖

2𝜋𝑛
𝜔

𝛼

𝜔

𝜔+𝛼∫︁
𝛼

𝑇 (𝜏)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝜏𝑑𝜏 =
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=
𝑒𝑖

2𝜋𝑛
𝜔

𝛼

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝜏)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝜏 = 𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝛼𝑎𝑛, 𝑛 ∈ Z.

Т.е. мы показали, что 𝑇 (𝛼)𝑎𝑛 = 𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝛼𝑎𝑛, 𝑛 ∈ Z, для любого 𝛼 ∈ R.
Покажем теперь, что операторы 𝑃𝑛, 𝑛 ∈ Z, определяемые формулой 𝑃𝑛𝑎 = 𝑎𝑛, являются

проекторами, т.е. 𝑃 2
𝑛 = 𝑃𝑛, 𝑛 ∈ Z.

Пусть 𝑎 ∈ ℬ. Тогда

𝑃𝑛𝑎 =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡, 𝑛 ∈ Z,

𝑃 2
𝑛𝑎 = 𝑃𝑛(𝑃𝑛𝑎) =

1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)𝑎𝑛𝑒
−𝑖 2𝜋𝑛

𝜔
𝑡𝑑𝑡 =

1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑎𝑛𝑑𝑡 = 𝑎𝑛 = 𝑃𝑛𝑎, 𝑛 ∈ Z.

Покажем теперь, что ‖𝑃𝑛‖ ≤ 1, 𝑛 ∈ Z (при доказательстве используется свойство
‖𝑇 (𝑡)‖ = 1, 𝑡 ∈ R).

‖𝑃𝑛‖ = sup
‖𝑎‖≤1

‖𝑃𝑛𝑎‖ = sup
‖𝑎‖≤1

‖ 1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡‖ ≤

≤ sup
‖𝑎‖≤1

1

𝜔

𝜔∫︁
0

‖𝑇 (𝑡)𝑎‖𝑑𝑡 ≤ sup
‖𝑎‖≤1

1

𝜔

𝜔∫︁
0

‖𝑇 (𝑡)‖‖𝑎‖𝑑𝑡 ≤ 1.

Лемма доказана.
Для элемента 𝑎 ∈ ℬ рассмотрим оператор 𝐴 ∈ 𝐸𝑛𝑑ℬ вида

𝐴𝑥 = 𝑎𝑥, 𝑥 ∈ ℬ.
Оператору 𝐴 поставим в соответствие 𝜔-периодическую операторнозначную функцию

Φ𝐴 : R → 𝐸𝑛𝑑ℬ, определяемую формулой

Φ𝐴(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝐴𝑇 (−𝑡), 𝑡 ∈ R.

Функции Φ𝐴 поставим в соответствие ее ряд Фурье

Φ𝐴(𝑡) ∼
∑︁
𝑛∈Z

𝐴𝑛𝑒
𝑖 2𝜋𝑛

𝜔
𝑡, 𝑡 ∈ R,

где коэффициенты Фурье определяются по формулам

𝐴𝑛 =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)𝐴𝑇 (−𝑡)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡, 𝑛 ∈ Z. (6)

Ряд
∑︀

𝑛∈Z𝐴𝑛 назовем рядом Фурье оператора 𝐴, а операторы 𝐴𝑛 – коэффициентами
Фурье этого оператора. Определим двустороннюю числовую последовательность (𝑑𝐴(𝑛)),
положив 𝑑𝐴(𝑛) = ‖𝐴𝑛‖, 𝑛 ∈ Z.

Лемма 2. Для коэффициентов Фурье 𝐴𝑛, 𝑛 ∈ Z, оператора 𝐴 справедливы представ-
ления 𝐴𝑛𝑥 = 𝑎𝑛𝑥, 𝑛 ∈ Z, 𝑥 ∈ ℬ, причем ‖𝐴𝑛‖ = ‖𝑎𝑛‖, 𝑛 ∈ Z.
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Доказательство. Покажем, что 𝐴𝑛𝑥 = 𝑎𝑛𝑥 для всех 𝑥 ∈ ℬ.
Используя формулы (5) и (6), а также тот факт, что операторы 𝑇 (𝑡), 𝑡 ∈ R образуют

гомоморфизм алгебры, получаем

𝐴𝑛𝑥 =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)𝐴𝑇 (−𝑡)𝑥𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡 =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)(𝑎𝑇 (−𝑡)𝑥)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡 =

=
1

𝜔

𝜔∫︁
0

(𝑇 (𝑡)𝑎)𝑇 (𝑡)(𝑇 (−𝑡)𝑥)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡 =

⎛⎝ 1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)𝑎𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡

⎞⎠𝑥 = 𝑎𝑛𝑥.

Для любого 𝑥 ∈ ℬ справедливо неравенство ‖𝐴𝑛𝑥‖ ≤ ‖𝑎𝑛‖‖𝑥‖.
Поскольку 𝑎𝑛 = 𝐴𝑛𝑒 и ‖𝑒‖ = 1, то ‖𝐴𝑛‖ = ‖𝑎𝑛‖, 𝑛 ∈ Z. Лемма доказана.
Отметим, что если ряд Фурье оператора 𝐴 абсолютно сходится, т.е.∑︁

𝑛∈Z

𝑑𝐴(𝑛) =
∑︁
𝑛∈Z

‖𝑎𝑛‖ < ∞,

то функция Φ𝐴 непрерывна в равномерной операторной топологии.
Для рассматриваемого оператора будем считать выполненным одно из условий следу-

ющего предположения:

Предположение 2. Для оператора 𝐴 ∈ 𝐸𝑛𝑑ℬ выполнено одно из условий:
1)

∑︀
𝑘∈Z

𝑑𝐴(𝑘)𝛼(𝑘) < ∞, где 𝛼 : Z → R+ – весовая функция, для которой выполнено

соотношение lim
|𝑘|→∞

ln𝛼(𝑘)
|𝑘| = 0;

2) lim
|𝑘|→∞

𝑑𝐴(𝑘)|𝑘|𝛾 = 0, 𝑘 ∈ Z, 𝛾 > 1;

3) 𝑑𝐴(𝑘) ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 exp(−𝜀|𝑘|), 𝑘 ∈ Z, 𝜀 > 0.
В частности, условие выполнено, если ряд Фурье оператора 𝐴 имеет конечное чис-

ло отличных от нуля коэффициентов Фурье, т.е. существует такое 𝑀 ∈ N, что
𝑑𝐴(𝑘) = 0, |𝑘| ≥ 𝑀 + 1.

Далее используется следующая

Теорема 3. Пусть оператор 𝐴 ∈ 𝐸𝑛𝑑ℬ обратим и для него выполнено одно из условий
1) – 3) предположения 2. Тогда обратный оператор 𝐵 = 𝐴−1 ∈ 𝐸𝑛𝑑ℬ удовлетворяет
соответствующим условиям:

1’)
∑︀
𝑘∈Z

𝑑𝐵(𝑘)𝛼(𝑘) < ∞;

2’) lim
|𝑘|→∞

𝑑𝐵(𝑘)|𝑘|𝛾 = 0;

3’) 𝑑𝐵(𝑘) ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 exp(−𝜀0|𝑘|), 𝑘 ∈ Z, для некоторого 𝜀0 > 0.

Данное утверждение следует из [9; теорема 1].

3. Элементы гармонического анализа периодических
на бесконечности функций

Всюду в этом параграфе через 𝑋 обозначается банахова алгебра с единицей.
Ясно, что группа сдвигов 𝑆, определенная по формуле (1), в пространстве периодиче-

ских на бесконечности функций не является периодической.
В дальнейшем символом ℬ будем обозначать фактор-пространство 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋)/𝐶0(R, 𝑋),

которое становится банаховой алгеброй, если умножение вводится следующим образом̃︀𝑥̃︀𝑦 = ̃︁𝑥𝑦, ̃︀𝑥, ̃︀𝑦 ∈ ℬ. (7)
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В нем построим изометрическую группу операторов 𝑇 : R → 𝐸𝑛𝑑ℬ, действующую по
правилу

𝑇 (𝑡)̃︀𝑥 = 𝑆(𝑡)𝑥 = 𝑆(𝑡)𝑥 + 𝐶0(R, 𝑋), 𝑡 ∈ R, (8)
где 𝑥 – некоторый представитель класса ̃︀𝑥 ∈ ℬ.
Поскольку

𝑇 (𝜔)̃︀𝑥 = 𝑆(𝜔)𝑥 = 𝑆(𝜔)𝑥 + 𝐶0(R, 𝑋) =

= (𝑆(𝜔)𝑥− 𝑥) + 𝑥 + 𝐶0(R, 𝑋) = 𝑥 + 𝐶0(R, 𝑋) = ̃︀𝑥,
то представление 𝑇 является 𝜔-периодическим.

Кроме того, из сильной непрерывности представления 𝑆 следует сильная непрерывность
представления 𝑇.

В терминах группы 𝑇 принадлежность класса ̃︀𝑥 алгебре ℬ будет означать, что
𝑇 (𝜔)̃︀𝑥 = ̃︀𝑥.

Ряд Фурье функции 𝑥 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋), являющейся представителем класса ̃︀𝑥, имеет вид
𝑥(𝜏) ∼

∑︀
𝑛∈Z 𝑥𝑛(𝜏)𝑒𝑖

2𝜋𝑛
𝜔

𝜏 , где коэффициенты Фурье 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z определяются по формуле
(2), а среднее 𝑥0 имеет вид

𝑥0(𝑡) =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑥(𝑡 + 𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R.

Справедливо следующее утверждение:

Лемма 3. Коэффициенты Фурье функции 𝑥 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) обладают свойством:
𝑥𝑛 ∈ 𝐶𝑠𝑙(R, 𝑋), 𝑛 ∈ Z.

Доказательство. Вначале покажем, что среднее 𝑥0 функции 𝑥 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) принад-
лежит пространству 𝐶𝑠𝑙(R, 𝑋). Возьмем произвольное число 𝛼 ∈ R и покажем, что
(𝑆(𝛼)𝑥0 − 𝑥0) ∈ 𝐶0(R, 𝑋). Непосредственно из леммы (1) следует, что для класса ̃︀𝑥0, со-
держащего функцию 𝑥0, справедливо равенство 𝑇 (𝛼)̃︀𝑥0 = ̃︀𝑥0, т.е. 𝑥0 обладает свойством
(𝑆(𝛼)𝑥0 − 𝑥0) ∈ 𝐶0(R, 𝑋). В силу произвольности выбора числа 𝛼 ∈ R из определения
медленно меняющейся на бесконечности функции получаем, что 𝑥0 ∈ 𝐶𝑠𝑙(R, 𝑋).

Теперь докажем это свойство для коэффициентов Фурье 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z функ-
ции 𝑥. Введя обозначение 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑒𝑖

2𝜋𝑛
𝜔

𝑡, 𝑡 ∈ R, 𝑛 ∈ Z, получаем, что
𝑆(𝜔)𝑦 − 𝑦 ∈ 𝐶0(R, 𝑋), т.е. 𝑦 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋). Тогда среднее функции 𝑦, определяемое фор-

мулой 𝑦0(𝑡) = 1
𝜔

𝜔∫︀
0

𝑥(𝑡 + 𝜏)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

(𝑡+𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R, принадлежит пространству 𝐶𝑠𝑙(R, 𝑋). Срав-

нивая последнюю формулу с формулой (2), получаем, что 𝑥𝑛 ∈ 𝐶𝑠𝑙(R, 𝑋), 𝑛 ∈ Z. Лемма
доказана.

Итак, у нас имеется фактор-алгебра ℬ = 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋)/𝐶0(R, 𝑋) и действующая в ней 𝜔-
периодическая сильно непрерывная изометрическая группа операторов (представление)
𝑇, определяемая формулой (8).

Представлению 𝑇 поставим в соответствие его ряд Фурье

𝑇 (𝑡)̃︀𝑥 ∼
∑︁
𝑛∈Z

̃︁𝑃𝑛̃︀𝑥𝑒𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡, 𝑡 ∈ R, ̃︀𝑥 ∈ ℬ.

Коэффициенты Фурье представления 𝑇 имеют вид

̃︁𝑃𝑛̃︀𝑥 =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑇 (𝑡)̃︀𝑥𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡, 𝑛 ∈ Z.
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На представителях рассматриваемых классов имеем

(𝑃𝑛𝑥)(𝜏) =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

(𝑆(𝑡)𝑥)(𝜏)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡 =
1

𝜔

𝜔∫︁
0

𝑥(𝑡 + 𝜏)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛
𝜔

𝑡𝑑𝑡 = 𝑥𝑛(𝜏)𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝜔

𝜏 ,

где 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z – коэффициенты Фурье функции 𝑥, определяемые по формуле (2).
Из формулы (5) непосредственно следует, что коэффициенты Фурье представления 𝑇

обладают следующим свойством ̃︁𝑃𝑛̃︀𝑥 = ̃︁𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z.

Пусть 𝑥 – представитель класса ̃︀𝑥 ∈ ℬ. Тогда последнее равенство означает, что ̃︂𝑃𝑛𝑥 =̃︁𝑥𝑛, т.е. 𝑃𝑛𝑥−𝑥𝑛 ∈ 𝐶0(R, 𝑋), 𝑛 ∈ Z. В силу того, что ̃︁𝑃𝑛 являются проекторами, справедливо
равенство ̃︁𝑃𝑛

2̃︀𝑥 = ̃︁𝑃𝑛̃︀𝑥 = ̃︁𝑥𝑛, 𝑛 ∈ Z. Поэтому ̃︂𝑃 2
𝑛𝑥 = ̃︁𝑥𝑛, т.е. 𝑃 2

𝑛𝑥 − 𝑥𝑛 ∈ 𝐶0(R, 𝑋), 𝑛 ∈ Z.
Отсюда получаем, что 𝑃 2

𝑛𝑥− 𝑃𝑛𝑥 ∈ 𝐶0(R, 𝑋), 𝑛 ∈ Z, т.е. 𝐼𝑚(𝑃 2
𝑛 − 𝑃𝑛) ⊂ 𝐶0(R, 𝑋).

Если ряд Фурье класса ̃︀𝑥 ∈ ℬ абсолютно сходится, т.е. выполнено условие∑︁
𝑛∈Z

‖̃︁𝑥𝑛‖ < ∞,

то из свойств нормы в фактор-пространстве следует, что в этом случае можно найти
такие представители 𝑦𝑛 классов ̃︁𝑥𝑛, что∑︁

𝑛∈Z

‖𝑦𝑛‖∞ < ∞.

Заметим, что функция 𝑥 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) обратима относительно 𝐶0(R, 𝑋) тогда и только
тогда, когда обратим класс ̃︀𝑥 ∈ ℬ, ее содержащий. Это утверждение непосредственно
вытекает из определения 4.

4. Доказательство теоремы 2

Теперь для получения основного результата в качестве алгебры ℬ рассмотрим фактор-
алгебру 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋)/𝐶0(R, 𝑋), а в качестве представления 𝑇 : R → 𝐸𝑛𝑑ℬ рассмотрим 𝜔-
периодическую группу изометрических операторов 𝑇 : R → 𝐸𝑛𝑑ℬ, определяемую по
формуле (8).

Покажем, что группа 𝑇 обладает свойствами (4).
С использованием формул (7) и (8) получаем, что

𝑇 (𝑡)(̃︀𝑥̃︀𝑦) = 𝑇 (𝑡)(̃︁𝑥𝑦) = ˜𝑆(𝑡)(𝑥𝑦) = 𝑆(𝑡)𝑥𝑆(𝑡)𝑦 + 𝐶0(R, 𝑋) =

= (𝑇 (𝑡)̃︀𝑥)𝑇 (𝑡)̃︀𝑦, 𝑥 ∈ ̃︀𝑥, 𝑦 ∈ ̃︀𝑦, 𝑡 ∈ R,
т.е. для группы 𝑇 свойство (4) действительно выполняется.

Рассмотрим оператор 𝐴 ∈ 𝐸𝑛𝑑ℬ следующего вида

𝐴̃︀𝑥 = ̃︀𝑎̃︀𝑥, ̃︀𝑎 ∈ ℬ. (9)
Оператору 𝐴 поставим в соответствие 𝜔-периодическую операторнозначную функцию

Φ𝐴 : R → 𝐸𝑛𝑑ℬ, определяемую формулой

Φ𝐴(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝐴𝑇 (−𝑡), 𝑡 ∈ R.

Для рассматриваемого оператора справедлива теорема 3.
Доказательство теоремы 2. Рассмотрим банахову алгебру ℬ = 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋)/𝐶0(R, 𝑋)

и действующую в ней 𝜔-периодическую изометрическую группу операторов 𝑇 , определя-
емую по формуле (8).
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По обратимой функции 𝑎 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋), объявленной в условиях теоремы, построим
класс ̃︀𝑎 ∈ ℬ, который также будет обратим. Обозначив обратный класс символом ̃︀𝑏, полу-
чаем, что ̃︀𝑎̃︀𝑏 = ̃︀1.

Введем в рассмотрение оператор 𝐴 ∈ 𝐸𝑛𝑑ℬ, определяемый формулой (9). Это оператор
умножения на элемент ̃︀𝑎 ∈ ℬ, причем он обратим. Тогда его обратный имеет вид

𝐵̃︀𝑥 = ̃︀𝑏̃︀𝑥, ̃︀𝑏 ∈ ℬ.
Для оператора 𝐴 справедлива теорема 3, и, значит, можно найти такой представитель
𝑏 класса ̃︀𝑏, что 𝑎𝑏 − 1 ∈ 𝐶0(R, 𝑋), и он удовлетворяет сооответствующему условию из
теоремы 2. Теорема доказана.

Следствие 1. Если функция 𝑎 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) обратима относительно подпростран-
ства 𝐶0(R, 𝑋) и имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, то ряд Фурье обратной от-
носительно 𝐶0(R, 𝑋) функции также абсолютно сходится.

Следствие 2. Если функция 𝑎 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) обратима относительно подпро-
странства 𝐶0(R, 𝑋) и ее ряд Фурье абсолютно сходится, то существует функция
𝑏 ∈ 𝐶𝜔,∞(R, 𝑋) с абсолютно сходящимся рядом Фурье, такая, что 𝑎𝑏− 1 ∈ 𝐶0(R, 𝑋).

В заключение отметим, что в недавно вышедшей статье [10] были введены в рассмот-
рение почти периодические на бесконечности функции, и естественным образом для их
рядов Фурье возникают вопросы, аналогичные рассматриваемым в данной статье.
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