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КРАТНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ РЯДАМИ ЭКСПОНЕНТ В 𝐻(C)
С УЗЛАМИ НА ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ

С.Г. МЕРЗЛЯКОВ, С.В. ПОПЕНОВ

Аннотация. В пространстве всех целых функций изучена проблема кратной ин-
терполяции функциями из замкнутого подпространства, инвариантного относительно
оператора дифференцирования. Дискретное множество узлов кратной интерполяции
лежит на вещественной оси комплексной плоскости. Доказательство основано на пе-
реходе от этого подпространства к его подпространству, состоящему из сумм всех ря-
дов экспонент, которые сходятся в топологии равномерной сходимости на компактах.
Получен критерий разрешимости проблемы кратной интерполяции с вещественными
узлами рядами экспонент в терминах расположения показателей экспонент.
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1. Предварительные сведения

Обозначим через 𝐻(C) пространство целых функций с топологией равномерной схо-
димости на компактах. В качестве следствия из классических теорем Вейерштрасса и
Миттаг-Леффлера получается, что разрешима следующая проблема кратной интерполя-
ции функциями из 𝐻(C) (см. ([1], стр. 32)).
Для любой локально аналитической функции 𝜔 на заданном дискретном множестве то-
чек {𝜇𝑘} в комплексной плоскости (которые будем называть узлами интерполяции) и
натуральных чисел 𝑚𝑘 (которые будем называть кратностями узлов 𝜇𝑘, 𝑘 ∈ N) суще-
ствует целая функция 𝑔,, такая что |𝜔(𝑧)− 𝑔(𝑧)| = 𝑂(|𝑧 − 𝜇𝑘|𝑚𝑘) при 𝑧 → 𝜇𝑘, 𝑘 ∈ N.

Это утверждение равносильно разрешимости проблемы кратной интерполяции целыми
функциями в традиционной формулировке.
Для произвольного дискретного множества узлов интерполяции 𝜇𝑘 ∈ C с кратностями
𝑚𝑘, и для любых интерполяционных данных

𝑏𝑗𝑘 ∈ C, 𝑗 = 0, 1, · · · ,𝑚𝑘 − 1, 𝑘 ∈ N
существует такая целая функция 𝑔, что

𝑔(𝑗)(𝜇𝑘) = 𝑏𝑗𝑘, 𝑗 = 0, 1, · · · ,𝑚𝑘 − 1, 𝑘 ∈ N.

Если рассматривать конечное число узлов интерполяции 𝜇𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑟, с кратностя-
ми 𝑚𝑘, то изучалась проблема интерполяции не только многочленами, но и функциями из
ядра линейных и нелинейных дифференциальных операторов в различных функциональ-
ных пространствах, например, многоточечная задача Валле Пуссена ([2]). В категории

S.G. Merzlyakov, S.V. Popenov, Interpolation with multiplicity by series of exponentials
in 𝐻(C) with nodes on the real axis.
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пространств голоморфных функций, для случая конечномерного ядра дифференциаль-
ного оператора с постоянными коэффициентами конечного порядка, эта проблема рав-
носильна алгебраической задаче существования и единственности решений неоднородной
системы линейных уравнений с постоянными коэффициентами, что приводит к известным
результатам ([3]) о разрешимости и единственности глобальной голоморфной задачи Ко-
ши (или голоморфной многоточечной задачи Валле Пуссена), и имеются также некоторые
продвижения в случае дифференциальных операторов в частных производных специаль-
ного вида в пространстве 𝐻(C𝑛) ([4]–[6]).

В монографии [7] рассматриваются вычислительные аспекты проблемы интерполяции
конечными суммами экспонент в конечном числе узлов.

Отметим также, что в обзорах [8], [9] сформулирована нерешенная проблема интерпо-
ляции функциями из бесконечномерного ядра так называемого алгебраического диффе-
ренциального оператора в пространстве 𝐻(C) и указаны некоторые результаты.

Обозначим через 𝑃C — пространство целых функций экспоненциального типа с тра-
диционной (𝐿𝑁*)-топологией, которая обеспечивает топологический изоморфизм между
сильным сопряженным пространством 𝐻*(C) и пространством 𝑃C, реализующийся с помо-
щью преобразования Лапласа ℒ функционалов 𝐹 ∈ 𝐻*(C). Точнее, линейное непрерывное
взаимнооднозначное преобразование Лапласа ℒ функционалов 𝐹 ∈ 𝐻*(C) определяется
следующим образом: ℒ : 𝐹 ↦−→ ℒ𝐹 (𝑧) =

⟨︀
𝐹𝜆, 𝑒

𝜆𝑧
⟩︀
, ℒ𝐹 ∈ 𝑃C, и далее используется обычная

двойственность.
Каждая функция 𝜙 ∈ 𝑃C, 𝜙 ̸≡ 0 порождает в пространстве целых функций 𝐻(C) ли-

нейный непрерывный сюръективный оператор свертки 𝑀𝜙 : 𝐻(C) ↦−→ 𝐻(C), действие
которого на функциях 𝑓 ∈ 𝐻(C) определяется следующим образом (подробности в [10],
[11], и ниже, в доказательстве Теоремы 1):

𝑀𝜙[𝑓 ](𝑧) = ⟨𝐹𝜆, 𝑓(𝑧 + 𝜆)⟩ , 𝑧 ∈ C,

где 𝐹 = ℒ−1𝜙 ∈ 𝐻*(C). Целая функция экспоненциального типа 𝜙 называется характери-
стической функцией оператора свертки 𝑀𝜙.

Обозначим Ker𝑀𝜙 = {𝑓 ∈ 𝐻(C) : 𝑀𝜙[𝑓 ] = 0} — ядро оператора свертки 𝑀𝜙, которое
является замкнутым подпространством в 𝐻(C), инвариантным относительно оператора
дифференцирования.

В работе [12] доказана следующая теорема (см. также [13]).

Теорема A. Зафиксируем некоторое число 𝛼 ∈
[︀
0,
𝜋

2

)︀
. Обозначим через 𝜙 целую

функцию экспоненциального типа, имеющую простые нули 𝜆𝑛, причем все 𝜆𝑛 лежат
в бесконечном количестве в каждом из двух углов 𝐴𝛼(0) = {𝑧 ∈ C : | arg 𝑧| 6 𝛼} и
𝐴𝛼(𝜋) = {𝑧 ∈ C : | arg 𝑧 − 𝜋| 6 𝛼}. Пусть бесконечное дискретное множество узлов ин-
терполяции {𝜇±𝑘}+∞

𝑘=1 лежит на вещественной оси и 𝜇±𝑘 → ±∞, 𝑘 → +∞. Обозначим
через 𝜓 произвольную целую функцию с простыми нулями во всех узлах 𝜇±𝑘, и только
в них.

Тогда, для любой целой функции 𝑔 существует целая функция 𝑓 ∈ Ker𝑀𝜙, такая, что
функция 𝑟 = (𝑔 − 𝑓)/𝜓 является целой функцией.

В доказательстве в работе [12] рассмотрен случай простой интерполяции (то есть крат-
ности всех 𝜇±𝑘 равны 1) и отмечено, что метод доказательства можно распространить
и на случай кратной интерполяции. Распространение метода доказательства Теоремы A
на случай проблемы кратной интерполяции возможно, но при этом возникают серьезные
технические трудности.

Заметим, что условие делимости в утверждении теоремы A равносильно тому, что
|𝑓(𝑧) − 𝑔(𝑧)| = 𝑂(|𝑧 − 𝜇±𝑘|) при 𝑧 → 𝜇±𝑘, для каждого 𝑘 ∈ N. Таким образом, в отличие
от классической проблемы интерполяции функциями из пространства 𝐻(C), в Теореме A
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утверждается, что в пространстве целых функций 𝐻(C) разрешима следующая проблема
простой интерполяции функциями из замкнутого подпространства Ker𝑀𝜙 с бесконечной
последовательностью узлов 𝜇±𝑘 с кратностями 1 на вещественной оси.
Для любых интерполяционных данных 𝑏±𝑘 ∈ C, 𝑘 = 1, 2, . . . существует целая функция
𝑓 ∈ Ker𝑀𝜙, такая, что 𝑓(𝜇±𝑘) = 𝑏±𝑘, 𝑘 = 1, 2, · · · .

Другими словами, в Теореме А доказана разрешимость многоточечной задачи Валле
Пуссена для операторов свертки в пространстве 𝐻(C) (см. также [14]).

Формулировка утверждения Теоремы A имеет такой вид потому, что в доказательстве
используются представления Фишера (см., например, [3]–[6], [12], [13] и ссылки там). Если
𝜓 ∈ 𝐻(C) обозначим через

(︀
𝜓
)︀

замкнутый идеал в 𝐻(C), порожденный функцией 𝜓,(︀
𝜓
)︀
= {ℎ ∈ 𝐻(C) : ℎ = 𝜓 · 𝑟, 𝑟 ∈ 𝐻(C)}.

Утверждение Теоремы A о разрешимости проблемы интерполяции равносильно тому,
что имеет место представление Фишера

𝐻(C) = Ker𝑀𝜙 +
(︀
𝜓
)︀
,

где 𝜓 — произвольная целая функция, имеющая простые нули во всех узлах 𝜇±𝑘, и только
в них.

Единственности интерполяции в условиях рассматриваемой задачи быть не может, то
есть Ker𝑀𝜙 ∩

(︀
𝜓
)︀
̸= {0} (См. Предложение 1 ниже).

В связи с этим, представляется естественным переход к собственному замкнутому под-
пространству ядра Ker𝑀𝜙, для того чтобы решать проблему интерполяции функциями из
меньшего подпространства 𝐻(C). В частности, оправданным является и то, что в теореме
А рассматривается случай, когда все нули характеристической функции 𝜙 простые.

Как известно, ядро любого оператора свертки 𝑀𝜙 в 𝐻(C) допускает спектральный син-
тез, то есть Ker𝑀𝜙 совпадает с замыканием в топологии 𝐻(C) линейной оболочки мно-
жества всех полиномиально-экспоненциальных мономов 𝑧𝜈𝑒𝜆𝑛𝑧, содержащихся в нем.

В данной статье, в частности, будет доказана разрешимость проблемы кратной интер-
поляции функциями из замкнутого подпространства ядра Ker𝑀𝜙, состоящего из всех це-
лых функций 𝑓, которые представляются рядами экспонент, сходящимися в пространстве
𝐻(C) :

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑧, 𝑧 ∈ C,

что дает новое и более простое доказательство Теоремы А.

2. Вспомогательные результаты

В дальнейшем нам потребуются некоторые свойства полиномов из экспонент с веще-
ственными показателями. Такие полиномы изучены в монографии [18].

Рассмотрим произвольный полином из экспонент вида

𝑝(𝑧) =
𝑠∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘(𝑧)𝑒
𝜔𝑘𝑧, 𝜔0 < 𝜔1 < · · · < 𝜔𝑠, (1)

где 𝑎𝑘(𝑧) — некоторые многочлены, и пусть 𝑎0 · 𝑎𝑠 ̸≡ 0.
Из Теоремы 12.9 монографии [18] легко получить, что справедливо следующее.

Лемма 1. Существует такое 𝑐1 > 0, что во внешности круга {𝑧 ∈ C : |𝑧| > 𝑐1}
выполнено: существуют положительные постоянные 𝑐2, 𝑐3 и два вещественных числа
𝑚0, 𝑚𝑠, причем 𝑚0 > 𝑚𝑠 или 𝑚0 = 𝑚𝑠 = 0, такие, что

|𝑝(𝑧)| > 𝑐2𝑒
𝜔0 Re 𝑧, (2)
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для всех 𝑧 в области 𝑈0 = {𝑧 ∈ C : Re(𝑧 +𝑚0 ln 𝑧)} < −𝑐3, и

|𝑝(𝑧)| > 𝑐2𝑒
𝜔𝑠 Re 𝑧, (3)

для всех 𝑧 в области 𝑈𝑠 = {𝑧 ∈ C : Re(𝑧 +𝑚𝑠 ln 𝑧)} > 𝑐3.

Для любого фиксированного 𝑐 ∈ R рассмотрим кривую Re(𝑧 +𝑚 ln 𝑧) = 𝑐, 𝑚 ̸= 0. Она
симметрична относительно вещественной оси. Для 𝑚 > 0 эта кривая лежит в некоторой
полуплоскости Re 𝑧 < 𝐴, 𝐴 > 0, а для 𝑚 < 0 она лежит в некоторой полуплоскости
Re 𝑧 > −𝐴, 𝐴 > 0. Если точка 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 лежит на этой кривой, то

⃒⃒⃒𝑦
𝑥

⃒⃒⃒
→ ∞, arg 𝑧 → 𝜋

2
,

|𝑧| = |𝑦|(1 + 𝑜(1)), при |𝑧| → ∞. Рассматриваемая кривая асимптотически приближается
к показательной кривой 𝑥+𝑚 ln |𝑦| = 𝑐.

Для некоторого 𝛼 ∈ (0,
𝜋

2
), обозначим 𝐴𝛼(𝜋) = {𝑧 ∈ C : | arg 𝑧 − 𝜋| 6 𝛼},

𝐴𝛼(0) = {𝑧 ∈ C : | arg 𝑧| 6 𝛼}.

Лемма 2. Для произвольного полинома из экспонент 𝑝 вида (1) существует такое
𝑟 = 𝑟(𝑝) > 0, что для всех 𝑧, |𝑧| > 𝑟, справедливы следующие оценки.

Если 𝜔0 < 0, и 𝑧 ∈ 𝐴𝛼(𝜋), то

|𝑝(𝑧)| > 𝑐3𝑒
(|𝜔0| cos𝛼)|𝑧|. (4)

Если 𝜔𝑠 > 0, и 𝑧 ∈ 𝐴𝛼(0), то

|𝑝(𝑧)| > 𝑐3𝑒
(𝜔𝑠 cos𝛼)|𝑧|. (5)

Доказательство. Легко видеть, что все точки 𝑧 из углов 𝐴𝛼(𝜋), 𝐴𝛼(0), лежащие вне
некоторого круга, лежат в областях 𝑈0, 𝑈𝑠, соответственно. Поэтому, из оценок (2) и (3) по-
линома из экспонент 𝑝 в областях 𝑈0 и 𝑈𝑠 для |𝑧| > 𝑐1 вытекают оценки вне некоторого кру-
га в углах 𝐴𝛼(𝜋) и 𝐴𝛼(0), соответственно. Так как в угле 𝐴𝛼(𝜋) = {|arg 𝑧 − 𝜋| 6 𝛼 < 𝜋/2}
выполнено, что

𝜔0Re 𝑧 = |𝜔0| · | cos(arg 𝑧)| · |𝑧| > |𝜔0| · | cos(𝜋 − 𝛼)| · |𝑧|,

то из оценки (2) получаем оценку (4). Так как в угле 𝐴𝛼(0) = {|arg 𝑧| 6 𝛼 < 𝜋/2} выпол-
нено, что

𝜔𝑠Re 𝑧 =
(︀
𝜔𝑠 cos(arg 𝑧)

)︀
|𝑧| > (𝜔𝑠 cos𝛼)|𝑧|,

то из оценки (3) получаем оценку (5). Лемма 2 доказана.

Рассмотрим две произвольные бесконечные дискретные последовательности комплекс-
ных чисел 𝒱− = {𝑣−𝑗}, и 𝒱+ = {𝑣𝑗}, причем Re 𝑣−𝑗 < 0, Re 𝑣𝑗 > 0. Обозначим 𝒱 = 𝒱−∪𝒱+.
Введем следующие условия

lim sup
𝑗→∞

|Re 𝑣−𝑗|
ln |𝑣−𝑗|

= ∞. (6)

lim sup
𝑗→∞

Re 𝑣𝑗
ln |𝑣𝑗|

= ∞. (7)

Если последовательности 𝒱−, 𝒱+ лежат в углах 𝐴𝛼(𝜋), 𝐴𝛼(0), соответственно, то усло-
вия (6) и (7) выполняются.

Обозначим через 𝐼𝒱± идеалы в 𝑃C,

𝐼𝒱− = {𝑓 ∈ 𝑃C : 𝑓(𝑣−𝑗) = 0, 𝑗 ∈ N}.

𝐼𝒱+ = {𝑓 ∈ 𝑃C : 𝑓(𝑣𝑗) = 0, 𝑗 ∈ N}.
Это замкнутые подпространства в 𝑃C.
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Лемма 3. В описанной ситуации, если для 𝒱 выполнено хотя бы одно из условий (6)
или (7), то никакой многочлен из экспонент 𝑝 ̸≡ 0 вида (2) не может содержаться в
идеалах 𝐼𝒱± .

Доказательство. Предположим, что 𝑝|𝒱− = 0 или 𝑝|𝒱+ = 0. Из оценок (2) и (3) следует,
что вне некоторого круга произвольный многочлен из экспонент 𝑝 вида (1) не имеет нулей
в областях 𝑈0, 𝑈𝑠, в определении которых постоянные 𝑐1, 𝑐2, 𝑚0, 𝑚𝑠 зависят от 𝑝. Легко
видеть, что из условий (6) и (7) вытекает, что для любых областей 𝑈0, 𝑈𝑠 такого вида
найдется круг, радиус которого зависит от 𝑝, вне которого существуют две бесконечные
последовательности точек из 𝒱− и 𝒱+, лежащие в 𝑈0 и 𝑈𝑠, соответственно. Получили
противоречие. Лемма 3 доказана.

3. Основная теорема

Пусть задано бесконечное дискретное множество вещественных узлов интерполяции
ℳ = ℳ− ∪ℳ+, где ℳ− = {𝜇−𝑘}𝜏2𝑘=1, 𝜇−𝑘 < 0, или ℳ− = ∅, а ℳ+ = {𝜇𝑘}𝜏1𝑘=1, 𝜇𝑘 > 0, или
ℳ− = ∅. Здесь 𝜏1 6 +∞, 𝜏2 6 +∞.

Будем считать, что все узлы интерполяции упорядочены в порядке возрастания по
индексу 𝑘, то есть так, что 𝜇−𝑘−1 < 𝜇−𝑘, 𝜇𝑘 < 𝜇𝑘+1. Предположим, что каждому узлу
𝜇±𝑘 ∈ ℳ приписана кратность 𝑚±𝑘 ∈ N.

Рассмотрим бесконечную дискретную последовательность комплексных чисел Λ = {𝜆𝑛}𝑛∈N.
Предположим, что выполнено условие

lim sup
𝑛→∞

ln𝑛

|𝜆𝑛|
= 𝑑 <∞. (8)

Обозначим

Σ(Λ) = {𝑓 ∈ 𝐻(C) : 𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑧, 𝑧 ∈ C}.

При выполнении условия (8) на показатели 𝜆𝑛, из поточечной сходимости ряда экспонент,
для всех 𝑧 ∈ C, следует, что ряд сходится в топологии пространства 𝐻(C) ([15]).

Рассмотрим следующую проблему кратной интерполяции рядами экспонент с множе-
ством узлов ℳ.
Для произвольной целой функции 𝑔 найти ряд экспонент 𝑓 ∈ Σ(Λ), такой, что для всех
𝜇±𝑘 ∈ ℳ

|𝑓(𝑧)− 𝑔(𝑧)| = 𝑂(|𝑧 − 𝜇±𝑘|𝑚±𝑘), 𝑧 → 𝜇±𝑘.

Разрешимость этой проблемы равносильна следующему представлению
𝐻(C) = Σ(Λ) +

(︀
𝜓ℳ

)︀
.

Здесь через 𝜓ℳ обозначена целая функция с нулями во всех узлах 𝜇±𝑘 ∈ ℳ, с кратно-
стями 𝑚±𝑘, и только в них. Кроме того, обозначим(︀

𝜓ℳ
)︀
= {ℎ ∈ 𝐻(C) : ℎ = 𝜓ℳ · 𝑟, 𝑟 ∈ 𝐻(C)} (9)

— замкнутый идеал в 𝐻(C), порожденный функцией 𝜓ℳ.

Теорема 1. 1. Пусть множество узлов ℳ+ — конечное или пустое. В пространстве
𝐻(C) разрешима проблема кратной интерполяции рядами экспонент из Σ(Λ) с множе-
ством узлов ℳ, тогда, и только тогда, когда для некоторого 𝛼 ∈ (0,

𝜋

2
) множество

Λ ∩ 𝐴𝛼(𝜋) — бесконечное.
2. Пусть оба множества узлов ℳ− и ℳ+ — бесконечные. В пространстве 𝐻(C) разре-

шима проблема кратной интерполяции рядами экспонент из Σ(Λ) с множеством узлов



КРАТНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ РЯДАМИ ЭКСПОНЕНТ. . . 135

ℳ, тогда, и только тогда, когда для некоторого 𝛼 ∈ (0,
𝜋

2
) оба множества Λ ∩ 𝐴𝛼(𝜋) и

Λ ∩ 𝐴𝛼(0) — бесконечные.

Доказательство.
Докажем необходимость условий в п. 1 и п. 2.
Пусть в условиях п.1 проблема кратной интерполяции рядами экспонент из Σ(Λ) раз-

решима. Предположим, что для любого 𝛼 ∈ (0,
𝜋

2
) множество Λ ∩ 𝐴𝛼(𝜋) — конечное или

пустое. Тогда

lim
𝑛→∞

Re𝜆𝑛
|𝜆𝑛|

= 0.

Для 𝑥 < 0 рассмотрим функцию

ℎ(𝑥) = sup
𝑛
{𝑥Re𝜆𝑛 − |𝜆𝑛|}, ℎ(𝑥) <∞.

Рассмотрим произвольную функцию 𝑓 ∈ Σ(Λ). Докажем, что для всех 𝑥 < 0 справедлива
оценка |𝑓(𝑥)| 6 𝐶𝑒ℎ(𝑥), 𝐶 > 0. Действительно,

|𝑓(𝑥)| 6
∞∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑛| 𝑒𝑥Re𝜆𝑛 6 𝑒ℎ(𝑥)
∞∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑛| 𝑒|𝜆𝑛|.

Для фиксированного 𝜀 > 0 обозначим 𝐵 = 𝑑+2𝜀+1, где величина 𝑑 определена в условии
(8). В доказательстве Т 3.1.1 монографии [15] показано, что существует постоянная 𝐴 > 0,
такая, что

⃒⃒
𝑐𝑛𝑒

𝜆𝑛𝑧
⃒⃒
6 𝐴, для всех 𝑧, |𝑧| 6 𝐵, и всех 𝑛 ∈ N.

Отсюда следует, что |𝑐𝑛| 6 𝐴𝑒−𝐵|𝜆𝑛|. Получили, что для всех 𝑥 < 0

|𝑓(𝑥)| 6 𝐴𝑒ℎ(𝑥)
∞∑︁
𝑛=1

𝑒(1−𝐵)|𝜆𝑛| = 𝐴𝑒ℎ(𝑥)
∞∑︁
𝑛=1

𝑒−(𝑑+2𝜀)|𝜆𝑛|.

Из условия (8) следует, что (𝑑+ 𝜀) |𝜆𝑛| > ln𝑛, 𝑛 > 𝑛0, то есть ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑒−(𝑑+2𝜀)|𝜆𝑛| <∞.

Доказанная оценка показывает, что все функции 𝑓 из Σ(Λ) имеют контролируемую
скорость роста при 𝑥 → −∞. А это означает, что рассматриваемая проблема простой
интерполяции функциями из ядра этого оператора свертки неразрешима для интерпо-
ляционных данных, имеющих большую скорость роста, чем это диктуется этой оценкой.
Получили противоречие. Необходимость условий в п.1 доказана.

Необходимость условий в п.2 доказывается аналогично.

Докажем достаточность условий в п. 1 и п. 2.
В ситуации п.1 достаточно показать, что имеет место представление

𝐻(C) = Σ(Λ) +
(︀
𝜓1

)︀
,

где 𝜓1 — некоторая целая функция, имеющая бесконечное множество нулей, состоящее из
всех 𝜇−𝑘 ∈ ℳ−, с кратностями 𝑚−𝑘, и не более чем конечное множество нулей, состоящее
из всех 𝜇𝑘 ∈ ℳ+, с кратностями 𝑚𝑘.

Аналогично, в ситуации п.2, покажем, что

𝐻(C) = Σ(Λ) +
(︀
𝜓2

)︀
,

где 𝜓2 — некоторая целая функция, имеющая два бесконечных множества нулей, 𝜇−𝑘 ∈
ℳ−, с кратностями 𝑚−𝑘, и 𝜇𝑘 ∈ ℳ+, с кратностями 𝑚𝑘.

Здесь
(︀
𝜓1

)︀
,
(︀
𝜓2

)︀
— замкнутые идеалы в 𝐻(C), определенные в (9).
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Подпространство Σ(Λ), вообще говоря, не замкнутое в 𝐻(C). Отметим еще следующее.
Если утверждения теоремы доказаны для Λ0 ⊂ Λ, то они доказаны и для Λ. В дальнейшем
мы перейдем к замкнутому подпространству в Σ(Λ).

Из результатов монографии [10], стр.268, вытекает следующее утверждение.
Для того чтобы любая целая функция из замыкания линейной оболочки системы

полиномиально-экспоненциальных мономов с множеством показателей, имеющим ко-
нечную верхнюю плотность с учетом кратностей, представлялась в виде ряда экспо-
нент, необходимо и достаточно, чтобы 𝛿 <∞, где 𝛿 — индекс конденсации Бернштейна-
Леонтьева, определенный ниже.

Для дальнейшего доказательства, с учетом сказанного, перейдем к подпоследователь-
ностям показателей из Λ.

В ситуации п. 1 выберем бесконечную подпоследовательность {𝑡𝜈} ∈ Λ ∩ 𝐴𝛼(𝜋), 𝜈 ∈ N,
так, чтобы последовательность {𝑡𝜈}𝜈∈N удовлетворяла условию

|𝑡𝜈+1| > 2|𝑡𝜈 |. (10)

В ситуации п. 2 выберем две бесконечные подпоследовательности {𝑡2𝑛−1} из Λ ∩ 𝐴𝛼(𝜋)
и {𝑡2𝑛} из Λ ∩ 𝐴𝛼(0) так, чтобы для последовательности {𝑡𝜈}𝜈∈N выполнялось условие
разделенности (10).

Обозначим через 𝐺 целую функцию с простыми нулями 𝑡𝜈 ,

𝐺(𝑧) =
∞∏︁
𝜈=1

(︂
1− 𝑧

𝑡𝜈

)︂
,

где 𝑡𝜈 — любая из двух выбранных подпоследовательностей.
Функция 𝐺 имеет минимальный тип при порядке 1 и Ker𝑀𝐺 состоит из всех целых
функций 𝑓(𝑧), которые представляются рядами экспонент,

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝜈=1

𝑐𝜈𝑒
𝑡𝜈𝑧, 𝑧 ∈ C,

сходящимися в топологии пространства 𝐻(C).
Так как подпространство Ker𝑀𝐺 допускает спектральный синтез, это утверждение вы-

текает из Теоремы 4.2.4 монографии [10]. Покажем, что в результате выбора 𝑡𝜈 индекс
конденсации 𝛿 = 0, где

𝛿 = lim sup
𝜈→∞

1

|𝑡𝜈 |
ln

1⃒⃒
𝐺′(𝑡𝜈)

⃒⃒ .
В обоих случаях для множества нулей {𝑡𝜈} функции 𝐺 выполнено условие (10), поэтому
функция 𝐺 имеет минимальный тип при порядке 1. Для такой функции всегда 𝛿 > 0, так
как производная 𝐺′ также имеет нулевой тип при порядке 1, то есть

1

|𝐺′(𝑡𝜈)|
> 𝑒−𝜀|𝑡𝜈 |, 𝜀 > 0, 𝜈 > 𝜈0.

Верны оценки

|𝐺′(𝑡𝜈)| >
1

|𝑡𝜈 |
∏︁
𝑗 ̸=𝜈

(︂⃒⃒
1− |𝑡𝜈 |

|𝑡𝑗|
⃒⃒)︂
.

ln |𝐺′(𝑡𝜈)| > ln
1

|𝑡𝜈 |
+
∑︁
𝑗<𝜈

ln
(︁ |𝑡𝜈 |
|𝑡𝑗|

− 1
)︁
+
∑︁
𝑗>𝜈

ln
(︁
1− |𝑡𝜈 |

|𝑡𝑗|

)︁
.

Второе слагаемое положительное, и далее, с учетом (10) получаем, что

1

|𝐺′(𝑡𝜈)|
6 |𝑡𝜈 |𝑒−𝐴, 𝐴 =

∞∑︁
𝑘=1

ln
(︁
1−

(︂
1

2

)︂𝑘)︁
.
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Видим, что 𝛿 6 0. Итак 𝛿 = 0.

Обозначим Λ− = Λ ∩ 𝐴𝛼(𝜋), Λ
+ = Λ ∩ 𝐴𝛼(0). Множества могут быть конечными, а

одно из них и пустым. В дальнейшем, без ограничения общности, будем считать, что в
ситуации п.1 Λ = Λ−, а в ситуации п.2 Λ = Λ− ∪ Λ+, причем члены последовательности Λ
удовлетворяют условию разделенности (10) в указанном выше смысле. Обозначим через
𝐺1, 𝐺2 — целые функции с нулевыми множествами Λ−, Λ, соответственно.

С учетом этих соглашений и обозначений, из доказанного выше следует, что
Ker𝑀𝐺1 = Σ(Λ−), и Ker𝑀𝐺2 = Σ(Λ). Поэтому, для доказательства достаточности усло-
вий в двух утверждениях теоремы 1 достаточно показать, что в условиях каждого из них
пространство 𝐻(C) допускает соответствующее представление Фишера:

𝐻(C) = Ker𝑀𝐺1 +
(︀
𝜓1

)︀
.

𝐻(C) = Ker𝑀𝐺2 +
(︀
𝜓2

)︀
.

Целые функции 𝜓1, 𝜓2 определены в начале доказательства. Будет доказано, что для 𝑘 = 1
и 𝑘 = 2 верны следующие два утверждения.
(I ) Подпространство Ker𝑀𝐺𝑘

+
(︀
𝜓𝑘

)︀
— всюду плотное в пространстве 𝐻(C);

(II ) Подпространство Ker𝑀𝐺𝑘
+
(︀
𝜓𝑘

)︀
— замкнутое в пространстве 𝐻(C).

В дальнейшем используется схема доказательства, приведенная в работе [13], которая
основана на двойственности с использованием преобразования Лапласа ℒ функционалов
из сильного сопряженного пространства 𝐻*(C).

Определим раздельно непрерывную билинейную форму [·, ·] : 𝐻(C) × 𝑃C ↦−→ C,
согласно формуле [𝜓, 𝜙] = ⟨ℒ−1𝜙, 𝜓⟩ , 𝜓 ∈ 𝐻(C), 𝜙 ∈ 𝑃C. С помощью отображения
𝜙 ↦−→ [·, 𝜑] = ⟨ℒ−1𝜙, ·⟩ , где ℒ−1𝜙 ∈ 𝐻*(C), задается изоморфизм между 𝑃C и сильным со-
пряженным пространством 𝐻*(C). Согласно введенной двойственности, любая функция
из пространства 𝑃C взаимнооднозначно соответствует некоторому линейному непрерыв-
ному функционалу из 𝐻*(C).

Каждая функция 𝐺 ∈ 𝑃C, 𝐺 ̸≡ 0 порождает в пространстве целых функций 𝐻(C)
оператор свертки 𝑀𝐺 : 𝑃C ↦−→ 𝑃C,

𝑀𝐺[𝜓](𝑧) =
[︀
𝑆𝑧

(︀
𝜓(𝜆)

)︀
, 𝐺𝜆

]︀
=

⟨︀
(ℒ−1𝐺)𝜆, 𝜓(𝑧 + 𝜆)

⟩︀
,

где 𝑆𝑧 — оператор сдвига: 𝑆𝑧
(︀
𝜓(𝜆)

)︀
= 𝜓(𝜆+ 𝑧).

Известно, что 𝑀𝐺 линейный, непрерывный и сюръективный оператор. Cопряженный
оператор к оператору свертки 𝑀𝐺 это оператор 𝐴𝐺 умножения на характеристическую
функцию 𝐺, действующий на функциях 𝜔 ∈ 𝑃C следующим образом: 𝜔 ↦−→ 𝐺 · 𝜔.

Как известно, (𝑀*)-пространство 𝐻(C) является рефлексивным, то есть его сильное
второе сопряженное пространство 𝐻**(C) канонически изоморфно пространству 𝐻(C).
Поэтому отображение 𝜓 ↦−→ [𝜓, ·] , с учетом этого канонического изоморфизма, определя-
ет изоморфизм между (𝑀*)-пространством 𝐻(C) и сильным сопряженным 𝑃 *

C, и любая
функция из 𝐻(C) взаимнооднозначно соответствует некоторому линейному непрерывному
функционалу из сильно сопряженного пространства 𝑃 *

C.
Более точно, это отображение понимается следующим образом: канонический изомор-

физм 𝐻(C) и 𝐻**(C) имеет вид 𝜓 ↦−→ Θ𝜓 = 𝐹𝜓, 𝐹𝜓 ∈ 𝑃 *
C, ⟨𝐹𝜓, 𝜙⟩ = [𝜓, 𝜙] = ⟨ℒ−1𝜙, 𝜓⟩ .

Здесь 𝜓 ∈ 𝐻(C), 𝜙 ∈ 𝑃C.
Каждая функция 𝜓 ∈ 𝐻(C), 𝜓 ̸≡ 0 порождает в пространстве целых функций экспо-

ненциального типа 𝑃C оператор свертки ̃︁𝑀𝜓 : 𝑃C ↦−→ 𝑃C, ̃︁𝑀𝜓[𝜙](𝑧) =
[︀
(Θ𝜓)𝜆, 𝑆𝑧

(︀
𝜙(𝜆)

)︀]︀
,

где 𝑆𝑧 — оператор сдвига, 𝑆𝑧
(︀
𝜙(𝜆)

)︀
= 𝜙(𝜆+ 𝑧), 𝜆 ∈ C.

Далее получаем, что ̃︁𝑀𝜓[𝜙](𝑧) =
⟨︀
(ℒ−1𝑆𝑧𝜙)𝜆, 𝜓(𝜆)

⟩︀
=

⟨︀
𝑒𝑧𝜆(ℒ−1

𝜙)𝜆, 𝜓(𝜆)
⟩︀
=

=
⟨︀
(ℒ−1𝜙)𝜆, 𝑒

𝑧𝜆𝜓(𝜆)
⟩︀
, 𝜙 ∈ 𝑃C.
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Используя известную формулу для обратного преобразования Бореля ([10]), отсюда
получается, что оператор свертки ̃︁𝑀𝜓 имеет следующий вид:

̃︁𝑀𝜓[𝜙](𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝜓(𝜆)𝑒𝑧𝜆𝛾𝜙(𝜆) 𝑑𝜆, 𝜙 ∈ 𝑃C,

где 𝛾𝜙 – функция, ассоциированная по Борелю с функцией 𝜙, а 𝐶 – спрямляемый замкну-
тый контур, охватывающий все особые точки функции 𝛾𝜙. Целая функция 𝜓 называется
характеристической функцией оператора свертки ̃︁𝑀𝜓.

Известно, что ̃︁𝑀𝜓 линейный, непрерывный и сюръективный оператор. Обозначим
Ker ̃︁𝑀𝜓 = {𝑓 ∈ 𝑃C : ̃︁𝑀𝜓[𝑓 ] = 0}.

Оператор ̃︁𝑀𝜓 является сопряженным к оператору ̃︀𝐴𝜓 умножения на целую функцию 𝜓 в
пространстве 𝐻(C), действующему на функциях 𝑔 ∈ 𝐻(C) следующим образом: 𝑔 ↦−→ 𝜓 ·𝑔.
Оператор ̃︀𝐴𝜓 является линейным и непрерывным, а его образ совпадает с замкнутым
идеалом (𝜓).

Если 𝑋1 — подпространство в топологическом векторном пространстве 𝑋, через 𝑋0
1

обозначим его поляру (или аннулятор), то есть множество функционалов из 𝑋*, которые
обращаются в нуль на 𝑋1.

С учетом введенной двойственности, поляра
(︀
Ker𝑀𝐺

)︀0 совпадает с идеалом, определя-
емым как (︀

𝐺
)︀
𝑃C

= {ℎ ∈ 𝑃C : ℎ = 𝐺 · 𝑟; 𝑟 ∈ 𝑃C},

причем
(︀
𝐺
)︀
𝑃C

=
(︀
𝐺
)︀
∩ 𝑃C, и идеал

(︀
𝐺
)︀
𝑃C

— замкнутое подпространство в 𝑃C (доказа-
тельство этих утверждений будет приведено ниже). С учетом введенной двойственности,
поляра

(︀
(𝜓)

)︀0 совпадает с Ker ̃︁𝑀𝜓.

Так как
(︀
Ker𝑀𝐺 + (𝜓)

)︀0
=

(︀
Ker𝑀𝐺

)︀0 ∩ (︀
(𝜓)

)︀0
, доказано, с учетом двойственности, что(︀

Ker𝑀𝐺 + (𝜓)
)︀0

=
(︀
𝐺
)︀
𝑃C

∩Ker ̃︁𝑀𝜓.

Из Леммы 2 работы [16] следует, с учетом двойственности, что подпространство
Ker𝑀𝐺 +

(︀
𝜓
)︀

— замкнутое в 𝐻(C), тогда, и только тогда, когда подпространство(︀
Ker𝑀𝐺

)︀0
+
(︀
(𝜓)

)︀0
=

(︀
𝐺
)︀
𝑃C

+Ker ̃︁𝑀𝜓 — замкнутое в 𝑃C.

Получили, что для 𝑘 = 1 и 𝑘 = 2 утверждения (𝐼) и (𝐼𝐼) выше равносильны следующим
двум двойственным утверждениям в (𝐿𝑁*)-пространстве 𝑃C.

(I *) Справедливо равенство
(︀
𝐺𝑘

)︀
𝑃C

∩Ker ̃︁𝑀𝜓𝑘
= {0}.

(II *) Подпространство
(︀
𝐺𝑘

)︀
𝑃C

+Ker ̃︁𝑀𝜓𝑘
— замкнутое в пространстве 𝑃C.

Важным моментом в доказательстве двойственных утверждений (𝐼*) и (𝐼𝐼*) является
следующий известный факт (см., например, [17]).

Пусть 𝑓 — произвольная целая функция, имеющая нулевое множество {𝑡𝑘}, при-
чем 𝑡𝑘 имеют кратности 𝑝𝑘, 𝑘 ∈ N. Замкнутое подпространство Ker ̃︁𝑀𝑓 в простран-
стве 𝑃C представляет собой линейную оболочку системы всех мономов вида {𝑧𝜈𝑒𝑡𝑘𝑧},
𝜈 = 0, 1, · · · , 𝑝𝑘 − 1, 𝑘 ∈ N, то есть оно состоит только из полиномов из экспонент:

Ker ̃︁𝑀𝑓 = {𝑝 ∈ 𝑃C : 𝑝(𝑧) =

𝑢𝑝∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑧)𝑒
𝑡𝑘𝑧}.

Здесь, для любого 𝑘 ∈ N, функции 𝑎𝑘 — произвольные многочлены степеней не выше 𝑝𝑘−1,
соответственно.

Это несложно доказываемый фундаментальный принцип для Ker ̃︁𝑀𝜓 в пространстве
𝑃C.
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В условиях каждого из п.1 и п.2 теоремы 1 докажем утверждение (𝐼*).

В условиях как п.1, так и п.2, пусть функция 𝑝 ∈ Ker ̃︁𝑀𝜓𝑘
, 𝑝 ̸≡ 0, тогда она представляет

собой полином из экспонент

𝑝(𝑧) =
∑︁

Finℳ−

𝑎−𝑗(𝑧)𝑒
𝜇−𝑗𝑧 +

∑︁
Finℳ+

𝑎𝑘(𝑧)𝑒
𝜇𝑘𝑧,

который имеет вид (1). Справа стоят конечные суммы по конечным подмножествам
𝐹𝑖𝑛ℳ− ⊂ ℳ−, Finℳ+ ⊂ ℳ+. В этом представлении учитываем, что возможен случай,
когда Finℳ− = ∅ или Finℳ+ = ∅, и поэтому используем соглашение: для произвольной
последовательности {𝑏𝑘},

∑︀
∅
𝑏𝑘 = 0.

Покажем, что в условиях п.1 и п.2 полином из экспонент 𝑝 ̸≡ 0 не может принадлежать
(𝐺1)𝑃C .

Это следует из Леммы 3. Действительно, согласно условию Теоремы 1, Λ− ⊂ 𝐴𝛼(𝜋),
откуда следует, что для последовательности 𝑣−𝑘 = 𝜆−𝑘 выполнено условие (6) Леммы 3.

Кроме того, нужно показать, что (𝐺1)𝑃C = 𝐼𝒱− . По определению, (𝐺1)𝑃C ⊂ 𝐼𝒱− . Далее,
согласно теореме Линделефа для функций из пространства 𝑃C,

(︀
𝐺
)︀
𝑃C

=
(︀
𝐺
)︀
∩𝑃C, то есть

верно и обратное включение.
Идеал 𝐼𝒱− из Леммы 3 — замкнутый, так как топология в 𝑃C сильнее топологии равно-

мерной сходимости на компактах. Доказано, что идеал (𝐺1)𝑃C замкнут в 𝑃C.
Утверждение (𝐼*) в условиях п.1 доказано. Для доказательства Утверждения (𝐼*) в

условиях п.2 осталось только заметить, что идеал (𝐺2)𝑃C содержится в идеале (𝐺1)𝑃C .

Получили, что, как в условиях п.1, так и п.2 теоремы, у нас имеются алгебраические
прямые суммы (𝐺𝑘)𝑃C ⊕ Ker ̃︁𝑀𝜓𝑘

, 𝑘 = 1, 2. В условиях каждого из п.1 и п.2 теоремы 1,
докажем замкнутость этих подпространств в 𝑃C (то есть докажем утверждение (𝐼𝐼*)).
Как известно ([19]), в (𝐿𝑁*) — пространстве 𝑃C замкнутость любого подпространства 𝑋
равносильна его секвенциальной замкнутости.

В условиях п.1 рассмотрим произвольную последовательность {𝑔𝑙}, 𝑙 ∈ N, функций
из алгебраической прямой суммы (𝐺1)𝑃C ⊕ Ker ̃︁𝑀𝜓1 и предположим, что она сходится в
пространстве 𝑃C к функции 𝑔 ∈ 𝑃C. Покажем, что предельная функция 𝑔 принадлежит
(𝐺1)𝑃C ⊕Ker ̃︁𝑀𝜓1 .

Сходимость {𝑔𝑙} в (𝐿𝑁*)-топологии пространства 𝑃C означает следующее:
1. {𝑔𝑙} сходится к 𝑔 в топологии пространства 𝐻(C);
2. Существуют такие 𝐴 > 0, 𝐵 > 0, что для всех 𝑙 ∈ N справедлива оценка

|𝑔𝑙(𝑧)| 6 𝐴𝑒𝐵|𝑧|, 𝑧 ∈ C. (11)

Последовательность {𝑔𝑙} состоит из функций вида 𝑔𝑙 = 𝑝𝑙 + 𝑅𝑙, где функции 𝑅𝑙 ∈ (𝐺1)𝑃C ,

то есть 𝑅𝑙|Λ− = 0, а функции 𝑝𝑙 ∈ Ker ̃︁𝑀𝜓1 .
Если в последовательности {𝑔𝑙} содержится бесконечно много членов с 𝑅𝑙 ≡ 0, то

𝑔 ∈ Ker ̃︁𝑀𝜓1 . Если в {𝑔𝑙} содержится бесконечно много членов с 𝑝𝑙 ≡ 0, то 𝑔 ∈ (𝐺1)𝑃C .

Для таких последовательностей {𝑔𝑙} функция 𝑔 ∈ (𝐺1)𝑃C ⊕Ker ̃︁𝑀𝜓1 .
Следовательно, далее можно считать, что последовательность {𝑔𝑙} такова, что

𝑅𝑙 ̸≡ 0, 𝑝𝑙 ̸≡ 0 для всех 𝑙.
В силу фундаментального принципа для ядра Ker ̃︁𝑀𝜓1 в пространстве 𝑃C

𝑝𝑙(𝑧) =
∑︁

Fin
(𝑙)

ℳ−

𝑎
(𝑙)
−𝑗(𝑧)𝑒

𝜇−𝑗𝑧 +
∑︁

Fin
(𝑙)

ℳ+

𝑎
(𝑙)
𝑘 (𝑧)𝑒𝜇𝑘𝑧. (12)

Если для некоторого фиксированного 𝑙 в этом представлении Fin
(𝑙)

ℳ− ̸= ∅, то есть име-
ется хотя бы один 𝑎(𝑙)−𝑗 ̸≡ 0, соответствующий показателю 𝜇−𝑗, обозначим через 𝑞𝑙 — номер
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минимального из всех таких 𝜇−𝑗. Если для некоторого фиксированного 𝑙 в этом представ-
лении Fin

(𝑙)

ℳ+ ̸= ∅, то есть имеется хотя бы один 𝑎(𝑙)𝑘 ̸≡ 0, соответствующий показателю 𝜇𝑘,
обозначим через 𝑢𝑙 — номер максимального из всех таких 𝜇𝑘.

Пусть последовательность {𝑔𝑙} такова, что множество {𝑞𝑙} бесконечное. Покажем, что
оно ограниченное.

По условию п.1 для произвольной последовательности {𝑔𝑙} множество {𝑢𝑙} пустое или
ограниченное. Тогда без ограничения общности можно считать, что в представлениях по-
линомов из экспонент Fin

(𝑙)

ℳ− ̸= ∅ для всех 𝑙. Действительно, достаточно рассмотреть̃︀𝑔𝑙 = 𝑔𝑙 · 𝑒−𝑎𝑧, для некоторого 𝑎 ∈ R+. Тогда 𝑎(𝑙)−𝑞𝑙 ̸≡ 0 для всех 𝑙.
Предположим, что множество чисел {𝑞𝑙} является неограниченным.
Все 𝑝𝑙 имеют вид (1). Так как 𝑎(𝑙)−𝑞𝑙 ̸≡ 0, используя оценку (4) из леммы 2 и оценку (11),

получаем следующую оценку функции 𝑅𝑙 = 𝑔𝑙 − 𝑝𝑙, 𝑅𝑙 ̸≡ 0, :

|𝑅𝑙(𝑧)| > |𝑝𝑙(𝑧)| − |𝑔𝑙(𝑧)| > 𝑐3𝑒
(|𝜇−𝑞𝑙

| cos𝛼)|𝑧| − 𝐴𝑒𝐵|𝑧|,

для всех 𝑧 в области 𝐴𝛼(𝜋), |𝑧| > 𝑟. Здесь 𝑟 = 𝑟(𝑙). По предположению, существует 𝜇−𝑞𝑙0 ,

такое, что |𝜇−𝑞𝑙0 | >
𝐵

cos𝛼
.

Видим, что |𝑅𝑙0(𝑧)| > 0 для всех 𝑧 в области 𝐴𝛼(𝜋), |𝑧| > 𝑟1(𝑙0). Получаем противоречие,
так как, в силу условия п.1 теоремы 1, в области 𝐴𝛼(𝜋), |𝑧| > 𝑟1(𝑙0), лежит бесконечная
дискретная последовательность из Λ−, а нам дано, что 𝑅𝑙0|Λ− = 0.

Доказано следующее: если последовательность функций 𝑔𝑙 = 𝑝𝑙+𝑅𝑙 из (𝐺1)𝑃C ⊕Ker ̃︁𝑀𝜓1

сходится в 𝑃C, то |𝜇−𝑞𝑙 | 6
𝐵

cos𝛼
для всех 𝑙, и множество чисел {𝑞𝑙} в представлениях

полиномов из экспонент является ограниченным. Множество чисел {𝑢𝑙} для любой после-
довательности {𝑔𝑙} конечное или пустое по условию утверждения п.1.

Следовательно, последовательность полиномов из экспонент {𝑝𝑙} принадлежит некото-
рому конечномерному подпространству 𝑋 ⊂ Ker ̃︁𝑀𝜓1 . Утверждение (𝐼*) означает, что все
элементы сходящейся последовательности 𝑔𝑙 = 𝑝𝑙 + 𝑅𝑙 лежат в алгебраической прямой
сумме 𝑋 ⊕ (𝐺1)𝑃C .

В любом топологическом векторном пространстве алгебраическая прямая сумма конеч-
номерного подпространства и замкнутого подпространства является замкнутым подпро-
странством ([20], стр. 41). Итак, предельная функция 𝑔 последовательности 𝑔𝑙 = 𝑝𝑙 + 𝑅𝑙

принадлежит Ker ̃︁𝑀𝜓1 ⊕ (𝐺1)𝑃C . Утверждение (𝐼𝐼*) доказано.
Из утверждений (𝐼*) и (𝐼𝐼*) вытекает утверждение п.1 Теоремы 1.

В условиях п.2 докажем, что алгебраическая прямая сумма (𝐺2)𝑃C ⊕Ker ̃︁𝑀𝜓2 — замкну-
тое подпространство в 𝑃C. По условию п. 2, имеется два бесконечных множества узлов
интерполяции 𝜇𝑘 с кратностями 𝑚𝑘 и узлов интерполяции 𝜇−𝑘 с кратностями 𝑚−𝑘. Кроме
того, в углах 𝐴𝛼(𝜋) и 𝐴𝛼(0) лежат две бесконечные последовательности точек из Λ− и Λ+,
соответственно.

Рассмотрим произвольную сходящуюся последовательность функций {𝑔𝑙} ⊂ Ker𝑀𝐺2 ⊕(︀
𝜓2

)︀
, вида 𝑔𝑙 = 𝑅𝑙 + 𝑝𝑙, 𝑙 ∈ N, где 𝑝𝑙 ∈ Ker ̃︁𝑀𝜓1 , 𝑅𝑙 ∈ (𝐺2)𝑃C . Как и при доказательстве

замкнутости (𝐺1)𝑃C⊕Ker ̃︁𝑀𝜓1 выше, можно считать, что 𝑝𝑙 ̸≡ 0, 𝑅𝑙 ̸≡ 0 для всех 𝑙. Полино-
мы из экспонент 𝑝𝑙 ̸≡ 0 имеют представление (12). Если последовательность {𝑔𝑙} такова,
что множество чисел {𝑢𝑙} конечное или пустое, выше доказано, что множество чисел {𝑞𝑙}
ограниченное.

Пусть последовательность {𝑔𝑙} такова, что множество чисел {𝑢𝑙} бесконечное.
Если последовательность {𝑝𝑙} такова, что в ней имеется бесконечное множество чле-

нов, в представлении которых имеются отрицательные показатели, то можно считать,
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что 𝑎
(𝑙)
−𝑞𝑙 ̸≡ 0 для всех членов такой последовательности. Этого можно достичь, перехо-

дя к подпоследовательности. Далее, как в доказательстве утверждения п.1, доказываем,
что множество чисел {𝑞𝑙}, соответствующих всем таким членам, является ограниченным.
Кроме того, для дальнейшего отметим, что для любой последовательности такого типа
без ограничения общности можно считать, что 𝑎(𝑙)𝑢𝑙 ̸≡ 0 для всех 𝑙.

Если же в последовательности {𝑝𝑙} таких членов не более конечного числа, можно счи-
тать, что 𝑎(𝑙)𝑢𝑙 ̸≡ 0 для всех 𝑙, рассматривая ̃︀𝑔𝑙 = 𝑔𝑙 · 𝑒𝑎𝑧, для некоторого 𝑎 ∈ R+.

По предположению, для последовательности {𝑝𝑙} каждого из последних двух типов
множество {𝑢𝑙} неограниченное. Последовательность {𝑔𝑙} удовлетворяет оценке (11). Так
как 𝑎

(𝑙)
𝑢𝑙 ̸≡ 0 для всех 𝑙, получаем, используя оценку (5) Леммы 2 и оценку (11), что для

всех 𝑧 в области 𝐴𝛼(0), |𝑧| > 𝑟, 𝑟 = 𝑟(𝑙),

|𝑅𝑙(𝑧)| > 𝑐3𝑒
(𝜇𝑢𝑙 cos𝛼)|𝑧| − 𝐴𝑒𝐵|𝑧|.

Отсюда, так как множество Λ+ бесконечное, как и выше, в доказательстве утверждения
п.1, приходим к противоречию и заключаем, что множество чисел {𝑢𝑙}, соответствующих
произвольной сходящейся последовательности {𝑢𝑙}, является ограниченным. Из предыду-
щего рассмотрения следует, что оба множества чисел {𝑞𝑙} и {𝑢𝑙}, участвующие в пред-
ставлении произвольной сходящейся последовательности {𝑔𝑙} полиномов из экспонент,
являются ограниченными. Завершается доказательство теми же рассуждениями, как в
доказательстве утверждения п.1.

Утверждение п.2, а значит, и Теорема 1 доказаны.

4. Обсуждение условий, примеры

Покажем, что единственности интерполяции в условиях рассматриваемой задачи быть
не может.

Пусть множество Λ удовлетворяет условию (8). Кроме того, пусть множество Λ и мно-
жество узлов ℳ ⊂ R удовлетворяют условиям Теоремы 1, тогда разрешима проблема
кратной интерполяции рядами экспонент 𝑓 из Σ(Λ) с узлами ℳ. Пусть 𝜓 = 𝜓ℳ — неко-
торая целая функция с нулевым множеством 𝑍𝜓 = ℳ, с учетом кратностей.

Предложение 1. Подпространство Σ(Λ) ∩
(︀
𝜓
)︀
̸= {0}, более того, оно — бесконечно-

мерное.
Доказательство. По Теореме 1 имеет место представление Ker𝑀𝜙 +

(︀
𝜓
)︀

= 𝐻(C).
Покажем, что Σ(Λ) ∩

(︀
𝜓
)︀
̸= {0}.

Существует 𝑔 ∈
(︀
𝜓
)︀
, 𝑔 ̸≡ 0, 𝑔 /∈ Σ(Λ), и cуществует такое 𝑥0 ∈ R, что 𝑔(𝑥0) ̸= 0,

𝜓(𝑥0) ̸= 0. Обозначим через 𝜓1 — целую функцию с нулевым множеством 𝑍𝜓1 = ℳ∪{𝑥0},
тогда идеал

(︀
𝜓1

)︀
является собственным подмножеством

(︀
𝜓
)︀
.

По Теореме 1 𝐻(C) = Σ(Λ) +
(︀
𝜓1

)︀
, в частности 𝑔 = 𝑓 + 𝜓1 · 𝑟, где 𝑓 ∈ Σ(Λ), причем

функция 𝑓 ̸≡ 0, поскольку 𝑔 /∈
(︀
𝜓1

)︀
. Функция 𝑟 ∈ 𝐻(C) и 𝑟 ̸≡ 0, так как 𝑔 /∈ Σ(Λ).

Так как 𝑟 ̸≡ 0, а 𝑓 = 𝑔 − 𝜓1 · 𝑟, видим, что 𝑓 ∈ Σ(Λ) ∩
(︀
𝜓
)︀

и 𝑓 ̸≡ 0. Первое утверждение
доказано.

Заметим, что 𝑓 /∈ Σ(Λ) ∩
(︀
𝜓1

)︀
, так как 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥0) ̸= 0. Доказано, что имеет место

строгое включение Σ(Λ) ∩
(︀
𝜓1

)︀
⊂ Σ(Λ) ∩

(︀
𝜓
)︀
.

Предположим, что подпространство Σ(Λ) ∩
(︀
𝜓
)︀

конечномерное. Продолжая указанную
процедуру, получим последовательность строгих включений Σ(Λ)∩

(︀
𝜓𝑘+1

)︀
⊂ Σ(Λ)∩

(︀
𝜓𝑘

)︀
.

Через конечное число шагов получим, что Σ(Λ)∩
(︀
𝜓𝑙0

)︀
= {0}. Это противоречит тому, что

уже доказано выше. Предложение 2 доказано.
В заключение обратимся к более общей ситуации, описанной перед Леммой 3. Рассмот-

рим бесконечную дискретную последовательность комплексных чисел 𝒱 = 𝒱− ∪ 𝒱+, где
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𝒱+ = {𝑣𝑗}, 𝒱− = {𝑣−𝑗}, — бесконечные дискретные последовательности, причем Re 𝑣𝑗 > 0,
Re 𝑣−𝑗 < 0. Пусть выполнены условия (6) и (7) из Леммы 3. Предположим, что множества
𝒱−, 𝒱+ представляют собой множества нулей целых функций экспоненциального типа
Φ1,Φ2, соответственно.

Для произвольного дискретного множества Ω = {𝜔𝑘}, 𝜔𝑘 ∈ R, с множеством кратно-
стей {𝑛𝑘}, обозначим через 𝜓Ω целую функцию, имеющую простые нули в точках 𝜔𝑘 с
кратностями 𝑛𝑘, и только в них.

Замечание 1. Из леммы 3 вытекает, что справедливы следующие два утверждения.
Подпространства Ker𝑀Φ1 +

(︀
𝜓Ω

)︀
и Ker𝑀Φ2 +

(︀
𝜓Ω

)︀
являются всюду плотными в про-

странстве 𝐻(C).
Действительно, 𝐼𝒱− = (Φ1)𝑃C . Это показано в доказательстве теоремы 1. Поэтому, в силу

Леммы 3,
(︀
Φ1

)︀
𝑃C
∩Ker ̃︁𝑀𝜓Ω

= {0}, так как любая функция из Ker ̃︁𝑀𝜓Ω
имеет вид (1), в силу

фундаментального принципа для Ker ̃︁𝑀𝜓Ω
в пространстве 𝑃C. Это двойственное утвержде-

ние равносильно первому утверждению. Второе получается после преобразования 𝑧 → −𝑧
плоскости C.

Обсудим два примера, связанных с существенностью условий, накладываемых на мно-
жество показателей экспонент Λ и узлы интерполяции ℳ.

Пример 1 ниже показывает, что условия (6) и (7) в утверждениях Замечания 1 близки к
необходимым. Для того чтобы упростить этот пример, заметим, что после преобразования
𝑧 → −𝑧 плоскости C, из утверждения п. 1 Теоремы 1 получается утверждение:
1′. Пусть множество узлов ℳ− — конечное или пустое. В пространстве 𝐻(C) разре-
шима проблема кратной интерполяции рядами экспонент из Σ(Λ) с множеством узлов
ℳ, тогда, и только тогда, когда для некоторого 𝛼 ∈ (0,

𝜋

2
) множество Λ ∩ 𝐴𝛼(0) —

бесконечное.

Пример 1. Пусть 𝜙(𝑧) = 𝑧 − 𝑒𝑧, а множество узлов интерполяции ℳ содержит
некоторое множество узлов 𝜇𝑘 > 1, 𝑘 ∈ N. Проблема простой интерполяции функциями
из Ker𝑀𝜙 с множеством узлов ℳ неразрешима, причем подпространство 𝑀𝜙 +

(︀
𝜓ℳ

)︀
,

вообще говоря, не является всюду плотным в пространстве 𝐻(C).

Легко показать, что функция 𝜙(𝑧) = 𝑧 − 𝑒𝑧 имеет бесконечное множество нулей
Λ = {𝜆𝑛, 𝜆𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛}. Так как 𝜆𝑛 = 𝑒𝜆𝑛 , в частности, получаем, что 𝑥𝑛 − ln |𝜆𝑛| = 0.
Отсюда следует, что Re𝜆𝑛 → +∞, и для 𝜆𝑛 не выполняются как условие Теоремы 1, так и
условие (7). Кроме того, 𝜙′(𝜆𝑛) = 1− 𝑒𝜆𝑛 = 1− 𝜆𝑛. Поэтому все нули функции 𝜙 простые,
и индекс конденсации 𝛿 = 0 для функции 𝜙. Cледовательно, Ker𝑀𝜙 = Σ(Λ).

В частности, если множество узлов ℳ содержит 𝜇0 = 0 с кратностью 𝑚0 = 2 и 𝜇1 = 1 с
кратностью 𝑚1 = 1, тогда полином из экспонент 𝑝 = 𝜙 принадлежит Ker ̃︁𝑀𝜓ℳ ∩

(︀
𝜙
)︀
𝑃C
, то

есть в силу равносильного двойственного утверждения (I *), подпространство 𝑀𝜙 +
(︀
𝜓ℳ

)︀
не является всюду плотным в пространстве 𝐻(C).

Второй пример показывает, что существуют такие операторы свертки из рассматрива-
емого класса, что проблема интерполяции функциями из ядра оператора свертки с про-
извольными комплексными узлами интерполяции 𝜇𝑘, вообще говоря, неразрешима.

Пример 2. Пусть множество узлов интерполяции содержит точки 𝜇1 ∈ R,
𝜇2 = 𝜇1 + 𝑖 ∈ C, а 𝜙(𝑧) = 1− 𝑒𝑖𝑧. Тогда проблема простой интерполяции целыми функци-
ями из Ker𝑀𝜙 = {𝑓 ∈ 𝐻(C) : 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧 + 𝑖)} неразрешима.

В этом примере 𝜆𝑛 = 2𝜋𝑛 ∈ R. Все функции из ядра 𝑀𝜙 являются периодическими с
периодом 𝑖, поэтому нет возможности задавать произвольные интерполяционные данные
в узлах 𝜇1 ∈ R, 𝜇2 = 𝜇1 + 𝑖 ∈ C.
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