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Аннотация. В вещественном рефлексивном банаховом пространстве рассматривается
проблема существования решений задачи со спектральным параметром для уравнений
с разрывными операторами. Вариационным методом получены теоремы о числе реше-
ний для исследуемых задач. В качестве приложения рассмотрены основные краевые
задачи для уравнений эллиптического типа со спектральным параметром и разрывны-
ми нелинейностями.
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Введение. Постановка задачи

Общая постановка задач на собственные значения для нелинейных уравнений была да-
на в работе [1]. В работах [1], [2] нелинейные задачи со спектральным параметром изуча-
лись топологическими методами, в работах [3], [4] – в полуупорядоченных пространствах,
в работах [5], [6] – вариационным методом. Во всех перечисленных работах структура
множества собственных значений операторного уравнения исследовалась для непрерыв-
ных отображений. В данной работе рассматриваются нелинейные спектральные задачи в
общей операторной постановке без предположения о непрерывности оператора. В даль-
нейшем потребуются следующие определения.

Пусть 𝐸 – вещественное рефлексивное банахово пространство, 𝐸* – сопряженное с 𝐸
пространство. Через (𝑧, 𝑥) обозначается значение функционала 𝑧 ∈ 𝐸* на элементе 𝑥 ∈ 𝐸.

Определение 1. Линейный оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐸* называется самосопряженным, если
(𝐴𝑥, ℎ) = (𝐴ℎ, 𝑥) для любых 𝑥, ℎ ∈ 𝐸.

Определение 2. Отображение 𝑇 : 𝐸 → 𝐸* называется компактным на 𝐸, если оно
ограниченные множества из 𝐸 переводит в предкомпактные в 𝐸*.

Определение 3. Отображение 𝑇 : 𝐸 → 𝐸* называется монотонным на 𝐸, если
(𝑇𝑥 − 𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦) ≥ 0 для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸. Отображение 𝑇 : 𝐸 → 𝐸* называется ан-
тимонотонным, если отображение −𝑇 монотонно.

Определение 4. Отображение 𝑇 : 𝐸 → 𝐸* называется ограниченным на 𝐸, если суще-
ствует постоянная 𝑀 > 0 такая, что ||𝑇𝑥|| 6 𝑀 для любого 𝑥 ∈ 𝐸.

В данной работе рассматривается уравнение вида

𝐴𝑢 = 𝜆𝑇𝑢 (1)

D.K. Potapov, On a number of solutions in problems with spectral parameter for equations
with discontinuous operators.
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с параметром 𝜆 > 0. Здесь 𝐴 – линейный самосопряженный оператор из 𝐸 в 𝐸*,
𝑇 : 𝐸 → 𝐸* – разрывное, компактное или антимонотонное отображение, ограниченное на
𝐸.

Работы [7], [8] были посвящены существованию луча положительных собственных зна-
чений для таких уравнений с разрывными операторами. При достаточно больших 𝜆 в этих
работах доказаны теоремы о существовании ненулевых решений уравнения (1). В рабо-
тах [9], [10] получены оценки величины бифуркационного параметра и норм оператора в
спектральных задачах для уравнений с разрывными операторами вида (1). Наличие ну-
левого решения уравнения (1) при любом 𝜆 обеспечивается априорным предположением
𝑇 (0) = 0. В данной работе рассмотрим вопрос о числе решений уравнения (1).

1. Общие результаты

Как и ранее [7]–[10], уравнение (1) изучается вариационным методом. Для применимо-
сти вариационного подхода к изучению уравнения (1) относительно оператора 𝑇 допол-
нительно предполагается, что он квазипотенциальный.

Определение 5. Отображение 𝑇 : 𝐸 → 𝐸* называется квазипотенциаль-
ным, если существует функционал 𝑓 : 𝐸 → R, для которого верно равенство

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) =
1∫︀
0

(𝑇 (𝑥 + 𝑡ℎ), ℎ) 𝑑𝑡 для любых 𝑥, ℎ ∈ 𝐸 (интеграл понимается в смыс-

ле Лебега). При этом 𝑓 называют квазипотенциалом оператора 𝑇 .
Свяжем с уравнением (1) функционал 𝑓𝜆(𝑢) = 1

2
(𝐴𝑢, 𝑢)−𝜆𝑓(𝑢), где 𝑓 – квазипотенциал

оператора 𝑇 . В работе [11] указаны достаточные условия (ограничения на точки разрыва
оператора 𝐹𝜆𝑢 = 𝐴𝑢− 𝜆𝑇𝑢), при выполнении которых точки минимума функционала 𝑓𝜆

являются решениями уравнения (1). А именно, надо предполагать, что точки разрыва
оператора 𝐹𝜆 регулярные.

Определение 6. Элемент 𝑥 ∈ 𝐸 называется точкой разрыва оператора 𝑇 : 𝐸 → 𝐸*,
если найдется ℎ ∈ 𝐸, для которого либо lim

𝑡→0
(𝑇 (𝑥 + 𝑡ℎ), ℎ) не существует, либо

lim
𝑡→0

(𝑇 (𝑥 + 𝑡ℎ), ℎ) ̸= (𝑇𝑥, ℎ).
Определение 7. Элемент 𝑥 ∈ 𝐸 называется регулярной точкой для оператора

𝑇 : 𝐸 → 𝐸*, если для некоторого ℎ ∈ 𝐸 lim
𝑡→+0

(𝑇 (𝑥 + 𝑡ℎ), ℎ) < 0.

Согласно результатам работ [7], [8] справедлива нижеследующая теорема.
Теорема 1. Предположим, что

1) 𝐴 – линейный самосопряженный оператор, действующий из вещественного рефлек-
сивного банахова пространства 𝐸 в сопряженное пространство 𝐸*, пространство 𝐸
представляется в виде прямой суммы замкнутых подпространств 𝐸1 и 𝐸2, 𝐸1 = ker𝐴,
причем существует постоянная 𝛼 > 0 такая, что (𝐴𝑢, 𝑢) ≥ 𝛼||𝑢||2 для любого 𝑢 ∈ 𝐸2;
2) отображение 𝑇 компактное или антимонотонное, квазипотенциальное (с квазипо-
тенциалом 𝑓) и ограниченное на 𝐸, 𝑓(0) = 0 и для некоторого 𝑢0 ∈ 𝐸 значение 𝑓(𝑢0) > 0;
если 𝐸1 ̸= {0}, то дополнительно предполагается, что lim

𝑢∈𝐸1,||𝑢||→+∞
𝑓(𝑢) = −∞;

3) если отображение 𝑇 компактное, то дополнительно предполагается, что
lim
𝑡→+0

(𝑇 (𝑢 + 𝑡ℎ) − 𝑇𝑢, ℎ) ≥ 0 для всех 𝑢, ℎ ∈ 𝐸;

4) если отображение 𝑇 антимонотонное, то дополнительно предполагается, что любая
точка разрыва оператора 𝑇 при 𝜆 > 𝜆0 > 0 регулярная для 𝐹𝜆𝑢 = 𝐴𝑢−𝜆𝑇𝑢 (𝜆0 – величина,
начиная с которой задача на собственные значения разрешима).
Тогда для любого 𝜆 > 𝜆0 уравнение (1) имеет по крайней мере одно ненулевое решение.

Отметим, что если в условиях теоремы 1 дополнительно потребовать 𝑇 (0) = 0, то для
компактного отображения 𝑇 уравнение (1) будет иметь по крайней мере два решения
(нулевое и ненулевое) для любого 𝜆 > 𝜆0, а если отображение 𝑇 – антимонотонное, то
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уравнение (1) имеет только тривиальное решение, поскольку в этом случае ненулевые
решения будут невозможны.

Центральным понятием современной вариационной теории является условие Palais-
Smale ((PS)-условие), а ее основанием – деформационная лемма. Базируясь на понятии
обобщенного градиента Кларка для локально липшицевых функций, (PS)-условие и де-
формационная лемма были модифицированы K.C. Chang [12].

Определение 8. Функция 𝑓 : 𝐸 → R называется локально липшицевой, если для
любого 𝑥 ∈ 𝐸 найдутся окрестность 𝑈 точки 𝑥 и постоянная 𝐿 > 0 такие, что
|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| 6 𝐿||𝑢− 𝑣|| для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 .

Определение 9. Обобщенной производной по направлению 𝑙 локально липшицевой функ-
ции 𝑓 в точке 𝑥 называется 𝑓 ∘(𝑥, 𝑙) = lim

𝑧→𝑥,𝑡→+0

𝑓(𝑧+𝑡𝑙)−𝑓(𝑧)
𝑡

, а обобщенной производной 𝑓 в

точке 𝑥 множество 𝜕𝑓(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝐸* : 𝑓 ∘(𝑥, 𝑙) ≥ (𝑦, 𝑙) ∀𝑙 ∈ 𝐸}.
Определение 10. Локально липшицева функция 𝑓 : 𝐸 → R удовлетворяет (PS)-условию,

если любая последовательность (𝑥𝑛) ⊂ 𝐸, для которой множество значений (𝑓(𝑥𝑛)) огра-
ничено и 𝑚(𝑥𝑛) = inf

𝑥*∈𝜕𝑓(𝑥𝑛)
||𝑥*|| → 0 при 𝑛 → ∞, содержит сходящуюся подпоследователь-

ность, где 𝜕𝑓(𝑥) – обобщенный градиент Кларка для 𝑓 в точке 𝑥.
Основным результатом данной работы является следующая теорема.
Теорема 2. Пусть 𝐸 – вещественное гильбертово пространство плотно и компактно

вложенное в вещественное рефлексивное банахово пространство 𝐸3, 𝐴 : 𝐸 → 𝐸 – линей-
ный самосопряженный и ограниченный оператор, нуль является изолированной точкой
его спектра, причем ядро и отрицательное подпространство оператора 𝐴 конечномерны
и выполнены условия 2)–3) теоремы 1 для отображения 𝑇 : 𝐸3 → 𝐸*

3 , 𝑇 (0) = 0. Тогда
существует 𝜆* > 0 такое, что для любого 𝜆 > 𝜆* уравнение (1) имеет по крайней мере
три решения.

Доказательство теоремы 2. Известно [13], что если 𝐸 – гильбертово пространство,
то условие 1) теоремы 1 выполняется, если нуль – изолированная точка спектра неот-
рицательного оператора 𝐴. В этом случае существует постоянная 𝛼 > 0 такая, что
(𝐴𝑢, 𝑢) ≥ 𝛼||𝑢||2 ∀ 𝑢 ∈ 𝐸2 (𝐸1 = ker𝐴, 𝐸2 = 𝐸⊥

1 ). В силу этого и условий теоремы 2
по теореме 1 найдется 𝜆0 > 0 такое, что для любого 𝜆 > 𝜆0 уравнение (1) имеет по край-
ней мере одно ненулевое решение, т. е. и для некоторой константы 𝜆* > 0 для каждого
𝜆 > 𝜆* найдется элемент 𝑢𝜆 ∈ 𝐸, 𝑢𝜆 ̸= 0 такой, что 𝑓𝜆(𝑢𝜆) = inf

𝑣∈𝐸
𝑓𝜆(𝑣) < 0, как это следует

из утверждения теоремы 2 из работы [7]. Покажем, что при 𝜆 > 𝜆* уравнение (1) имеет по
крайней мере еще одно нетривиальное решение 𝑣𝜆, которое может быть найдено с помо-
щью теоремы о горном перевале [12], если 𝑓𝜆(𝑣𝜆) > 0. Для выполнения условий теоремы
о горном перевале [12] достаточно показать, что функция 𝑓𝜆 удовлетворяет (PS)-условию
для любого 𝜆 > 0. Для этого достаточно доказать, что функция 𝑓𝜆 локально липшице-
ва на 𝐸 (все остальные условия теоремы 4.5 из [12] идентичны условиям доказываемой
теоремы 2). Это действительно так, поскольку 𝐴 – линейный ограниченный оператор, а
функция 𝑓 удовлетворяет условию Липшица на 𝐸3, так как для произвольных 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸3

имеем

|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| = |
1∫︁

0

(𝑇 (𝑣 + 𝑡(𝑢− 𝑣)), 𝑢− 𝑣)𝑑𝑡| 6

1∫︁
0

|(𝑇 (𝑣 + 𝑡(𝑢− 𝑣)), 𝑢− 𝑣)|𝑑𝑡 6 𝑀 ||𝑢− 𝑣||𝐸3 ,
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поскольку отображение 𝑇, ограниченное на 𝐸3, 𝑀 > 0 – константа из неравенства
||𝑇𝑥|| 6 𝑀 ∀𝑥 ∈ 𝐸3. Поэтому, по теореме 4.5 из [12], функционал 𝑓𝜆 удовлетворяет (PS)-
условию для каждого 𝜆 > 0. Значит, функционал 𝑓𝜆 удовлетворяет условиям теоремы
о горном перевале [12], следовательно, он имеет критическую точку 𝑣𝜆 ∈ 𝐸 (решение
уравнения (1)) такую, что 𝑓𝜆(𝑣𝜆) = inf

𝛾∈Γ
sup
𝑡∈[0,1]

𝑓𝜆(𝛾(𝑡)) ≥ max{𝑓𝜆(0), 𝑓𝜆(𝑢𝜆)} = 0 (посколь-

ку 𝑓𝜆(0) = 0, 𝑓𝜆(𝑢𝜆) < 0), где Γ = {𝛾 ∈ C([0, 1], 𝐸) : 𝛾(0) = 0, 𝛾(1) = 𝑢𝜆}. Более того,
аналогично [7], [14] можно показать, что 𝑓𝜆(𝑢) > 𝜀 > 0 для ||𝑢|| = 𝑟 > 0 и ||𝑢𝜆|| > 𝑟. Сле-
довательно, существует 𝑣𝜆 ∈ 𝐸 такое, что 𝑓𝜆(𝑣𝜆) > 0. Таким образом, для любого 𝜆 > 𝜆*
существует второе нетривиальное решение 𝑣𝜆, а уравнение (1) для любого 𝜆 > 𝜆* имеет
по крайней мере три решения (нулевое, 𝑢𝜆 ̸= 0, 𝑣𝜆 ̸= 0). Отметим, что решения 𝑢𝜆 и 𝑣𝜆
различны, поскольку 𝑓𝜆(𝑢𝜆) < 0, а 𝑓𝜆(𝑣𝜆) > 0. Теорема 2 доказана.

2. Приложения

В качестве приложения полученных результатов рассмотрим вопрос существования ре-
шений задачи

𝐿𝑢(𝑥) ≡ −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
)𝑥𝑗

+ 𝑐(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝜆𝑔(𝑥, 𝑢(𝑥)), 𝑥 ∈ Ω, (2)

𝐵𝑢|Γ = 0, (3)
где 𝜆 – положительный параметр. Здесь 𝐿 – равномерно эллиптический формально са-
мосопряженный дифференциальный оператор в ограниченной области Ω ⊂ R𝑛 c гра-
ницей Γ класса C2,𝛼 (0 < 𝛼 6 1) с коэффициентами 𝑎𝑖𝑗 ∈ C1,𝛼(Ω), 𝑐 ∈ C0,𝛼(Ω); функ-
ция 𝑔 : Ω × R → R суперпозиционно измерима [15], и для почти всех 𝑥 ∈ Ω сечение
𝑔(𝑥, ·) имеет на R разрывы только первого рода, 𝑔(𝑥, 𝑢) ∈ [𝑔−(𝑥, 𝑢), 𝑔+(𝑥, 𝑢)] ∀ 𝑢 ∈ R,
𝑔−(𝑥, 𝑢) = lim

𝜂→𝑢
𝑔(𝑥, 𝜂), 𝑔+(𝑥, 𝑢) = lim

𝜂→𝑢
𝑔(𝑥, 𝜂); граничное условие (3) имеет вид: либо усло-

вие Дирихле 𝑢(𝑥)|Γ = 0, либо условие Неймана 𝜕𝑢
𝜕n𝐿

(𝑥)|Γ = 0 с конормальной производной
𝜕𝑢
𝜕n𝐿

(𝑥) ≡
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
cos(n, 𝑥𝑗), n – внешняя нормаль к границе Γ, cos(n, 𝑥𝑗) – направля-

ющие косинусы нормали n, либо третье краевое условие 𝜕𝑢
𝜕n𝐿

(𝑥) +𝜎(𝑥)𝑢(𝑥)|Γ = 0, функция
𝜎 ∈ C1,𝛼(Γ), неотрицательна и не равна тождественно нулю на Γ.

В зависимости от вида граничного условия (3) определим пространство 𝑋. Пусть
𝑋 = H1

∘(Ω), если (3) – граничное условие Дирихле, и 𝑋 = H1(Ω), если (3) – граничное
условие Неймана или третье краевое условие. Сопоставим краевой задаче (2)–(3) функ-
ционал 𝐽𝜆, определенный на 𝑋, следующим образом: 𝐽𝜆(𝑢) = 𝐽1(𝑢) − 𝜆𝐽2(𝑢), где

𝐽1(𝑢) =
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

∫︁
Ω

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
𝑢𝑥𝑗

𝑑𝑥 +
1

2

∫︁
Ω

𝑐(𝑥)𝑢2(𝑥)𝑑𝑥

в случае граничного условия Дирихле или Неймана;

𝐽1(𝑢) =
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

∫︁
Ω

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
𝑢𝑥𝑗

𝑑𝑥 +
1

2

∫︁
Ω

𝑐(𝑥)𝑢2(𝑥)𝑑𝑥 +
1

2

∫︁
Γ

𝜎(𝑠)𝑢2(𝑠)𝑑𝑠

в случае третьего краевого условия;

𝐽2(𝑢) =

∫︁
Ω

𝑑𝑥

𝑢(𝑥)∫︁
0

𝑔(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠.
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Определение 11. Пусть 𝑓 : R → R. Назовем 𝑢 ∈ R прыгающим разрывом функции 𝑓 ,
если 𝑓(𝑢−) < 𝑓(𝑢+), где 𝑓(𝑢±) = lim

𝑠→𝑢±
𝑓(𝑠).

Определение 12. Сильным решением задачи (2)–(3) называется функция 𝑢 ∈ W2
𝑟(Ω),

𝑟 > 1, которая удовлетворяет для почти всех 𝑥 ∈ Ω уравнению (2) и для которой след
𝐵𝑢(𝑥) на Γ равен нулю.

Определение 13. Полуправильным решением задачи (2)–(3) называется такое сильное ее
решение 𝑢, значение которого 𝑢(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ Ω является точкой непрерывности
функции 𝑔(𝑥, ·).

В работе [12] вариационное исчисление Кларка применено для локально липшицевых
функций к доказательству существования сильных решений задачи Дирихле для урав-
нений эллиптического типа второго порядка с разрывной нелинейностью, развит вариа-
ционный подход применительно к краевым задачам для уравнений эллиптического типа
с разрывными нелинейностями. Полуправильные решения в работе [12] не рассматрива-
лись. В работах [7], [8] получены достаточные условия существования нетривиального
полуправильного решения задачи (2)–(3).

Имеют место следующие теоремы.
Теорема 3. Пусть выполнены условия:

1) 𝐽1(𝑢) ≥ 0 ∀𝑢 ∈ 𝑋;
2) для почти всех 𝑥 ∈ Ω функция 𝑔(𝑥, ·) имеет только прыгающие разрывы, 𝑔(𝑥, 0) = 0 и
|𝑔(𝑥, 𝑢)| 6 𝑎(𝑥) ∀𝑢 ∈ R, где 𝑎 ∈ L𝑞(Ω), 𝑞 > 2𝑛

𝑛+2
, фиксирована;

3) найдется 𝑢0 ∈ 𝑋, для которого 𝐽2(𝑢0) > 0;
4) если пространство 𝑁(𝐿) решений задачи

{︂
𝐿𝑢 = 0,
𝐵𝑢|Γ = 0

ненулевое (резонансный случай), то дополнительно предполагается, что
lim

𝑢∈𝑁(𝐿), ||𝑢||→+∞
𝐽2(𝑢) = −∞.

Тогда существует 𝜆* > 0 такое, что для любого 𝜆 > 𝜆* задача (2)–(3) имеет по крайней
мере три сильных решения, причем по крайней мере одно из ненулевых решений является
полуправильным.

Теорема 4. Пусть выполнены условия 1), 3), 4) теоремы 3 и дополнительно условия
1′) для почти всех 𝑥 ∈ Ω функция 𝑔(𝑥, ·) невозрастающая на R и для некоторой
𝑎 ∈ L 2𝑛

𝑛+2
(Ω) справедливо неравенство |𝑔(𝑥, 𝑢)| 6 𝑎(𝑥) ∀𝑢 ∈ R;

2′) для почти всех 𝑥 ∈ Ω точки разрыва функции 𝑔(𝑥, ·) лежат на плоскостях 𝑢 = 𝑢𝑖,
𝑖 ∈ 𝐼 (𝐼 – не более чем счетно), и если 𝑔(𝑥, 𝑢𝑖−) > 𝑔(𝑥, 𝑢𝑖+), то 𝑔(𝑥, 𝑢𝑖−)𝑔(𝑥, 𝑢𝑖+) > 0 для
любого 𝑖 ∈ 𝐼.
Тогда существует 𝜆* > 0 такое, что для любого 𝜆 > 𝜆* задача (2)–(3) имеет по крайней
мере одно ненулевое полуправильное решение.

Доказательство теорем 3, 4. Важным условием, обеспечивающим существование
нетривиального решения задачи (2)–(3), является условие 3) теоремы 3. В работах [7],
[8] доказано, что при выполнении условий теорем 3, 4 существует 𝜆0 > 0 такое, что для
любого 𝜆 > 𝜆0 inf

𝑣∈𝑋
𝐽𝜆(𝑣) < 0, и найдется 𝑢𝜆 ∈ 𝑋, для которого 𝐽𝜆(𝑢𝜆) = inf

𝑣∈𝑋
𝐽𝜆(𝑣), и

любое такое 𝑢𝜆 является ненулевым полуправильным решением задачи (2)–(3). Таким
образом, найдется и 𝜆* > 0 такое, что для любого 𝜆 > 𝜆* существует по крайней мере
одно ненулевое полуправильное решение 𝑢𝜆 задачи (2)–(3). Теорема 4 доказана. Наличие
второго, тривиального, решения задачи (2)–(3) в теореме 3 обуславливается условием 2)
теоремы 3 (𝑔(𝑥, 0) = 0 для почти всех 𝑥 ∈ Ω). Отметим, что оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑋,
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определяемый равенством

(𝐴𝑢, 𝑣) =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

∫︁
Ω

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
𝑣𝑥𝑗

𝑑𝑥 +

∫︁
Ω

𝑐(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋

в случае граничного условия Дирихле или Неймана, и равенством

(𝐴𝑢, 𝑣) =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

∫︁
Ω

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
𝑣𝑥𝑗

𝑑𝑥+

∫︁
Ω

𝑐(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 +

∫︁
Γ

𝜎(𝑠)𝑢(𝑠)𝑣(𝑠)𝑑𝑠 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋

в случае третьего краевого условия, является самосопряженным, линейным и ограничен-
ным. Ядро оператора 𝐴 совпадает с пространством 𝑁(𝐿). Согласно теории Фредгольма
отрицательное подпространство оператора 𝐴 конечномерно и если 𝑁(𝐿) ̸= {0}, то нуль —
изолированная точка спектра оператора 𝐴 конечной кратности [16]. Гильбертово про-
странство 𝑋 плотно и компактно (в силу условия 2) теоремы 3) вложено в рефлексивное
банахово пространство L𝑝(Ω), 𝑝 = 𝑞

𝑞−1
, 𝑞 > 2𝑛

𝑛+2
[17]. Аналогично [7] показывается, что для

компактного отображения 𝑇 : L𝑝 → L𝑞 выполнены условия 2)-3) теоремы 1. Итак, все
условия теоремы 2 выполнены. Поэтому существует 𝜆* > 0 такое, что для любого 𝜆 > 𝜆*
задача (2)–(3) имеет по крайней мере три решения. Действительно, применив теорему о
горном перевале [12] получим, что для каждого 𝜆 > 𝜆* существует также элемент 𝑣𝜆 ∈ 𝑋 –
критическая точка функционала 𝐽𝜆 такая, что 𝐽𝜆(𝑣𝜆) > 0 (𝐽𝜆(𝑣𝜆) = inf

𝛾∈Γ
sup
𝑡∈[0,1]

𝐽𝜆(𝛾(𝑡)), где

Γ = {𝛾 ∈ C([0, 1], 𝑋) : 𝛾(0) = 0, 𝛾(1) = 𝑢𝜆}). Итак, в условиях теоремы 3 функционал
𝐽𝜆 имеет по крайней мере три различные критические точки. Таким образом, для любо-
го 𝜆 > 𝜆* существует по крайней мере два ненулевых решения задачи (2)–(3). Решение
𝑢𝜆 будет полуправильным при сделанных предположениях на разрывы нелинейности [7].
Теорема 3 доказана.

Отметим, что в работе [18] получены аналогичные теоремы о числе решений однопа-
раметрического семейства задач Дирихле для уравнений эллиптического типа высокого
порядка с разрывными нелинейностями. Доказательство этих теорем может быть также
сведено к проверке выполнения условий теорем 1, 2 данной работы.
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