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НА ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ПОЛУПРЯМОЙ

М.Ф. БРОЯН, Х.А. ХАЧАТРЯН

Аннотация. Статья посвящена исследованию некоторых классов нелинейных ин-
тегральных и интегро-дифференциальных уравнений с некомпактными операторами
Гаммерштейнского типа. Указанные уравнения имеют важное применение в кинети-
ческой теории газов и в теории распределения дохода в однопродуктовой экономике.
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1. Введение

Работа посвящена вопросу разрешимости в определенных функциональных простран-
ствах для следующих классов нелинейных интегральных и интегро-дифференциальных
уравнений с некомпактным оператором типа Гаммерштейна-Винера-Хопфа:

𝑓(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝑓(𝑡))𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝑓(𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 > 0 (1)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝜙

𝑑𝑥
+ 𝜆𝜙(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑇 (𝑥− 𝑡)𝐻(𝑡, 𝜙(𝑡))𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1(𝑡, 𝜙(𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 > 0, (2)

𝜙(0) = 0 (3)

относительно искомых функций 𝑓(𝑥) и 𝜙(𝑥) соответственно.
Указанные классы уравнений, кроме самостоятельного математического интереса, име-

ют непосредственное применение в кинетической теории газов (уравнение (1)), в эконо-
метрике (задача (2)-(3)) (см. [1]-[4]).

В уравнении (1)

𝐾0(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ R, 𝐾0 ∈ 𝐿1(R) ∩ 𝐿∞(R),

+∞∫︁
−∞

𝐾0(𝑥)𝑑𝑥 = 1, (4)

𝐾1(𝑥) ≥ 0, 𝐾1 ̸≡ 0,

∞∫︁
𝑥

𝐾1(𝜏)𝑑𝜏 6

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏, 𝑥 ∈ R+ ≡ (0,+∞). (5)

M.F. Broyan, Kh.A. Khachatryan, On some nonlinear integral and integro-differential
equations with noncompact operators on positive semi axis.

c○ Броян М.Ф., Хачатрян Х.А. 2013.
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В задаче (2)-(3): 𝜆 — положительный числовой параметр уравнения (2), а ядра 𝑇 и 𝑇1
удовлетворяют следующим условиям:

𝑇1(𝑥) ≥ 0, 𝑇1 ̸≡ 0, 𝑥 ∈ R+, 𝑇1 ∈ 𝐿1(R+), (6)

𝑇 (𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ R, 𝑇 ∈ 𝐿1(R),

+∞∫︁
−∞

𝑇 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝜆, (7)

∞∫︁
𝑥

𝑇1(𝑧)𝑑𝑧 6

∞∫︁
𝑥

𝑇 (𝑧)𝑑𝑧, 𝑥 ∈ R+, (8)

𝜈(𝑇 ) ≡
+∞∫︁

−∞

𝜏𝑇 (𝜏)𝑑𝜏 < −1,

+∞∫︁
−∞

|𝜏 |𝑗𝑇 (𝜏)𝑑𝜏 < +∞, 𝑗 = 1, 2. (9)

𝑁0, 𝑁1, 𝐻 и 𝐻1− определенные на множестве R+ ×R веществозначные функции, удо-
влетворяющие определенным условиям (см. Теоремы 1-3).

В линейном случае, когда 𝑁0(𝑡, 𝑧) ≡ 𝑁1(𝑡, 𝑧) ≡ 𝑧, изучению и решению уравнения (1)
были посвящены многочисленные работы (см. [5]–[8] и ссылки в них).

В случае, когда 𝐾0(𝑥) = 𝐾1(𝑥) =
1√
𝜋
𝑒−𝑥2

и 𝑁0(𝑡, 𝑧) = 𝑁1(𝑡, 𝑧) = 𝑧𝑝, 𝑝 ∈ (0, 1), урав-

нение (1) в связи с важным применением в 𝑝−адической теории струны исследовалось в
работах (см. [9]-[12]).

В том случае, когда 𝑁0(𝑡, 𝑧) ≡ 𝐺(𝑧), 𝑁1(𝑡, 𝑧) ≡ 𝐺1(𝑧), ∀𝑡 ∈ R+ (где 𝐺,𝐺1 ∈ 𝐶[0, 𝜂],
𝐺(𝑧) ≥ 𝑧, 𝐺1(𝑧) ≥ 0, 𝑧 ∈ [0, 𝜂], 𝐺,𝐺1 ↑ на [0, 𝜂] и 𝐺(𝜂) = 𝐺1(𝜂) = 𝜂 при неко-
тором 𝜂 > 0, ) уравнение (1) исследовалось в работе [13], и там доказано существование
положительного и ограниченного решения с пределом 𝜂 в бесконечности.

В случае, когда 𝑁0(𝑡, 𝑧) ≡ 𝑧 − 𝜔(𝑧), 𝑁1(𝑡, 𝑧) ≡ 0, а 𝐾0(−𝑥) = 𝐾0(𝑥), 𝑥 > 0,
+∞∫︀
−∞

|𝑥|𝑗𝐾0(𝑥)𝑑𝑥<+∞, 𝑗 = 1, 2, где 0 6 𝜔 ↓ по 𝑧 на [𝐴,+∞), 𝐴 > 0,

𝜔 ∈ 𝐶[𝐴,+∞) ∩ 𝐿1(0,+∞), в работе [14] было доказано существование однопарамет-
рического семейства положительных решений с асимптотическим поведением 𝑂(𝑥) при
𝑥 → +∞. В дальнейшем этот результат был обобщен сперва на случай 𝜈(𝐾0) 6 0,

𝑁0(𝑡, 𝑧) ≡ 𝜇(𝑡)(𝑧 − ∘
𝜔(𝑡, 𝑧)), 𝑁1(𝑡, 𝑧) ≡ 𝑧 (где 0 < 𝜇(𝑡) 6 1, 𝑡 ∈ R+, 1 − 𝜇 ∈ 𝐿1(R+),

∘
𝜔(𝑡, 𝑧) ≥ 0,

∘
𝜔(𝑡, 𝑧) 6 𝜔(𝑧), (𝑡, 𝑧) ∈ R+ × [𝐴,+∞),

∘
𝜔 ↓ по 𝑧 на [𝐴,+∞)) в работах

[15, 16], а после этого, в случаях 𝑁0(𝑡, 𝑧) ≡ 𝜇(𝑡)(𝐺(𝑧)− ∘
𝜔(𝑡, 𝑧)), 𝑁1(𝑡, 𝑧) ≡ 𝐺1(𝑧) в [17, 18].

Задача (2)-(3), в том случае, когда 𝐻(𝑡, 𝑧) = 𝐺(𝑧), 𝐻1 ≡ 0, сравнительно недавно
была изучена в работе [19]. В [19] построено неотрицательное и монотонно возрастающее
ненулевое решение из пространства Соболева 𝑊 1

∞(R+).
В настоящей работе мы будем заниматься построением ненулевых и неотрицательных

решений для уравнений (1) и (2) при совершенно других условиях на 𝑁0, 𝑁1, 𝐻 и 𝐻1.
Отметим также, что решение уравнения (1) при различных значениях 𝜈(𝐾0) строится в
пространствах 𝐿1(R+) ∩ 𝐿0

∞(R+) и 𝐿0
∞(R+) ≡ {𝜙(𝑥) : 𝜙 ∈ 𝐿∞(R+), lim

𝑥→∞
𝜙(𝑥) = 0}, а

решение задачи (2)-(3) при условиях (6)-(9)-в пространстве Соболева 𝑊 1
1 (R+).
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2. Разрешимость уравнения (1) в случае отрицательности первого
момента ядра 𝐾0

Пусть для функций 𝑁0(𝑡, 𝑧) и 𝑁1(𝑡, 𝑧) существуют числа 𝜂 > 0 и 𝜂0 ∈ (0, 𝜂),
такие, что

1) 𝑁0(𝑡, 𝑧), 𝑁1(𝑡, 𝑧) ↑ по 𝑧 на [Φ𝜂0(𝑡), 𝜂], при каждом фиксированном 𝑡 ∈ R+, где

Φ𝜂0(𝑡) ≡ 𝜂0

∞∫︁
𝑡

𝐾1(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R+. (10)

2) 𝑁0 и 𝑁1 удовлетворяют условию Каратеодори на множестве R+× [0, 𝜂], по аргументу
𝑧. Это условие в дальнейшем вкратце запишем в следующем виде:

𝑁0, 𝑁1 ∈ 𝐶𝑎𝑟𝑎𝑡𝑧(R+ × [0, 𝜂]), (11)

3) 𝑁0(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑁1(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑡 ∈ R+ (12)

4) 0 6 𝑁0(𝑡, 𝑧) 6 𝑧, (𝑡, 𝑧) ∈ R+ × [Φ𝜂0(𝑡), 𝜂] (13)

5) 𝑁1(𝑡,Φ𝜂0(𝑡)) ≥ 𝜂0, 𝑁1(𝑡, 𝜂) 6 𝜂. (14)
Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть ядра 𝐾0 и 𝐾1 удовлетворяют условиям (4)-(5), причем

𝜈(𝐾0)≡
+∞∫︀
−∞

𝜏𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 < 0,
+∞∫︀
−∞

|𝜏 |𝑗𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 < +∞, 𝑗 = 1, 2. Тогда уравнение (1) в про-

странстве 𝐿1(R+) ∩ 𝐿0
∞(R+) имеет положительное решение.

Доказательство. Сперва рассмотрим интегральное уравнение Винера-Хопфа:

𝑆(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑆(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0 (15)

относительно искомой вещественной и измеримой функции 𝑆(𝑥), ядро 𝐾0 которого удо-
влетворяет условиям теоремы 1.

Как известно (см.[20]), для уравнения (15) существует положительное и ограниченное
решение со следующими свойствами:

𝑆(𝑥) ≥ 𝜂(1 − 𝛾+), 𝑆(𝑥) ↑ по 𝑥 на R+ (16)

lim
𝑥→∞

𝑆(𝑥) = 𝜂, (17)

𝛾+ ≡
∞∫︁
0

v+(𝑥)𝑑𝑥 ∈ (0, 1). (18)

Здесь функции v±(𝑥) ≥ 0 v±(𝑥) ∈ 𝐿1(R+)− определяются из нелинейных уравнений
факторизации Н.Б. Енгибаряна:

v±(𝑥) = 𝐾0(±𝑥) +

∞∫︁
0

v∓(𝑡)v±(𝑥+ 𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0, (19)

причем

𝛾− ≡
∞∫︁
0

v−(𝑥)𝑑𝑥 = 1, 𝛾+ ∈ (0, 1). (20)
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В недавней работе автора (см.[21]), в качестве вспомогательного утверждения, доказаны
следующие дополнительные свойства функции 𝑆(𝑥) :

𝜂 − 𝑆(𝑥) ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿0
∞(R+), (21)

𝜂 − 𝑆(𝑥) ≥ 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏, 𝑥 ∈ R+. (22)

Включение (21) и неравенство (22) в дальнейших рассуждениях нам понадобятся. Теперь
введем следующие последовательные приближения:

𝑓0(𝑥) = 𝜂 − 𝑆(𝑥), (23)

𝑓𝑛+1 =
∞∫︀
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝑓𝑛(𝑡))𝑑𝑡+
∞∫︀
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝑓𝑛(𝑡))𝑑𝑡,

𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.
(24)

Индукцией по 𝑛 докажем следующие свойства последовательности {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 :

𝑎) 𝑓𝑛(𝑥) ↓ по 𝑛, 𝑏) 𝑓𝑛(𝑥) ≥ Φ𝜂0(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (25)

Заметим, что из (22) с учетом того, что 𝜂0 ∈ (0, 𝜂), непосредственно следует

𝜂 ≥ 𝑓0(𝑥) ≥ 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 ≥ 𝜂0

∞∫︁
𝑥

𝐾1(𝜏)𝑑𝜏 = Φ𝜂0(𝑥). (26)

В силу свойств функций 𝑁0 и 𝑁1 с учетом (26), в (24) получим

𝑓1(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝜂 − 𝑆(𝑡))𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝜂 − 𝑆(𝑡))𝑑𝑡 6

6

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)(𝜂 − 𝑆(𝑡))𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝜂)𝑑𝑡 6

6 𝜂

𝑥∫︁
−∞

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 −
∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑆(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾1(𝜏)𝑑𝜏 6 𝜂 − 𝑆(𝑥) = 𝑓0(𝑥),

𝑓1(𝑥) ≥
∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝑓0(𝑡))𝑑𝑡 ≥
∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡,Φ𝜂0(𝑡))𝑑𝑡 ≥

≥ 𝜂0

∞∫︁
𝑥

𝐾1(𝜏)𝑑𝜏 = Φ𝜂0(𝑥).

Предположим теперь, что Φ𝜂0(𝑥) 6 𝑓𝑛(𝑥) 6 𝑓𝑛−1(𝑥) при некотором 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ R+.
Тогда, из (24) с учетом монотонности 𝑁0 и 𝑁1 и свойства (14), будем иметь:

𝑓𝑛+1(𝑥) 6

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝑓𝑛−1(𝑡))𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝑓𝑛−1(𝑡))𝑑𝑡 = 𝑓𝑛(𝑥),

𝑓𝑛+1(𝑥) ≥
∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡,Φ𝜂0(𝑡))𝑑𝑡 ≥ Φ𝜂0(𝑥).

Следовательно, последовательность функций {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел, ко-
гда 𝑛→ ∞ : lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥).
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Из условия (11), с учетом предельной теоремы Лебега (см.[22]), следует, что 𝑓(𝑥) удо-
влетворяет уравнению (1). Кроме того, свойства (25) влекут следующие неравенства для
предельной функции 𝑓(𝑥) :

Φ𝜂0(𝑥) 6 𝑓(𝑥) 6 𝜂 − 𝑆(𝑥). (27)
Так как 𝜂 − 𝑆(𝑥) ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿0

∞(R+), то из (27) получаем, что 𝑓(𝑥) > 0,
𝑓 ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿0

∞(R+). Теорема доказана.

3. Разрешимость уравнения (1) в случае четного ядра 𝐾0

Теперь займемся решением уравнения (1) при других предположениях относительно
функций 𝑁0 и 𝑁1, в случае, когда

𝐾0(−𝑥) = 𝐾0(𝑥), 𝑥 ∈ R+. (28)

Имеет место

Теорема 2. Пусть для некоторой измеримой функции 𝑄 : R → R, 𝜁 и 𝜂− пер-
вые положительные корни уравнений 𝑄(𝑥) = 2𝑥 и 𝑄(𝑥) = 𝑥 соответственно, причем
2𝜁 < 𝜂, 𝑄 ∈ 𝐶[0, 𝜂], 𝑄(𝑥) ↑ по 𝑥 на [0, 𝜂]. Предположим, что
𝑎) 0 6 𝑁0(𝑡, 𝑧) 6 𝜂 −𝑄(𝜂 − 𝑧), при (𝑡, 𝑧) ∈ R+ × [0, 𝜂],
𝑏) 𝑁0, 𝑁1 ∈ 𝐶𝑎𝑟𝑎𝑡𝑧(R+ × [0, 𝜂]),
𝑐) 𝑁0, 𝑁1 ↑ по 𝑧 на отрезке [0, 𝜂] при каждом фиксированном 𝑡 ∈ R+,
𝑑) существует 𝜂0 ∈ (0, 𝜂), такое что

𝑁1(𝑡,Φ𝜂0(𝑡)) ≥ 𝜂0, 𝑁1(𝑡, 𝜂) ≥ 𝜂.

Тогда при условях (4), (5), (28) уравнение (1) в пространстве 𝐿0
∞(R+) имеет положи-

тельное решение.

Доказательство. Сначала рассмотрим следующее вспомогательное нелинейное инте-
гральное уравнение Гаммерштейновского типа:

𝜓(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑄(𝜓(𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+ (29)

относительно искомой функции 𝜓(𝑥). Введем следующие итерации:

𝜓𝑛+1(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑄(𝜓𝑛(𝑡))𝑑𝑡, 𝜓0(𝑥) ≡ 𝜂, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (30)

В силу свойств функций 𝑄 и 𝐾0 индукцией по 𝑛 нетрудно убедиться, что

𝜓𝑛(𝑥) ↓ по 𝑛, 𝜓𝑛(𝑥) ≥ 𝜁, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

Следовательно, последовательность функций {𝜓𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел:
lim
𝑛→∞

𝜓𝑛(𝑥) = 𝜓(𝑥), причем предельная функция по теореме Б. Леви будет удовлетворять
уравнению (29) и соотношению

𝜁 6 𝜓(𝑥) 6 𝜂, 𝑥 ∈ R+. (31)

Индукцией также можно доказать, что

𝜓𝑛(𝑥) ↑ по 𝑥 на R+, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (32)

если итерации (30) записать в следующем виде:

𝜓𝑛+1(𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝐾0(𝜏)𝑄(𝜓𝑛(𝑥− 𝜏))𝑑𝜏, 𝜓0(𝑥) ≡ 𝜂, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (33)
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Следовательно, с учетом (32) получаем, что

𝜓(𝑥) ↑ по 𝑥 на R+. (34)

Таким образом, в силу (31) и (34) можем утверждать, что существует

lim
𝑥→∞

𝜓(𝑥) ≡ 𝜂* 6 𝜂, 𝜂* > 0. (35)

В обеих частях в (29), переходя к пределу когда 𝑥 → ∞, с использованием известного
свойства операций в свертках, с учетом формулы (4) получим 𝜂* = 𝑄(𝜂*). Так как 𝜂−
первый положительный корень уравнения 𝑄(𝑥) = 𝑥 и 0 < 𝜂* 6 𝜂, то 𝜂* = 𝜂.

Следовательно,
0 6 𝜂 − 𝜓 ∈ 𝐿0

∞(R+). (36)

Теперь докажем следующее вспомогательное неравенство:

𝜂 − 𝜓(𝑥) ≥ 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏, 𝑥 ∈ R+. (37)

Из (29), с учетом (4) и свойств функции 𝑄 имеем

𝜂 − 𝜓(𝑥) = 𝜂 −
∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑄(𝜓(𝑡))𝑑𝑡 = 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 + 𝜂

𝑥∫︁
−∞

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏−

−
∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑄(𝜓(𝑡))𝑑𝑡 = 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 +

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)(𝑄(𝜂) −𝑄(𝜓(𝑡)))𝑑𝑡 ≥ 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝑡)𝑑𝑡.

Теперь для уравнения (1) рассмотрим следующие итерации:⎧⎨⎩ 𝑓𝑛+1(𝑥) =
∞∫︀
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝑓𝑛(𝑡))𝑑𝑡+
∞∫︀
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝑓𝑛(𝑡))𝑑𝑡, (38)

𝑓0(𝑥) = Φ𝜂0(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . 𝑥 ∈ R+. (39)

Сперва по индукции докажем, что

𝑓𝑛(𝑥) ↑ по 𝑛. (40)

Так как

0 6 𝑓0(𝑥) 6 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾1(𝑧)𝑑𝑧 6 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝑧)𝑑𝑧,

то

𝑓1(𝑥) ≥
∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝑓0(𝑡))𝑑𝑡 ≥ Φ𝜂0(𝑥) ≡ 𝑓0(𝑥),

𝑓1(𝑥) 6

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝜂)𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝜂)𝑑𝑡 6 𝜂

𝑥∫︁
−∞

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏+

+𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾1(𝜏)𝑑𝜏 6 𝜂.
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Предполагая, что 𝜂 ≥ 𝑓𝑛(𝑥) ≥ 𝑓𝑛−1(𝑥) при некотором 𝑛 ∈ N, из (38), в силу условий c) и
d), будем иметь:

𝑓𝑛+1(𝑥) ≥
∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝑓𝑛−1(𝑡))𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝑓𝑛−1(𝑡))𝑑𝑡 = 𝑓𝑛(𝑥)

и

𝑓𝑛+1(𝑥) 6

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝜂)𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝜂)𝑑𝑡 6 𝜂.

Теперь убедимся в справедливости следующего неравенства

𝑓𝑛(𝑥) 6 𝜂 − 𝜓(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+. (41)

Действительно, при 𝑛 = 0− (41) сразу следует из (37). Пусть 𝑓𝑛(𝑥) 6 𝜂 − 𝜓(𝑥) при неко-
тором 𝑛 ∈ N. Тогда из (38), с учетом условий a) и d) теоремы 2, получим

𝑓𝑛+1(𝑥) 6

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑁0(𝑡, 𝜂 − 𝜓(𝑡))𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝜂 − 𝜓(𝑡))𝑑𝑡 6

6

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)(𝜂 −𝑄(𝜓(𝑡)))𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝐾1(𝑥+ 𝑡)𝑁1(𝑡, 𝜂)𝑑𝑡 6

6 𝜂

𝑥∫︁
−∞

𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 − 𝜓(𝑥) + 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾1(𝜏)𝑑𝜏 6 𝜂 − 𝜓(𝑥).

Следовательно, из (40) и (41) получаем поточечную сходимость последовательности
{𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 : lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), причем

0 6 Φ𝜂0(𝑥) 6 𝑓(𝑥) 6 𝜂 − 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿0
∞(R+), 𝑥 > 0. (42)

По теореме Б. Леви 𝑓(𝑥) удовлетворяет уравнению (1). Из (42) следует, что 𝑓 ∈ 𝐿0
∞(R+).

Теорема доказана.
Замечание 1. Результаты теоремы 2 остаются в силе, если вместо условия (28) потре-

бовать более слабое условие:
0∫︀

−∞
𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 ≥ 1

2
.

4. Примеры функций 𝑁0, 𝑁1 и 𝑄

Ниже приведем несколько примеров функций𝑁0, 𝑁1 и 𝑄 в зависимости от условий выше
доказанных теорем.

Примеры для теоремы 1.
I) 𝑁0(𝑡, 𝑧) ≡ ℎ(𝑡, 𝑧) ̃︀𝑁(𝑧), где функция ℎ− непрерывна по совокупности своих ар-

гументов на множестве R+ × [0, 𝜂], 0 6 ℎ(𝑡, 𝑧) 6 1, (𝑡, 𝑧) ∈ R+ × [0, 𝜂], ℎ ↑
по 𝑧 на [0, 𝜂], ̃︀𝑁 ∈ 𝐶[0, 𝜂], ̃︀𝑁 ↑ по 𝑧 на [0, 𝜂], 0 6 ̃︀𝑁(𝑧) 6 𝑧, 𝑧 ∈ [0, 𝜂]. В
качестве функций ℎ и ̃︀𝑁 можно выбрать следующие примеры:

∙ ℎ(𝑡, 𝑧) = 𝑧𝑒−𝑧 · 𝑠𝑖𝑛2𝑡, ̃︀𝑁(𝑧) = 𝑧𝑝, 𝑝 > 1, 𝜂 = 1.

∙ ℎ(𝑡, 𝑧) = 𝜂𝑒
𝑧
𝜂
−1, ̃︀𝑁(𝑧) = 𝑠𝑖𝑛𝑧.
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II)

𝑁1(𝑡, 𝑧) =
𝛼𝑧

𝑧 + ( 𝛼
𝜂0

− 1)Φ𝜂0(𝑡)
, 𝜂 > 𝛼 > 𝜂0 > 0, (43a)

𝑁1(𝑡, 𝑧) =
𝛼𝑧

𝑧 + ( 𝛼
𝜂0

− 1)Φ𝜂0(𝑡)
+

1

2𝜂𝑝−1
𝑧𝑝, 𝑝 > 1, 𝜂 ≥ 2𝛼, 𝛼 > 𝜂0. (43b)

Примеры для теоремы 2.
III) 𝑄(𝑧) = 𝑧𝛼

𝜂𝛼−1 , 𝛼 ∈ (0, 1),

IV) 𝑄(𝑧) = 𝜂𝑒
𝑧
𝜂
−1

V) 𝑄(𝑧) =
√
𝑧𝑒𝑧−1, 𝜂 = 1

VI) 𝑁0(𝑡, 𝑧) =
(𝜂 −𝑄(𝜂 − 𝑧))𝛽

𝜂𝛽−1
, 𝛽 ≥ 1

VII) 𝑁0(𝑡, 𝑧) = 𝑠𝑖𝑛(𝜂 −𝑄(𝜂 − 𝑧))
В качестве 𝑁1(𝑡, 𝑧) в теореме 2 можно рассматривать примеры (43𝑎) и (43𝑏).

5. О разрешимости задачи (2)-(3) в пространстве Соболева 𝑊 1
1 (R+)

Справедлива следующая

Теорема 3. Пусть функция 𝐻(𝑡, 𝑧) в уравнении (2) удовлетворяет всем условиям
функции 𝑁0(𝑡, 𝑧) теоремы 1, а 𝐻1(𝑡, 𝑧) — определенная на множестве R+×R веществен-
ная функция, причем существуют положительные числа 𝜂 > 0, 𝜂0 ∈ (0, 𝜂), 𝜉 ∈ (0, 1

𝜆
),

𝜃 ∈ (0, 1) такие, что
𝑖1) 𝐻1(𝑡, 𝜉𝜌

𝜎
𝜂0

(𝑡)) ≥ 𝜂0, 𝐻1(𝑡, 𝜂) 6 𝜂, (44)
где

𝜌𝜎𝜂0(𝑡) = 𝜂0

∞∫︁
𝑡+𝜎

𝑇1(𝑧)𝑑𝑧, 𝜎 =
1

𝜆𝜃
𝑙𝑛

1

1 − 𝜆𝜉
(45)

𝑖2) 𝐻1(𝑡, 0) ≡ 0, 𝐻1 ∈ 𝐶𝑎𝑟𝑎𝑡𝑧(R+ × [0, 𝜂]). (46)
𝑖3) 𝐻1(𝑡, 𝑧) ↑ по 𝑧 на [0, 𝜂] при каждом фиксированном 𝑡 ∈ R+.

Тогда при условях (6)–(9) задача (2)-(3) в пространстве Соболева 𝑊 1
1 (R+) имеет неот-

рицательное и нетривиальное решение.

Доказательство. Введем следующую функцию:

𝐾0(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑧𝑇 (𝑥− 𝑧)𝑑𝑧, 𝑥 ∈ R. (47)

В силу теоремы Фубини, функция 𝐾0(𝑥) обладает следующими "замечательными" свой-
ствами:

𝐾0(𝑥) ≥ 0,

+∞∫︁
−∞

𝐾0(𝑥)𝑑𝑥 = 1, 𝐾0 ∈ 𝐿1(R) ∩ 𝐿∞(R), (48)

𝜈(𝐾0) < 0,

+∞∫︁
−∞

𝜏 2𝐾0(𝜏)𝑑𝜏 < +∞. (49)
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Докажем справедливость следующего неравенства для 𝑥 ∈ R+ :
∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝑡)𝑑𝑡 ≥
1

𝜆

∞∫︁
𝑥

𝑇 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+. (50)

Имеем
∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝑡)𝑑𝑡 =

∞∫︁
𝑥

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑧𝑇 (𝑡− 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑧

∞∫︁
𝑥

𝑇 (𝑡− 𝑧)𝑑𝑡𝑑𝑧 =

=

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑧

∞∫︁
𝑥−𝑧

𝑇 (𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 ≥ 1

𝜆

∞∫︁
𝑥

𝑇 (𝑡)𝑑𝑡.

Рассмотрим однородное уравнение Винера-Хопфа:

𝑆(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝑡)𝑆(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+ (51)

с ядром вида (47). Как уже было отмечено из (48), (49) следует существование положи-
тельного решения со свойствами (16), (17), (21), (22).

Обозначим через

𝐹 (𝑥) =
𝑑𝜙

𝑑𝑥
+ 𝜆𝜙(𝑥). (52)

Тогда уравнение (2)(с начальным условием (3)) примет следующий вид:

𝐹 (𝑥) =

∞∫︁
0

𝑇 (𝑥− 𝑡)𝐻

⎛⎝𝑡, 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝐹 (𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1

⎛⎝𝑡, 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝐹 (𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+.

(53)

Рассмотрим следующие итерации:

𝐹𝑛+1(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑇 (𝑥− 𝑡)𝐻

⎛⎝𝑡, 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝐹𝑛(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1

⎛⎝𝑡, 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝐹𝑛(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑡

𝐹0(𝑥) = 𝜆(𝜂 − 𝑆(𝑥)), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

(54)

Ниже докажем, что

𝑗1) 𝐹𝑛(𝑥) ↓ по 𝑛, (55)

𝑗2) 𝐹𝑛(𝑥) ≥ 𝜌𝜎𝜂0(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+. (56)
В силу (22) и (50) имеем

𝐹0(𝑥) = 𝜆(𝜂 − 𝑆(𝑥)) ≥ 𝜆𝜂

∞∫︁
𝑥

𝐾0(𝑡)𝑑𝑡 ≥ 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝑇 (𝑡)𝑑𝑡 ≥ 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝑇1(𝑡)𝑑𝑡 ≥

≥ 𝜂0

∞∫︁
𝑥+𝜎

𝑇1(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜌𝜎𝜂0(𝑥).



40 М.Ф. БРОЯН, Х.А. ХАЧАТРЯН

Отсюда, в частности, следует также, что

𝜌𝜎𝜂0(𝑥) 6 𝜆𝜂, 𝑥 ∈ R+. (57)

Используя свойства функций 𝐻,𝐻1, 𝑇 и 𝑇1, будем иметь:

𝐹1(𝑥) 6

∞∫︁
0

𝑇 (𝑥− 𝑡)𝐻

⎛⎝𝑡, 𝜂 − 𝜆

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝑆(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑡+

∞∫︁
0

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1(𝑡, 𝜂)𝑑𝑡 6

6 𝜂

∞∫︁
0

𝑇 (𝑥− 𝑡)𝑑𝑡− 𝜆

∞∫︁
0

𝑇 (𝑥− 𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝑆(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡+ 𝜂

∞∫︁
𝑥

𝑇1(𝑧)𝑑𝑧 6

6 𝜆𝜂 − 𝜆

∞∫︁
0

𝐾0(𝑥− 𝜏)𝑆(𝜏)𝑑𝜏 = 𝜆(𝜂 − 𝑆(𝑥)) = 𝐹0(𝑥).

Пусть 𝐹𝑛(𝑥) ≥ 𝜌𝜎𝜂0(𝑥) при некотором 𝑛 ∈ N.
Тогда, с учетом (44), (45), 𝑖3) и монотонности 𝐻(𝑡, 𝑧), из (54) получим

𝐹𝑛+1(𝑥) ≥
∞∫︁
0

𝑇 (𝑥− 𝑡)𝐻

⎛⎝𝑡, 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝜌𝜎𝜂0(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑡+

+

∞∫︁
0

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1

⎛⎝𝑡, 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝜌𝜎𝜂0(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑡 ≥

≥
∞∫︁
0

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1

⎛⎝𝑡, 𝑡∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝜌𝜎𝜂0(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝑡 ≥

≥
∞∫︁
𝜎

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1

⎛⎜⎝𝑡, 𝑡∫︁
(1−𝜃)𝜎

𝑒−𝜆(𝑡−𝜏)𝜌𝜎𝜂0(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎟⎠ 𝑑𝑡 ≥

≥
∞∫︁
𝜎

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1

⎛⎜⎝𝑡, 𝜌𝜎𝜂0(𝑡)
𝜎∫︁

(1−𝜃)𝜎

𝑒−𝜆(𝜎−𝜏)𝑑𝜏

⎞⎟⎠ 𝑑𝑡 ≥

≥
∞∫︁
𝜎

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1

(︂
𝑡, 𝜌𝜎𝜂0(𝑡)

(1 − 𝑒−𝜆𝜃𝜎)

𝜆

)︂
𝑑𝑡 =

=

∞∫︁
𝜎

𝑇1(𝑥+ 𝑡)𝐻1

(︀
𝑡, 𝜉𝜌𝜎𝜂0(𝑡)

)︀
𝑑𝑡 ≥ 𝜂0

∞∫︁
𝑥+𝜎

𝑇1(𝑦)𝑑𝑦 = 𝜌𝜎𝜂0(𝑥).

Пусть 𝐹𝑛(𝑥) 6 𝐹𝑛−1(𝑥) при некотором 𝑛 ∈ N. Тогда из монотонности 𝐻 и 𝐻1 сразу следует,
что 𝐹𝑛+1 6 𝐹𝑛. Следовательно, существует

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛(𝑥) = 𝐹 (𝑥), (58)

причем 𝐹 (𝑥)− удовлетворяет уравнению (53) и оценкам

𝜌𝜎𝜂0(𝑥) 6 𝐹 (𝑥) 6 𝜆(𝜂 − 𝑆(𝑥)) ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿0
∞(R+). (59)

Из (59) следует,что 𝐹 ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐿0
∞(R+).
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Решая следующую простейшую задачу Коши:{︃
𝑑𝜙

𝑑𝑥
+ 𝜆𝜙(𝑥) = 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R+,

𝜙(0) = 0
(60)

приходим к завершению доказательства. Теорема доказана.
Замечание 2. Поскольку решение задачи (60) имеет вид

𝜙(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑥−𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡,

то из (59) для 𝜙(𝑥) получаем следующую двойную оценку:
𝑥∫︁

0

𝑒−𝜆(𝑥−𝑡)𝜌𝜎𝜂0(𝑡)𝑑𝑡 6 𝜙(𝑥) 6 𝜆

𝑥∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑥−𝑡)(𝜂 − 𝑆(𝑡))𝑑𝑡.

В конце работы приведем два примера 𝐻1(𝑡, 𝑧) :

1) 𝐻1(𝑡, 𝑧) =
𝛼𝑧

𝑧 + ( 𝛼
𝜂0

− 1)𝜌𝜎𝜂0(𝑡)
, 𝜂 > 𝛼 > 𝜂0 > 0,

2) 𝐻1(𝑡, 𝑧) =
𝛼𝑧

𝑧 + ( 𝛼
𝜂0

− 1)𝜌𝜎𝜂0(𝑡)
+

1

2𝜂𝑝−1
𝑧𝑝, 𝑝 > 1, 𝜂 ≥ 2𝛼, 𝛼 > 𝜂0.

В заключение выражаем благодарность проф. Н.Б. Енгибаряну и проф. В.Н. Маргаряну
за полезные советы.
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