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УДК 517.9

О СУЩЕСТВОВАНИИ ЗНАКОПЕРЕМЕННОГО РЕШЕНИЯ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ВЫПУКЛО-ВОГНУТЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

В.Е. БОБКОВ

Аннотация. В ограниченной связной области Ω ⊂ R
N , N ≥ 1 с гладкой границей ∂Ω

рассматривается задача Дирихле для эллиптического уравнения с выпукло-вогнутой
нелинейностью {

−∆u = λ|u|q−2u+ |u|γ−2u, x ∈ Ω

u|∂Ω = 0,

где 1 < q < 2 < γ < 2∗. В основном результате доказывается существование знако-
переменного решения данного уравнения на нелокальном интервале λ ∈ (−∞, λ∗

0), где
значение λ∗

0 задается вариационным принципом нелинейного спектрального анализа
по процедуре проективного расслоения.

Ключевые слова: знакопеременные решения, выпукло-вогнутая нелинейность, метод
расслоений.

Mathematics Subject Classification: 35D30, 35J25, 35J20, 35J60.

1. Введение

Рассматривается краевая задача Дирихле




−∆u = λ|u|q−2u+ |u|γ−2u, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0.
(D)

Здесь Ω ⊂ R
N — ограниченная связная область с гладкой границей ∂Ω. При этом предпо-

лагается

1 < q < 2 < γ < 2∗, где 2∗ =

{
2N
N−2

при N > 2,
+∞ при N 6 2.

(1)

Основная цель данной работы — исследование вопроса о существовании знакоперемен-
ных решений (nodal solutions) задачи (D). Уравнения такого типа возникают в различных
областях физики, например, статистической механике, теории поля, нелинейной оптике и
пр. (см. [1]). Также, решения задачи (D) могут рассматриваться (см. [2]) как стационарные
решения соответствующей краевой задачи для нелинейного параболического уравнения




ut −∆u = λ|u|q−2u+ |u|γ−2u, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

Подобные задачи возникают в популяционной динамике (см. [1]).
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Существованию положительных решений краевой задачи (D) посвящено большое чис-
ло работ, см., например, [3], [4], [5], [6], [7]. При этом, например, в работе [5] показано
существование положительных решений u0, которые являются основными состояниями
(ground state) соответствующего нелинейного уравнения Шредингера [8], т.е.

Iλ(u0) 6 Iλ(v),

где v ∈ W\{0} — любое решение задачи (D), а Iλ — соответствующий функционал энергии
(см. ниже).

В то же время, используя топологические методы Красносельского и Люстерника-
Шнирельмана, в ряде работ ([3], [5], [9]) доказано существование бесконечного числа bound
state-решений uk задачи (D), т.е. таких решений, что

Iλ(u0) < Iλ(uk).

Однако, этот результат не дает информации о структуре решений, и более того, поскольку
примененные методы не конструктивны, то затруднительно использовать их в дальнейшем
для численного нахождения и анализа таких решений. Отметим, что нахождение bound
state-решений также важно с точки зрения приложений (см. [10]).

В последнее время возрос интерес к конструктивному нахождению bound state-решений
нелинейных эллиптических уравнений с их последующим численным анализом, что отра-
жается появлением достаточно большого числа публикаций по этой теме (см., например,
[11], [12], [13]). В основном, эти результаты получены для уравнений коэрцитивного типа,
где применимы прямые вариационные методы. Ситуация с более сложной нелинейностью,
такой как выпукло-вогнутая, мало изучена. Применительно к задаче (D) основной труд-
ностью является то, что соответствующий функционал энергии Iλ(u) не коэрцитивен и не
ограничен снизу. Геометрия ветвей решений такого типа уравнений сложноструктуриро-
ванна. В частности, как известно ([5]), уравнение (D) обладает кратными положительными
решениями и бифуркациями типа точек поворота.

В данной работе развивается метод расслоений ([14, 15]) и спектральный анализ по
методу расслоений ([16, 17]), применительно к многообразию знакопеременных решений.

Изложим наш основной результат.
Мы будем рассматривать слабые решения задачи (D), т.е. функции u ∈ W\{0}, такие

что ∫

Ω

∇u∇φdx = λ

∫

Ω

|u|q−2uφdx+

∫

Ω

|u|γ−2uφdx, ∀φ ∈ W\{0},

где W = W
1,2
0 (Ω) — стандартное соболевское пространство функций, являющееся замы-

канием C∞
0 (Ω) по норме

||u|| =

(∫

Ω

|∇u|2dx

)1/2

.

Легко видеть, что слабые решения задачи (D) являются критическими точками функ-
ционала энергии Iλ:

Iλ(u) =
1

2
H(u)−

λ

q
G(u)−

1

γ
F (u), (2)

где

H(u) =

∫

Ω

|∇u|2dx, G(u) =

∫

Ω

|u|qdx, F (u) =

∫

Ω

|u|γdx. (3)

Наряду с Iλ будем рассматривать как в [5] следующий функционал Lλ на W , заданный
равенством

Lλ(u) = H(u)− λ(q − 1)G(u)− (γ − 1)F (u),
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и будем рассматривать следующее характеристическое значение, задаваемое по методу
спектрального параметра ([5])

λ∗0 =
q(γ − 2)

γ(2− q)

(
γ(2− q)

2(γ − q)

)γ−q
γ−2

inf
v∈W\{0}

(
H

γ−q
γ−2 (v)

G(v)F
2−q
γ−2 (v)

)
. (4)

t

Iλ(tu)

t1(u) t2(u)

Рис. 1.

Отметим, что Lλ(u) определяется (см. [14]) через расслоенный функционал Ĩλ(t, u) = Iλ(tu)
(зависимость Iλ(tu) от t при λ > 0 см. на рис. 1) по формуле

Lλ(u) =
∂2

∂t2
Iλ(tu)|t=1.

Далее всюду при рассмотрении функций Iλ(tu) и Lλ(tu) относительно t будем считать,
что t > 0.

Как известно, любое слабое решение задачи (D) лежит на многообразии Нехари, т.е. на
множестве вида

Nλ = {u ∈ W\{0} :
∂

∂t
Iλ(tu)|t=1 = H(u)− λG(u)− F (u) = 0}.

В [5] показано, используя метод расслоения, что если λ < λ∗0, то многообразие Нехари со-
стоит из двух непересекающихся компонент. В одной компоненте все слабые решения u за-
дачи (D) удовлетворяют неравенству Lλ(u) < 0, тогда как в другой компоненте Lλ(u) > 0.

Пусть u ∈ W . Введем функции u+ = max{u, 0} ≥ 0, и u− = min{u, 0} 6 0. Тогда
u = u+ + u−, и можно доказать, что u+ ∈ W и u− ∈ W (см. Теорему 2, доказательство см.
в [18]). Решения u, для которых u+ 6= 0 и u− 6= 0, будем называть знакопеременными (nodal
solutions [19]). Соответственно, если u 6= 0, но u+ 6= 0 и u− = 0, либо u+ = 0 и u− 6= 0, то u
будем называть знакопостоянным решением. Здесь и далее, для произвольного w ∈ W ,
будем считать, что w 6= 0, если µ({x ∈ Ω : w(x) 6= 0}) 6= 0, где µ — мера Лебега на Ω.

Нашим основным результатом является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 1 < q < 2 < γ < 2∗, и значение λ∗0 задается вариационной задачей
(4). Тогда для любого λ ∈ (−∞, λ∗0) существует знакопеременное решение uλ = u+λ + u−λ ,

задачи (D), такое что

uλ ∈ N 1
λ = {u ∈ Nλ : u+ ∈ Nλ, Lλ(u) < 0, Lλ(u+) < 0, Lλ(u−) < 0}.

При этом uλ является основным состоянием на множестве N 1
λ , т.е. Iλ(uλ) 6 Iλ(v), для

всех решений v ∈ N 1
λ .
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Статья организована следующим образом. В параграфе 2 приведены необходимые вспо-
могательные леммы, описывающие свойства функционала энергии Iλ, а также его кри-
тических точек, в зависимости от изменения параметра λ. В параграфе 3 доказывается
основной результат работы — Теорема 1. Аппендикс содержит необходимые технические
утверждения.

2. Анализ по методу расслоений

Для начала отметим, что вариационная задача, введенная выше равенством (4), может
быть получена из следующей системы уравнений





1
2
t2H(u)− λ1

q
tqG(u)− 1

γ
tγF (u) = 0,

tH(u)− λtq−1G(u)− tγ−1F (u) = 0,
(5)

которая соответствует случаю, когда Iλ(tu) = 0 и ∂
∂t
Iλ(tu) = 0, для произвольной функции

u ∈ W\{0}. Решая эту систему относительно λ = λ(u) и t = t(u), получим

λ(u) =
q(γ − 2)

γ(2− q)

(
γ(2− q)

2(γ − q)

)γ−q
γ−2 H

γ−q
γ−2 (u)

G(v)F
2−q
γ−2 (u)

, (6)

t(u) =

(
γ(2− q)

2(γ − q)

H(u)

F (u)

)1/(γ−2)

.

Таким образом, следуя [5], из (6) получаем характеристическое значение

λ∗0 = inf
u∈W\{0}

λ(u).

Заметим, что t(u) > 0, причем

Lλ(u)(t(u)u) = t(u)2
∂2

∂t2
Iλ(tu)|t=t(u)

= −t(u)2
(2− q)(γ − q)

2
H(u) < 0,

т.е. t(u) — точка максимума Iλ(u)(tu) по t.

Предложение 1. Пусть 1 < q < 2 < γ < 2∗, u ∈ W\{0}. Тогда существует такое

λ̃(u) > 0, что

1) если λ > λ̃(u), то функция Iλ(tu) относительно t не имеет точек экстремума;

2) при всех λ ∈ (0, λ̃(u)) функция Iλ(tu) относительно t имеет ровно одну точку ми-
нимума t1(u) и одну точку максимума t2(u), причем t1(u) < t2(u);

3) при λ 6 0 функция Iλ(tu) относительно t имеет лишь одну точку максимума t3(u).

Доказательство. Пусть u ∈ W\{0}. Тогда, уравнение ∂
∂t
Iλ(tu) = 0 имеет не более двух

корней при t > 0. Действительно, т.к. 1 < q < 2 < γ < 2∗, то из

∂

∂t
Iλ(tu) = tq−1(t2−qH(u)− λG(u)− tγ−qF (u)) = 0

следует, что если t > 0, то корни уравнения ∂
∂t
Iλ(tu) = 0 совпадут с корнями уравнения

αλ(t) = tγ−qF (u)− t2−qH(u) + λG(u) = 0.

Найдем экстремумы функции αλ(t):

α′
λ(t) = t1−q((γ − q)tγ−2F (u)− (2− q)H(u)) = 0.
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Отсюда, в силу того, что t > 0, получаем

(γ − q)tγ−2F (u)− (2− q)H(u) = 0.

Единственный корень этого уравнения

t = t(u) =

(
(2− q)H(u)

(γ − q)F (u)

)1/γ−2

.

Заметим, что если t ∈ (0, t(u)), то α′
λ(t) < 0, а если t > t(u), то α′

λ(t) > 0, т.е. t(u) —
точка минимума функции αλ(t), являющаяся ее единственным экстремумом при t > 0.
Из вида αλ(t) очевидно, что для произвольных λ1, λ2 ∈ R, таких что λ1 > λ2, выполнено
αλ1(t) > αλ2(t) для всех t > 0. Найдем значение λ̃ = λ̃(u), при котором минимум функции
αλ̃(t) касается оси t:

αλ̃(t(u)) =

(
(2− q)H(u)

(γ − q)F (u)

) γ−q
γ−2

F (u)−

(
(2− q)H(u)

(γ − q)F (u)

) 2−q
γ−2

H(u) + λ̃G = 0.

Отсюда получаем

λ̃ =
γ − 2

2− q

(
2− q

γ − q

)γ−q
γ−2 H

γ−q
γ−2 (u)

G(u)F
2−q
γ−2 (u)

. (7)

Таким образом, если λ > λ̃, то min
t>0

αλ(t) > 0, т.е. уравнение αλ(t) = 0 не имеет корней.

Следовательно, при λ > λ̃ функция Iλ(tu) относительно t не имеет точек экстремума.

t

αλ(t)

t1(u) t2(u)t(u)

Рис. 2.

t

αλ(t)

t3(u)t(u)

Рис. 3.

Пусть λ ∈ (0, λ̃) (см. рис. 2). Тогда αλ(t) > 0 при t → 0, и min
t>0

αλ(t) < 0. Так как

α′
λ(t) < 0 при t ∈ (0, t(u)), то существует единственное t1(u) > 0, такое что αλ(t1(u)) = 0.

В то же время, так как α′
λ(t) > 0 при t > t(u) и αλ(t) → +∞, при t→ +∞, то существует

единственное t2(u) > 0, такое что αλ(t2(u)) = 0. Таким образом, t1(u) и t2(u) — корни
уравнения αλ(t) = 0, при этом t1(u) < t2(u). Более того, т.к. −α′

λ(t) соответствует ∂2

∂t2
Iλ(tu),

то t1(u) — точка минимума, а t2(u) — точка максимума функции Iλ(tu) относительно t (см.
рис. 1).

Пусть теперь λ 6 0 (см. рис. 3). Тогда αλ(t) 6 0 при t → 0, и min
t>0

αλ(t) < 0. В силу

монотонного убывания αλ(t) при t ∈ (0, t(u)), на этом промежутке αλ(t) не имеет корней.
Аналогично, в силу монотонного возрастания αλ(t) при t > t(u) и того, что αλ(t) → +∞,
при t → +∞, существует единственное t3(u) > 0, такое что αλ(t3(u)) = 0, т.е. t3(u) —
искомый корень, причем t3(u) — точка максимума функции Iλ(tu) относительно t.
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Замечание 1. Несложно убедиться, что λ̃ = λ̃(u), определенная из (7), является
решением системы





tH(u)− λ̃ tq−1G(u)− tγ−1F (u) = 0,

2H(u)− λ̃ q tq−2G(u)− γ tγ−2F (u) = 0,
(8)

которая возникает в случае ∂
∂t
Iλ̃(tu) = 0, ∂2

∂t2
Iλ̃(tu) = 0.

Введем следующее характеристическое значение

Λ∗ = inf
u∈W\{0}

λ̃(u), (9)

где λ̃(u) определено из (7).

Предложение 2. Пусть λ∗0 и Λ∗ определены из вариационных задач (4) и (9) соот-
ветственно. Тогда λ∗0 < Λ∗.

Доказательство. Предположим, от противного, что λ∗0 ≥ Λ∗. Сравнивая λ∗0 и Λ∗, послед-
нее неравенство запишем в виде

q

γ

(γ
2

) γ−q
γ−2

≥ 1. (10)

Пусть 2 = αq, γ = 2β, где по условию леммы α, β > 1. Тогда неравенство (10) можно
записать в виде

1

α
β

α−1
α(β−1) ≥ 1.

Логарифмируя обе части этого неравенства, получим

(α− 1) lnβ

α(β − 1) lnα
≥ 1.

Для значений функции логарифма воспользуемся оценкой t−1
t

6 ln t 6 t−1. Заметим, что
так как α, β > 1, то имеют место строгие неравенства α−1

α
< lnα < α−1 и β−1

β
< ln β < β−1.

Тогда

1 6
(α− 1) lnβ

α(β − 1) lnα
< 1,

т.е. получили противоречие. Таким образом, λ∗0 < Λ∗.

Докажем следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть 1 < q < 2 < γ < 2∗, λ < Λ∗ и u ∈ Nλ. Тогда:

1. Lλ(u) 6= 0,
2. Iλ(u) → +∞ при ||u|| → +∞, т.е. функционал Iλ коэрцитивен на Nλ.

Доказательство. Пусть 1 < q < 2 < γ < 2∗, λ < Λ∗ и u ∈ Nλ.
1) Предположим, от противного, что Lλ(u) = 0. Тогда функция u удовлетворяет системе

(8) при t = 1 и λ = λ̃(u), определяемым из (7). Но в этом случае Λ∗ 6 λ = λ̃(u), что
противоречит условию. Следовательно, Lλ(u) 6= 0.

2) Докажем теперь коэрцитивность функционала Iλ на Nλ. Пусть u ∈ Nλ, т.е. выполнено
условие ∂

∂t
Iλ(tu)|t=1 = 0. Тогда функционал Iλ на Nλ можно записать в виде

Iλ(u) =
γ − 2

2γ
H(u)− λ

γ − q

γq
G(u). (11)

Отсюда, если λ > 0, то в силу теоремы вложения, имеем оценку

Iλ(u) >
γ − 2

2γ
H(u)− λ

γ − q

γq
CqH(u)q/2,



24 В.Е. БОБКОВ

где константа Cq = Cq(q, γ,Ω) > 0.
Если λ 6 0, то (11) оценим следующим образом

Iλ(u) ≥
γ − 2

2γ
H(u).

Тогда, в обоих случаях, Iλ(u) → +∞ при H(u) = ||u||2 → +∞. Т.е. функционал Iλ коэр-
цитивен на Nλ.

Следствие 1. Пусть 1 < q < 2 < γ < 2∗ и λ < Λ∗. Если u ∈ W\{0} такая, что
u+ ∈ Nλ (u− ∈ Nλ), то Lλ(u+) 6= 0 (Lλ(u−) 6= 0).

Доказательство. Пусть u ∈ W\{0} и u+ ∈ Nλ. Обозначим Ω+ := suppu+, тогда, очевидно,

u+(x) =

{
u(x) , x ∈ Ω+

0 x ∈ Ω\Ω+.

Таким образом, для каждой пробной функции u ∈ W\{0} минимизационной задачи (9),
функция u+ ∈ W так же является пробной для этой задачи, если u+ 6= 0. Как известно, до-
полнительные ограничения, накладываемые на минимизационную задачу, не уменьшают
точной нижней грани, поэтому

Λ∗ = Λ∗
Ω = inf

u∈W\{0}
λ̃(u) 6 inf

u∈W\{0}:
u(x)=0, x∈Ω\Ω+

λ̃(u) = Λ∗
Ω+
.

По условию, λ < Λ∗. Следовательно, λ < Λ∗ 6 Λ∗
Ω+

, и, в силу Леммы 1, Lλ(u+) 6= 0.

Замечание 2. В силу Предложения 2, результаты Леммы 1 и ее следствия сохраня-
ются при λ < λ∗0.

В дальнейшем нам потребуются следующие свойства Iλ(u) на множестве Нехари.

Лемма 2. Пусть 1 < q < 2 < γ < 2∗ и λ < λ∗0. Если u ∈ Nλ и Lλ(u) < 0, то

1) Iλ(u) > 0,
2) t = 1 является точкой глобального максимума функции Iλ(tu) по t при t > 0,
3) ||u|| > δ > 0, где δ не зависит от u.

Доказательство. Пусть u ∈ Nλ, Lλ(u) < 0 и λ < λ∗0.
1) Отметим, что λ < λ∗0 6 λ(u), где λ(u) определено равенством (6). Тогда

Iλ(u) =
1

2
H(u)−

λ

q
G(u)−

1

γ
F (u) >

1

2
H(u)−

λ(u)

q
G(u)−

1

γ
F (u) = 0.

2) В силу Предложения 1, t = 1 является единственной точкой локального максимума
функции Iλ(tu) по t при t > 0, и Iλ(u) > 0. При этом на границах области (0,+∞) имеем

Iλ(tu) → 0 при t→ 0,

Iλ(tu) → −∞ при t→ +∞.

Следовательно, t = 1 — точка глобального максимума Iλ(tu) по t.
3) Запишем условия ∂

∂t
Iλ(tu)|t=1 = 0 и ∂2

∂t2
Iλ(tu)|t=1 < 0 в виде системы





H(u)− λG(u)− F (u) = 0,

H(u)− λ(q − 1)G(u)− (γ − 1)F (u) < 0.

Выразим из первого уравнения λG(v) и подставим в неравенство. Тогда, в силу теоремы
вложения Соболева, получим следующую цепочку неравенств

2− q

γ − q
H(u) < F (u) < CγH(u)γ/2, Cγ = Cγ(q, γ,Ω) > 0.
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Откуда следует, что

H(u) >

(
2− q

(γ − q)Cγ

) 2
γ−2

= δ2(q, γ,Ω) = δ2 > 0.

Таким образом, ||u|| = H(u)1/2 > δ > 0.

Замечание 3. Очевидно, что результаты Леммы 2 сохраняются для u, u+, u−, если
u ∈ N 1

λ .

Отметим, что из Теоремы 2 (см. Аппендикс) следует, что если u ∈ W , то u+ ∈ W и
u− ∈ W . Более того, для представления u = u+ + u− имеет место равенство

Iλ(u) = Iλ(u+) + Iλ(u−),

которое также следует из Теоремы 2. Из этого равенства легко вытекают следующие:

∂

∂t
Iλ(tu) =

∂

∂t
Iλ(tu+) +

∂

∂t
Iλ(tu−), (12)

Lλ(u) = Lλ(u+) + Lλ(u−). (13)

Покажем теперь, что при λ < λ∗0 множество N 1
λ не пусто. Возьмем произвольную под-

область Ω1 ⊂ Ω, и функцию u1 ∈ W\{0}, такую что suppu1 = Ω1. Тогда, по Предложению
1, существует t1(u1) > 0, такое что ∂

∂t
Iλ(tu1)|t=t1(u1) = 0 и Lλ(t1(u1)u1) < 0. Теперь выберем

некоторую подобласть Ω2 ⊂ Ω, такую что Ω1 ∩Ω2 = ∅, и функцию u2 ∈ W\{0}, такую что
suppu2 = Ω2. Тогда существует такое t2(u2) > 0, что ∂

∂t
Iλ(tu2)|t=t2(u2) = 0 и Lλ(t2(u2)u2) < 0.

Обозначим v+ = t1(u1)u1, v− = −t2(u2)u2 и v = v+ + v−. Тогда

∂

∂t
Iλ(tv)|t=1 =

∂

∂t
Iλ(tv+)|t=1 +

∂

∂t
Iλ(tv−)|t=1 = 0

Lλ(v) = Lλ(v+) + Lλ(v−) < 0.

Таким образом, мы нашли функцию v ∈ W\{0}, такую что v ∈ N 1
λ , т.е. N 1

λ 6= ∅.
Рассмотрим следующую минимизационную задачу с ограничениями:

{
Iλ(u) → min,

u ∈ N 1
λ .

(14)

Лемма 3. Пусть 1 < q < 2 < γ < 2∗, и λ < λ∗0. Если u ∈ N 1
λ — решение минимизаци-

онной задачи (14), то u — критическая точка Iλ на W\{0}, т.е.

〈DuIλ(u), φ〉 = 0, ∀φ ∈ W.

Доказательство. Пусть u ∈ N 1
λ — решение минимизационной задачи (14), т.е.

β = Iλ(u) = inf{Iλ(v) : v ∈ N 1
λ}. Преположим от противного, что DuIλ(u) 6= 0.

Так как λ < λ∗0, то в силу Леммы 2 t = 1 является точкой глобального максимума
функции Iλ(tu) по t. Более того, из Замечания 3 следует, что t = 1 также является точкой
глобального максимума функций Iλ(tu+) и Iλ(tu−) по t. Следовательно,

Iλ(su+ + tu−) = Iλ(su+) + Iλ(tu−) < (15)

Iλ(u+) + Iλ(u−) = Iλ(u+ + u−) = Iλ(u),

для всех (s, t) ∈ R
2
+\{1, 1}.

Так как по предположению DuIλ(u) 6= 0, то в силу непрерывности функционала DuIλ
существуют α, δ > 0, такие что ||DuIλ(v)|| ≥ α при v ∈ U3δ(u) = {w ∈ W : ||u− w|| < 3δ}.

Введем функцию

g : A =

(
1− t1(u+)

2
,
1 + t1(u+)

2

)
×

(
1− t1(u−)

2
,
1 + t1(u−)

2

)
→W,
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g(s, t) = su+ + tu−.

Напомним, что t1(u+) и t1(u−), соответственно, точки минимума функций Iλ(tu+) и Iλ(tu−)
по t.

Из Предложения 1 и условия λ < λ∗0 следует, что t1(u+), t1(u−) < 1, следовательно,
A 6= ∅. Более того, из (15) следует, что

β0 := max
(s,t)∈∂A

Iλ(g(s, t)) < β.

Обозначим ε := min
{

β−β0

2
, αδ

8

}
и S = Uδ(u). Тогда из Деформационной леммы (см. Теорему

3 из Аппендикса) следует существование гомотопии η, такой что для η1 := η(1, ·) : W → W

выполняется:

1) η1(v) = v, если Iλ(v) 6 β − 2ε,
2) η1({v ∈ S : Iλ(v) 6 β + ε}) ⊂ {v ∈ W : Iλ(v) 6 β − ε},
3) Iλ(η1(v)) 6 Iλ(v) для всех v ∈ W .

Из 2) следует, что

max
{(s,t)∈A: g(s,t)∈S}

Iλ(η1(g(s, t))) < β. (16)

С другой стороны, из 3) и (15) следует

max
{(s,t)∈A: g(s,t)6∈S}

Iλ(η1(g(s, t))) 6 max
{(s,t)∈A: g(s,t)6∈S}

Iλ(g(s, t)) < β. (17)

Обозначим для удобства

f := η1(g(s, t)).

Тогда из 1) следует, что f(s, t) = g(s, t) при (s, t) ∈ ∂A в силу выбора ε. Рассмотрим
отображение

ψ : A→ R
2, ψ(s, t) := (Qλ(f(s, t)+), Qλ(f(s, t)−)) ,

где Qλ(su) := 〈DuIλ(su), u〉 = s ∂
∂t
Iλ(tu)|t=s. Отметим, что ψ(s, t) = (0, 0) тогда и только

тогда, когда f(s, t)+, f(s, t)− ∈ Nλ.
Так как f = g при (s, t) ∈ ∂A, то

ψ(s, t) = (Qλ(su+), Qλ(tu−)) , (s, t) ∈ ∂A.

При этом

Qλ

(
1− t1(u+)

2
u+

)
> 0 > Qλ

(
1 + t1(u+)

2
u+

)
, (18)

Qλ

(
1− t1(u−)

2
u−

)
> 0 > Qλ

(
1 + t1(u−)

2
u−

)
. (19)

Тогда по Теореме 4 из Аппендикса следует существование точки (s0, t0) ∈ A, такой что
ψ(s0, t0) = (0, 0), следовательно, f(s0, t0)+, f(s0, t0)− ∈ Nλ. Более того, из (18), (19) и Пред-
ложения 1 следует, что Lλ(f(s0, t0)+) < 0 и Lλ(f(s0, t0)−) < 0, так как существует един-
ственная точка максимума функций Iλ(zf(s0, t0)+) и Iλ(zf(s0, t0)−) по z при z > 0.

Таким образом, f(s0, t0) ∈ N 1
λ , т.е. f(s0, t0) — допустимая функция минимизационной

задачи (14). Кроме этого, из (16) и (17) следует

Iλ(f(s0, t0)) < β = inf{Iλ(v) : v ∈ N 1
λ},

т.е. получили противоречие. Таким образом, DuIλ(u) = 0, т.е. u — критическая точка Iλ
на W\{0}.
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3. Существование знакопеременных решений

Будем полагать, что 1 < q < 2 < γ < 2∗, и λ < λ∗0. Пусть

c1 = inf{Iλ(v) : v ∈ N 1
λ},

и un ∈ N 1
λ — минимизирующая последовательность, т.е. Iλ(un) → c1. При этом, в силу

Леммы 2, c1 ≥ 0. Тогда, из коэрцитивности Iλ на Nλ (см. Лемму 1) следует, что после-
довательность un ограничена в W . Отсюда, в силу рефлексивности пространства W , из
теоремы Эберлейна-Шмульяна [20] следует, что существуют u, v, w ∈ W , такие что

un ⇀ u, (un)+ ⇀ v, (un)− ⇀ w слабо в W. (20)

Более того, оставляя прежнюю индексацию по n, из теоремы вложения Соболева следует,
что

un → u, (un)+ → v, (un)− → w в Lγ , (21)

un → u, (un)+ → v, (un)− → w в Lq, (22)

т.к. q < γ < 2∗.
Из Леммы 4 известно, что при r = q и r = γ отображение h : Lr → Lr (u → u+)

непрерывно, поэтому из (21) следует, что u+ = v ≥ 0 и u− = w 6 0. Покажем, что u

меняет знак, т.е. u+ > 0 и u− < 0. Так как un ∈ N 1
λ , то из Леммы 2 следует, что

λ

∫

Ω

(u)q+ +

∫

Ω

(u)γ+dx = lim
n→∞


λ

∫

Ω

(un)
q
+dx+

∫

Ω

(un)
γ
+dx


 = lim

n→∞
||(un)+||

2 > 0.

Следовательно, u+ > 0. Аналогично показывается, что u− < 0.
Покажем теперь, что (un)+ → u+ в W . Из слабой сходимости (un)+ к u+ в W и слабой

полунепрерывности снизу нормы пространства W следует, что ||u+||
2 6 lim inf

n→∞
||(un)+||

2.

Докажем, что имеет место равенство. Предположим, что ||u+||
2 < lim inf

n→∞
||(un)+||

2. Тогда

||u+||
2 − λG(u+)− F (u+) < lim inf

n→∞

(
||(un)+||

2 − λG((un)+)− F ((un)+)
)
= 0.

Пусть λ ∈ (0, λ∗0). В силу Предложения 1, существуют такие α = t2(u+) > 0 и
β = t2(u−) > 0, что

∂

∂t
Iλ(tu+)|t=α = 0,

∂

∂t
Iλ(tu−)|t=β = 0,

∂2

∂t2
Iλ(tu+)|t=α < 0,

∂2

∂t2
Iλ(tu−)|t=β < 0.

В этом случае ∂
∂t
Iλ(t(αu+ + βu−))|t=1 = 0. Тогда, по предположению,

Iλ(αu+ + βu−) < lim inf
n→∞

(Iλ(α(un)+ + β(un)−))

= lim inf
n→∞

(Iλ(α(un)+) + Iλ(β(un)−)) .
(23)

В свою очередь, в силу Замечания 3,

lim inf
n→∞

(Iλ(α(un)+) + Iλ(β(un)−)) 6 lim inf
n→∞

(Iλ((un)+) + Iλ((un)−)) , (24)

так как un ∈ N 1
λ , т.е. t = 1 — точка глобального максимума функций Iλ(tu+) и Iλ(tu−) по

t. В то же время

lim inf
n→∞

(Iλ((un)+) + Iλ((un)−)) = lim inf
n→∞

Iλ(un) = inf
N 1

λ

Iλ = c1. (25)
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Таким образом, из (23), (24), (25) следует, что Iλ(αu++βu−) < c1, что противоречит усло-
вию. Получили противоречие, следовательно (un)+ → u+, (un)− → u− в W , и α = β = 1.
Аналогичный результат имеет место при λ 6 0.

Таким образом, u ∈ N 1
λ и

Iλ(u) = inf{Iλ(v) : v ∈ N 1
λ},

а значит u — решение типа основного состояния на множестве N 1
λ .

4. Аппендикс

Приведем некоторые необходимые утверждения.

Теорема 2. Пусть Ω ∈ R
N , u ∈ W

1,p
0 (Ω), 0 6 p 6 ∞. Тогда max{u, 0} ∈ W

1,p
0 (Ω), и для

1 6 i 6 N справедливо следующее равенство в обобщенном смысле:

∂

∂xi
max{u, 0} =

{
∂u
∂xi
, в {x ∈ Ω : u(x) > 0},

0, в {x ∈ Ω : u(x) 6 0}.

Доказательство. См. [18].

Следствие 2. Пусть Ω ∈ R
N , u ∈ W

1,p
0 (Ω), 0 6 p 6 ∞. Тогда

∂u

∂xi
= 0 п.в. в E = {x ∈ Ω : u = 0}, 1 6 i 6 N.

Зададим отображение h : Lr → Lr, r ≥ 1, формулой h(u) = max{u, 0}.

Лемма 4. Отображение h непрерывно.

Доказательство. Пусть u ∈ Lr(Ω). Тогда, очевидно, u+ ∈ Lr(Ω) и u− ∈ Lr(Ω). Заметим,
что отображение h почти всюду в Ω можно представить в виде h(u) = j(u)u, где j(u) = 1,
если u ≥ 0, и j(u) = 0, если u < 0. Пусть un → u в Lr(Ω). Тогда существует подпосле-
довательность unk

, такая что unk
→ u почти всюду в Ω. Для краткости обозначений, без

ограничения общности, оставим прежнюю индексацию по n, не переходя к индексации по
подпоследовательности. Тогда

||h(un)− h(u)||rr =

∫

Ω

|h(un)− h(u)|rdx =

=

∫

Ω

|j(un)(un − u) + (j(un)− j(u))u|rdx.

Заметим, что так как ϕ(s) = sr — выпуклая функция при r ≥ 1 и s ≥ 0, то, воспользовав-
шись неравенством Йенсена (s1 + s2)

r 6 2r−1(sr1 + sr2), получим

||h(un)− h(u)||rr 6 2r−1



∫

Ω

|(un − u)|rdx+

∫

Ω

|(j(un)− j(u))u|rdx


 .

Первый интеграл сходится к 0, так как un → u в Lr(Ω). С другой стороны, для п.в. x ∈ Ω
выполняется j(un) → j(u) = 0, либо j(un) → j(u) = 1. Отсюда получаем

∫

Ω

|(j(un)− j(u))u|rdx 6 sup
x∈Ω

(j(un)− j(u))

∫

Ω

|u|rdx→ 0,

в силу того, что u ∈ Lr(Ω). Таким образом, ||h(un) − h(u)||r → 0. Следовательно,
h ∈ C(Lr;Lr).



О СУЩЕСТВОВАНИИ ЗНАКОПЕРЕМЕННОГО РЕШЕНИЯ. . . 29

Следствие 3. Используя аналогичное рассуждение, легко получить, что h ∈ C(W ;W ).

Следующая теорема является одним из вариантов деформационной леммы.

Теорема 3 (Деформационная лемма). Пусть X — банахово пространство, I ∈ C1(X,R),
S ⊂ X, c ∈ R, ε > 0, δ > 0 такие, что

||DuI(u)||X∗ ≥
8ε

δ
, ∀u ∈ I−1([c− 2ε, c+ ε]) ∩ S2δ,

где S2δ = {v ∈ X : dist(v, S) 6 2δ}. Тогда существует гомотопия η ∈ C([0, 1] × X,X),
такая что

• если t = 0, либо если u 6∈ I−1([c− 2ε, c+ ε]) ∩ S2δ, то η(t, u) = u;
• η(1, {v ∈ S : I(v) 6 c + ε}) ⊂ {v ∈ W : I 6 c− ε};
• η(1, ·) задает гомеоморфизм X → X для всех t ∈ [0, 1];
• ||η(t, u)− u||X 6 δ для любых u ∈ X, t ∈ [0, 1];
• I(η(·, u)) не возрастает для любого u ∈ X;
• I(η(t, u)) < c для всех u ∈ I−1((−∞, c]) ∩ Sδ, t ∈ [0, 1].

Доказательство. см. [21], Лемма 1.4.

Следующая теорема является двумерным вариантом теоремы Миранды (см., например,
[22]).

Теорема 4 (Миранда, 1940). Пусть A = {x ∈ R
2 : a1 6 x1 6 b1, a2 6 x2 6 b2}, отобра-

жение

ψ = (ψ1, ψ2) : A→ R
2

является непрерывным, и

ψ1(a1, x2) ≥ 0 ≥ ψ1(b1, x2), ∀x2 ∈ (a2, b2),

ψ2(x1, a2) ≥ 0 ≥ ψ2(x1, b2), ∀x1 ∈ (a1, b1).

Тогда существует точка (x01, x
0
2) ∈ A, такая что ψ(x01, x

0
2) = (0, 0).

Доказательство. См. [22].
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