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ПРИБЛИЖЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ
О ФОРМАХ ПРОГИБА СВОБОДНО ОПЕРТОЙ ПЛАСТИНЫ

ПРИ ПРОДОЛЬНОЙ НАГРУЗКЕ

Г.Г. ШАРАФУТДИНОВА

Аннотация. В работе рассматривается приближенное исследование задачи о бифур-
кационном поведении упругой пластины при изменении продольной сжимающей силы.
Предлагается новая схема, позволяющая определить критические значения этой силы,
при которых пластина принимает устойчивые криволинейные состояния равновесия.
Разработанная схема также приводит к асимптотическим формулам, описывающим
нелинейные прогибы пластины при переходе через критические силы.

Ключевые слова: прогиб пластины, приближенное исследование, критические силы,
точки бифуркации, асимптотические формулы, состояние равновесия.

1. Постановка задачи

Пусть Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 6 𝑥 6 𝑎, 0 6 𝑦 6 𝑏} — прямоугольная замкнутая область на
плоскости R2. Рассматривается задача о прогибах прямоугольной пластины 𝑃 длины 𝑎 и
ширины 𝑏. Согласно теории гибких пластинок [1] дифференциальные уравнения, связы-
вающие функцию 𝑣 напряжений (функцию Эйри) в срединной поверхности и функцию
прогиба 𝑤 для свободно опертой по контуру пластины, имеют вид

𝐿1 ≡ 𝑑 · ∆2𝑤 − ℎ · 𝐿(𝑤, 𝑣) = 0 , (1)

𝐿2 ≡ ∆2𝑣 +
1

2
𝐸 · 𝐿(𝑤,𝑤) = 0 , (2)

где ∆ — оператор Лапласа, нелинейные операторы 𝐿(𝑤, 𝑣) и 𝐿(𝑤,𝑤) определяются равен-
ством

𝐿(𝑤, 𝑣) =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
, (3)

𝑑, ℎ, 𝐸 — известные положительные постоянные (𝑑 — жесткость на изгиб, ℎ — толщина
пластины, 𝐸 — модуль упругости).

Граничные условия, относящиеся к деформации в срединной поверхности, выглядят
следующим образом:

G.G. Sharafutdinova, The problem of deflection shapes of a simply supported plate under
a longitudinal strain.
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при 𝑥 = 0, 𝑎 𝜎𝑥 =
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= 0, 𝜏𝑥𝑦 =

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0,

𝑤 = 0, 𝑤𝑥𝑥 = 0;

при 𝑦 = 0, 𝑏 𝜎𝑦 =
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
= −𝑁𝑦, 𝜏𝑥𝑦 = − 𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0,

𝑤 = 0, 𝑤𝑦𝑦 = 0.

(4)

где 𝑁𝑦 — продольная сжимающая сила, приложенная к краям пластины вдоль оси 𝑂𝑌 ,
знак минус указывает на то, что сила 𝑁𝑦 — сжимающая.

В работе рассматривается задача о бифуркационном поведении пластины при изме-
нении параметра 𝑁𝑦. Предлагается новая схема, позволяющая определить критические
значения этого параметра и получить приближенные формулы для функции прогиба.
Предлагаемая схема основана на методах общей теории бифуркаций, изложенных в [2].

2. Определение критических сил

Задачу (1)-(4) удобно преобразовать к иному виду. Положим 𝑐(𝑥, 𝑦) =
𝑥2

2
. Очевидно,

функция 𝑐(𝑥, 𝑦) является решением краевой задачи:

∆2𝑐 = 0 , 0 < 𝑥 < 𝑎 , 0 < 𝑦 < 𝑏,⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑐

𝜕𝑦2
= 0 ,

𝜕2𝑐

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 при 𝑥 = 0, 𝑎;

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2
= 1 ,

𝜕2𝑐

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 при 𝑦 = 0, 𝑏.

Определим функцию 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥, 𝑦) + 𝑁𝑦𝑐(𝑥, 𝑦). Тогда

∆2𝑣 = ∆2𝐹 ,

𝐿(𝑤, 𝑣) = 𝐿(𝑤,𝐹 −𝑁𝑦𝑐) = 𝐿(𝑤,𝐹 ) −𝑁𝑦𝐿(𝑤, 𝑐).

Следовательно, функции 𝐹 и 𝑤 являются решением следующей краевой задачи с одно-
родными граничными условиями:̃︁𝐿1 ≡ 𝑑 · ∆2𝑤 − ℎ · 𝐿(𝑤,𝐹 ) + ℎ𝑁𝑦𝐿(𝑤, 𝑐) = 0, (5)

̃︁𝐿2 ≡ ∆2𝐹 +
1

2
𝐸 · 𝐿(𝑤,𝑤) = 0; (6)

при 𝑥 = 0, 𝑎 𝜎𝑥 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑦2
= 0 , 𝜏𝑥𝑦 =

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 , 𝑤 = 0 , 𝑤𝑥𝑥 = 0;

при 𝑦 = 0, 𝑏 𝜎𝑦 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
= 0 , 𝜏𝑦𝑥 = − 𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 , 𝑤 = 0 , 𝑤𝑦𝑦 = 0.

(7)

Здесь сила 𝑁𝑦 рассматривается как вещественный параметр.
Задача (5)–(7) изучалась во многих работах, в частности, в [3] доказывалась ее разре-

шимость (с. 352–354), исследовалась структура множества решений (с. 361–364).
При любом значении параметра 𝑁𝑦 задача (5)–(7) имеет тривиальное решение

𝑤(𝑥, 𝑦) ≡ 0, 𝐹 (𝑥, 𝑦) ≡ 0, однако нулевое решение не всегда единственно. Это соответству-
ет хорошо известному экспериментальному факту: пластина может иметь при одной и той
же нагрузке несколько различных форм равновесия. Как правило, лишь одна из форм
равновесия является желательной. Переход в другие формы может вызвать разрушение
конструкции. В связи с этим возникает необходимость в предсказании такого перехода,
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что сводится к отысканию критических значений сил 𝑁𝑦, или точек бифуркации задачи
(5)–(7).

Строго говоря, с точки зрения общей теории бифуркаций, наличие критических значе-
ний сил 𝑁𝑦 еще не означает качественного изменения формы равновесия пластины при
переходе нагрузки через такие критические значения. Другими словами, в задачах о точ-
ках бифуркации обычно присутствуют необходимое и достаточное условия бифуркации.
Необходимое условие связано с тем, что соответствущие линеаризованные уравнения име-
ют ненулевые решения, а достаточное условие связано с трансверсальным поведением
соответствующих собственных значений линейной задачи. Однако в задаче о прогибах
пластин необходимое условие одновременно является и достаточным.

Наряду с (5)–(7) будем рассматривать также линейную краевую задачу

𝑑 · ∆2𝑤 = −𝑁𝑦ℎ · 𝐿(𝑤, 𝑐), (8)

при 𝑥 = 0, 𝑎 𝑤 = 𝑤𝑥𝑥 = 0;
при 𝑦 = 0, 𝑏 𝑤 = 𝑤𝑦𝑦 = 0.

(9)

В соответствии с [3] будем говорить, что 𝜆0 является точкой бифуркации задачи (5)–(7),
если при 𝑁𝑦 = 𝜆0 линейная задача (8)–(9) имеет ненулевое решение.

Решение задачи (8)–(9) можно представить в виде

𝑤(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑚=1

𝐵𝑘𝑚 sin
𝜋𝑘𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑚𝑦

𝑏
.

Тогда критические значения силы 𝑁𝑦 определяются из уравнений
ℎ𝑚2𝑁𝑦

𝜋2𝑏2𝑑
=

[︂
𝑘2

𝑎2
+

𝑚2

𝑏2

]︂2
;

поэтому каждой паре 𝑘 и 𝑚 соответствует некоторая точка бифуркации. Наименьшее
значение 𝑁𝑦 достигается, когда 𝑘 = 1,𝑚 = 1, при этом

𝑁*
𝑦 =

𝜋2𝑑

ℎ
· (𝑎2 + 𝑏2)2

𝑎4𝑏2
.

Число 𝑁*
𝑦 является наименьшей точкой бифуркации задачи (5)–(7). Аналогичный резуль-

тат был получен, например, в [1].

3. Вспомогательные сведения из теории бифуркаций
операторных уравнений

С целью изучения задачи о приближенном построении функций прогиба при переходе
параметра 𝑁𝑦 через точки бифуркации, приведем в удобной для нас форме некоторые
результаты из работы [2]. Рассмотрим операторное уравнение

𝑥 = 𝐴(𝜆)𝑥 + 𝑎(𝑥, 𝜆), (10)

где 𝐴(𝜆) — действующий в гильбертовом пространстве 𝐻 линейный вполне непрерывный
оператор, ‖𝑎(𝑥, 𝜆)‖ = 𝑜(‖𝑥‖), ‖𝑥‖ → 0.

Число 𝜆0 называют точкой бифуркации малых решений уравнения (10), если существу-
ет последовательность 𝜆𝑛 → 𝜆0 такая, что при 𝜆 = 𝜆𝑛 уравнение (10) имеет ненулевые
решения 𝑥𝑛 такие, что 𝑥𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞. Точки бифуркации уравнения (10) следует
искать лишь среди тех 𝜆0, для которых оператор 𝐴(𝜆0) имеет собственное значение 1.

Пусть выполняется условие:
U1. Число 1 — простое собственное значение оператора 𝐴(𝜆0).
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Тогда существует ненулевой вектор 𝑒0 такой, что 𝐴(𝜆0)𝑒0 = 𝑒0. Сопряженный оператор
𝐴*(𝜆0) также имеет простое собственное значение 1, которому соответствует собственный
вектор 𝑔0. Векторы 𝑒0 и 𝑔0 можно выбрать из условия: ‖𝑒0‖ = 1, (𝑒0, 𝑔0) = 1. Пусть наряду
с U1 выполняется также условие
U2. (𝐴′(𝜆0)𝑒0, 𝑔0) ̸= 0, где 𝐴′(𝜆) — это производная оператора 𝐴(𝜆) по параметру 𝜆.

Теорема 1. Пусть выполнены условия U1 и U2. Тогда 𝜆0 является точкой бифуркации
уравнения (10).

Бифурцирующие решения уравнения (10) обычно образуют непрерывные ветви
𝑥 = 𝑥(𝜆), где 𝑥(𝜆) – непрерывная функция, причем 𝑥(𝜆) ̸= 0 при 𝜆 ̸= 𝜆0 и 𝑥(𝜆) → 0
при 𝜆 → 𝜆0. Часто функцию 𝑥 = 𝑥(𝜆) удобно искать в параметрическом виде 𝑥 = 𝑥(𝜀) и
𝜆 = 𝜆(𝜀), где 𝜀 — вспомогательный малый параметр. Функции 𝑥(𝜀) и 𝜆(𝜀) будем называть
асимптотическими формулами для бифурцирующих решений уравнения (10).

Теорема 2. Пусть нелинейность 𝑎(𝑥, 𝜆) имеет вид 𝑎(𝑥, 𝜆) = 𝑎3(𝑥, 𝜆) + 𝜙(𝑥, 𝜆), где
𝑎3(𝑘𝑥, 𝜆) = 𝑘3𝑎(𝑥, 𝜆), 𝜙(𝑥, 𝜆) = 𝑜(‖𝑥‖3). Тогда асимптотические формулы принимают
вид: {︂

𝑥(𝜀) = 𝜀𝑒0 + 𝜀3𝑒1 + 𝑜(𝜀3),
𝜆(𝜀) = 𝜆0 + 𝜀2𝜆1 + 𝑜(𝜀2),

𝑒1 = Γ0𝑎3(𝑒0, 𝜆0), 𝜆1 = −
(︀
𝑎3(𝑒0, 𝜆0), 𝑔0

)︀
(𝐴′𝑒0, 𝑔0)

.

Здесь 𝐴′ = 𝐴′(𝜆0), а линейный оператор Γ0 является обратным к оператору
𝐵ℎ = ℎ− 𝜆0(ℎ, 𝑔0)𝐴

′(𝜆0)𝑒0 − 𝐴(𝜆0)ℎ.

4. Основные утверждения

Пусть 𝑊 2
2 (Ω) — пространство Соболева, 𝑊 ∘2

2 (Ω) — подпространство пространства
𝑊 2

2 (Ω), полученное замыканием множества всех бесконечно дифференцируемых функций
с носителями в Ω (т. е. подпространство соболевского пространства 𝑊 2

2 (Ω) с элементами,
удовлетворяющими соотвествующим однородным граничным условиям).

Для изучения вопроса об асимптотических формулах, описывающих нелинейные проги-
бы задачи (5)–(7) при переходе через критические силы, предлагается следующая схема.

Обозначим через 𝐴0 : 𝑊 ∘2
2 (Ω) → 𝑊 ∘2

2 (Ω) оператор, ставящий в соответствие функции 𝑤
решение краевой задачи

∆2𝐹 = −1

2
𝐸 · 𝐿(𝑤,𝑤), (11)

при 𝑥 = 0, 𝑎 𝜎𝑥 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑦2
= 0 , 𝜏𝑥𝑦 =

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 ;

при 𝑦 = 0, 𝑏 𝜎𝑦 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
= 0 , 𝜏𝑦𝑥 = − 𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 .

(12)

Рассмотрим определенный на 𝑊 ∘2
2 (Ω) функционал

𝑓(𝑤) =

𝑎∫︁
0

𝑏∫︁
0

(︂
𝑑 · (∆𝑤)2 − ℎ

2
𝐿(𝑤,𝑤)𝐴0(𝑤)

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦 .
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Этот функционал непрерывно дифференцируем по Фреше на 𝑊 ∘2
2 (Ω) , и его градиент

∇𝑓 : 𝑊 ∘2
2 → 𝑊 ∘2

2 определяется (см. [3]) равенством

(︁
∇𝑓(𝑤), 𝜙

)︁
= 2

𝑎∫︁
0

𝑏∫︁
0

(︁
𝑑 · ∆𝑤∆𝜙− ℎ𝐿(𝑤,𝐴0(𝑤))𝜙

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦 ,

где 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) — произвольная функция из 𝑊 ∘2
2 .

Задача отыскания решений системы (5)–(7) эквивалентна (см. [3]) задаче отыскания
решений уравнения

∇𝑓(𝑤) = −𝑁𝑦∇𝑔(𝑤) , (13)
где функционал 𝑔(𝑤) определяется равенством

𝑔(𝑤) = ℎ

𝑎∫︁
0

𝑏∫︁
0

𝐿(𝑤, 𝑐)𝑤𝑑𝑥𝑑𝑦.

Обозначим далее через 𝐵 : 𝑊 ∘2
2 → 𝑊 ∘2

2 и 𝐷 : 𝑊 ∘2
2 → 𝑊 ∘2

2 — операторы, определенные
равенствами

(𝐵𝑤,𝜙) = 2

𝑎∫︁
0

𝑏∫︁
0

𝑑 · ∆𝑤∆𝜙𝑑𝑥𝑑𝑦 , (𝐷𝑤,𝜙) = −2ℎ

𝑎∫︁
0

𝑏∫︁
0

𝐿(𝑤, 𝑐)𝜙𝑑𝑥𝑑𝑦 .

Теорема 3. Уравнение (𝐵 − 𝜆𝐷)𝑤 = 0 при 𝜆 = 𝜆0 = 𝑁*
𝑦 имеет ненулевое решение

𝑤 = 𝐶 sin
𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑏
, где 𝐶 — произвольная постоянная.

Справедливость этой теоремы следует из того, что функция 𝑤 = 𝐶 sin
𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑏
явля-

ется решением задачи (8)–(9).
Уравнение (13) перепишем в следующем виде

𝑤 = 𝐴(𝜆)𝑤 + 𝑎3(𝑤) , 𝑤 ∈ 𝑊 ∘2
2 , 𝜆 ∈ R , (14)

где 𝐴(𝜆) = 𝐼 + 𝐵 − 𝜆𝐷, 𝑎3(𝑤) = −𝑏(𝑤); здесь 𝑏(𝑤) — нелинейный оператор, определенный
равенством (︀

𝑏(𝑤), 𝜙
)︀

= 2ℎ

𝑎∫︁
0

𝑏∫︁
0

𝐿
(︀
𝑤,𝐴0(𝑤)

)︀
𝜙𝑑𝑥𝑑𝑦 .

Теорема 4. Значение 𝜆0 = 𝑁*
𝑦 =

𝜋2𝑑

ℎ
· (𝑎2 + 𝑏2)2

𝑎4𝑏2
является точкой бифуркации

уравнения (14).

Доказательство. Критические силы задачи (5)–(7) совпадают с точками бифуркации
операторного уравнения (14). В свою очередь, уравнение (14) является аналогом уравне-
ния (10). Поэтому для доказательства теоремы 4 достаточно установить, что для опера-
торного уравнения (14) выполняются все условия теоремы 1.

Проверим выполнение условия U1.
Так как задача (8)–(9) при некотором 𝜆 = 𝜆0 = 𝑁*

𝑦 имеет единственное (с точностью до
сомножителя) ненулевое решение 𝑤 = 𝐶 sin

𝜋𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑦

𝑏
, то оператор 𝐴(𝜆)𝑤 при 𝜆 = 𝜆0 = 𝑁*

𝑦

имеет простое собственное значение 1, которому соответствует функция 𝑤. Положим
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𝑤 = 𝑒0; постоянную 𝐶 можно выбрать из условия (𝑒0, 𝑒0) = 1, откуда 𝐶 =
2
√
𝑎3𝑏3

𝜋2(𝑎2 + 𝑏2)
.

Таким образом, условие U1 выполнено.
Проверим условие U2. Оператор 𝐴(𝜆)𝑤 является самосопряженным в пространстве 𝑊 ∘2

2 ,
поэтому в качестве собственного вектора сопряженного оператора можно выбрать функ-
цию 𝑔0(𝑥, 𝑦) = 𝑒0(𝑥, 𝑦). Поэтому имеем

𝐴′𝑒0 = −𝐷𝑒0 = −ℎ
𝜋2

𝑏2
𝑒0,

(𝐴′(𝜆0)𝑒0, 𝑔0) = (−𝐷𝑒0, 𝑒0) = −ℎ
𝜋2

𝑏2
̸= 0 .

Таким образом, условие U2 также выполнено. Следовательно, 𝜆0 = 𝑁*
𝑦 является крити-

ческой силой задачи (5)–(7) или уравнения (14). Теорема доказана.

Теорема 5. Бифурцирующие решения 𝑤𝜀 уравнения (14) и соответствующие значе-
ния параметра 𝜆𝜀 = 𝜆(𝑤𝜀) представимы в виде

𝑤𝜀 = 𝜀𝑒0 + 𝜀3𝑒1 + 𝑜(𝜀3) , 𝜆𝜀 = 𝜆0 + 𝜀2𝜆1 + 𝑜(𝜀2) ,

где 𝜀 > 0 — малый параметр,

𝑒1 = Γ0𝑎3(𝑒0) , 𝜆1 =

(︀
𝑎3(𝑒0), 𝑒0

)︀
𝑏2

ℎ𝜋2
,

оператор Γ0 : 𝑊 ∘2
2 → 𝑊 ∘2

2 при любом 𝑦 ∈: 𝑊 ∘2
2 вычисляется (см. [2]) по формуле

Γ0𝑦 = ℎ0 + ℎ0, где

ℎ0 =
(𝑦, 𝑒0)𝑒0

𝜆0(𝐷𝑒0, 𝑒0)
, ℎ0 = (𝐼 − 𝐴(𝜆0))

−1

[︂
𝑦 − (𝑦, 𝑒0)𝐷𝑒0

(𝐷𝑒0, 𝑒0)

]︂
.

Справедливость этого утверждения следует из теоремы 2.
Непосредственные вычисления показывают, что значение 𝜆1 представляется в виде дро-

би
𝜆1 =

𝜆11

𝜆12

,

в которой

𝜆11 = 8192 · 𝐸𝑎𝑏3𝜋2(̃︀𝜆4 − 32𝜋4)×

×

(︃
2(1 + sin ̃︀𝜆 sh ̃︀𝜆)

(︁
8𝜋4(𝑎2 − 𝑏2)2 + ̃︀𝜆4(𝑎4 + 𝑏4)

)︁
− (16𝜋4 + ̃︀𝜆4)(3𝑏4 + 3𝑎4 − 2𝑎2𝑏2)

)︃
,

𝜆12 = ̃︀𝜆4(𝑎2 + 𝑏2)4(16𝜋4 − ̃︀𝜆4)3

[︃(︂
𝑎2

𝑏2
+

𝑏2

𝑎2

)︂(︂
𝛼− 2̃︀𝜆

)︂2

𝛼2 + 2

(︂
1 − 𝛼̃︀𝜆

)︂2
]︃

.

Постоянные 𝛼 и ̃︀𝜆 определяются из соотношений

cos ̃︀𝜆 · ch̃︀𝜆 = 1 , 𝛼 =
sin ̃︀𝜆− sh̃︀𝜆
cos ̃︀𝜆− ch̃︀𝜆 .

Такой выбор значений 𝛼 и ̃︀𝜆 определяется необходимостью удовлетворения граничным
условиям задачи (11)-(12).

Значение 𝑒1 также можно вычислить, однако это требует существенно более громоздких
расчетов. Приведем лишь схему вычисления 𝑒1.

Так как 𝑒1 = Γ0𝑎3(𝑒0, 𝜆0), где Γ0 – обратный к оператору 𝐵ℎ = ℎ− 𝜆0(ℎ, 𝑔0)𝐴
′(𝜆0)𝑒0 − 𝐴(𝜆0)ℎ,

то 𝐵𝑒1 = 𝑎3(𝑒0, 𝜆0). По теореме 5 имеем 𝑒1 = ℎ = ℎ0+ℎ0. В результате придем к уравнению
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𝑎3(𝑒0, 𝜆0) = ℎ0 + ℎ0 − 𝜆0(ℎ0 + ℎ0, 𝑒0)𝐴
′(𝜆0)𝑒0 − 𝐴(𝜆0)(ℎ0 + ℎ0),

которое, в свою очередь, упрощается, если учесть, что

(ℎ0, 𝑒0) = 0, 𝐴ℎ0 = ℎ0, 𝐴′(𝜆0)𝑒0 = −𝐷𝑒0, 𝜆0 = 𝑁*
𝑦 , ℎ0 =

(𝑎3, 𝑒0)𝑏
2𝑒0

𝑁*
𝑦ℎ𝜋

2
.

Остается вычислить функцию ℎ0, решив методом неопределенных коэффициентов урав-
нение

𝑎3(𝑒0, 𝜆0) = ℎ0 + (𝑎3, 𝑒0)𝑒0 − 𝐴ℎ0.
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