
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 4. № 4 (2012). С. 108-118.

УДК 517.5+517.9

О РАВНОМЕРНОЙ ПРИБЛИЖАЕМОСТИ РЕШЕНИЯМИ
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ПОРЯДКА ВЫШЕ ДВУХ

М.Я. МАЗАЛОВ

Аннотация. Рассматриваются задачи равномерного приближения на компактах в
R𝑑, 𝑑 > 2, решениями однородных эллиптических уравнений порядка 𝑛 > 2 с постоян-
ными коэффициентами. Строится пример, показывающий, что для компактов с непу-
стой внутренностью критерии равномерной приближаемости, аналогичные критерию
А. Г. Витушкина, известному для аналитических функций в C, в общем случае не име-
ют места. Напротив, в случае нигде не плотных компактов ситуация такая же, как для
аналитических и гармонических функций, включая неустойчивость соответствующих
емкостей.

Ключевые слова: эллиптические уравнения, емкости, неустойчивость емкостей, рав-
номерное приближение, схема Витушкина.

1. Введение

Пусть 𝐿(𝑥) — однородный эллиптический многочлен с комплексными коэффициентами
(где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑, 𝑑 > 2, 𝐿(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 0), 𝐿 = 𝐿(∇) — соответствующий диф-
ференциальный оператор; далее рассматриваются только такие операторы 𝐿. Обозначим
через 𝑛 порядок оператора 𝐿; напомним [1, теорема 7.1.20], что 𝐿 имеет фундаментальное
решение вида

𝐸(𝑥) = 𝐸0(𝑥) − 𝐸1(𝑥) log |𝑥|, (1.1)
где 𝐸0 — вещественно аналитическая функция в R𝑑 ∖ {0}, однородная степени 𝑛 − 𝑑,
𝐸1 — однородный многочлен степени 𝑛− 𝑑 (если 𝑛 < 𝑑, то 𝐸1 ≡ 0).

Пусть 𝑋 ⊂ R𝑑 — компакт, 𝑋𝑜 — множество всех внутренних точек 𝑋,

ℎ(𝑋,𝐿) = 𝐶(𝑋) ∩ {𝐿𝑓 = 0 в 𝑋𝑜},
𝐻(𝑋,𝐿) — замыкание в 𝐶(𝑋) множества функций

{𝑓 |𝑋 : 𝐿𝑓 = 0 в некоторой окрестности 𝑋}
(окрестность зависит от функции 𝑓).

Так как 𝐿 — эллиптический оператор, то 𝐻(𝑋,𝐿) ⊂ ℎ(𝑋,𝐿). Критерии равенства клас-
сов 𝐻(𝑋,𝐿) = ℎ(𝑋,𝐿) были получены в случае аналитических функций (𝑑 = 2, 𝐿 — опе-
ратор Коши–Римана) А. Г. Витушкиным [2], а в случае гармонических функций (𝑑 > 2,
𝐿 — оператор Лапласа) — независимо Дж. Дени [3] и М. В. Келдышем [4]. Имеет место
следующее утверждение (мы несколько упрощаем формулировки):

𝐻(𝑋,𝐿) = ℎ(𝑋,𝐿) ⇐⇒ Cap𝐿(𝐵 ∖𝑋𝑜) 6 𝐴Cap𝐿(𝑘𝐵 ∖𝑋), (1.2)
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где под Cap𝐿(·) понимается, соответственно, аналитическая или гармоническая емкость,
𝐵 — произвольный открытый шар (круг при 𝑑 = 2), 𝐴 > 0 и 𝑘 > 1 — фиксированные
постоянные.

При изучении устранимых особенностей непрерывных решений уравнения 𝐿𝑓 = 0
Р. Харви и Дж. Полкинг ввели [5] емкости, естественно обобщающие аналитическую и
гармоническую емкости. В настоящей работе ограничимся случаем 𝑛 < 𝑑. Следуя [5,
определение 1.1], емкостью ограниченного множества 𝑈 назовем

sup
𝑔
{|⟨𝐿𝑔|1⟩| : ‖𝑔‖L∞ 6 1, 𝑔 ∈ 𝐶(R𝑑), lim

𝑥→∞
𝑔(𝑥) = 0, Spt(𝐿𝑔) ⊂ 𝑈} (1.3)

и будем обозначать CapL(𝑈) (здесь и далее ‖·‖L∞ = ‖·‖L∞(R𝑑)). В формуле (1.3) в угловых
скобках записано действие распределения с компактным носителем на бесконечно гладкую
функцию, Spt(·) — замыкание носителя распределения. Именно,

⟨𝐿𝑔|1⟩ = (−1)𝑛
∫︁
𝑔(𝑥)𝐿𝜙(𝑥)𝑑𝑚𝑥, (1.4)

где 𝜙 — произвольная функция из 𝐶∞
0 (R𝑑), такая, что 𝜙(𝑥) ≡ 1 в некоторой окрестности

Spt(𝐿𝑔), интегрирование проводится по мере Лебега в R𝑑. Функцию 𝑔 ∈ 𝐶(R𝑑), такую, что
Spt(𝐿𝑔) ⊂ 𝑈 и lim𝑥→∞ 𝑔(𝑥) = 0, будем называть допустимой для 𝑈 .

Так как емкость Cap𝐿(·) характеризует "массивность" множества неустранимых осо-
бенностей непрерывных решений уравнения 𝐿𝑓 = 0 [5, теорема 1.4], неравенство в правой
части (1.2) имеет следующий естественный смысл: дополнение к компакту локально "не
менее массивно чем его граница.

В настоящей работе установлено следующее.
1. Показано, что при 𝑑 > 2 и 𝑛 < 𝑑 для каждого соответствующего 𝐿 неравенство в

правой части (1.2) является необходимым для равенства 𝐻(𝑋,𝐿) = ℎ(𝑋,𝐿) (см. следствие
1 леммы 4), но не достаточным (см. пример 1 в §4).

Заметим, что в случае приближения в пространствах Липшица нецелого порядка и BMO
(именно, когда используемая емкость, в отличие от (1.3), соизмерима с соответствующим
обхватом по Хаусдорфу) подобные примеры построены в [6, §4]; конструкция примера 1
настоящей работы существенно проще, чем в [6].

Для равномерных приближений необходимо отметить особую роль размерности 𝑑 = 2: в
[7, теорема 1] доказано, что при 𝑑 = 2 в случае локальной ограниченности 𝐸 из (1.1) равен-
ство 𝐻(𝑋,𝐿) = ℎ(𝑋,𝐿) имеет место для любых компакта 𝑋 и оператора 𝐿; вместе с тем,
при 𝑑 > 2 для любого рассматриваемого оператора 𝐿 (в том числе, и с локально ограничен-
ным фундаментальным решением) существует компакт 𝑋, такой, что 𝐻(𝑋,𝐿) ̸= ℎ(𝑋,𝐿)
(например, [8, теорема 8.2]).

2. При 𝑋𝑜 = ∅ (и соответственно, ℎ(𝑋,𝐿) = 𝐶(𝑋)) ситуация существенно проще, чем в
общем случае: имеет место не только (1.2), но и неустойчивость емкости Cap𝐿(·), анало-
гичная неустойчиости аналитической и гармонической емкостей (см. теорему 1 из [2, гл.
6, §2], теорему B из [9] и теорему B из [10]). Именно, имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть 𝑋𝑜 = ∅.
(1) Если выполнено равенство 𝐶(𝑋) = 𝐻(𝑋,𝐿), то для любого открытого шара 𝐵(𝑥, 𝑟)

(с центром 𝑥 радиуса 𝑟) имеет место оценка

Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟) ∖𝑋) > 𝐴𝑟𝑑−𝑛, (1.5)

где 𝐴 = 𝐴(𝐿) > 0.
(2) Пусть для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋 (по лебеговой мере пространства R𝑑) выполнена

оценка

lim sup
𝑟→0

Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟) ∖𝑋)

𝑟𝑑
> 0, (1.6)
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тогда 𝐶(𝑋) = 𝐻(𝑋,𝐿).

Утверждение (1) теоремы 1 следует из определения емкости (см. следствие 2 леммы 4).
Доказательство утверждения (2) состоит из двух частей.

1. Доказательство (1.5)⇒ 𝐶(𝑋) = 𝐻(𝑋,𝐿) проводится с помощью усовершенствованной
схемы А.Г. Витушкина [2] разделения особенностей и приближения функции по частям и
вытекает из лемм 5 и 8.

2. В доказательстве (1.6)⇒(1.5) (см. лемму 9) используются аргументы, аналогичные
примененным в работах [2] А.Г. Витушкина, [9] А.А. Гончара и [10] Ю.А. Лысенко и
Б.М. Писаревского.

Вопрос о (естественном) критерии равенства 𝐻(𝑋,𝐿) = ℎ(𝑋,𝐿) в случае 𝑑 > 2, 𝑛 > 2
и компактов 𝑋 с непустой внутренностью остается открытым. Напомним, что Н.Н. Тар-
хановым в [11] был доказан аналог теоремы А.Г. Витушкина для решений эллиптических
систем. В частном случае равномерных приближений результат формулируется в терми-
нах емкости, соответствующей (1.3), и нескольких емкостей, обобщающих (1.3), которые
для классов аналитических и гармонических функций оказываются "избыточными". В
связи с этим заметим, что, применяя теорему 2 из [7], можно в условии 3) леммы 3.8 из
[11] (о приближении функции по частям) заменить |𝑥|𝑛 на |𝑥|𝑛−1 и тем самым для всех
операторов 𝐿 уменьшить количество используемых емкостей.

2. Подготовительные результаты.

Будем использовать элементарные свойства емкостей Cap𝐿(·), вытекающие из (1.3).
(1) Cap𝐿(𝑈) 6 Cap𝐿(𝑈 ′) при 𝑈 ⊂ 𝑈 ′.
(2) Cap𝐿(𝐵(𝑎, 𝑟)) = 𝐴𝑟𝑑−𝑛, где 𝐴 = 𝐴(𝐿) > 0.
(Напомним, что 𝑛 — порядок оператора 𝐿, 𝑑 — размерность пространства).
Будем считать, что каждая функция из ℎ(𝑋,𝐿) продолжена с 𝑋 на все пространство R𝑑

как непрерывная и финитная (это может быть сделано, например, по теореме Х. Уитни
[12, гл. 6, п. 2.2]).

Зафиксируем фундаментальное решение 𝐸 из (1.1). Пусть функция 𝑓 непрерывна в
R𝑑, Spt(𝐿𝑓) компактен и lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = 0. Тогда (например, [7, лемма 1.3]) имеет место
представление

𝑓 = 𝐸 * (𝐿𝑓), (2.1)

понимаемое в обобщенном смысле.
Пусть {𝜙𝑗} — конечное семейство неотрицательных функций 𝜙𝑗 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑑), таких, что∑︀
𝑗 𝜙𝑗(𝑥) ≡ 1 в некоторой окрестности Spt(𝐿𝑓). Будем называть {𝜙𝑗} разбиением единицы

на Spt(𝐿𝑓). Функция 𝑓 представляется в виде суммы локализаций:

𝑓 =
∑︁
𝑗

𝑓𝑗, где 𝑓𝑗 = 𝐸 * (𝜙𝑗𝐿𝑓), (2.2)

а соответствующий оператор 𝑉𝜙:

𝑉𝜙Ψ = 𝐸 * (𝜙𝐿Ψ), (2.3)

где 𝜙 ∈ 𝐶0(R𝑑), Ψ ∈ (𝐶∞
0 (R𝑑))′, называется оператором локализации.

Далее 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑑) — мультииндекс,

|𝛼| =
𝑑∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘, 𝜕𝛼 =
𝜕|𝛼|

𝜕𝑥𝛼1
1 𝜕𝑥

𝛼2
2 . . . 𝜕𝑥𝛼𝑑

𝑑

,

𝛼! = 𝛼1!𝛼2! . . . 𝛼𝑑!, 𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1
1 𝑥

𝛼2
2 . . . 𝑥𝛼𝑑

𝑑 .
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Всюду под кубами будем понимать замкнутые кубы с ребрами, параллельными осям
координат. Для куба 𝑄 = 𝑄(𝑎, 𝑠) с центром 𝑎 ∈ R𝑑 и ребром 𝑠 через 𝜆𝑄 обозначим куб с
тем же центром и ребром 𝜆𝑠. Двоичными кубами будем называть кубы вида

𝑄 = 𝑄𝑚1,...,𝑚𝑑

𝑘 = [𝑚12
−𝑘, (𝑚1 + 1)2−𝑘] × · · · × [𝑚𝑑2

−𝑘, (𝑚𝑑 + 1)2−𝑘], (2.4)

где 𝑘, 𝑚1, 𝑚2,. . . , 𝑚𝑑 ∈ Z.
Рассматривая покрытия компактов конечными семействами двоичных кубов, всегда

будем считать, что кубы раздельные (не имеют общих внутренних точек).
Далее положительные постоянные, которые могут зависеть только от 𝐿 (в частности,

от 𝑛 или 𝑑), будем обозначать через 𝐴, 𝐴0, 𝐴1, . . . . Значения каждой из этих постоянных
в разных соотношениях могут быть различными. Будем использовать разбиения единицы
Р. Харви и Дж. Полкинга (см. [13, лемма 3.1], [7, лемма 1.1]).

Лемма 1. Пусть {𝑄𝑗} — конечное семейство раздельных двоичных кубов. Тогда су-
ществует {𝜙𝑗} — разбиение единицы на

⋃︀
𝑗 𝑄𝑗, такое, что

(1) Spt𝜙𝑗 ⊂ (3/2)𝑄𝑗;
(2) ‖𝜕𝛼𝜙𝑗‖L∞ 6 𝐴𝑠(𝑄𝑗)

−|𝛼| при |𝛼| 6 𝑛.

В дальнейшем рассматриваем локализации (2.3) только относительно функций 𝜙, удо-
влетворяющих условиям леммы 1. Следующая лемма доказывается стандартно (например,
[7, лемма 1.2], [14, лемма 14.10]).

Лемма 2. Пусть 𝑓 ∈ ℎ(𝑋,𝐿), 𝜔𝑓 (𝑠) — модуль непрерывности 𝑓 в R𝑑, 𝑄 = 𝑄(𝑎, 𝑠) —
куб (не обязательно двоичный), функция 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑑) удовлетворяет условиям (1)–(2)
леммы 1 относительно куба 𝑄, 𝑉𝜙𝑓 из (2.3). Тогда:

(1) 𝑉𝜙𝑓 ∈ 𝐶(R𝑑) и lim𝑥→∞ 𝑉𝜙𝑓(𝑥) = 0;
(2) Spt(𝐿(𝑉𝜙𝑓)) ⊂ (Spt𝜙

⋂︀
Spt𝐿𝑓);

(3) ‖𝑉𝜙𝑓‖L∞ 6 𝐴𝜔𝑓 (𝑠).

При этом всюду вне куба 𝐴1𝑄 функция 𝑉𝜙𝑓 разлагается в ряд Лорана, сходящийся в
𝐶∞ (например, [7, §1] [14, §7, п. 2𝑜], [15, с. 163]):

𝑉𝜙𝑓 =
∑︁
|𝛼|>0

𝑐𝛼𝜕
𝛼𝐸(𝑥− 𝑎), (2.5)

где

𝑐𝛼 = 𝑐𝛼(𝑉𝜙𝑓, 𝑎) =
(−1)|𝛼|

𝛼!
⟨𝜙(𝑦)𝐿𝑓(𝑦)|(𝑦 − 𝑎)𝛼⟩ (2.6)

— лорановские коэффициенты. В частности,

𝑐0(𝑉𝜙𝑓) = ⟨𝜙𝐿𝑓 |1⟩. (2.7)

Оценки лорановских коэффициентов локализаций вытекают из леммы 2 и (1.3)–(1.4).
Так как функция 𝑉𝜙𝑓 является допустимой для (3/2)𝑄 ∖𝑋𝑜, в силу определения емкости
(1.3) имеем:

|𝑐0(𝑉𝜙𝑓)| 6 𝐴𝜔𝑓 (𝑠)Cap𝐿((3/2)𝑄 ∖𝑋𝑜). (2.8)
Для оценки лорановских коэффициентов 𝑐𝛼, |𝛼| > 0, рассуждаем так же, как в доказа-

тельстве леммы 3.3 из [16]: ясно, что при достаточно малом 𝐴1 = 𝐴1(𝑛) > 0 для функции
𝜓(𝑦) = 𝐴1(2𝑠)

−|𝛼|(𝑦 − 𝑎)𝛼𝜙(𝑦) выполнено условие (2) леммы 1; применив лемму 2 к лока-
лизации 𝑉𝜓𝑓 и учитывая, что

𝑐0(𝑉𝜓𝑓) = ⟨𝜓𝐿𝑓 |1⟩ =

= 𝐴1(2𝑠)
−|𝛼|⟨𝜙(𝑦)𝐿𝑓(𝑦)|(𝑦 − 𝑎)𝛼⟩ = 𝐴1(2𝑠)

−|𝛼|𝛼!(−1)−|𝛼|𝑐𝛼(𝑉𝜙𝑓, 𝑎),

получим:

|𝑐𝛼(𝑉𝜙𝑓, 𝑎)| 6 𝐴2

𝛼!
𝜔𝑓 (𝑠)(2𝑠)

|𝛼|Cap𝐿((3/2)𝑄 ∖𝑋𝑜). (2.9)
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С учетом неравенств

|𝜕𝛼𝐸(𝑥)| 6 𝛼!𝐴
|𝛼|
3

|𝑥|𝑑−𝑛+|𝛼|

(например, [14, §7, лемма 7.3]), из (2.9) стандартным суммированием геометрической про-
грессии получается, что вне достаточно большого куба 𝐴4𝑄 выполнена оценка

|𝑉𝜙𝑓(𝑥)| 6 𝐴𝜔𝑓 (𝑠)
Cap𝐿((3/2)𝑄 ∖𝑋𝑜)

|𝑥− 𝑎|𝑑−𝑛
. (2.10)

Замечание 2.1. Используя дополнительное разбиение единицы на (3/2)𝑄, нетрудно
показать (см., например, [17, лемма 1.5]), что оценка (2.10) имеет место для любого 𝜆 > 0
всюду вне куба (3/2 + 𝜆)𝑄 с (увеличенной) постоянной 𝐴 = 𝐴(𝜆). Аналогично, пусть
𝐵 = 𝐵(𝑎, 𝑟) — шар, Spt𝜙 ⊂ 𝐵 и ‖𝜕𝛼𝜙‖L∞ 6 𝑟−|𝛼| при |𝛼| 6 𝑛, 𝑉𝜙𝑓 — локализация. Тогда
при 𝜆 > 1 всюду вне шара 𝜆𝐵 выполнена оценка

|𝑉𝜙𝑓(𝑥)| 6 𝐴(𝜆)𝜔𝑓 (𝑟)
Cap𝐿(𝐵 ∖𝑋𝑜)

|𝑥− 𝑎|𝑑−𝑛
. (2.11)

В силу леммы 2, равенства Cap𝐿(𝐵(𝑎, 𝑟)) = 𝐴(𝐿)𝑟𝑑−𝑛 и монотонности емкости получим
следующее утверждение, являющееся несложным следствием (2.9).

Лемма 3. Имеют место оценки

|𝑐𝛼(𝑉𝜙𝑓, 𝑎)| 6 𝐴

𝛼!
𝜔𝑓 (𝑠)(2𝑠)

𝑑−𝑛+|𝛼|. (2.12)

Пусть 𝑚 ∈ Z+, 𝑚 6 𝑛+ 1; если 𝑐𝛼(𝑉𝜙𝑓, 𝑎) = 0 при |𝛼| < 𝑚, то

|𝑉𝜙𝑓(𝑥)| 6 𝐴𝜔𝑓 (𝑠) min

(︂
1,

𝑠𝑑−𝑛+𝑚

|𝑥− 𝑎|𝑑−𝑛+𝑚

)︂
. (2.13)

То, что оценка Cap𝐿(𝐵 ∖ 𝑋𝑜) 6 𝐴Cap𝐿(𝑘𝐵 ∖ 𝑋) необходима для равенства
ℎ(𝑋,𝐿) = 𝐻(𝑋,𝐿), вытекает из следующего утверждения.

Лемма 4. Пусть 𝑓 ∈ 𝐻(𝑋,𝐿). Тогда для любой локализации 𝑉𝜙𝑓 , удовлетворяющей
условиям леммы 2, имеет место оценка

|𝑐0(𝑉𝜙𝑓)| 6 𝐴𝜔𝑓 (𝑠)Cap𝐿((3/2)𝑄 ∖𝑋). (2.14)

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐻(𝑋,𝐿). Тогда для любого 𝜀 > 0 существует функ-
ция 𝐹 ∈ 𝐶(R𝑑), такая, что в некоторой окрестности 𝑋 выполнены условия 𝐿𝐹 = 0 и
|𝑓(𝑥) − 𝐹 (𝑥)| < 𝜀 6 𝜔𝑓 (𝑠) (продолжив разность 𝑓 − 𝐹 по теореме Уитни [12, гл. 6, п. 2.2],
будем считать, что это неравенство выполняется всюду в R𝑑).

В силу (1.4), (2.7), |𝑓(𝑥) − 𝐹 (𝑥)| < 𝜀 и произвольности 𝜀 для доказательства (2.14)
достаточно установить, что

|𝑐0(𝑉𝜙𝐹 )| 6 𝐴𝜔𝑓 (𝑠)Cap𝐿((3/2)𝑄 ∖𝑋).

Но последнее неравенство следует из определения емкости. Действительно, оценив с
помощью леммы 2 локализации 𝑉𝜙𝑓 = 𝐸 * (𝜙𝐿𝑓) и 𝑉𝜙(𝑓 −𝐹 ) = 𝐸 * (𝜙𝐿(𝑓 −𝐹 )), получим,
что ‖𝑉𝜙𝐹‖L∞ 6 𝐴𝜔𝑓 (𝑠), причем 𝑉𝜙𝐹 является допустимой для (3/2)𝑄∖𝑋. Лемма доказана.

Рассмотрим два следствия леммы 4.
Следствие 1. Пусть имеет место равенство 𝐻(𝑋,𝐿) = ℎ(𝑋,𝐿). Тогда для произволь-

ного куба 𝑄 выполнена оценка Cap𝐿(𝑄 ∖ 𝑋𝑜) 6 𝐴Cap𝐿((3/2)𝑄 ∖ 𝑋), равносильная правой
части (1.2).

Доказательство. Очевидно, можем считать, что Cap𝐿(𝑄∖𝑋𝑜) > 0. В силу определения
емкости существует функция 𝑔, допустимая для 𝑄 ∖ 𝑋𝑜 (и следовательно, по условию,
𝑔 ∈ 𝐻(𝑋,𝐿)), такая, что ‖𝑔‖L∞ 6 2 и ⟨𝐿𝑔|1⟩ = Cap𝐿(𝑄 ∖ 𝑋𝑜). В силу (2.1) и леммы 1
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имеет место равенство 𝑔 = 𝑉𝜙𝑔, где 𝜙 удовлетворяет условиям (1)–(2) леммы 1, и 𝜙 ≡ 1 в
некоторой окрестности 𝑄. Так как ⟨𝐿𝑔|1⟩ = 𝑐0(𝑉𝜙𝑔) = Cap𝐿(𝑄 ∖𝑋𝑜), осталось применить
(2.14). Следствие доказано.

Следствие 2. Пусть 𝑋𝑜 = ∅, и выполнено равенство 𝐶(𝑋) = 𝐻(𝑋,𝐿). Тогда для
произвольного куба 𝑄 выполнена оценка Cap𝐿(𝑄 ∖𝑋) > 𝐴1𝑠

𝑑−𝑛, равносильная (1.5).
Доказательство вытекает из следствия 1 и равенства Cap𝐿(𝑄) = 𝐴2𝑠

𝑑−𝑛.
Теперь рассмотрим вопрос о необходимой точности приближения локализаций. Имеет

место следующее утверждение (см. [7, теорема 2]).

Лемма 5. Пусть для любого двоичного куба 𝑄 = 𝑄(𝑎, 𝑠) и соответствующей локали-
зации 𝑉𝜙𝑓 , удовлетворяющей условиям леммы 2, существует функция 𝐹𝑄, такая,что:

(1) Spt(𝐿𝐹𝑄) ⊂ (10𝑄 ∖𝑋);
(2) выполнена оценка

|𝑉𝜙𝑓(𝑥) − 𝐹𝑄(𝑥)| 6 𝐴𝜔𝑓 (𝑠) min

(︂
1,

𝑠𝑑

|𝑥− 𝑎|𝑑

)︂
. (2.15)

Тогда 𝑓 ∈ 𝐻(𝑋,𝐿).

В силу (2.13) для выполнения оценки (2.15) у лорановских разложений функций 𝑉𝜙𝑓 и
𝐹𝑄 должны совпадать все коэффициенты при |𝛼| 6 𝑛− 1. Заметим, что копирование рас-
суждений леммы 1 из [2, гл. 2, §4] потребовало бы выполнения более жесткого условия —
замены в (2.15) степени 𝑑 на 𝑑+ 1.

3. Доказательство теоремы 1

Напомним, что утверждение (1) теоремы 1 установлено в силу следствия 2 леммы 4.
Докажем следующее утверждение.

Лемма 6. Пусть для компакта 𝑋 с 𝑋𝑜 = ∅ выполнена оценка (1.5). Тогда имеет
место равенство 𝐶(𝑋) = 𝐻(𝑋,𝐿).

Доказательство. Покажем, что в случае выполнения (1.5) можно не только получить
оценку (2.15), откуда следует лемма 6, но также получить оценку (3.2) с любым наперед
заданным 𝑚 ∈ N. Следующее утверждение элементарно.

Лемма 7. Пусть Q = [0, 1]𝑑. Тогда для любого мультииндекса 𝛼, |𝛼| > 0, существует
функция

𝐹𝛼 =
∑︁
𝑗

𝜆𝑗𝐸(𝑥− 𝑎𝑗), (3.1)

где сумма конечна, число индексов 𝑗 не превосходит 𝐴(𝛼), 𝑎𝑗 ∈ Q, |𝜆𝑗| 6 𝐴(𝛼),
min𝑗,𝑗′ |𝑎𝑗 − 𝑎𝑗′| > 𝐴1(𝛼) > 0, и имеет место асимптотика

𝐹𝛼(𝑥) = 𝜕𝛼𝐸(𝑥) + 𝑜(|𝑥|𝑛−𝑑−|𝛼|).

Для доказательства леммы 7 достаточно заметить, что функции 𝐹𝛼 получаются из
стандартных формул численного дифференцирования и нетрудно строятся по индукции:
если вектор 𝑎 направлен по оси 𝑥𝑘, то

𝐹𝛼(𝑥− 𝑎) − 𝐹𝛼(𝑥) = |𝑎| 𝜕
𝜕𝑥𝑘

(𝜕𝛼𝐸(𝑥)) + 𝑜(|𝑥|𝑛−𝑑−|𝛼|−1).

Следствие леммы 7. Пусть 𝑄 = 𝑄(𝑎, 𝑠) — куб, 𝑚 ∈ Z+, и при |𝛼| 6 𝑚 заданы
произвольные числа 𝑏𝛼 ∈ C, |𝑏𝛼| 6 𝑠𝑑−𝑛+|𝛼|. Тогда существует функция 𝐹𝑚, такая, что:

(1) 𝐹𝑚 =
∑︀

𝑗 𝜆
′
𝑗𝐸(𝑥− 𝑎𝑗), где 𝑎𝑗 ∈ 𝑄, |𝜆′𝑗| 6 𝐴(𝑚)𝑠𝑑−𝑛, число индексов 𝑗 не превосходит

𝐴(𝑚), min𝑗,𝑗′ |𝑎𝑗 − 𝑎𝑗′| > 𝐴1(𝑚)𝑠, где 𝐴1(𝑚) > 0;
(2) при |𝛼| 6 𝑚 выполнены равенства 𝑐𝛼(𝐹𝑚, 𝑎) = 𝑏𝛼.
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(Следствие очевидно: для 𝑄 = [0, 1]𝑑 функция 𝐹𝑚 — подходящая линейная комбина-
ция функций 𝐹𝛼 из леммы 7, причем ее коэффициенты находятся из системы линейных
уравнений с треугольной матрицей; общий случай получается изменением масштаба).

Вернемся к доказательству леммы 6. Несколько модифицируем функции 𝐹𝛼 из (3.1) в
предположении (1.5).

Пусть для фиксированного 𝑐 > 0 и некоторого множества 𝐾 равномерно по всем
𝑥 ∈ Q и 𝑟 6 1 имеем Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐾) > 𝑐𝑟𝑑−𝑛. Для 𝑟 ∈ (0, 1] в сумме из пра-
вой части (3.1) заменим каждую функцию 𝐸(𝑥 − 𝑎𝑗) на 𝑟𝑛−𝑑𝑔𝑗, где ‖𝑔𝑗‖𝐿∞ 6 2𝑐−1,
Spt(𝐿𝑔𝑗) ⊂ (𝐵(𝑎𝑗, 𝑟) ∩ 𝐾), lim𝑥→∞ 𝑔𝑗(𝑥) = 0 и 𝑐0(𝑔𝑗) = 𝑟𝑑−𝑛. В силу (2.12) имеем (неза-
висимо от 𝐾) |𝑐𝛼(𝑟𝑛−𝑑𝑔𝑗, 𝑎𝑗)| 6 𝐴𝑐−1𝑟|𝛼| при |𝛼| > 0, причем 𝑐0(𝑟

𝑛−𝑑𝑔𝑗) = 𝑐0(𝐸(𝑥− 𝑎𝑗)) = 1.
Отсюда и из (2.6) следует, что для любого 𝑚 ∈ Z+ и всех 𝛽, |𝛽| 6 𝑚, выполнена оценка

|𝑐𝛽(𝐸(𝑥 − 𝑎𝑗), 0) − 𝑐𝛽(𝑟𝑛−𝑑𝑔𝑗, 0)| 6 𝐴(𝑚,𝐿)𝑟. Следовательно, для любых 𝜖 > 0 и 𝑚 ∈ Z+

существует 𝑟0 = 𝑟0(𝜖,𝑚, 𝐿), такое, что для всех 𝑟 6 𝑟0 выполнено неравенство∑︁
{𝛽:|𝛽|6𝑚}

|𝑐𝛽( ̃︀𝐹𝛼, 0) − 𝑐𝛽(𝐹𝛼, 0)| < 𝜖,

где через ̃︀𝐹𝛼 обозначена сумма, полученная из (3.1) при замене 𝐸(𝑥− 𝑎𝑗) на 𝑟𝑛−𝑑𝑔𝑗.
Так же, как и в следствии леммы 7, в силу (2.12) существует функция ̃︀𝐹𝑚 — подходя-

щая линейная комбинация функций ̃︀𝐹𝛼, такая, что имеет место следующее утверждение
(матрица системы линейных уравнений, из которой находятся коэффициенты, соответ-
ствующие ̃︀𝐹𝛼, при малых 𝑟/𝑠 близка к треугольной).

Лемма 8. Пусть 𝑄 = 𝑄(𝑎, 𝑠) — куб, 𝑓 ∈ ℎ(𝑋,𝐿), 𝑉𝜙𝑓 — локализация из леммы 2.
Пусть существует 𝑐 > 0, такое, что для всех 𝑟 6 𝑠/10 и 𝑥 ∈ 𝑄′, где 𝑄′ — куб, 𝑄′ ⊂ 10𝑄,
𝑠(𝑄′) > (1/10)𝑠, выполнено неравенство Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟)∖𝑋) > 𝑐𝑟𝑑−𝑛. Тогда для любого 𝑚 > 0

существует функция ̃︀𝐹𝑚, такая, что Spt(𝐿 ̃︀𝐹𝑚) ⊂ (10𝑄 ∖𝑋), и имеет место оценка

|𝑉𝜙𝑓(𝑥) − ̃︀𝐹𝑚(𝑥)| 6 𝐴(𝑐,𝑚)𝜔𝑓 (𝑠) min

(︂
1,

𝑠𝑑−𝑛+𝑚

|𝑥− 𝑎|𝑑−𝑛+𝑚

)︂
. (3.2)

В силу лемм 5 и 8 лемма 6 доказана.
Для завершения доказательства теоремы 1 осталось доказать следующее утверждение

о неустойчивости емкости.

Лемма 9. Пусть 𝑋 — компакт с 𝑋𝑜 = ∅. Если для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋 выполнена
оценка (1.6), то для любого шара 𝐵(𝑥, 𝑟) с центром 𝑥 ∈ R𝑑 выполнена оценка (1.5).

Доказательство. Лемма 9 вытекает из следующих трех лемм.

Лемма 10. Пусть 𝐾 — подмножество шара 𝐵 = 𝐵(𝑎, 𝑟), 𝑎0 ∈ 𝐵, причем для неко-
торого 𝑐 > 0 и любого шара 𝐵(𝑎0, 𝛿) с 𝛿 6 2𝑟 выполнена оценка Cap𝐿(𝐵(𝑎0, 𝛿) ∩𝐾) 6 𝑐𝛿𝑑.
Пусть 𝑔 ∈ 𝐶(R𝑑) — функция, такая, что Spt(𝐿𝑔) ⊂ 𝐾, ‖𝑔‖L∞ 6 1 и lim𝑥→∞ 𝑔(𝑥) = 0.
Тогда выполнена оценка |𝑔(𝑎0)| 6 𝐴𝑐𝑟𝑛.

Доказательство леммы 10. В силу (2.1) имеем 𝑔 = 𝐸 * (𝐿𝑔). Пусть 𝐵0 = 𝐵(𝑎0, 2𝑟),
а для 𝑚 ∈ N положим 𝐵𝑚 = 𝐵(𝑎0, 2𝑟/2

𝑚); ясно, что кольца 𝐷𝑚 = (3/2)𝐵𝑚 ∖ (1/4)𝐵𝑚

покрывают 𝐵0. Разложив пространство R𝑑 на двоичные кубы, длины сторон которых
"примерно равны" расстояниям до 𝑎0, и применив лемму 1, для произвольного 𝑚0 ∈ N
представим 𝑔 в виде суммы локализаций:

𝑔 =

𝑚0∑︁
𝑚=0

𝐸 * (𝜙𝑚𝐿𝑔) + 𝐸 * (𝜓𝐿𝑔),
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где 𝜙𝑚 =
∑︀𝑝𝑚

𝑗=1 𝜙𝑚,𝑗, причем Spt𝜙𝑚,𝑗 ⊂ 𝐷𝑚, 𝜙𝑚,𝑗 удовлетворяют условиям леммы 1 для
соответствующих кубов, содержащихся в 𝐷𝑚, 𝑝𝑚 6 𝐴(𝑑), Spt𝜓 ⊂ (3/2)𝐵𝑚0 , и 𝜓 удовлетво-
ряет условиям леммы 1 для куба, соизмеримого с 𝐵𝑚0 .

Применив лемму 2 и (2.11), получим:

|𝑔(𝑎0)| 6 𝐴

(︃
𝑚0∑︁
𝑚=0

Cap𝐿((3/2)𝐵𝑚 ∩𝐾)

(𝑟(𝐵𝑚))𝑑−𝑛
+ 𝜔𝑔(𝑟(𝐵𝑚0))

)︃
.

По условию воспользовавшись оценкой Cap𝐿((3/2)𝐵𝑚 ∩ 𝐾) 6 𝐴1𝑐(𝑟(𝐵𝑚))𝑑 и устремив
𝑚0 к бесконечности, получим оценку |𝑔(𝑎0)| 6 𝐴𝑐𝑟𝑛. Лемма 10 доказана.

Лемма 11. Пусть 𝑡1 > 0, 𝑡2 > 𝑡1, 𝐾0 = 𝐾0(𝑡1, 𝑡2) — множество точек 𝑥, таких,

что lim sup
𝑟→0

Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟) ∩𝐾0)

𝑟𝑑
> 𝑡1 и Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟) ∩𝐾0) 6 𝑡2𝑟

𝑑 для всех 𝑟, 𝑟 6 𝑟0. Тогда

𝑚𝑒𝑠(𝐾0) = 0, где 𝑚𝑒𝑠(·) — мера Лебега в R𝑑.

Доказательство леммы 11. Лемма 11 доказывается аналогично лемме 1.7 из [10].
Рассуждая от противного, предположим, что 𝑚𝑒𝑠(𝐾0) > 0; пусть 𝑥0 — точка плотно-
сти 𝐾0, тогда существует 𝑟1 < 𝑟0, такое, что при всех 𝑟 6 𝑟1 выполнено неравенство
𝑚𝑒𝑠(𝐵(𝑥0, 𝑟) ∩𝐾0) > (1/2)𝑚𝑒𝑠(𝐵(𝑥0, 𝑟)). Докажем, что это влечет

lim inf
𝑟→0

Cap𝐿(𝐵(𝑥0, 𝑟) ∩𝐾0)

𝑟𝑑−𝑛
> 0, (3.3)

следовательно, в силу определения 𝐾0 имеем 𝑥0 ̸∈ 𝐾0, и полученное противоречие дока-
зывает лемму.

Докажем оценку (3.3). Зафиксируем шар 𝐵 = 𝐵(𝑥0, 𝑟), 𝑟 6 𝑟1. В силу леммы Витали
о покрытии [9, §3], [12, гл. 1, §1.6] существует конечное семейство шаров 𝐵𝑗 = 𝐵(𝑎𝑗, 𝛿𝑗),
содержащихся в 𝐵, с 𝑎𝑗 ∈ 𝐾0, таких, что выполнены следующие условия (1)–(3):

(1) Cap𝐿(𝐵(𝑎𝑗, 𝛿𝑗) ∩𝐾0) > (1/2)𝑡1(𝛿𝑗)
𝑑;

(2)
∑︀

𝑗(𝛿𝑗)
𝑑 > 𝐴𝑟𝑑;

(3) шары 2𝐵𝑗 попарно не пересекаются.
В силу условия (1) возьмем для каждого шара 𝐵𝑗 функцию 𝑔𝑗, допустимую для

𝐵(𝑎𝑗, 𝛿𝑗) ∩ 𝐾0, такую, что ‖𝑔𝑗‖L∞ 6 1 и 𝑐0(𝑔𝑗) = (1/4)𝑡1(𝛿𝑗)
𝑑. Пусть 𝑔 =

∑︀
𝑗 𝑔𝑗; ясно, что

Spt(𝐿𝑔) ⊂ (𝐵(𝑥0, 𝑟) ∩𝐾0), причем в силу условия (2) имеем 𝑐0(𝑔) > 𝐴𝑡1𝑟
𝑑.

Нетрудно заметить, что из оценки Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟) ∩ 𝐾0) 6 𝑡2𝑟
𝑑 для 𝑥 ∈ 𝐾0, следует, что

Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟/2) ∩𝐾0) 6 𝑡2𝑟
𝑑 для 𝑥 ∈ R𝑑. В силу леммы 10, условия (3) для {𝐵𝑗} и (2.11)

получим для 𝑥 ∈ R𝑑:

|𝑔(𝑥)| 6 𝐴𝑡2

(︂
𝑟𝑛 +

∫︁
𝐵

𝑑𝑚𝑦

|𝑥− 𝑦|𝑑−𝑛

)︂
6 𝐴1𝑡2𝑟

𝑛.

Из определения емкости получили, что Cap𝐿(𝐵(𝑥0, 𝑟) ∩ 𝐾0) > 𝐴(𝑡1/𝑡2)𝑟
𝑑−𝑛, и следова-

тельно, получили (3.3). Лемма 11 доказана.
Следующее утверждение очевидно.
Следствие леммы 11. Пусть для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋 выполнена оценка (1.6). Тогда для

почти всех 𝑥 ∈ 𝑋:

lim sup
𝑟→0

Cap𝐿(𝐵(𝑥, 𝑟) ∖𝑋)

𝑟𝑑
= ∞. (3.4)

Для завершения доказательства леммы 9 и теоремы 1 осталось установить следующее
утверждение.

Лемма 12. Пусть для почти всех 𝑥 ∈ 𝑋 выполнена оценка (3.4), тогда для любого
шара 𝐵(𝑥, 𝑟) с центром 𝑥 ∈ R𝑑 выполнена оценка (1.5).
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Доказательство леммы 12. Лемма 12 доказывается аналогично лемме 11, а так-
же теореме 1 из [9]. Заметим, что оценка (3.4), очевидно, выполняется для всех 𝑥 ̸∈ 𝑋.
Зафиксируем произвольный шар 𝐵(𝑥0, 𝑟). По лемме Витали о покрытии (см. [9, §3]) суще-
ствует конечное семейство шаров 𝐵𝑗 = 𝐵(𝑎𝑗, 𝛿𝑗), содержащихся в 𝐵, таких, что выполнены
следующие условия (1)–(3):

(1) Cap𝐿(𝐵(𝑎𝑗, 𝛿𝑗) ∖𝑋) > (𝛿𝑗)
𝑑/𝑟𝑛;

(2)
∑︀

𝑗(𝛿𝑗)
𝑑 > 𝐴𝑟𝑑;

(3) шары 2𝐵𝑗 попарно не пересекаются.
В силу условия (1) возьмем функции 𝑔𝑗, допустимые для 𝐵(𝑎𝑗, 𝛿𝑗) ∖ 𝑋, такие, что

‖𝑔𝑗‖L∞ 6
(𝛿𝑗)

𝑑

𝑟𝑛Cap𝐿(𝐵(𝑎𝑗, 𝛿𝑗) ∖𝑋)
6 1 и 𝑐0(𝑔𝑗) = (1/2)(𝛿𝑗)

𝑑/𝑟𝑛. Пусть 𝑔 =
∑︀

𝑗 𝑔𝑗, тогда в

силу условия (2) имеем 𝑐0(𝑔) > 𝐴𝑟𝑑−𝑛. В силу леммы 2, условия (3) и (2.11) получим для
𝑥 ∈ R𝑑:

|𝑔(𝑥)| 6 𝐴+ 𝑟−𝑛
∫︁
𝐵

𝑑𝑚𝑦

|𝑥− 𝑦|𝑑−𝑛
6 𝐴1.

Таким образом, 𝑐0(𝑔)/‖𝑔‖L∞ > 𝐴2𝑟
𝑑−𝑛. В силу определения емкости получили, что

Cap𝐿(𝐵(𝑥0, 𝑟) ∖𝑋) > 𝐴2𝑟
𝑑−𝑛. Лемма 12 доказана. Доказательство теоремы 1 завершено.

4. Построение примера 1

Пример 1. Пусть 𝑑 > 2 и 2 < 𝑛 < 𝑑 (где 𝑑 — размерность пространства, 𝑛 — порядок
оператора 𝐿). Тогда существуют компакт 𝑋, такой, что для любого куба 𝑄 выполнена
оценка Cap𝐿(𝑄 ∖𝑋𝑜) 6 𝐴Cap𝐿(2𝑄 ∖𝑋), и функция 𝑓 ∈ ℎ(𝑋,𝐿), такая, что 𝑓 ̸∈ 𝐻(𝑋,𝐿).

Построение примера. Начнем со вспомогательного построения. Для 𝑁 ∈ N рассмот-
рим 𝑑− 1-мерный куб 𝐷𝑁 : 𝐷𝑁 = [0, 1]𝑑 ∩ {𝑥𝑑 = 10−𝑁} и множество открытых шаров 𝐵𝑗 с
центрами 𝑎𝑗 ∈ 𝐷𝑁 , причем координаты 𝑥𝑚 точек 𝑎𝑗 при 𝑚 = 1, . . . , 𝑑−1 имеют вид 𝑘10−𝑁 ,
где 𝑘 = 0, 1, . . . , 10𝑁 , и 𝑟(𝐵𝑗) = 10−𝑁(𝑑−1)/(𝑑−𝑛).

Ясно, что шары 2𝐵𝑗 попарно не пересекаются; возьмем функции 𝑔𝑗, такие, что 𝑔𝑗 —
допустимая для 𝐵𝑗, ‖𝑔𝑗‖L∞ 6 2 и 𝑐0(𝑔𝑗) = Cap𝐿(𝐵𝑗) = 𝐴10−𝑁(𝑑−1). Пусть 𝑄 = 𝑄(𝑎, 𝑠) —
произвольный куб, такой, что 𝑎 ∈ 𝐷𝑁 и 10−𝑁+1 6 𝑠 6 1. Тогда, как нетрудно убедиться,
в силу "равномерности" расположения точек 𝑎𝑗 на 𝐷𝑁 имеют место следующие свойства
функций 𝑔𝑗.

(1) При суммировании по всем индексам 𝑗 кубов 𝐵𝑗 ⊂ 𝑄 сумма 𝑐0(𝑔𝑗) не меньше 𝐴1𝑠
𝑑−1,

где 𝐴1 > 0.
(2) Для произвольного 𝑥 ∈ R𝑑 сумма |𝑔𝑗(𝑥)| по всем индексам 𝑗, таким, что 𝐵𝑗 ⊂ 𝑄 и

|𝑎𝑗 − 𝑥| > 10−𝑁 , не превосходит 𝐴2

∫︁
𝑄∩𝐷𝑁

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑑−1

|𝑥− 𝑦|𝑑−𝑛
6 𝐴3𝑠

𝑛−1.

Лемма 13. Пусть B — объединение шаров 𝐵𝑗, построенных для всех 𝐷𝑁 , где
𝑁 = 1, 2, . . .; 𝑄0 = 𝑄0(𝑎, 𝑠) — куб с центром 𝑎 ∈ 𝐷0, где 𝐷0 = [0, 1]𝑑 ∩ {𝑥𝑑 = 0}, и 𝑠 6 1
(напомним, что мы рассматриваем кубы с ребрами, параллельными осям координат).
Тогда имеет место оценка Cap(𝑄0 ∩B) > 𝐴𝑠𝑑−𝑛.

Доказательство. Куб 𝑄0 пересекает все 𝐷𝑁 , начиная с некоторого 𝐷𝑁0 . Пусть 𝑔𝑁 —
сумма функций 𝑔𝑗, таких, что 𝐵𝑗 содержатся в 𝑄0, и центры 𝐵𝑗 принадлежат 𝐷𝑁 . В силу
свойств (1) и (2) функций 𝑔𝑗, при всех достаточно больших 𝑚 функция

𝑔 =
1

𝑚

𝑁0+𝑚−1∑︁
𝑁=𝑁0

𝑔𝑁

обладает следующими двумя свойствами:
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(1) 𝑐0(𝑔) > 𝐴1𝑠
𝑑−1; (2) ‖𝑔‖L∞ 6 𝐴3𝑠

𝑛−1. В силу определения емкости отсюда следует
утверждение леммы. Лемма доказана.

Вернемся к построению примера 1. Возьмем 𝑋 = 𝑄(0, 10) ∖ B. Ясно, что внутренняя
граница 𝑋 совпадает с 𝐷0.

Пусть куб 𝑄 не пересекает 𝐷0, тогда оценка Cap𝐿(𝑄 ∖𝑋𝑜) 6 𝐴Cap𝐿(2𝑄 ∖𝑋) следует из
возможности равномерного приближения с любой степенью точности функции ℎ, допу-
стимой для 𝑄∖𝑋𝑜, допустимыми функциями для 2𝑄∖𝑋 (этот факт стандартен, так как 𝑄
пересекает лишь конечное число шаров 𝐵𝑗: ℎ представляется в виде суммы локализаций
А. Г. Витушкина [2, гл. 2, §1] в масштабе min 𝑟(𝐵𝑗), и применяются леммы 5 и 8).

Пусть 𝑄 пересекает 𝐷0; если 𝑄 также пересекает границу 𝑄(0, 10), то, очевидно, что
Cap𝐿(2𝑄 ∖𝑋) > 𝐴1(𝑠(𝑄))𝑑−𝑛, и следовательно, Cap𝐿(𝑄 ∖𝑋𝑜) 6 𝐴Cap𝐿(2𝑄 ∖𝑋).

Наконец, в случае, когда 𝑄 пересекает 𝐷0 и содержится внутри 𝑄(0, 10), из леммы 13
легко следует оценка Cap𝐿(2𝑄 ∖𝑋) > 𝐴1(𝑠(𝑄))𝑑−𝑛.

Таким образом, в общем случае имеем Cap𝐿(𝑄 ∖𝑋𝑜) 6 𝐴Cap𝐿(2𝑄 ∖𝑋).

Для 𝐸 из (1.1) возьмем 𝑓 =
𝜕𝐸

𝜕𝑥𝑑
*𝜒𝐷0 , где 𝜒(·) — характеристическая функция. Так как

𝑛 (порядок оператора 𝐿) больше двух, то 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑑); ясно, что 𝑓 ∈ ℎ(𝑋,𝐿).
Осталось показать, что 𝑓 ̸∈ 𝐻(𝑋,𝐿). Возьмем функцию 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑑), такую, что
Spt𝜙 ⊂ 𝑄(0, 5), 𝜙 ≡ 1 на 𝑄(0, 2) и ‖𝜕𝛼𝜙‖L∞ 6 𝐴 при |𝛼| 6 𝑛. Аналогично, для каж-
дого шара 𝐵𝑗 возьмем функцию 𝜙𝑗 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑑), Spt𝜙𝑗 ⊂ 2𝐵𝑗, 𝜙 ≡ 1 на (3/2)𝐵𝑗 и
‖𝜕𝛼𝜙‖L∞ 6 𝐴(𝑟(𝐵𝑗))

−|𝛼| при |𝛼| 6 𝑛.
Рассмотрим функцию 𝜇 = 𝐿(𝑥𝑑𝜙) −

∑︀
{𝑗:𝐵𝑗⊂B} 𝐿(𝑥𝑑𝜙𝑗). Ясно, что∫︁

𝑄(0,5)

|𝜇(𝑥)|𝑑𝑚𝑥 6 𝐴1 + 𝐴2

∞∑︁
𝑁=1

10−𝑁
∑︁

{𝑗:𝑎𝑗∈𝐷𝑁}

(𝑟(𝐵𝑗))
𝑑−𝑛 6 𝐴1 + 𝐴3

∞∑︁
𝑁=1

10−𝑁 <∞.

В силу построения имеем равенство 𝜇 ≡ 0 на объединении (3/2)𝐵𝑗 и всюду вне 𝑄(0, 5).

Поэтому для любой функции 𝐹 ∈ 𝐻(𝑋,𝐿) выполнено равенство
∫︁
𝑄(0,5)

𝐹 (𝑥)𝜇(𝑥)𝑑𝑚𝑥 = 0.

Чтобы убедиться, что 𝑓 ̸∈ 𝐻(𝑋,𝐿), осталось показать, что
∫︁
𝑄(0,5)

𝑓(𝑥)𝜇(𝑥)𝑑𝑚𝑥 ̸= 0.

Так как 𝑓 =
𝜕𝐸

𝜕𝑥𝑑
* 𝜒𝐷0 , то для всех 𝑗 имеем:∫︁

𝑄(0,5)

𝑓(𝑥)𝐿(𝑥𝑑𝜙𝑗(𝑥))𝑑𝑚𝑥 = (−1)𝑛⟨𝐿𝑓 |𝑥𝑑𝜙𝑗⟩ = 0,

следовательно,
∫︁
𝑄(0,5)

𝑓(𝑥)𝜇(𝑥)𝑑𝑚𝑥 = (−1)𝑛⟨𝐿𝑓 |𝑥𝑑𝜙⟩. Так как 𝜙 ≡ 1 на 𝑄(0, 2), в силу (2.5)

и (2.6) имеем: −⟨𝐿𝑓 |𝑥𝑑𝜙⟩ =

∫︁
𝐷0

𝜒𝐷0(𝑥)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑑−1 = 1.

Таким образом,
⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑄(0,5)

𝑓(𝑥)𝜇(𝑥)𝑑𝑚𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 1. Построение примера 1 завершено.
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