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ИТЕРАТИВНАЯ ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ
УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА

И.И. ГОЛИЧЕВ

Аннотация. Построен и обоснован итерационный процесс, сводящий решение систе-
мы нелинейных нестационарных уравнений Навье-Стокса к решению последователь-
ности линейных задач. Использование априорных оценок решения позволяет доказать
сходимость метода с любого начального приближения. Показано, что предлагаемый
метод может быть использован для доказательства существования и единственности
решения.

Ключевые слова: уравнения Навье-Стокса, априорные оценки, итерационный про-
цесс.

1. Введение

Рассмотрим начально-краевую задачу для обобщенной системы уравнений Навье-
Стокса

v𝑡 − 𝜈∆v + 𝑣𝑖v𝑥𝑖
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑝 = f(𝑥, 𝑡), (1)

v|𝑆𝑇
= 0, v|𝑡=0 = a(𝑥), (2)

𝑑𝑖𝑣 v = 0 (3)

в области 𝑄𝑇 = Ω × [0, 𝑇 ], 𝑆𝑇 = 𝑆 × [0, 𝑇 ], 𝑆 — граница области Ω, f ∈
∘
J(𝑄𝑇 ),

L2(𝑄𝑇 ) = G(𝑄𝑇 ) ⊕
∘
J(𝑄𝑇 ) — ортогональное разложение на градиентную и соленоидаль-

ную составляющие части пространства L2(𝑄𝑇 ), v = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛),

𝑑𝑖𝑣 a = 0, a|𝑆 = 0. (4)

Здесь и далее, в основном, применяются обозначения, используемые в работе [1]. Для
однозначной определенности давления будем считать, что

∫︀
Ω

𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0 почти всюду по

t на [0,T].

2. Построение итерационного процесса

При построении итерационного процесса используется априорная оценка

‖v𝑥(𝑡)‖ = ‖v𝑥(𝑥, 𝑡)‖ 6 𝑀(𝑡) 6 𝑀0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (5)

Введем следующие обозначения:

𝛼𝑅(𝑡,v𝑥) = 𝑚𝑖𝑛[1, 𝑅(𝑡)/ ‖v𝑥(𝑡)‖], (6)
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где R(t) — неубывающая, положительная функция на [0,T]. Оператор 𝑃𝑅v𝑥 = 𝛼𝑅(𝑡,v𝑥)v𝑥(𝑡)
является оператором проектирования на шар {v𝑥(𝑡) : ‖v𝑥(𝑡)‖ 6 𝑅(𝑡)}, поэтому, в силу
свойства оператора проектирования,⃦⃦

𝑃𝑅v1
𝑥(𝑡) − 𝑃𝑅v2

𝑥(𝑡)
⃦⃦
6

⃦⃦
v1
𝑥 − v2

𝑥

⃦⃦
∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],v1(𝑡),v2(𝑡) ∈

∘
W1

2(Ω). (7)

Если существует решение задачи (1) − (3) и выполняется ограничение (5), то при
𝑅(𝑇 ) ≥ 𝑀(𝑡) 𝛼𝑅(𝑡,v𝑥) ≡ 1, поэтому v является также решением уравнения

v𝑡 − 𝜈∆v + 𝛼𝑅(𝑡,v𝑥)𝑣𝑖v𝑥𝑖
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑝 = f (8)

с начально-краевыми условиями (2) и условием (3).
Для решения задачи (8), (2), (3) построим итерационный процесс:

v𝑘+1
𝑡 − 𝜈∆v𝑘+1 + 𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 v

𝑘+1
𝑥𝑖

+ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑝𝑘+1 = f, (9)

v𝑘+1
⃒⃒
𝑆𝑇

= 0, v𝑘+1
⃒⃒
𝑡=0

= a(𝑥), (10)

𝑑𝑖𝑣 v𝑘+1 = 0, (11)

где 𝛼𝑘 = 𝛼𝑘(𝑡) = 𝛼𝑅(𝑡,v𝑘
𝑥).

Будем предполагать, что область Ω ограничена, 𝑆 ∈ 𝐶2, n равно 2 или 3. Обозначим
𝑎𝑘𝑖 = 𝛼𝑅(𝑡,v𝑘

𝑥)𝑣𝑘𝑖 и покажем, что⃦⃦
𝑎𝑘𝑖
⃦⃦
4
6 𝑐1𝑅(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (12)

Для этого воспользуемся хорошо известными неравенствами ([2] гл. 2)

‖𝑣‖4 6 𝑐2‖𝑣𝑥‖
1
2‖𝑣‖

1
2 , при 𝑛 = 2, (13)

‖𝑣‖4 6 𝑐3‖𝑣𝑥‖
3
4‖𝑣‖

1
4 , при 𝑛 = 3, (14)

‖𝑣‖ 6 𝑐4‖𝑣𝑥‖, (15)

справедливыми для ∀𝑣 ∈
∘
𝑊

1

2(Ω), где 𝑐2 = 2
1
4 , 𝑐3 = 2

1
2 , 𝑐4 = 𝜆

− 1
2

1 , 𝜆1 — первое собственное
значение оператора Лапласа с однородными краевыми условиями первого рода.

Для дальнейшего заметим, что если функция 𝑣 не обращается в нуль на S, но удовлетво-
ряет условию:

∫︀
Ω

𝑣𝑑𝑥 = 0, то также выполняются неравенства (13), (14), но с постоянными

𝑐2 = 𝑐2(Ω), 𝑐3 = 𝑐3(Ω), зависящими от области.
Из неравенств (13) − (15) следует, что

‖𝑣‖4 6 𝑐2𝑐
1
2
4 ‖𝑣𝑥‖, 𝑛 = 2, (16)

‖𝑣‖4 6 𝑐3𝑐
1
4
4 ‖𝑣𝑥‖, 𝑛 = 3. (17)

Учитывая последние неравенства и соотношение (6), получаем⃦⃦
𝛼𝑅(𝑡,v𝑘

𝑥)𝑣𝑘𝑖
⃦⃦
4
6 𝑐5𝛼𝑅(𝑡,v𝑘

𝑥)
⃦⃦
v𝑘
𝑥

⃦⃦
6 𝑐5𝑅(𝑡), (18)

где 𝑐5 = 2
1
4 𝑐

1
2
4 при 𝑛 = 2 и 𝑐5 = 2

1
2 𝑐

1
4
4 при 𝑛 = 3.

Пользуясь теоремой 1′, гл.4, [1], убеждаемся в существовании и единственности решения
задачи (9) − (11) в классе функций W2,1

2 (𝑄𝑇 ), p𝑥 ∈ L2(𝑄𝑇 ).
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3. Ограниченность последовательности итераций

Далее будем обозначать ‖|v|‖0𝑡 = ‖v‖L2(𝑄𝑇 ), 𝑄𝑡 = Ω × [0, 𝑡] и введем вспомогательную
норму [v]2𝜆,𝑡 = 1

2
𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝜏∈[0,𝑡]
‖v𝑥(𝜏)‖2 + 𝜈‖|∆v|‖20,𝑡 + 𝜆‖|∆v𝑥|‖20,𝑡.

Покажем, что при достаточно больших 𝜆 > 0, последовательность {𝑣𝑘}∞𝑘=0, определенная

итерационным процессом (9) − (11) при любом v0 ∈
∘

W
2,1

2 (𝑄𝑇 ), ограничена

[v𝑘]𝜆𝑡 6 𝑐𝑡𝑒
𝜆𝑡 6 𝑐6 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑘 = 0, 1, . . . . (19)

Пусть v,w ∈
∘

W
2,1

2 (𝑄𝑇 ), оценим норму ‖|𝜆𝑣𝑖𝑤𝑥𝑖
|‖0,𝑡. Используя неравенства (16)− (18) и

второе энергетическое неравенство:

‖𝑣𝑥𝑥‖ 6 𝑐7‖∆𝑣‖ ∀𝑣 ∈
∘
𝑊

1

2(Ω) ∩
∘
𝑊

2

2(Ω), (20)

получаем

‖|𝛼𝑣𝑖𝑤𝑥𝑖
|‖0,𝑡 6

(︂
𝑡∫︀
0

∫︀
Ω

|𝛼v|2|w𝑥|2 𝑑𝑥𝑑𝜏
)︂ 1

2

6

(︂
𝑡∫︀
0

‖𝛼v‖24‖w𝑥‖24 𝑑𝜏
)︂ 1

2

6

6 𝑐5

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

‖𝛼v𝑥‖2‖w𝑥‖24 𝑑𝜏

⎞⎠
1
2

6 𝑐5𝑅(𝑡)

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

‖w𝑥‖24 𝑑𝜏

⎞⎠
1
2

. (21)

Для оценки интеграла в правой части неравенства (21) воспользуемся неравенством (20)
и неравенствами (13), (14), в которых 𝑐2 и 𝑐3 зависят от области.

При 𝑛 = 2 получаем(︂
𝑡∫︀
0

‖w𝑥‖24 𝑑𝜏
)︂ 1

2

6 𝑐2𝑐7

(︂
𝑡∫︀
0

‖w𝑥‖‖∆w‖ 𝑑𝜏
)︂ 1

2

6 𝑐2𝑐7‖|w𝑥|‖
1
2
0,𝑡‖|∆w|‖

1
2
0,𝑡.

Откуда получаем, что при 𝑛 = 2

‖|𝛼𝑣𝑖𝑤𝑥𝑖
|‖0,𝑡 6 𝑐2𝑐5𝑐7𝑅(𝑡)‖|w𝑥|‖

1
2
0,𝑡‖|∆w|‖

1
2 . (22)

При 𝑛 = 3, применяя неравенство Гельдера с показателями 4
3
, 4, получаем(︂

𝑡∫︀
0

‖w𝑥‖24 𝑑𝜏
)︂ 1

2

6 𝑐3𝑐7

(︂
𝑡∫︀
0

‖w𝑥‖
1
2‖∆w‖ 3

2 𝑑𝜏

)︂ 1
2

6 𝑐3𝑐7‖|w𝑥|‖
1
4
0,𝑡‖|∆w|‖

3
4
0,𝑡.

Таким образом, получаем оценку при 𝑛 = 3

‖|𝛼𝑣𝑖𝑤𝑥𝑖
|‖0,𝑡 6 𝑐3𝑐5𝑐7𝑅(𝑡)‖|w𝑥|‖

1
4
0,𝑡‖|∆w|‖

3
4
0,𝑡.

Из оценок (21), (22) следует, что для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝑐(𝜀), что

‖|𝛼𝑣𝑖𝑤𝑥𝑖
|‖0,𝑡 6 𝜀‖|∆w|‖0,𝑡 + 𝑐(𝜀)‖|w𝑥|‖0,𝑡, (23)

где 𝑐(𝜀) зависит от 𝑐𝑖(𝑖 = 2, 3, 4, 7), 𝑅(𝑡), 𝜀. Здесь при 𝑛 = 2 использовалось неравенство
Юнга: 𝑎𝑏 6 1

𝑚
𝜀𝑚1 𝑎

𝑚 + 𝑚−1
𝑚

𝜀
−𝑚−1

𝑚
1 𝑏

𝑚
𝑚−1 , где 𝑚 = 2 при 𝑛 = 2, а при 𝑛 = 3 полагаем 𝑚 = 4

3
.

При доказательстве сходимости итерационного процесса (9)− (11) нам потребуется оце-
нить интеграл ‖|(𝛼1𝑣

1
𝑖 − 𝛼2𝑣

2
𝑖 )v𝑥𝑖

|‖0,𝑡, где 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖(𝑡,v𝑖
𝑥) = 𝑚𝑖𝑛[1, 𝑅(𝑡)/‖v𝑥(𝑡)‖] при условии,

что
𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖v𝑥(𝑡)‖ 6 𝑐8, ‖|∆v|‖0,𝑇 6 𝑐8. (24)

При 𝑛 = 2 получаем оценки

‖|(𝛼1𝑣
1
𝑖 − 𝛼2𝑣

2
𝑖 )v𝑥𝑖

|‖0,𝑡 6
(︂

𝑡∫︀
0

‖𝛼1v1 − 𝛼2v2‖24 ‖v𝑥‖24 𝑑𝜏

)︂ 1
2

6
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6
√

2𝑐2𝑐7

(︂
𝑡∫︀
0

‖𝛼1v1 − 𝛼2v2‖‖𝛼1v1
𝑥 − 𝛼2v2

𝑥‖‖v𝑥‖‖∆v‖ 𝑑𝜏
)︂ 1

2

6

6
√

2𝑐2𝑐7 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥
𝜏∈[0,𝑡]

‖v𝑥(𝜏)‖
1
2 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝜏∈[0,𝑡]
‖𝛼1v1

𝑥 − 𝛼2v2
𝑥‖

1
2 ·

·
(︂

𝑡∫︀
0

‖𝛼1v1 − 𝛼2v2‖ ‖∆v‖ 𝑑𝜏

)︂ 1
2

.

Учитывая неравенство (24) и соотношения
‖𝛼1v1

𝑥 − 𝛼2v2
𝑥‖ = ‖𝑃𝑅v1

𝑥 − 𝑃𝑅v2
𝑥‖ 6 ‖v1

𝑥 − v2
𝑥‖ ,

получаем
‖|(𝛼1𝑣

1
𝑖 − 𝛼2𝑣

2
𝑖 )v𝑥𝑖

|‖0,𝑡 6

6
√

2𝑐2𝑐7𝑐
1
2
8 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝜏∈[0,𝑡]
‖v1

𝑥 − v2
𝑥‖

1
2

(︂
𝑡∫︀
0

‖𝛼1v1
𝑥 − 𝛼2v2

𝑥‖‖∆v‖ 𝑑𝜏
)︂ 1

2

6

6
√

2𝑐2𝑐7𝑐8 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥
𝜏∈[0,𝑡]

‖v1
𝑥 − v2

𝑥‖
1
2‖v1

𝑥 − v2
𝑥‖

1
2
0,𝑡. (25)

При 𝑛 = 3 аналогичным образом доказывается, что

‖|(𝛼1𝑣
1
𝑖 − 𝛼2𝑣

2
𝑖 )v𝑥𝑖

|‖0,𝑡 6 2𝑐3𝑐7𝑐8 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥
𝜏∈[0,𝑡]

‖v1
𝑥 − v2

𝑥‖
3
4‖|v1

𝑥 − v2
𝑥|‖

1
4
0,𝑡. (26)

Вновь, используя неравенство Юнга и учитывая неравенства (25), (26), получаем, что

‖|(𝛼1𝑣
1
𝑖 − 𝛼2𝑣

2
𝑖 )v𝑥𝑖

|‖0,𝑡 6 𝜀 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥
𝜏∈[0,𝑡]

‖v1
𝑥 − v2

𝑥‖ + 𝑐(𝜀)‖|v1
𝑥 − v2

𝑥|‖0,𝑡, (27)

где 𝑐(𝜀) зависит от 𝜀 и 𝑐𝑖(𝑖 = 2, 3, 7, 8).
В работе [1] вводится оператор ∆̃ как расширение по Фридрихсу оператора Pj∆, где

Pj∆ — проекция из L2(Ω) в
∘
J(Ω), определенного на W2

2(Ω) ∩
∘
J(Ω). В подпространстве

∘
J(Ω) оператор ∆̃ обладает теми же свойствами, что и оператор ∆ в пространстве L2(Ω)
(см. §4, гл. 2 и §5, гл. 3, [1]).

Обозначим ṽ𝑘 = v𝑘𝑒−𝜆𝑡, умножим уравнение (9) на −∆̃v𝑘+1𝑒−2𝜆𝑡 и проинтегрируем по
области 𝑄𝑡. После интегрирования по частям получаем соотношение

1
2
‖ṽ𝑘+1

𝑥 (𝑡)‖2 +
𝑡∫︀
0

(︁
𝜈‖∆̃ṽ𝑘+1‖2 + 𝜆‖ṽ𝑘+1

𝑥 ‖2
)︁
𝑑𝜏 +

𝑡∫︀
0

𝛼𝑘𝑣
𝑘
𝑖 ṽ

𝑘+1
𝑥𝑖

∆ṽ𝑘+1 𝑑𝑥𝑑𝜏 =

= −
∫︁
𝑄𝑡

f̃∆̃v𝑘+1 𝑑𝑥𝑑𝑡, (28)

где f̃ = f𝑒−𝜆𝑡.
Используя оценку (23), получаем

𝐽1(𝑡) ≡
⃒⃒⃒⃒
𝑡∫︀
0

𝛼𝑘𝑣
𝑘
𝑖 ṽ

𝑘+1
𝑥𝑖

∆̃ṽ𝑘+1 𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
6 ‖|𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 ṽ

𝑘+1
𝑥𝑖

|‖0,𝑡 ‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖0,𝑡 6

6 𝜀
(︁
‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖0,𝑡 + 𝜀−1𝑐(𝜀)‖|ṽ𝑘+1

𝑥 |‖0,𝑡
)︁
‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖0,𝑡 6

6 𝜈−1𝜀
(︁
𝜈

1
2‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖0,𝑡 + 𝜈

1
2 𝑐(𝜀)𝜀−1‖|ṽ𝑘+1

𝑥 |‖0,𝑡
)︁
‖|𝜈 1

2 ∆̃v𝑘+1|‖0,𝑡 6

6 𝜈−1𝜀
(︁

3
2
𝜈‖|∆̃v𝑘+1|‖20,𝑡 + 1

2
𝜈−2𝜀𝑐2(𝜀)‖|ṽ𝑘+1

𝑥 |‖20,𝑡
)︁
.
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Здесь использовались неравенства (𝑎 + 𝑏)𝑐 6 1
2
(𝑎 + 𝑏)2 + 1

2
𝑐2 6 𝑎2 + 𝑏2 + 1

2
𝑐2. Выбираем,

далее, 𝜀 = 𝜈/6, 𝜆 > 36𝜈−1𝑐2(𝜀), получаем:

𝐽1(𝑡) 6
1

4
𝜈‖|∆̃v𝑘+1|‖20,𝑡 +

1

2
𝜆‖|ṽ𝑘+1

𝑥 |‖20,𝑡. (29)

Учитывая соотношение (28), неравенство (29) и неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒∫︀𝑄𝑡

f̃∆̃ṽ𝑘+1 𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

4
𝜈‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖20,𝑡 + 4𝜈−1‖|̃f|‖20,𝑡,

получаем
1
2

⃦⃦
ṽ𝑘+1
𝑥 (𝑡)

⃦⃦2
+ 1

2
𝜈‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖20,𝑡 + 1

2
𝜆‖|ṽ𝑘+1

𝑥 |‖20,𝑡 6 4𝜈−1‖|̃f|‖20,𝑡.
Откуда следует, что

𝜈‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖20,𝑡 + 𝜆‖|ṽ𝑘+1
𝑥 |‖20,𝑡 6 8𝜈−1‖|̃f|‖20,𝑡

и
1
2
𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝜏∈[0,𝑡]
‖ṽ𝑥(𝜏)‖2 6 4𝜈−1‖|̃f|‖0,𝑡.

Учитывая далее, что ‖|̃f|‖0,𝑡 6 ‖|f|‖0,𝑡, ‖|ṽ𝑘+1
𝑥 |‖0,𝑡 ≥ 𝑒−𝜆𝑡‖|v𝑘+1|‖0,𝑡, ‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖0,𝑡 ≥

≥ 𝑒−𝜆𝑡‖|∆̃ṽ𝑘+1|‖0,𝑡 и 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥
𝜏∈[0,𝑡]

‖ṽ𝑥(𝜏)‖ ≥ 𝑒−𝜆𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥
𝜏∈[0,𝑡]

‖v𝑥(𝜏)‖, получаем неравенство:

[v𝑘+1]2𝜆,𝑡 6 12𝜈−1‖|f|‖20,𝑡 𝑒2𝜆𝑡. (30)

Заметим, что в последнем неравенстве параметр 𝜆 определяется величинами 𝜈,
𝑅(𝑡) и постоянными 𝑐𝑖

(︀
𝑖 = 2, 8

)︀
. Таким образом, неравенство (19) доказано, где

𝑐𝑡 = 2
√

3𝜈− 1
2‖|f|‖0,𝑡 и 𝑐6 = 𝑐𝑇 𝑒

2𝜆𝑇 .

4. Сходимость последовательности итераций
Обозначим w𝑘 = v𝑘 − v𝑘−1, 𝛿𝑝𝑘 = 𝑝𝑘 − 𝑝𝑘−1, и заметим, что w𝑘+1 ∈

∘
J(𝑄𝑇 ) удовлетворяет

уравнению

w𝑘+1
𝑡 − 𝜈∆w𝑘+1 + 𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 w

𝑘+1
𝑥𝑖

+ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝛿𝑝𝑘 = −
(︀
𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 − 𝛼𝑘−1𝑣

𝑘−1
𝑖

)︀
v𝑘
𝑥𝑖
, (31)

однородным начальным и краевым условиям.
Умножим уравнение (31) на −∆̃w𝑘+1𝑒−2𝜆𝑡 и, интегрируя по частям, получим соотноше-

ние:
1
2

⃦⃦
w̃𝑘+1(𝑡)

⃦⃦2
+ 𝜈‖|∆̃w̃𝑘+1|‖20,𝑡 + 𝜆‖|w̃𝑘+1

𝑥 |‖20,𝑡 +
∫︀
𝑄𝑡

𝛼𝑘𝑣
𝑘
𝑖 w̃

𝑘+1
𝑥𝑖

∆̃w̃𝑘+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝑄𝑡

(︀
𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 − 𝛼𝑘−1𝑣

𝑘−1
𝑖

)︀
v𝑘
𝑥𝑖

∆̃w̃𝑘+1 𝑑𝑥𝑑𝑡, (32)

где w̃𝑘+1 = w𝑘+1𝑒−𝜆𝑡.
По доказанному, последовательность

{︀
v𝑘

}︀
удовлетворяет условию (24), если положить

𝑐8 = 𝑐6.
Учитывая неравенство (23), получаем

𝐽2(𝑡) =
⃒⃒⃒∫︀

𝛼𝑘𝑣
𝑘
𝑖 w̃

𝑘+1
𝑥𝑖

∆̃w̃𝑘+1 𝑑𝑥𝑑𝑡
⃒⃒⃒
6 ‖|𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 w̃

𝑘+1
𝑥𝑖

|‖0,𝑡 ‖|∆̃w𝑘+1|‖0,𝑡 6

6 𝜀𝜈−1
(︁
𝜈

1
2‖|∆w̃𝑘+1|‖0,𝑡 + 𝜈

1
2 𝑐1(𝜀)‖|w̃𝑘+1

𝑥 |‖0,𝑡
)︁
‖|𝜈 1

2 ∆̃w𝑘+1|‖0,𝑡 6

6 2𝜀𝜈−1
(︀
𝜈‖|∆w̃𝑘+1|‖20,𝑡 + 𝜈𝑐21(𝜀)‖|w̃𝑘+1

𝑥 |‖20,𝑡
)︀
. (33)

Для оценки интеграла в правой части соотношения (32) воспользуемся неравенством
(27), получим
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𝐽3(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒∫︀𝑄𝑡

(︀
𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 − 𝛼𝑘−1𝑣

𝑘−1
𝑖

)︀
v𝑘
𝑥𝑖

∆̃w̃𝑘+1 𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6
√

2𝜀𝜈− 1
2

(︂
1√
2
𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝜏∈[0,𝑡]

⃦⃦
w̃𝑘

𝑥(𝜏)
⃦⃦

+ 1√
2
𝑐2(𝜀)‖|w̃𝑘

𝑥|‖0,𝑡
)︂

‖|𝜈 1
2 ∆̃w̃𝑘+1|‖0,𝑡 6

6 2𝜀𝜈
1
2

(︂
1

2
𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝜏∈[0,𝑡]

⃦⃦
w̃𝑘

𝑥(𝜏)
⃦⃦2

+
1

2
𝑐22(𝜀)‖|w̃𝑘|‖20,𝑡

)︂ 1
2

‖|𝜈
1
2 ∆̃w̃𝑘|‖0,𝑡. (34)

Заметим, что здесь 𝑐1(𝜀), 𝑐2(𝜀) зависят от 𝜀, 𝑐𝑖
(︀
𝑖 = 2, 7

)︀
, 𝑅(𝑡).

Выбираем 𝜆, удовлетворяющим условию

𝜆 > 𝑚𝑎𝑥

[︂
𝜈𝑐21(𝜀),

1

2
𝑐2(𝜀)

]︂
, (35)

тогда из соотношения (32) и неравенств (33), (34) следует, что
1

2

⃦⃦
w̃𝑘+1(𝑡)

⃦⃦2
+
(︀
1 − 2𝜀𝜈−1

)︀ (︁
𝜈‖|∆̃w̃𝑘+1|‖20,𝑡 + 𝜆‖|w̃𝑘+1

𝑥 |‖20,𝑡
)︁
6 2𝜀𝜈− 1

2

[︀
w̃𝑘

]︀
𝜆,𝑡

[︀
w̃𝑘+1

]︀
𝜆,𝑡

. (36)

Откуда следует, что
𝜈‖|∆̃w̃𝑘+1|‖20,𝑡 + 𝜆‖|w̃𝑘+1

𝑥 |‖20,𝑡 6 2𝜀𝜈− 1
2 (1 − 2𝜀𝜈−1)

[︀
w̃𝑘

]︀
𝜆,𝑡

[︀
w̃𝑘+1

]︀
𝜆,𝑡

;

1
2
𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝜏∈[0,𝑡]

⃦⃦
w̃𝑘+1(𝜏)

⃦⃦2
6 2𝜀𝜈− 1

2

[︀
w̃𝑘

]︀
𝜆,𝑡

[︀
w̃𝑘+1

]︀
𝜆,𝑡

.

Из последних двух неравенств следует, что[︀
w̃𝑘+1

]︀
𝜆,𝑡

6 𝑞(𝜀)
[︀
w̃𝑘

]︀
𝜆,𝑡

, (37)

где 𝑞(𝜀) = 2𝜀𝜈− 1
2

(︁
(1 + 2𝜀𝜈−1)

−1
+ 1

)︁
= 4𝜀𝜈− 1

2 (𝜈 + 𝜀) (𝜈 + 2𝜀)−1. Поскольку 𝑙𝑖𝑚
𝜀→0

𝑞(𝜀) = 0,
то по любому 𝑞 ∈ (0, 1) можно найти такое 𝜀 > 0, что 𝑞 ∈ (0, 1) , и по 𝜀 > 0 найти 𝜆,
удовлетворяющие условию (35).

Обозначим w𝑘,𝑙 = v𝑘+𝑙 − v𝑘, w̃𝑘,𝑙 = ṽ𝑘+𝑙 − ṽ𝑘 и, учитывая неравенство (37), получим[︀
w̃𝑘,𝑙

]︀
𝜆,𝑡

6
𝑘+𝑙∑︁
𝑗=𝑘

[︀
w̃𝑗

]︀
𝜆,𝑡

6 (1 − 𝑞)−1 [︀w𝑘
]︀
𝜆,𝑡

6 𝑞𝑘−1 (1 − 𝑞)−1 [︀w̃1
]︀
𝜆,𝑡

, (38)

где 𝑞 = 𝑞(𝜀). Откуда следует, что[︀
w𝑘,𝑙

]︀
𝜆,𝑡

6 𝑒𝜆𝑡𝑞 (1 − 𝑞)−1 [︀w1
]︀
𝜆,𝑡

. (39)

Далее заметим, что w𝑘,𝑙 удовлетворяет уравнению

w𝑘,𝑙
𝑡 − 𝜈∆̃w𝑘,𝑙 + 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝛿𝑝𝑘,𝑙 + 𝛼𝑘+𝑙−1𝑣

𝑘+𝑙−1
𝑖 w𝑘,𝑙

𝑥𝑖
= −

(︀
𝛼𝑘+𝑙−1𝑣

𝑘+𝑙−1
𝑖 − 𝛼𝑘−1𝑣

𝑘−1
𝑖

)︀
v𝑘
𝑥𝑖
, (40)

здесь 𝑝𝑘𝑙 = 𝑝𝑘+𝑙 − 𝑝𝑘.
Умножим последнее равенство на w𝑘,𝑙

𝑡 и, интегрируя по частям, получим
‖|w𝑘,𝑙

𝑡 |‖20,𝑡 + 1
2

⃦⃦
w𝑘,𝑙

𝑥 (𝑡)
⃦⃦2

= −
∫︀
𝑄𝑡

𝛼𝑘+𝑙−1𝑣
𝑘+𝑙−1
𝑖 w𝑘,𝑙

𝑥𝑖
w𝑘,𝑙

𝑡 𝑑𝑥𝑑𝜏−

−
∫︁
𝑄𝑡

(︀
𝛼𝑘+𝑙−1𝑣

𝑘+𝑙−1
𝑖 − 𝛼𝑘−1𝑣

𝑘−1
𝑖

)︀
v𝑘
𝑥𝑖
w𝑘,𝑙

𝑡 𝑑𝑥𝑑𝜏. (41)

Учитывая неравенства (23), (27), получим

‖|𝛼𝑘+𝑙−1𝑣
𝑘+𝑙−1
𝑖 w𝑘,𝑙

𝑥𝑖
|‖0,𝑡 6 𝜀

(︀
‖|∆w𝑘,𝑙|‖0,𝑡 + 𝜀−1𝑐(𝜀)‖|w𝑘,𝑙

𝑥 |‖0,𝑡
)︀
, (42)

‖|
(︀
𝛼𝑘+𝑙−1𝑣

𝑘+𝑙−1
𝑖 − 𝛼𝑘−1𝑣

𝑘−1
𝑖

)︀
v𝑘
𝑥𝑖
|‖0,𝑡 6 𝜀

(︂
𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝜏∈[0,𝑡]

⃦⃦
w𝑘−1,𝑙(𝜏)

⃦⃦
+ 𝜀−1𝑐(𝜀)‖|w𝑘−1,𝑙

𝑥 |‖0,𝑡
)︂
. (43)
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Будем считать, что 𝜆 удовлетворяет условию (35) и 𝜆 > 𝜀−1𝑐(𝜀), где 𝑐(𝜀) взято из нера-
венств (23), (27). Учитывая равенство (41) и неравенства (42), (43), (39), получаем

‖|w𝑘,𝑙
𝑡 |‖0,𝑡 6

√
2𝜀

(︁[︀
w𝑘,𝑙

]︀
𝜆,𝑡

+
[︀
w𝑘−1,𝑙

]︀
𝜆,𝑡

)︁
6 2

√
2𝑞𝑘−2 (1 − 𝑞)−1 𝑒𝜆,𝑡

[︀
w1

]︀
𝜆,𝑡

. (44)

Заметим, что уравнение (40) почти всюду по t на [0,T] есть решение системы Стокса
−∆w𝑘,𝑙 + 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝛿𝑝𝑘,𝑙 = −𝛼𝑘+𝑙−1𝑣

𝑘+𝑙−1
𝑖 v𝑘+𝑙

𝑥𝑖
−

(︀
𝛼𝑘+𝑙−1𝑣

𝑘+𝑙−1
𝑖 − 𝛼𝑘−1𝑣

𝑘−1
𝑖

)︀
v𝑘
𝑥𝑖
− w𝑘,𝑙

𝑡 ≡ 𝑔𝑘(𝑡).
В силу известного неравенства для оператора Стокса(см., например, [3] гл.1)⃦⃦

w𝑘,𝑙
⃦⃦

w2
2(Ω)

+ ‖𝛿𝑘,𝑙‖w1
2(Ω) 6 𝑐0 ‖𝑔𝑘(𝑡)‖L𝑛

2 (Ω) .

Откуда, учитывая оценки (39), (42) −−(44), получаем

‖|𝑝𝑘,𝑙|‖w1,0
2 (𝑄𝑡)

6 𝑐0‖|𝑔𝑘|‖0,𝑡 6 4𝑐0𝜀𝑞
𝑘−1 (1 − 𝑞)−1 𝑒𝜆,𝑡

[︀
w1

]︀
𝜆𝑡
. (45)

Из оценок (39), (44), (45) следует, что последовательность
{︀
v𝑘

}︀∞
𝑘=0

сходится по норме
‖|v𝑡|‖0,𝑇 + [v]𝜆,𝑇 , а последовательность {𝑝𝑘}∞𝑘=1 — по норме W1,0

2 (𝑄𝑡). Переходя к пределу
при 𝑘 → ∞ в итерационном процессе (9) − (11), убеждаемся, что функции v, 𝑝 являются
решением задачи (8), (2), (3).

Обозначим z𝑘 = v𝑘 − v и 𝛿𝑝𝑘 = 𝑝𝑘 − 𝑝, тогда вместо соотношения (31) легко получить
следующее равенство:

z𝑘+1
𝑡 − 𝜈∆z𝑘+1 + 𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 z𝑘+1

𝑥𝑖
=

(︀
𝛼𝑘𝑣

𝑘
𝑖 − 𝛼𝑘−1𝑣

𝑘−1
𝑖

)︀
v𝑥𝑖

,
из которого, как и неравенство (37), получаем[︀

z̃𝑘+1
]︀
𝜆,𝑡

6 𝑞 (𝜀)
[︀
z̃𝑘
]︀
𝜆,𝑡

,

где z̃𝑘 = z𝑘𝑒−𝜆𝑡 . Учитывая последнее неравенство, находим, что[︀
z𝑘
]︀
𝜆,𝑡

6 𝑒𝜆𝑡𝑞𝑘
[︀
z0
]︀
𝜆,𝑡

. (46)

Далее последовательно, вместо неравенства (44) получаем оценку:

‖|z𝑘𝑡 |‖0,𝑡 6 2𝜀𝑒𝜆𝑡𝑞𝑘
[︀
z0
]︀
𝜆,𝑡

(47)

и вместо оценки (45) — неравенство:

‖𝛿𝑝𝑘‖W1,0
2 (𝑄𝑡)

6 4𝑐0𝑒
𝜆𝑡𝑞𝑘

[︀
z0
]︀
𝜆,𝑡

. (48)

Обозначим через V2 пространство W2,1(𝑄𝑇 ) ∩ L∞(0, 𝑇 ; W1
2(Ω)) с нормой

‖v‖V2
= ‖v‖W2,1(𝑄) + 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑚𝑎𝑥

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖v𝑥‖ (49)

и заметим, что норма, определенная по формуле ‖v‖𝜆,𝑇 = ‖|v𝑡|‖0,𝑇 + [v]𝜆,𝑇 , эквивалентна
норме (49).

Как было отмечено выше, по любому 𝑞 ∈ (0, 1) найдется 𝜀, а по 𝜀 − 𝜆, при которых
справедливы оценки (46) − (48), поэтому из этих оценок следует, что⃦⃦

z𝑘
⃦⃦

V2
6 𝑐 (𝑞) 𝑞𝑘

⃦⃦
z0
⃦⃦

V2
, (50)

‖𝛿𝑝𝑘‖W1,0
2 (𝑄𝑡)

6 𝑐 (𝑞) 𝑞𝑘
⃦⃦
z0
⃦⃦

V2
. (51)

Покажем, что решение задачи (8), (2), (3) единственно. Действительно, пусть v1, v2;
𝑝1, 𝑝2 — два решения этой задачи. Тогда w = v1 − v2 является решением уравнения

w𝑡 − 𝜈∆w + 𝛼1𝑣
1
𝑖 w𝑥𝑖

+ (𝛼1𝑣
1
𝑖 − 𝛼2𝑣

2
𝑖 ) v2

𝑥𝑖
= 𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝑝1 − 𝑝2),

где 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖 (𝑡,v𝑖
𝑥) = 𝑚𝑖𝑛

[︁
1, 𝑅(𝑡) ‖v𝑖

𝑥‖
−1
]︁

(𝑖 = 1, 2).
Последнее уравнение имеет вид уравнения (31). Повторяя такие же оценки, как и при

выводе неравенства (37), получим неравенство:
[w̃]𝜆,𝑡 6 𝑞 (𝜀) [w̃]𝜆,𝑡,
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где w̃ = w𝑒𝜆𝑡, 𝑞 (𝜀) ∈ (0, 1), поэтому w̃ = 0 и, следовательно, v1 ≡ v2, 𝑝1 = 𝑝2.
Таким образом доказана

Теорема. Пусть f ∈
∘
J(𝑄𝑇 ), Ω — ограниченная область с границей 𝑆 ∈ 𝐶2, a(𝑥) удовлетво-

ряет условиям (4); тогда задача (8), (2), (3) имеет единственное решение v, 𝑝 с v𝑥𝑥, v𝑡, 𝑝𝑥
из L2(𝑄𝑇 ), последовательности

{︀
v𝑘

}︀∞
𝑘=0

,
{︀
𝑝𝑘
}︀∞
𝑘=1

, определенные итерационным процессом

(9) − (11), где 𝛼𝑘 = 𝑚𝑖𝑛
[︁
1, 𝑅(𝑡)

⃦⃦
v𝑘
𝑥

⃦⃦−1
]︁
, 𝑅(𝑡) - ограниченная, неубывающая функция,

сходятся к решению задачи (8), (2), (3), и справедливы оценки:⃦⃦
v𝑘 − v

⃦⃦
V2

6 𝑐(𝑞)𝑞𝑘
⃦⃦
v0 − v

⃦⃦
V2

, (52)

‖𝑝𝑘 − 𝑝‖W1,0
2 (𝑄𝑇 ) 6 𝑐(𝑞)𝑞𝑘

⃦⃦
v0 − v

⃦⃦
V2

(53)

при любом 𝑞 ∈ (0, 1).

4. Следствия, замечания, другие варианты итерационных процессов

Замечание 2. Доказанная теорема гарантирует существование решения задачи
(8), (2), (3) и сходимость итерационного процесса (9) − (11) на любом интервале [0, 𝑇 ],

на котором f ∈
∘
J(𝑄𝑇 ).

Следствие 1. Если на интервале [0, 𝑇1](𝑇1 6 𝑇 ) решение v*, 𝑝* задачи (8), (2), (3) удо-
влетворяет неравенству

‖v*
𝑥‖ 6 𝑅(𝑡) ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇1], (54)

то решение задачи (1) −−(3) на этом интервале существует и v = v*, 𝑝 = 𝑝*.
Действительно, если выполнено неравенство (54), то 𝛼 (𝑡,v*

𝑥) = 1, поэтому уравнения
(1) и (8) совпадают.
Следствие 2. Если для решения задачи (1) − (3) и задачи (8), (2), (3) при 𝑅(𝑡) ≥ 𝑀(𝑡)
справедлива априорная оценка (5) на интервале [0, 𝑇1], то на этом интервале существует
решение задачи (1) − (3), которое совпадает с решением задачи (8), (2), (3).

Заметим, что априорная оценка (5) для задачи (1) − (3), как правило (см., например,
лемма 9, гл. 6, [1]), получается через оценку интеграла

𝐽1 =

⃒⃒⃒⃒∫︀
Ω

𝑣𝑖v𝑥𝑖
∆̃v 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6 𝑐𝜈− 1

2

⃦⃦⃦
∆̃v

⃦⃦⃦ 3
2 ‖v𝑥‖

3
2 (в случае 𝑛 = 3). Поскольку |𝛼(𝑡,v𝑥)| 6 1 и не за-

висит от 𝑥, то легко убедиться, что интеграл
⃒⃒⃒⃒∫︀
Ω

𝛼(𝑡,v𝑥)𝑣𝑖v𝑥𝑖
∆̃v 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
имеет такую же оценку,

поэтому полученная таким методом априорная оценка для задачи (1) − (3) будет верна
и для задачи (8), (2), (3).
Замечание 3. Учитывая следствия 1, 2, нетрудно построить итерационный процесс, схо-
дящийся к решению задачи (1) − (3) без использования оценки вида (5) при условии,
что решение задачи (1) − (3) существует и удовлетворяет ограничению вида (5). Дей-
ствительно, задаем некоторую положительную, ограниченную, неубывающую функцию
𝑅1(𝑡) и решаем задачу (8), (2), (3) при 𝑅(𝑡) = 𝑅1(𝑡), далее проверяем условие (54) при
𝑅(𝑡) = 𝑅1(𝑡). Если это условие выполнено, то задача (1) − (3) решена. Если это условие
не выполнено, то полагаем 𝑅2(𝑡) = 𝑅1(𝑡) + 𝐾 (K — параметр метода) и повторяем итера-
ционный процесс. Ясно, что после конечного числа шагов условие (54) будет выполнено
и, следовательно, решена задача (1) − (3).
Замечание 4. Если выполнено условие (5), то, как следует из неравенств (16), (17),
‖v(𝑡)‖4 6 𝑐𝑀(𝑡). Анализируя доказательство теоремы, нетрудно заметить, что утвержде-
ние теоремы и приведенных выше замечаний остаются верными, если 𝛼𝑘 определить по
формуле

𝛼𝑘 = 𝛼𝑘(𝑡,v𝑘) = 𝑚𝑖𝑛
[︀
1, 𝑅(𝑡)/

⃦⃦
v𝑘

⃦⃦
4

]︀
. (55)
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В этом случае 𝛼𝑘v𝑘 = 𝑃v𝑘 есть проекция вектора v𝑘 на шар {v ∈ 𝐿4(Ω) : ‖v‖4 6 𝑅(𝑡)}.
В доказательстве теоремы ключевыми неравенствами являются неравенства (23), (27),

доказательство которых в данном случае даже несколько упрощается. Например, нера-
венство (23) получено из неравенства (21), которое в данном случае можно переписать в
виде:

‖|𝛼𝑣𝑖w𝑥𝑖
|‖0,𝑡 6

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

‖𝛼v‖24 ‖w𝑥‖24 𝑑𝜏

⎞⎠
1
2

6 𝑅(𝑡)

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

‖w𝑥‖24 𝑑𝜏

⎞⎠
1
2

. (56)

Учитывая, что при оценке интеграла
𝑡∫︀
0

‖w𝑥‖24 𝑑𝜏 априорная оценка не использовалась,

нетрудно убедиться, что неравенство (23) выполнено.
При доказательстве неравенства (27) используем тот факт, что ‖𝛼1v1 − 𝛼2v2‖4 6

6 ‖v1 − v2‖4, тогда ‖| (𝛼1𝑣
1
𝑖 − 𝛼2𝑣

2
𝑖 ) v𝑥𝑖

|‖0,𝑡 6
(︂

𝑡∫︀
0

‖v1 − v2‖24 ‖v𝑥‖24 𝑑𝜏

)︂ 1
2

. Далее, внося соот-

ветствующие упрощения в выкладки при доказательстве неравенства (27), убеждаемся в
его справедливости в случае, когда 𝛼𝑘 определяется по формуле (55).
Замечание 5. В случае, если известна равномерная оценка

𝑅1(𝑡) 6 |v(𝑥, 𝑡)| 6 𝑅2(𝑡) ∀ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑡 (57)

вместо уравнения (8) рассмотрим уравнение

v𝑡 − 𝜈∆v + 𝑃𝑣𝑖v𝑥𝑖
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑝 = f, (58)

где

𝑃𝑣𝑖(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅1(𝑡), если 𝑣𝑖(𝑥, 𝑡) < 𝑅1(𝑡),
𝑣𝑖(𝑥, 𝑡), если 𝑅1(𝑡) 6 𝑣𝑖(𝑥, 𝑡) 6 𝑅2(𝑡),
𝑅2(𝑡), если 𝑣𝑖(𝑥, 𝑡) > 𝑅2(𝑡)

(59)

и уравнение (9) заменим на уравнение

v𝑘+1
𝑡 − 𝜈∆v𝑘+1 + 𝑃𝑣𝑘𝑖 v

𝑘+1
𝑥𝑖

+ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑝𝑘+1 = f. (9′)

Нетрудно убедиться, что для задачи (58), (2), (3) справедливы утверждения теоремы,
а также следствий и замечаний, аналогичных следствиям 1, 2 и замечаниям 2, 3, где
последовательность

{︀
v𝑘

}︀
определяется итерационным процессом (9′), (10), (11).

Действительно, неравенство (23), очевидно, выполнено при 𝜀 = 0, 𝑐(𝜀) = 𝑅2(𝑡). Справед-
ливость неравенства вида (27) также легко показать, учитывая, что |𝑃𝑣1𝑖 − 𝑃𝑣2𝑖 | 6 |𝑣1𝑖 − 𝑣2𝑖 |
∀ (𝑥, 𝜏) ∈ 𝑄𝑡, поэтому ‖𝑃v1 − 𝑃v2‖4 6 ‖v1 − v2‖4.

В заключение заметим, что данная работа позволяет свести решение нелинейной систе-
мы Навье-Стокса к решению последовательности линейных задач. К решению линейных
задач имеются различные подходы, среди них отметим подход, основанный на градиент-
ных методах минимизации функционала 𝐽(v) =

∫︀
𝑄𝑇

|𝑑𝑖𝑣 v|2 𝑑𝑥𝑑𝑡, в котором давление 𝑝

рассматривается как управление (см., например, [4], [5]). В работе [6] анонсирована тео-
рема о сходимости одного из вариантов градиентного метода для решения нелинейной
задачи Навье-Стокса. Для решения линейной задачи построен итерационный метод наи-
скорейшего спуска, причем параметры метода находятся явно, что делает целесообразным
предварительную линеаризацию задачи.
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