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СДВИГ ФАЗЫ ДЛЯ СОВМЕСТНОГО РЕШЕНИЯ

УРАВНЕНИЯ КДВ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ ПЯТОГО ПОРЯДКА

Р.Н. ГАРИФУЛЛИН

Аннотация. Исследуется специальное решение уравнения Кортевега де Вриза, кото-
рое описывает влияние малой дисперсии на процессы трансформации слабых разрывов
уравнений идеальной гидродинамики в сильные. Это решение также удовлетворяет
обыкновенному дифференциальному уравнению пятого порядка. Для него в зоне Уи-
земовских колебаний построено асимптотическое решение с точностью до сдвига фазы.
На сдвиг фазы получено уравнение, и с помощью численных экспериментов выбрано
конкретное решение полученного уравнения, которое оказывается постоянным.

Ключевые слова: сдвиг фазы, уравнение Кортевега–де Вриза, недиссипативные
ударные волны.

1. Введение

В работах А.М.Ильина и С.В. Захарова [1–3] начато исследование вопроса о влиянии
малой диссипации на процессы трансформации слабых разрывов в сильные. В этих рабо-
тах показано, что этот процесс в главном описывается специальным решением уравнения
Бургерса. В работе [4] показано, что в задачах с малой дисперсией аналогичную роль
играют два специальных решения уравнения Кортевега–де Вриза (КдВ)

ut + uux + uxxx = 0. (1.1)

В этой работе будет исследоваться одно из них с заданными асимптотиками:

u
∣

∣

x→−∞
= 0, u

∣

∣

x→∞
= (−t−

√
t2 + 4x)/2. (1.2)

Решение u(x, t) играет универсальную роль [4] в задачах о возникновении бездиссипа-
тивных ударных волн [4–6]. В работе [4] для решения задачи (1.1,1.2) построено асимп-
тотическое решение при x2 + t2 → ∞, которое в области незатухающих осцилляций за-
дается квазипростыми решениями уравнений Уизема. Однако, в этом решении оставался
неопределенным сдвиг фазы. В данной работе определяется этот сдвиг фазы методом,
предложенным в [8].

В [4] показано, что решение u(x, t) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному
уравнению пятого порядка по переменной x :

(

uxxxx +
5uxxu

3
+

5u2
x

6
+

5u3

18

)

′

x

− 2u+ xux − 3t(uxxx + uux)

6
= 0. (1.3)
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Уравнение (1.3) представляет собой комбинацию стационарных частей симметрий урав-
нений КдВ. Одна из них — высшая (обобщенная) симметрия пятого порядка:

uτ5 =

(

uxxxx +
5uxxu

3
+

5u2
x

6
+

5u3

18

)

′

x

, (1.4)

вторая – классическая симметрия растяжения:

uτr = 2u+ xux − 3t(uxxx + uux). (1.5)

Уравнения (1.3) можно назвать первым высшим аналогом уравнения Пенлеве I, см.6.2 [4].
Статья состоит из двух частей. В первой части показывается как задача (1.1,1.2) воз-

никает при описании бездиссипативных ударных волн. Для этого рассматривается задача
Коши для возмущенного обобщенного уравнения Хопфа с начальными данными, терпя-
щими слабый разрыв. Показывается, что в окрестности точки градиентной катастрофы
для главного члена асимптотики возникает исследуемая задача. Во второй части строит-
ся асимптотическое решение задачи (1.1,1.2) методом, который использует наличие двух
уравнений, которым удовлетворяет решение u(x, t). Для неизвестного сдвига фаз полу-
ченное обыкновенное линейное уравнение третьего порядка. Конкретное решение этого
уравнения выбрано с помощью численных экспериментов: моделирования решения u(x, t)
и построенного асимптотического решения.

2. Возникновение задачи (1.1,1.2)

В статье [4] показано возникновение задачи (1.1,1.2) на примере возмущенного обобщен-
ного уравнения Хопфа, уравнений мелкой воды и дисперсионного нелинейного уравнения
Шредингера. В данной статье возникновение этой задачи будет показано более подробно.

Рассмотрим задачу Коши для функции U(X, T ):

UT + g(U)UX + ε3UXXX = 0,

U(X, 0) = F (x) =

{

F−(x), x < 0,
F+(x), x ≥ 0.

, F−(0) = F+(0).
(2.1)

С помощью замены переменных и переобозначения ε мы можем добиться:

F−(0) = F+(0) = 0, g(0) = 0, g′(0) = 1. (2.2)

На исходные данные ставятся условия:

g′(U) > 0, F ′

−
(0) > F ′

+(0), F ′

+(0) < 0,

F ′(X)g′(F (X)) 6∈ [F ′

+(0), 0], ∀x 6= 0,
(2.3)

которые обеспечивают существования слабого разрыва начальных данных и возникнове-
ния градиентной катастрофы (сильного разрыва) на характеристике X = 0 в некоторый
момент времени T ∗ в невозмущенном уравнении (ε = 0).

Будем строить асимптотическое решение задачи Коши (2.1) в виде ряда:

U(X, T ) = U0(X, T ) + ε3U1(X, T ) + . . . (2.4)

Главный член и первая поправка удовлетворяют задачам:

∂TU0 + g(U0)∂XU0 = 0, U0(X, 0) = F (X), (2.5)

∂TU1 + g(U0)∂XU1 + g′(U0)∂XU0U1 + ∂3

XU0 = 0, U1(X, 0) = 0. (2.6)

Решение задачи (2.5) выписывается в неявном виде методом характеристик:

U0 = F (X − g(U0)T ), X 6= 0. (2.7)

Решение задачи (2.6) также находится методом характеристик и его можно выписать
явно в терминах функции U0(X, T ).
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Точка градиентной катастрофы X∗, T ∗, U∗ определяется соотношениями:

T ∗ = − 1

F ′

+(0)
, U∗ = 0, X∗ = 0 (2.8)

Определим поведение решения U0(X, T ), U1(X, T ) в окрестности прямой X = 0, с учетом
ограничений на исходные данные имеем:

U0(X, T ) =















F ′

+(0)

1 + TF ′

+(0)
X +

F ′′

+(0)− TF ′

+(0)g
′′(0)

2(1 + TF ′

+(0))
3

X2 +O(X3), X > 0,

F ′

−
(0)

1 + TF ′

−
(0)

X +
F ′′

−
(0)− TF ′

−
(0)g′′(0)

2(1 + TF ′

−
(0))3

X2 +O(X3), X < 0

U1(X, T ) =















U+

10(T )

(1 + TF ′

+(0))
4
+ U+

11(T )X +O(X2), X > 0,

U−

10(T )

(1 + TF ′

−
(0))4

+ U−

11(T )X +O(X2), X < 0

Мы видим, что первая производная не является непрерывной функцией, более того, первая
поправка U1(X, T ) терпит разрыв в точке X = 0 при T > 0. Поэтому в окрестности
линии X = 0 надо строить асимптотику по-другому. В окрестности этой линии необходимо
сделать растяжение переменных:

U(X, T, ε) = εV (y, T, ε), x = εy. (2.9)

После этого задача (2.1) в новых переменных примет вид:

VT + V Vy + Vyyy + (U(εV )/ε− V )Vy = 0,

V (y, 0) = F (εy)/ε =

{

F ′

−
(0)y + εF ′′

−
(0)y2 + . . . , y < 0,

F ′

+(0)y + εF ′′

+(0)y
2 + . . . , y > 0.

(2.10)

Формальная асимптотика функции V может быть построена в виде ряда:

V (y, T, ε) = V0(y, T ) + εV1(y, t) + . . . . (2.11)

На главный член асимптотики получается задача:

V 0

T + V 0V 0

y + V 0

yyy = 0,

V 0(y, 0) =

{

F ′

−
(0)y, y < 0,

F ′

+(0)y, y > 0.

(2.12)

В случае F ′

−
(0) = 0 существование решения этой задачи на отрезке T ∈ (0, T ∗) доказано

Фаминским [9]. Для решения задачи (2.12) верна асимптотика, следующая из соображений
согласования с разложением для функции U(X, T )

V (y, T ) → F ′

+(0)

1 + TF ′

+(0)
y, y → +∞, V (y, T ) → 0, y → −∞.

Однако, в окрестности точки градиентной катастрофы X∗, T ∗ становится непригодными
и разложение для U(X, T ) и разложение для V (y, T ). В окрестности этой точки требуется
делать другое растяжение.

Окрестность точки (0, T ∗) исследуем с помощью внешнего разложения (2.4). Выпишем,
как себя ведет решение U0(X, T ) в окрестности точки градиентной катастрофы слева и
справа от прямой X = 0:

X −
(

g′′(0) + F ′′

+(0)(T
∗)2

)

U2/2− U(T − T ∗) + . . . = 0, X > 0 (2.13)

X −
(

1

F ′

−
(0)

+ T

)

U + . . . = 0, X < 0. (2.14)
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Здесь и ниже константа

δ = (g′′(0) + F ′′

+(0)(T
∗)2)/2 > 0 (2.15)

считается положительной, в силу условия (2.3) она не отрицательна, а в ситуации общего
положения положительна.

Согласно методу согласования асимптотических разложений [7] проведем растяжение
переменных в окрестности точки градиентной катастрофы:

U(X, T ) = aεαu, T − T ∗ = bεβt, X = cεγx. (2.16)

В новых переменных уравнение (2.1) и формулы (2.14) примут вид:

a

b
εα−βut +

a2

c
ε2α−γuut +

a

c3
ε3+α−3γuxxx +

a3

c
ε3α−γg′′(0)u2ux + . . . = 0,

cεγx− δa2ε2αu2 − abεα+βut+ . . . = 0, x ≫ 1,

cεγx−
(

1

F ′

−
(0)

+ T ∗

)

aεαu+ . . . = 0, x ≪ −1.

(2.17)

Потребовав равенство коэффициентов перед первыми тремя слагаемыми в первых двух
уравнениях, получим систему:

α− β = 2α− γ = 3 + α− 3γ, γ = 2α = α + β,

a/b = a2/c = a/c3, c = δa2 = ab.

Эта система имеет следующее решение:

α = β =
3

5
, γ =

6

5
, a = δ−2/5, b = δ3/5, c = δ1/5.

После растяжения (2.16) с указанными параметрами уравнения (2.17) примут вид:

ut + uux + uxxx +O(ε3/5) = 0,

x− u2 − ut+O(ε3/5) = 0, x ≫ 1, u+O(ε3/5) = 0, x ≪ −1.

Этот вид в главном совпадает с задачей (1.1,1.2).

3. Определение сдвига фазы

Асимптотическое решение задачи (1.1,1.2,1.3) при t → ∞ состоит из нескольких частей
[4]. Особый интерес представляет зона незатухающих колебаний. Сделаем естественную
замену переменных

u = t U(t, s), s =
x

t2
.

После нее уравнения (1.1,1.3) примут вид:

t−5Usss + tUt − 2sUs + UUs + U = 0, (3.1)

t−10Usssss +
1

6
t−5(20UsUss + (10U + 3)Usss) +

1

6
(5U2 − s+ 3U)Us −

1

3
U = 0. (3.2)

В уравнении (3.2) все производные по переменной x третьего и более высокого порядка
можно заменить в силу уравнения (3.1):

2t−5((Us + 9)Uss + 6sUsss)− 6t−4Usst + (5s+ U2 + 8sU)Us − (4U + 3)tUt − (5 + 4U)U = 0.
(3.3)

Асимптотическое решение U этой системы (3.1,3.3) строится в виде ряда по обратным
степеням t

U = U0(ϕ, s) + t−5/4U1(ϕ, s) + t−5/2U2(ϕ, s) + . . . , t → ∞. (3.4)
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Здесь U0, U1 и U2 – 2π периодические функции быстрой переменной ϕ. Эта переменная
имеет вид

ϕ = t5/2f(s) + n(s),

где n(s) — искомый сдвиг фазы.
Для функции U0 получаем следующую нелинейную систему уравнений по быстрой пе-

ременной ϕ:

(f ′)2∂3

ϕU0 + (a(s) + U0) ∂ϕU0 = 0,

6a(s)(f ′)2∂3

ϕU0 − 2(f ′)2∂2

ϕU0∂ϕU0 + ∂ϕU0

(

s− U2

0 + 4a(s)U0 + 3a(s)
)

= 0.
(3.5)

Для функций U1, U2 линейные неоднородные системы уравнения. Первое из уравнений на
U1 имеет вид:

(f ′)2∂3

ϕU1 + (a(s) + U0) ∂ϕU1 + ∂ϕU0U1 = −3f ′n′∂3

ϕU0

+ (2s− U0)
∂ϕU0n

′ + ∂sU0

f ′
− 3∂s(f

′∂2

ϕU0)−
U0

f ′
.

(3.6)

Здесь обозначено:

a(s) =
5f

2f ′
− 2s.

Исключив из (3.5) выражение ∂3
ϕU0, получим уравнение второго порядка для функции

U0:

(f ′)2∂2

ϕU0 +
1

2
U2

0 + a(s)U0 + 3a(s)2 − s+ 3a(s)

2
= 0. (3.7)

Уравнение (3.7) может быть один раз проинтегрировано:

(f ′∂ϕU0)
2 +

1

3
U3

0 + a(s)U2

0 + (6a2 − 3a− s)U0 + b(s) = 0. (3.8)

Здесь b(s) – произвольная функция (константа интегрирования).
Далее предлагается не выписывать явно решение U0, а просто считать, что это некая 2π

периодическая функция, удовлетворяющая уравнению (3.8). В силу этого уравнения мы
можем все производные от U0 выписать как рационально-дробные выражения в терминах:

U0, ∂ϕU0, ∂sU0, ∂
2

sU0, . . . .

Уравнения на U1 имеют вид :

(f ′)2∂3

ϕU1 + (a(s) + U0) ∂ϕU1 + ∂ϕU0U1 =
F1(U0, ∂ϕU0, ∂sU0, a, a

′, n′, s)

f

6a(s)(f ′)2∂3

ϕU1 − 2(f ′)2(∂2

ϕU1∂ϕU0 + ∂2

ϕU0∂ϕU1) + ∂ϕU1(s− U2

0 + 4aU0 + 3a)

+2∂ϕU0(2a− U0)U1 =
F2(U0, ∂ϕU0, ∂sU0, a, b, a

′, b′, n′, s)

f∂ϕU0

.

(3.9)

Здесь F1, F2 — полиномиальные функции своих аргументов. Исключая из системы (3.9)
последовательно старшие производные U1 по переменной ϕ, придем к соотношению, не
содержащему функцию U1 – условию совместности этой системы:

(

3(2s+ a)(−2s− 24a+ 3 + 36a2)a′ + (4s+ 2a)b′ + 6sa− 4s− 27a+ 108a2 − 6b

−108a3
)

U0 + 3(2s+ a)(−72a3 + 54a2 − 9a+ 12sa+ 4b− 3s)a′ + 3(4a− 1)(2s+ a)b′

+45a2 − 36sa2 + 216a4 + 15b− 198a3 + 15sa− 48ab = 0.

(3.10)
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Поскольку равенство (3.10) должно выполнятся тождественно, то равны 0 коэффициенты
при разных степенях U0, следовательно получаем уравнения для a(s), b(s) :

a′ =
(2a− 1)(−288a3 + 192a2 + 24sa− 27a− 4s+ 4b)

(2s+ a)(−576a3 + 504a2 − 126a+ 48sa+ 8b− 12s+ 9)
,

b′ = (3s− 54a2 + 36a− 9/2)a′ +
−6sa + 4s− 108a2 + 27a+ 6b+ 108a3

4s+ 2a
.

(3.11)

Система (3.9) совместна тогда и только тогда, когда a(s) и b(s) определены из уравнений
(3.11). Если это условие выполнено, то все производные по ϕ от U1 старше второго порядка
можно выразить через младшие производные, например:

(f ′)2∂2

ϕU1 = −(U0 + a)U1 + (n′ + ∂sU0/∂ϕU0)G1(U0, a, s)/s+G2(U0, a, b, s)/f/∂ϕU0,

где G1, G2 — некоторые функции.
Уравнения на U2 имеют вид :

(f ′)2∂3

ϕU2 + (a(s) + U0) ∂ϕU2 + ∂ϕU0U2 =
F3

f

6a(s)(f ′)2∂3

ϕU2 − 2(f ′)2(∂2

ϕU2∂ϕU0 + ∂2

ϕU0∂ϕU2) + ∂ϕU2(s− U2

0 + 4aU0 + 3a)

+2∂ϕU0(2a− U0)U2 =
F4

f∂ϕU0

.

(3.12)

Здесь F3, F4 — функции, зависящие от предыдущих поправок.
Исключая последовательно производные функции U2 из этих уравнений, получим со-

отношение вида:

∂ϕsU1 −
∂2
ϕU0

∂ϕU0

∂sU1 +

(

∂2
ϕU0∂sU0

(∂ϕU0)2
+

G3(U0, a, b)

(f∂ϕU0)2(12a+ 2U0 − 3)

)

∂ϕU1

−
(

∂3
ϕU0∂sU0

(∂ϕU0)2
− G4(U0, a, b)

(f∂ϕU0)2(12a+ 2U0 − 3)

)

U1 = G5(U0, a, b, n
′, n′′).

(3.13)

Дифференцируя это уравнение по ϕ, получаем соотношение такого же вида, исключая из
этих двух уравнений ∂ϕsU1, получаем:

∂ϕU1 =
∂2
ϕU0

∂ϕU0

U1 +
n′′G6(s, a, b, f) + n′G7(s, a, b, f)

∂ϕU0

+G8(∂
3

sU0, ∂
2

sU0, ∂sU0, ∂ϕU0, U0, a, b, f, s).

(3.14)

Подставив это в уравнение (3.13), получим соотношение вида:

∂ϕU0(n
′′′ + A1n

′′ + A2n
′) + ∂3

sU0 +B1∂
2
sU0∂sU0 +B2∂

2
sU0 +

B3(∂sU0)
3 +B4(∂sU0)

2 +B5∂sU0 +B6 = 0,
(3.15)

где

Ai = Ai(s, f, a, b), Bi = Bi(U0, s, f, a, b)

некоторые функции.
Без ограничения общности можно считать функию U0 четной по ϕ. Тогда в (3.15) первая

часть нечетна, вторая четна по ϕ. Следовательно, из (3.15) немедленно получаем два
уравнения:

n′′′ + A1n
′′ + A2n

′ = 0. (3.16)

∂3

sU0 +B1∂
2

sU0∂sU0 +B2∂
2

sU0 +B3(∂sU0)
3 +B4(∂sU0)

2 +B5∂sU0 +B6 = 0. (3.17)

Общее решение (3.16) имеет вид:

n(s) = C1 + C2n1(s) + C2n2(s). (3.18)
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Здесь n1, n2 — отличные от константы линейно-независимые решения (3.16). С использо-
ванием численных методов мы получаем:

n(s) = π.

Численно показано, что разница между численным и асимтотическим решением убывает
как t−5/2 для этого значения n(s). На рисунке 1 представлено численное моделирование
решения U(t, z) при t = 19 и главного член асимптотики U0(ϕ, s).

-0.05-0.1-0.15-0.2-0.25-0.3-0.35-0.4

0

-1

Рис. 1. Численное моделирование функции U(t, z) при t = 19
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