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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ТЕЛЕГРАФНОГО
УРАВНЕНИЯ С РАЗРЫВНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

И.Ф. ГАЛИХАНОВ, В.Н. ПАВЛЕНКО

Аннотация. Рассматривается телеграфное уравнение с разрывной внутренней энер-
гией по фазовой переменной и однородным граничным условием Дирихле. Изучается
вопрос о существовании обобщенных периодических решений в резонансном случае,
когда оператор, порождаемый линейной частью уравнения с однородным граничным
условием Дирихле и условием периодичности, имеет ненулевое ядро, а нелинейность,
входящая в уравнение, ограничена. Топологическим методом получена теорема суще-
ствования обобщенного периодического решения. Доказательство базируется на прин-
ципе Лере-Шаудера для выпуклозначных компактных отображений. Главное отличие
от аналогичных результатов других авторов — допущение разрывов по фазовой пере-
менной у внутренней энергии в телеграфном уравнении.

Ключевые слова: нелинейное телеграфное уравнение, разрывная нелинейность, пе-
риодические решения, резонансная задача.

1. Введение

Пусть Ω — ограниченная область в R𝑛 с границей 𝜕Ω класса 𝐶2,

𝐿𝑢(𝑥) = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
)𝑥𝑗

+ 𝑎(𝑥)𝑢(𝑥)

— равномерно эллиптический дифференциальный оператор в области Ω [1] с коэффици-
ентами 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶1,𝛼(Ω), 𝑎𝑖𝑗(𝑥) = 𝑎𝑗𝑖(𝑥), 𝑎 ∈ 𝐶𝛼(Ω), 0 < 𝛼 < 1.

Исследуется проблема существования решения телеграфного уравнения с разрывной
нелинейностью

𝑢𝑡𝑡 + 𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝜇𝑢𝑡 + 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (1)
удовлетворяющего однородному граничному условию Дирихле

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 (2)

на 𝑆 = 𝜕Ω × (0, 2𝜋), и условию периодичности

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 2𝜋) (3)

для 𝑥 ∈ Ω, где 𝑄 = Ω × (0, 2𝜋), 𝜇 ̸= 0 (учитывается диссипация энергии), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄).
Предполагается, что нелинейность 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) удовлетворяет 𝑖-условию:
𝑖1 — функция 𝑔 : 𝑄×R → R борелева (mod 0) [2], что означает существование множества

𝑙 ⊂ 𝑄 × R, проекция которого на 𝑄 имеет меру нуль, и борелевой на 𝑄 × R функции,
совпадающей с 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) на (𝑄× R) ∖ 𝑙;

I.F. Galikhanov, V.N. Pavlenko, Periodic solutions of the telegraph equation with a
discontinuous nonlinearity.
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𝑖2 — для почти всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 сечение 𝑔(𝑥, 𝑡, ∙) имеет на R разрывы только первого
рода и для произвольного 𝑢 ∈ R верно включение 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ [𝑔−(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑔+(𝑥, 𝑡, 𝑢)], где
𝑔−(𝑥, 𝑡, 𝑢) = lim inf𝜂→𝑢 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜂), 𝑔+(𝑥, 𝑡, 𝑢) = lim sup𝜂→𝑢 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜂);
𝑖3 — (ограниченность нелинейности) существует функция 𝑏(𝑥, 𝑡) из 𝐿2(𝑄) такая, что для

почти всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄

|𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢)| 6 𝑏(𝑥, 𝑡) ∀𝑢 ∈ R. (4)
Заметим, что условие 𝑖1 гарантирует суперпозиционную измеримость 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) на 𝑄, то

есть измеримость на 𝑄 композиции 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡)) для любой измеримой на 𝑄 функции
𝑢(𝑥, 𝑡).

Дифференциальный оператор 𝐿 с однородным граничным условием Дирихле по-
рождает в 𝐿2(Ω) самосопряженный линейный оператор 𝐵 с областью определения
𝐷(𝐵) = 𝐻2(Ω) ∩𝐻1

0 (Ω) : 𝐵𝑢 = 𝐿𝑢 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝐵), где все производные функции 𝑢(𝑥) — собо-
левские. Через 𝐻𝑚(Ω) (𝑚 ∈ N) обозначается соболевское пространство 𝑊𝑚

2 (Ω)[1], а через
𝐻𝑚

0 (Ω) — замыкание множества бесконечно дифференцируемых финитных в Ω функций
в метрике 𝐻𝑚(Ω). Спектр 𝜎 оператора 𝐵 состоит из собственных значений конечной крат-
ности

𝜆0 6 𝜆1 6 𝜆2 6 . . . ; 𝜆𝑗 → ∞.

[3]. Здесь каждое собственное значение повторяется столько раз, какова его крат-
ность. Существует ортонормированный базис (𝑣𝑗) в 𝐿2(Ω) из собственных функций
оператора 𝐵 (𝐵𝑣𝑗 = 𝜆𝑗𝑣𝑗). В комплексном пространстве 𝐿2(𝑄) последовательность

{𝜓𝑗𝑘(𝑥, 𝑡) =
1√
2𝜋
𝑣𝑗(𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑡, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑘 ∈ Z} будет ортонормированным базисом. Для

любой вещественно-значной функции 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄)

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︁
𝑘∈Z

∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑘𝜓𝑗𝑘(𝑥, 𝑡), 𝑎𝑗,−𝑘 = 𝑎𝑗,𝑘.

Положим 𝐷(𝐴0) = {𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀𝑚

𝑘=−𝑚

∑︀𝑛
𝑗=0 𝑎𝑗𝑘𝜓𝑗𝑘(𝑥, 𝑡)| 𝑎𝑗,−𝑘 = 𝑎𝑗,𝑘, 𝑚, 𝑛 ∈ N ∪ {0}} и

определим в вещественном 𝐿2(𝑄) оператор 𝐴0 : 𝐷(𝐴0) ⊂ 𝐿2(𝑄) → 𝐿2(𝑄) равенством
𝐴0𝑢 = 𝑢𝑡𝑡 + 𝜇𝑢𝑡 + 𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) для любого 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴0). Заметим, что формулой, определяющей
𝐴0, можно задать продолжение 𝐴0 на линейную оболочку последовательности (𝜓𝑗𝑘(𝑥, 𝑡))
в комплексном 𝐿2(𝑄), и для этого продолжения 𝜓𝑗𝑘(𝑥, 𝑡) являются собственными функ-
циями, отвечающими собственным значениям 𝜇𝑗𝑘 = −𝑘2 + 𝜆𝑗 + 𝑖𝜇𝑘. В частности, отсюда
следует, что ядро оператора 𝐴0 (𝐾𝑒𝑟𝐴0) совпадает с 𝐾𝑒𝑟𝐵.

Определение 1. Обобщенным решением задачи (1)-(3) называется функция
𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄) со значениями в R такая, что найдется измеримая на 𝑄 функция
𝑧(𝑥, 𝑡) ∈ [𝑔−(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡)), 𝑔+(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡))] почти всюду на 𝑄, для которой верно интеграль-
ное тождество∫︁

𝑄

𝑢(𝑥, 𝑡)(𝜙𝑡𝑡 + 𝐿𝜙− 𝜇𝜙𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫︁
𝑄

𝜙(𝑥, 𝑡)(𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑧(𝑥, 𝑡))𝑑𝑥𝑑𝑡 ∀𝜙 ∈ 𝐷(𝐴0). (5)

Замечание1. В случае, когда 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) каратеодориева, то есть для почти всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄
сечение 𝑔(𝑥, 𝑡, ∙) непрерывно на R и для любого 𝑢 ∈ R функция 𝑔(∙, ∙, 𝑢) измерима на 𝑄,
в определении1 𝑧(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡)), и мы приходим к общепринятому понятию обоб-
щенного решения задачи (1)–(3). В [4] показано, что если 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄) удовлетворяет (5)
с 𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑧(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), то 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻1

0 (Ω) для 𝑡 ∈ [0, 2𝜋] (регулярность
обобщенного решения) и выполняется (3). Если предположить, что обощенное решение
𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻2(𝑄), то с помощью интегрирования по частям в (5) можно получить, что
𝑢𝑡𝑡 + 𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝜇𝑢𝑡 + 𝑧(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) почти всюду на 𝑄.
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Основной результат работы следующая теорема (рассматривается резонансный случай,
когда уравнение 𝑢𝑡𝑡 + 𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝜇𝑢𝑡 = 0 имеет в 𝑄 ненулевое решение, удовлетворяющее
условиям (2) и (3), что равносильно принадлежности нуля спектру 𝜎 оператора 𝐵).

Теорема 1. Предположим, что 0 ∈ 𝜎, функция 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) удовлетворяет i - условию.
Кроме того, для любой функции 𝑣(𝑥) из ядра оператора 𝐵 выполняется условие Лан-
десмана - Лазера∫︁

𝑣>0

𝑔
+

(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁
𝑣<0

𝑔−(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 >

∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡,

где 𝑔
+

(𝑥, 𝑡) = lim inf
𝑢→+∞

𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑔−(𝑥, 𝑡) = lim sup
𝑢→−∞

𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢).

Тогда задача (1)–(3) имеет обобщенное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄).

Доказательство теоремы1 сводится к проблеме существования неподвижной точки у
выпуклозначного компактного отображения. Существование неподвижной точки устанав-
ливается с помощью принципа Лере - Шаудера для многозначных отображений [5].

Вопрос о существовании периодических решений телеграфного уравнения с нелинейной
внутренней энергией изучался многими авторами. Задача (1)–(3) с каратеодориевой нели-
нейностью 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) линейного роста, симметричной эллиптической частью 𝐿 порядка 2m
с независящими от времени коэффициентами рассматривалась в совместной работе Brezis
и Nirenberg [4] (условие (2) при этом заменяется на принадлежность 𝑢(𝑥, 𝑡) к 𝐻𝑚

0 (Ω) для
любого 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )). В резонасном случае, когда задача 𝐿𝑢 = 0, 𝑢 ∈ 𝐻𝑚

0 (Ω) имеет ненуле-
вое решение, получена теорема существования обобщенного решения при более жестком
ограничении на 𝑓 , чем условие Ландесмана-Лазера в теореме 1. Исследуется регулярность
обобщенного решения для случая 𝑚 = 2. В частности, показано, что если 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄), то
𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻1

0 (Ω) для любого 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).
В работе И.А. Рудакова [6] задача (1)–(3) с каратеодориевой нелинейностью 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢)

степенного роста рассматриевается для 𝑛 = 1, 𝐿𝑢 = −𝑢𝑥𝑥 с дополнительным членом 𝜈𝑢𝑥 в
нерезонансном случае. Доказывается существование обобщенного решения и исследуется
его регулярность. Укажем также на работы [7],[8], где проблема существования периоди-
ческих решений нелинейного телеграфного уравнения исследуется в резонансном случае
при 𝑛 = 1, 𝐿𝑢 = −𝑢𝑥𝑥. Главное отличие данного исследования от работ других авторов —
допущение разрывов у 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) по фазовой переменной 𝑢.

2. Операторная постановка задачи(1)–(3)

Обозначим 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐿2(𝑄) → 𝐿2(𝑄) замыкание оператора 𝐴0. Как показано в [4],

𝐷(𝐴) = {𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︁
𝑘∈Z

∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑘𝜓𝑗𝑘(𝑥, 𝑡)| 𝑎𝑗,−𝑘 = 𝑎𝑗,𝑘,

∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑗=0

|𝑎𝑗,𝑘|2((𝜆𝑗 − 𝑘2)2 + 𝜇2𝑘2) < +∞},

и для любого 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴) значение 𝐴𝑢 =
∑︀

𝑘∈Z
∑︀∞

𝑗=0 𝜇𝑗𝑘𝑎𝑗𝑘𝜓𝑗,𝑘(𝑥, 𝑡). Вещественный спектр
оператора 𝐴 совпадает с 𝜎(спектром оператора 𝐵), 𝐷(𝐴*) = 𝐷(𝐴) и 𝐾𝑒𝑟𝐴* = 𝐾𝑒𝑟𝐴
(𝐴* - оператор сопряженный с 𝐴),

𝐴*𝑢 = 𝑢𝑡𝑡 + 𝐿𝑢𝑡 − 𝜇𝑢𝑡,

для каждой 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴0).
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Для 𝜆 /∈ 𝜎, 𝜆 ∈ R резольвента оператора 𝐴

(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑢 =
∑︁
𝑘∈Z

∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑘
𝜇𝑗𝑘 − 𝜆

𝜓𝑗,𝑘(𝑥, 𝑡),

Так как 1
𝜇𝑗𝑘−𝜆

→ 0, при 𝑗 + 𝑘 → +∞, то оператор (𝐴− 𝜆𝐼)−1 компактный в 𝐿2(𝑄).
Определим оператор Немыцкого 𝐺 равенством

𝐺𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡)), ∀𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄).

Поскольку 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) удовлетворяет 𝑖1 u 𝑖3 условиям, то оператор 𝐺 действует из 𝐿2(𝑄) в
𝐿2(𝑄), и для него справедлива оценка:

‖𝐺𝑢‖ 6 ‖𝑏‖, ∀𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄), (6)

здесь и далее ‖‖ — норма в 𝐿2(𝑄). Обозначим через 𝐺� овыпукление оператора 𝐺:

𝐺�𝑢 =
⋂︁
𝜀<0

𝑐𝑙𝑐𝑜{𝑦 = 𝐺𝑧 | ‖𝑧 − 𝑢‖ < 𝜀},

где 𝑐𝑙𝑐𝑜Λ — замкнутая выпуклая оболочка множества Λ ⊂ 𝐿2(𝑄).
Рассмотрим включение

𝑓 − 𝐴𝑢 ∈ 𝐺�𝑢. (7)
Его справедливость означает существование 𝑧 ∈ 𝐺�𝑢 такого, что

𝑓 − 𝐴𝑢 = 𝑧. (8)

Как показано в [2], 𝑧 ∈ 𝐺�𝑢 равносильно тому, что функция 𝑧(𝑥, 𝑡) измеримая на 𝑄
и для почти всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 𝑧(𝑥, 𝑡) ∈ [𝑔−(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑔+(𝑥, 𝑡, 𝑢)]. Из равенства (8) следует,
что 𝑢 — обобщенное решение задачи (1)–(3). Докажем это. Обозначим (·, ·) — скалярное
произведение в 𝐿2(𝑄). Имеем для любого 𝜙 ∈ 𝐷(𝐴0) равенство (𝐴𝑢, 𝜙) + (𝑧, 𝜙) = (𝑓, 𝜙),
что равносильно (𝑢,𝐴*𝜙) + (𝑧, 𝜙) = (𝑓, 𝜙) ∀𝜙 ∈ 𝐷(𝐴0) (по определению сопряженного
оператора), а это эквивалентно интегральному тождеству∫︁

𝑄

𝑢(𝑥, 𝑡)(𝜙𝑡𝑡 + 𝐿𝑢− 𝜇𝑢𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁
𝑄

𝑧(𝑥, 𝑡)𝜙(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫︁
𝑄

𝑓𝜙(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡,

для всех 𝜙 ∈ 𝐷(𝐴0). Пусть 𝜀 > 0 и [−𝜀, 0) ∩ 𝜎 = ∅ (такое 𝜀 существует, поскольку соб-
ственные значения оператора 𝐵 изолированные). Преобразуем включение (7):

𝑓 − 𝐴𝑢− 𝜀𝑢 ∈ 𝐺�𝑢− 𝜀𝑢

или
(𝐴+ 𝜀𝐼)𝑢 ∈ 𝑓 −𝐺�𝑢+ 𝜀𝑢,

последнее равносильно включению

𝑢 ∈ (𝐴+ 𝜀𝐼)−1(𝑓 −𝐺�𝑢+ 𝜀𝑢) ≡ 𝑇.

Рассмотрим свойства отображения 𝑇 . Докажем, что значения 𝑇 — выпуклые компакт-
ные множества в 𝐿2(𝑄). Значения 𝐺� ограниченные выпуклые и замкнутые в 𝐿2(𝑄), а
опрератор (𝐴 + 𝜀𝐼)−1 : 𝐿2(𝑄) → 𝐿2(𝑄) линейный и компактный. Поэтому значения 𝑇 —
выпуклые и предкомпактные множества. Чтобы доказать компактность 𝑇𝑢 для 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄),
достаточно установить замкнутость 𝑇𝑢 в 𝐿2(𝑄). Пусть последовательность (𝑧𝑚) ⊂ 𝑇𝑢 и
𝑧𝑚 → 𝑧 в 𝐿2(𝑄). Тогда существует (𝑦𝑚) ⊂ 𝐺�𝑢 такая, что 𝑧𝑚 = (𝐴+𝜀𝐼)−1(𝑓−𝑦𝑚+𝜀𝑢). Отсю-
да следует равенство 𝑦𝑚 = −(𝐴+𝜀𝐼)𝑧𝑚+𝑓+𝜀𝑢. Из ограниченности множества𝐺�𝑢 ⊂ 𝐿2(𝑄)
заключаем о существовании подпоследовательности (𝑦𝑚𝑘

), слабо сходящейся к некоторому
𝑦 в 𝐿2(𝑄). Так как (𝑦𝑚𝑘

) ⊂ 𝐺�𝑢, а 𝐺�𝑢 – замкнутое выпуклое множество, то 𝑦 ∈ 𝐺�𝑢. В
силу замкнутости линейного оператора (𝐴+𝜀𝐼) его график в 𝐿2(𝑄)×𝐿2(𝑄) слабо замкнут,
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поэтому 𝑧 ∈ 𝐷(𝐴+𝜀𝐼) и 𝑦 = −(𝐴+𝜀𝐼)𝑧+𝑓 +𝜀𝑢, и, значит, 𝑧 = (𝐴+𝜀𝐼)−1(𝑓−𝑦+𝜀𝑢) ∈ 𝑇𝑢.
Замкнутость множества 𝑇𝑢 в 𝐿2(𝑄) установлена.

Покажем полунепрерывность сверху отображения 𝑇 на 𝐿2(𝑄). Допустим противное,
тогда найдутся 𝑢 ∈ 𝐿2(𝑄) и открытое множество 𝐷 ⊃ 𝑇𝑢 в 𝐿2(𝑄) такие, что для лю-
бого 𝑚 ∈ N найдется 𝑢𝑚 ∈ 𝐿2(𝑄) с ‖𝑢𝑚 − 𝑢‖ < 𝑚−1 и 𝑧𝑚 ∈ 𝑇𝑢𝑚∖𝐷. Каждый элемент
(𝑧𝑚) представляется в виде 𝑧𝑚 = (𝐴 + 𝜀𝐼)−1(𝑓 − 𝑣𝑚 + 𝜀𝑢𝑚), 𝑣𝑚 ∈ 𝐺�(𝑢𝑚). Так как по-
следовательность (𝑢𝑚) ограничена в 𝐿2(𝑄), а отображение 𝐺� переводит ограниченные
множества в ограниченные (в силу оценки (6)), то и последовательность (𝑣𝑚) ограничена
в 𝐿2(𝑄). Отсюда следует существование слабо сходящейся подпоследовательности (𝑣𝑚𝑘

)
к некоторому 𝑣 в 𝐿2(𝑄). Поскольку 𝑢𝑚 → 𝑢 в 𝐿2(𝑄), то в силу слабо-сильной замкну-
тости 𝐺�[9] имеем 𝑣 ∈ 𝐺�(𝑢). Так как (𝐴 + 𝜀𝐼)−1 – линейный компактный оператор, то
(𝐴 + 𝜀𝐼)−1𝑣𝑚𝑘

→ (𝐴 + 𝜀𝐼)−1𝑣. Поэтому 𝑧𝑚𝑘
→ (𝐴 + 𝜀𝐼)−1(𝑓 − 𝑣 + 𝜀𝑢) ∈ 𝑇𝑢 ⊂ 𝐷. Из че-

го, поскольку 𝐷 – открытое множество в 𝐿2(𝑄),заключаем, что 𝑧𝑚𝑘
принадлежит 𝐷 для

достаточно больших 𝑘, что противоречит выбору 𝑧𝑚. Полунепрерывность сверху отобра-
жения 𝑇 на 𝐿2(𝑄) доказана.

Многозначный оператор 𝐺� переводит ограниченные множества в 𝐿2(𝑄) в ограничен-
ные, а оператор (𝐴 + 𝜀𝐼)−1 вполне непрерывный, поэтому для произвольного шара 𝑈 из
𝐿2(𝑄) его образ 𝑇𝑈 – предкомпактное множество в 𝐿2(𝑄). Таким образом, значения муль-
тиотображения 𝑇 в 𝐿2(𝑄) являются выпуклыми компактами, 𝑇 полунепрерывно сверху,
и любой шар 𝑈 из 𝐿2(𝑄) отображение 𝑇 переводит в предкомпактное множество.

3. Доказательство теоремы 1

Поскольку отображение 𝑇 выпуклозначное и компактное, то для доказательства суще-
ствования у него неподвижной точки достаточно установить равномерную ограниченность
множества решений семейства включений 𝑢 ∈ 𝜏𝑇𝑢, 0 6 𝜏 < 1 ([5], с.107). Допустим про-
тивное. Тогда существуют последовательности (𝑡𝑛) ⊂ [0, 1) и (𝑢𝑛) ⊂ 𝐿2(𝑄), ‖𝑢𝑛‖ > 𝑛 такие,
что 𝑢𝑛 ∈ 𝑡𝑛𝑇𝑢𝑛 для любого натурального 𝑛. Положим 𝑣𝑛 =

𝑢𝑛
‖𝑢𝑛‖

. Существуют 𝑧𝑛 ∈ 𝑇𝑢𝑛

такие, что
𝐴𝑢𝑛 + 𝜀𝑢𝑛 = −𝑡𝑛𝑧𝑛 + 𝑡𝑛𝜀𝑢𝑛 + 𝑡𝑛𝑓, (9)

поделим обе части на ‖𝑢𝑛‖, получим:

𝐴𝑣𝑛 + 𝜀𝑣𝑛 = −𝑡𝑛
𝑧𝑛

‖𝑢𝑛‖
+ 𝑡𝑛𝜀𝑣𝑛 + 𝑡𝑛

𝑓

‖𝑢𝑛‖
,

Существует возрастающая последовательность (𝑛𝑘) натуральных чисел такая, что
𝑣𝑛𝑘

⇀ 𝑣, и 𝑡𝑛𝑘
→ 𝑡, (𝑦𝑛 ⇀ 𝑦 обозначает слабую сходимость (𝑦𝑛) к 𝑦 в 𝐿2(𝑄) ). Но

𝑣𝑛𝑘
= (𝐴+ 𝜀𝐼)−1(

𝑡𝑛𝑘
𝑧𝑛𝑘

‖𝑢𝑛𝑘
‖

+
𝑡𝑛𝑘
𝑓

‖𝑢𝑛𝑘
‖

+ 𝑡𝑛𝑘
𝜀𝑣𝑛𝑘

),

𝑡𝑛𝑧𝑛
‖𝑢𝑛‖

→ 0,
𝑡𝑛𝑓

‖𝑢𝑛‖
→ 0, 𝑡𝑛𝑘

𝜀𝑣𝑛𝑘
⇀ 𝑡𝜀𝑣.

Поэтому 𝑣𝑛𝑘
→ (𝐴+ 𝜀𝐼)−1𝑡𝜀𝑣 и 𝑣 ̸= 0. Тогда 𝐴𝑣 = (𝑡− 1)𝜀𝑣. Так как 𝑣 ненулевая функция,

𝑡 − 1 6 0 и [−𝜀, 0) ∩ 𝜎 = ∅ то отсюда следует, что 𝑡 = 1 и 𝐴𝑣 = 0. Таким образом, 𝑣 при-
надлежит ядру оператора 𝐴, значит, и 𝐾𝑒𝑟𝐵. Так как 𝑣𝑛𝑘

→ 𝑣 в 𝐿2(𝑄), то можно считать,
что 𝑣𝑛𝑘

→ 𝑣 почти всюду на 𝑄, переходя, в противном случае, к подпоследовательности.
Умножим обе части (9) скалярно на 𝑣(𝑥). Имеем для произвольного натурального 𝑛

(𝐴𝑢𝑛, 𝑣) + 𝜀(𝑢𝑛, 𝑣) + (𝑡𝑛𝑧𝑛, 𝑣) − (𝑡𝑛𝑓, 𝑣) − 𝑡𝑛(𝜀𝑢𝑛, 𝑣) = 0. (10)

Так как (𝐴𝑢𝑛, 𝑣) = (𝑢𝑛, 𝐴
*𝑣) = 0, то, поделив обе части (10) на 𝑡𝑛, получим,

(
1 − 𝑡𝑛
𝑡𝑛

)𝜀(𝑢𝑛, 𝑣) + (𝑧𝑛, 𝑣) = (𝑓, 𝑣).
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Отсюда следует для достаточно больших 𝑘 справедливость неравенства (𝑓, 𝑣) > (𝑧𝑛𝑘
, 𝑣),

поскольку (𝑢𝑛𝑘
, 𝑣) = ‖𝑢𝑛𝑘

‖(𝑣𝑛𝑘
, 𝑣), (𝑣𝑛𝑘

, 𝑣) → ‖𝑣‖2 = 1 и ‖𝑢𝑛𝑘
‖ > 𝑛𝑘. Из чего заключаем,

что
(𝑓, 𝑣) ≥ lim inf

𝑘→∞
(𝑧𝑛𝑘

, 𝑣) ≥ lim inf
𝑘→∞

(

∫︁
𝑣>0

𝑔−(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑛𝑘
(𝑥, 𝑡))𝑣(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑣<0

𝑔+(𝑥, 𝑡, 𝑢𝑛𝑘
(𝑥, 𝑡))𝑣(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡) ≥

∫︁
𝑣>0

𝑔
+

(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁
𝑣<0

𝑔−(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡.

При переходе к пределу под знак интеграла воспользовались леммой Лебега-Фату [10] с
учетом оценки (4) для 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝑢) и тем, что для почти всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 𝑢𝑛𝑘

→ +∞, если
𝑣(𝑥) > 0, и 𝑢𝑛𝑘

→ −∞, если 𝑣(𝑥) < 0. Полученное неравенство противоречит условию
Ландесмана - Лазера в теореме1. Теорема1 доказана.
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