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О РЕЗОЛЬВЕНТАХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ
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Аннотация. В работе рассматриваются разбегающиеся возмущения абстрактного
периодического оператора. Невозмущённый оператор вводится как замкнутый опера-
тор на cоболевском пространстве, заданном на периодической области в многомер-
ном пространстве. На невозмущённый оператор накладываются условия, являющиеся
естественным обобщением условия эллиптичности и периодичности дифференциально-
го оператора. Возмущения описываются абстрактными относительными операторами,
локализованными в определённом смысле. Рассматривается случай, когда расстояния
между областями, где локализованы возмущения, неограниченно растет. Основной по-
лученный результат – явное представление для резольвенты возмущённого оператора.

Ключевые слова: резольвента, периодический оператор, разбегающиеся возмуще-
ния.

1. Введение

Работ, посвященных операторам с разбегающимися возмущениями, довольно много (см.,
например, [1]–[14]). Большая их часть посвящена изучению оператора Шрёдингера с ве-
щественными потенциалами (см., например, [4]–[10], [12]–[14]). При этом потенциалы были
сконцентрированы на конечных областях, причём предполагалось, что расстояния между
этими областями стремятся к бесконечности, что и объясняет название таких возмуще-
ний – “разбегающиеся”. Основное внимание в цитированных статьях уделялось изучению
асимптотического поведения собственных значений и собственных функций. Исследова-
нию же поведения резольвенты операторов с разбегающимися возмущениями посвящено
достаточно мало работ (см., например, [5], [6, Гл. 8, §8.6], [10], [15], [16]). Остановимся на
этих работах подробнее.

В [5] рассматривался оператор Лапласа в пространстве R3 с тремя разбегающимися по-
тенциалами. Потенциалы удовлетворяли двум условиям, первое из которых обеспечивало
относительную компактность, а второе описывало аналитические свойства потенциалов.
Была доказана сходимость резольвенты возмущённого оператора к резольвенте невозму-
щённого оператора в смысле сильной резольвентной сходимости. Также было приведено
разложение резольвенты возмущённого оператора в ряд Неймана, сходящийся в смысле
сильной резольвентной сходимости. В [6, Гл. 8, §8.6] рассматривался оператор Шрёдин-
гера с двумя разбегающимися возмущениями в пространстве R3. Возмущениями здесь
являлись два вещественных убывающих на бесконечности потенциала. Доказана сходи-
мость резольвенты унитарного преобразования некоторого матричного оператора, кото-
рый строился на основе исходного оператора с разбегающимися возмущениями. При этом
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унитарное преобразование строилось специальным образом и само зависело от расстояния
между разбегающимися потенциалами. В [10] исследовалось поведение резольвенты опе-
ратора Шрёдингера с двумя разбегающимися возмущениями в пространстве R3. Возмуще-
ния задавались вещественнозначными функциями из класса Ролльника. Предполагается,
что функция V (x) принадлежит классу Ролльника (Rollnik class), если

∫

R3×R3

|V (x)||V (y)|

|x− y|2
dxdy < ∞.

Была доказана сходимость к нулю разности резольвент возмущённого и невозмущённого
операторов.

Наиболее общие результаты были получены в статьях [15], [16]. Здесь рассматривал-
ся периодический дифференциальный эллиптический оператор чётного порядка с конеч-
ным числом разбегающихся возмущений в многомерном пространстве. Возмущающими
операторами были абстрактные локализованные операторы, локализованность которых
описывалась специальными весовыми функциями. Была получена явная формула для ре-
зольвенты возмущённого оператора. На основе этой формулы была доказана равномерная
резольвентная сходимость возмущённого оператора к некоторому предельному, а также
получено представление резольвенты в виде равномерно сходящегося асимптотического
ряда.

В настоящей работе рассматривается абстрактный оператор с разбегающимися возму-
щениями в некоторой произвольной области. Невозмущённый оператор, в отличие от ра-
бот [15], [16], не предполагается дифференциальным. Данный оператор вводится как опе-
ратор в L2(Ω) на некоторой периодической области Ω в многомерном пространстве. Усло-
вие эллиптичности в работах [15], [16] мы заменяем на выполнение некоторых априорных
оценок, а условие периодичности – на коммутирование нашего оператора с оператором
сдвига вдоль области Ω. Еще одним отличием от [15], [16] является то, что область Ω
достаточно произвольна, в то время как в [15], [16] в качестве такой области выбира-
лось многомерное пространство. Класс невозмущённых операторов, рассматриваемых в
данной работе, довольно широк. Невозмущёнными операторами могут быть дифференци-
альный оператор произвольного порядка в различных периодических областях, а также
интегрально-дифференциальные операторы (см. третий параграф). Разбегающиеся воз-
мущения определяются аналогично [15], [16]. Наш основной результат такого же типа, что
и в цитированных работ – получено явное представление для резольвенты возмущённого
оператора в предположении, что расстояние между областями, где локализованы возму-
щающие операторы, стремится к бесконечности. На основе этого представления доказана
равномерная резольвентная сходимость возмущённого оператора к некоторому предель-
ному оператору. Приведено разложение резольвенты возмущённого оператора в полный
асимптотический ряд, сходящийся в равномерной операторной норме. В основе доказа-
тельства главного результата лежит обобщение схемы, предложенной в работах [15], [16].

Опишем структуру статьи. В следующем параграфе описывается постановка задачи и
формулируется основной результат. В третьем параграфе приводятся примеры невозму-
щённых и возмущающих операторов, а также весовых функций и различного рода обла-
стей. В четвёртом параграфе доказывается основной результат.

2. Постановка задачи и основной результат

Пусть (x1, . . . , xd) – декартовы координаты в пространстве R
d, d > 1, а (e1, . . . , eℓ) –

набор линейно независимых векторов в пространстве Rd, где ℓ 6 d. Группу всех цело-
численных комбинаций вида z1e1 + . . . + zℓeℓ, zi ∈ Z, обозначим через Γ. Через Ω будем
обозначать некоторую область в R

d с достаточно гладкой границей, инвариантную отно-
сительно сдвигов на элементы группы Γ.
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Пусть Xi ∈ Γ, i = 1, . . . k – некоторые параметры. Положим τ(X) := min
i 6=j

|Xi − Xj|.

Всюду далее предполагается, что τ(X) → ∞.
В пространстве L2(Ω;C

n) рассмотрим некоторый абстрактный оператор H0, чья область
определения D(H0) является подпространством гильбертова пространства Wm

2 (Ω;Cn), где
m ∈ N. Будем предполагать, что данный оператор удовлетворяет следующим условиям:

A1. Для любой u ∈ D(H0) выполнено неравенство

‖u‖Wm
2

(Ω;Cn) 6 C1

(
‖H0u‖L2(Ω;Cn) + ‖u‖L2(Ω;Cn)

)
6 C2‖u‖Wm

2
(Ω;Cn),

где C1, C2 – некоторые константы, не зависящие от u.
A2. Справедливо равенство

S(−Xi)H0S(Xi) = H0, i = 1, . . . , k,

где S(Xi) – оператор сдвига, действующий по правилу (S(Xi)u)(·) = u(· −Xi).

Первое из данных условий следует понимать как обобщение в определённом смысле усло-
вия эллиптичности для дифференциальных операторов, а второе – как обобщение условия
периодичности. Отметим также, что из условия A1 немедленно вытекает замкнутость опе-
ратора H0.

Введём в рассмотрение функции ξi, ηi ∈ Cm(Ω), i = 1, . . . , k, удовлетворяющие следую-
щим требованиям:

A3. Существует положительная функция ϕ ∈ Cm(Ω), такая, что выполнены оценки:

|ξi(x)| 6 Cϕ(x), ∂αϕ(x) 6 Cϕ(x), x ∈ Ω, i = 1, . . . , k, |α| 6 m,

где C – некоторая константа, не зависящая от x, α ∈ Zd
+ – произвольный мультиин-

декс.
A4. Функции ϕ, ηi и все их производные вплоть до порядка m стремятся к нулю на

бесконечности.

Далее эти функции будем называть весовыми. Будем считать, что для оператора H0 верно
ещё одно предположение:

A5. Для любой u ∈ D(H0) и достаточно малых ε имеет место оценка

‖(ϕ−εH0ϕ
ε −H0)u‖L2(Ω;Cn) 6 ς(ε)‖u‖Wm

2
(Ω;Cn),

где функция ς(ε) не зависит от u и ς(ε) → 0 при ε → 0.

Пусть L0
i , i = 1, . . . k – произвольные операторы, ограниченные как операторы из

пространства Wm
2 (Ω;Cn) в пространство L2(Ω;C

n). Введём в рассмотрение операторы
Li = ξiL

0
i ηi в пространстве L2(Ω;C

n) с областью определения Wm
2 (Ω;Cn). Под разбега-

ющимися возмущениями будем понимать операторы вида
k∑

i=1

S(−Xi)LiS(Xi).

В пространстве L2(Ω;C
n) определим возмущённый оператор

HX := H0 +

k∑

i=1

S(−Xi)LiS(Xi)

с областью определения D(H0).
Целью данной работы является исследование поведения резольвенты возмущённого опе-

ратора при τ(X) → ∞. Для формулировки основного результата нам понадобятся допол-
нительные обозначения.

Введём в рассмотрение семейство операторов Hi := H0 + Li в пространстве L2(Ω;C
n) с

областью определения D(H0). Будем предполагать, что

A5. Операторы Hi замкнуты.
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Обозначим через σ(·) спектр оператора, через ‖ • ‖Y1→Y2
– норму линейного оператора,

действующего из пространства Y1 в пространство Y2, а через I – тождественный оператор.
Сформулируем основной результат.

Теорема 1. Пусть множество M := C \
k⋃

i=0

σ(Hi) непусто. Тогда для достаточно

больших τ(X) оператор HX замкнут. Для любого λ ∈ M и достаточно больших τ(X)
резольвента возмущённого оператора корректно определена и имеет место представле-
ние

(HX − λ)−1 =
[ k∑

i=1

S(−Xi)(Hi − λ)−1S(Xi)− (k − 1)(H0 − λ)−1
]
(I + PX)

−1,

PX :=
k∑

i,j=1

i6=j

S(−Xi)LiS(Xi)
[
S(−Xj)(Hj − λ)−1S(Xj)− (H0 − λ)−1

]
,

где ‖PX‖L2(Ω;Cn)→L2(Ω;Cn) → 0 при τ(X) → ∞.

Обсудим основной результат данной работы. Предположение непустоты множества M
достаточно естественно и верно для довольно большого класса операторов. Например,
данное множество заведомо непусто, если операторы Hi, i = 0, . . . , k самосопряжённы.
Множество M также непусто, если предположить, что операторы Hi либо операторы −Hi,
i = 0, . . . , k, являются m-секториальными.

Основным и самым важным результатом данной работы является явная формула для
резольвенты возмущённого оператора HX , приведённая в теореме. Как следует из дан-
ной формулы, вид резольвенты фактически определяется оператором PX . Данный опе-
ратор является своего рода универсальной характеристикой резольвенты возмущённого
оператора HX . Из формулы для оператора PX видно, что этот оператор является суммой
слагаемых, каждое из которых можно интерпретировать как попарное взаимодействие
операторов Li. Таким образом, задача об отыскании резольвенты возмущённого опера-
тора HX сводится к отысканию оператора PX . Зная последний, мы можем не только
выписать явную формулу для резольвенты возмущённого оператора HX , но и получить
полное асимптотическое разложение резольвенты возмущённого оператора HX . Для этого
достаточно в формуле для резольвенты разложить оператор (I + PX)

−1 в ряд Неймана.

3. Примеры

В данном параграфе приводятся примеры невозмущённого оператора H0 и примеры
областей Ω. Многочисленные примеры весовых функций и возмущающих операторов L0

i

весьма подробно обсуждались в третьем параграфе работы [15] для случая Ω = Rd. Эти
примеры нетрудно распространить и на случай произвольной области Ω. Отметим также,
что как и в [15], класс весовых функций весьма широк. В частности, убывание может быть
экспоненциальным, степенным и даже логарифмическим.

В качестве невозмущённого оператора могут быть рассмотрены различные дифферен-
циальные операторы с краевыми условиями первого, второго и третьего типов. Напри-
мер, дифференциальный оператор второго порядка, матричный и магнитный операторы
Шрёдингера, оператор теории упругости, двух- и трёхмерный оператор Паули, а также
оператор с δ – потенциалом. Основным требованием на граничные условия является пери-
одичность. Подробное описание данных примеров во всём пространстве R

d приводится в
третьем параграфе статьи [15]. Обобщение их на различные области не составляет особого
труда, и поэтому мы на них не останавливаемся.

В качестве примеров областей Ω может быть взято многомерное пространство: Ω = Rd,
d ∈ N, области типа слоёв или полос: Ω = ω×R

p, ω – ограниченная область в R
q. Следую-

щий пример – периодически изогнутые полосы – см. рис. 1, либо периодически скрученные
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Рис. 1: Периодически
изогнутая полоса

Рис. 2: Скручённый
цилиндр

Рис. 3: Периодически
перфорированная об-
ласть

многомерные цилиндры – см. рис. 2. Возможно также взять области с периодической пер-
форацией, см. рис. 3.

Примером недифференциального оператора H0 является интегро-дифференциальный
оператор

H0u :=




∑

β,γ∈Zd
+

|β|=|γ|=p

∂β

∂xβ
Aβγ

∂γ

∂xγ
+

∑

β∈Zd
+

|β|62p−1

Aβ

∂β

∂xβ


 u+

∫

Ω

F(·, y, · − y)u(y) dy,

где p ∈ N. Предполагается, что дифференциальная часть оператора H0 удовлетворяет
условию эллиптичности вида

ν
∑

β∈Zd
+

|β|=p

|ξβ|
2
6 Re

∑

β,γ∈Zd
+

|β|=|γ|=p

(Aβγ(x)ξβ, ξγ)Cn , ξβ ∈ C
n,

ν — некоторая константа, не зависящая от x и ξβ, m ∈ N, функции Aβγ ∈ Cp(Ω), Aβ(Ω)
периодичны относительно сдвигов на элементы группы Γ, то есть,

Aβγ(x+ ρ) = Aβγ(x), Aβ(x+ ρ) = Aβ(x), x ∈ Ω, ρ ∈ Γ.

Функция F(x, y, z) периодична по x и y относительно сдвигов на элементы группы Γ,
финитна по z и удовлетворяет условию

∫

Ω

max
x,y

|F(x, y, z)|dz =

∫

Ω

f(z)dz < ∞, (1)

где f(z) := max
x,y

|F(x, y, z)| — некоторая финитная функция. Отметим, что условие (1) и

финитность функции F(x, y, z) по переменной z являются достаточно слабыми требовани-
ями, и класс возможных функций F(x, y, x− y) довольно широк.

Проверим выполнение требований (A1) — (A3) для оператора H0. Согласно леммам 2
и 4 в работе [15], для дифференциальной части оператора H0 условия (A1), (A2), (A5)
будут выполнены. Рассмотрим интегральную часть невозмущённого оператора H0. Со-
гласно неравенству Коши-Буняковского, оценке (1) и финитности функции F (x, y, z) по
переменной z, справедливы неравенства

M(x) :=

∣∣∣∣∣

∫

Ω

F(x, y, x− y)u(y)dy

∣∣∣∣∣

2

6

∫

Ω

f(t)dt

∫

Ω

f(x− y)
∣∣u(y)

∣∣2dy,

∫

Ω

M(x)dx 6 C
∥∥u

∥∥2

L2(Ω;Cn)
,

где C — некоторая константа, не зависящая от u. Следовательно, интегральная часть
невозмущённого оператора H0 действует из пространства L2(Ω;C

n) в пространство
L2(Ω;C

n), и условие (A1) будет выполнено. Так как функция F(x, y, z) периодическая
по переменным x и y, то условие (A2) для интегральной части невозмущённого оператора
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H0 также выполнено. Для проверки условия (A5) достаточно оценить интеграл

Nε(x) =

∫

Ω

[
ϕε(y)ϕ−ε(x)− 1

]
F (x, y, x− y)u(y)dy.

Для этого дополнительно предположим, что функция ϕ удовлетворяет условию

K1 6
ϕ(x− t)

ϕ(x)
6 K2, x ∈ Ω, t ∈ Π, (2)

где Π — некоторый компакт, K1, K2 – некоторые положительные числа, не зависящие от
x и t, и для всех x, y носитель функции F (x, y, ·) целиком лежит в Π. Данное условие
достаточно слабое. В частности, оно выполнено для всех примеров весовых функций,
которые приводятся в третьем параграфе работы [15].

Пользуясь неравенством Коши-Буняковского, делая замену переменной x − y = t, а
также учитывая условие (2) и то, что функция f(z) является финитной, последовательно
получаем

∣∣∣Nε(x)
∣∣∣
2

6

∫

Ω

[
ϕε(y)ϕ−ε(x)− 1

]2
f(x− y)dy

∫

Ω

f(x− y)
∣∣u(y)

∣∣2dy

6

∫

Ω

[(ϕ(x− t)

ϕ(x)

)ε

− 1
]2
f(t)dt

∫

Ω

f(x− y)
∣∣u(y)

∣∣2dy

6 εK3

∫

Ω

f(x− y)
∣∣u(y)

∣∣2dy,

где K3 — некоторая константа, не зависящая от x. Согласно последней оценке, имеет место
неравенство ∫

Ω

∣∣Nε(x)
∣∣2dx 6 εK4‖u‖

2
L2(Ω;Cn), (3)

где K4 — некоторая константа, не зависящая от ε и u. Из неравенства (3) следует спра-
ведливость условия (A5) для интегральной части невозмущённого оператора H0. Таким
образом, интегро-дифференциальный оператор H0 является примером недифференциаль-
ного невозмущённого оператора.

4. Доказательство основного результата

Для доказательства теоремы 1 нам понадобится пара вспомогательных лемм.

Лемма 1. Пусть λ ∈ M , ξ — одна из функций ξi, i = 1, . . . k, η — одна из функций
ηj, j = 1, . . . k, X – один из векторов Xi −Xj, i 6= j. Тогда для всех ηj, j = 1, . . . , k, при
X → ∞ выполнено

‖ηS(X)(H0 − λ)−1ξ‖L2(Ω;Cn)→Wm
2

(Ω;Cn) → 0, X → ∞. (4)

Доказательство. Для любой f ∈ L2(Ω;C
n) положим u := (H0 − λ)−1ξf . Функцию u,

являющуюся решением уравнения

(H0 − λ)u = ξf, (5)

будем искать в виде u = ϕεv, где ε > 0 – некоторая достаточно малая константа. Подстав-
ляя u = ϕεv в (5), получаем:

(H0 − λ)u = (H0 − λ)ϕεv = H0ϕ
εv − λϕεv = ξf.
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Разделим последнее уравнение на ϕε, а затем в левой части прибавим и вычтем H0v:

ϕ−εH0ϕ
εv − λv +H0v −H0v = (H0 + (ϕ−εH0ϕ

ε −H0)− λ)v

= (I + (ϕ−εH0ϕ
ε −H0)(H0 − λ)−1)(H0 − λ)v = ϕ−εξf

(6)

В силу условий (A1), (A5) норма оператора (ϕ−εH0ϕ
ε − H0)(H0 − λ)−1 как оператора из

L2(Ω;C
n) в L2(Ω;C

n) мала при достаточно малых ε.
Так как операторы (H0 − λ), (I + (ϕ−εH0ϕ

ε −H0)(H0 − λ)−1) обратимы, то уравнение
(6) разрешимо, и его решение представимо в виде

v =
(
H0 − λ)−1(I + (ϕ−εH0ϕ

ε −H0)(H0 − λ)−1
)−1

ϕ−εξf.

Из последнего уравнения и условия (A3) выводим оценку

‖v‖Wm
2

(Ω;Cn) = ‖(H0 − λ)−1(I + (ϕ−εH0ϕ
ε −H0)(H0 − λ)−1)−1ϕ−εξf‖L2(Ω;Cn)

6 C ‖f‖L2(Ω;Cn) ,

где C — некоторые константы, не зависящие от v и f .
В силу условий (A3), (A4) справедливо неравенство

∑

β∈Zd
+

|β|=m

∥∥∥∥
∂β

∂xβ
(ηiS(X)u)

∥∥∥∥
2

L2(Ω;Cn)

=
∑

β∈Zd
+

|β|=m

∥∥∥∥
∂β

∂xβ
(ηiS(X)ϕεS(X)v)

∥∥∥∥
2

L2(Ω;Cn)

=
∑

β∈Zd
+

|β|=m

∑

ρ∈Zd
+

06|ρ|6|β|

∑

α∈Zd
+

06|α|6|ρ|

∥∥∥Cβρα

∂αηi

∂xα

∂ρ−αS(X)ϕε

∂xρ−α

∂β−ρS(X)v

∂xβ−ρ

∥∥∥
2

L2(Ω;Cn)

6 C
∑

β∈Zd
+

|β|=m

∑

ρ∈Zd
+

06|ρ|6|β|

∑

α∈Zd
+

06|α|6|ρ|

∥∥∥
∂αηi

∂xα
S(X)ϕε∂

β−ρS(X)v

∂xβ−ρ

∥∥∥
2

L2(Ω;Cn)

6 C̃(X)‖v‖2Wm
2

(Ω;Cn),

где

C̃(X) := Cmax
Ω

∑

β∈Zd
+

|β|=2

∑

ρ∈Zd
+

06|ρ|6|β|

∑

α∈Zd
+

06|α|6|ρ|

∣∣∣
∂αηi

∂xα
S(X)ϕε

∣∣∣ → 0 при X → ∞,

C — некоторая константа, не зависящая от X и u.

Из несложно проверяемого равенства

S(−Xj)(Hj − λ)−1S(Xj)− (H0 − λ)−1

= S(−Xj)
(
(Hj − λ)−1 − (H0 − λ)−1

)
S(Xj)

= −S(−Xj)(H0 − λ)−1Lj(Hj − λ)−1S(Xj)

и определения оператора PX следует

PX =−
k∑

i,j=1

i6=j

S(−Xi)LiS(Xi −Xj) (H0 − λ)−1 Lj (Hj − λ)−1 S(Xj)

=−

k∑

i,j=1

i6=j

S(−Xi)ξiL
0
i ηiS(Xi −Xj) (H0 − λ)−1

ξjL
0
jηj (Hj − λ)−1 S(Xj).

Применяя теперь лемму 1, приходим к следующему утверждению.
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Лемма 2. Для любого λ ∈ M при τ(X) → +∞ верно

‖PX‖L2(Ω;Cn)→L2(Ω;Cn) → 0.

Переходим теперь непосредственно к доказательству теоремы 1. Прямыми вычислени-
ями проверяем, что

T : = (HX − λ)
( k∑

i=1

S(−Xi)(Hi − λ)−1S(Xi)− (k − 1)(H0 − λ)−1
)

= kI +
k∑

i,j=1

i6=j

S(−Xi)LiS(Xi)(H0 + S(−Xj)LjS(Xj)− λ)−1 − (k − 1)I

− (k − 1)

k∑

i=1

S(−Xi)LiS(Xi)(H0 − λ)−1

= I +
k∑

i,j=1

i6=j

S(−Xi)LiS(Xi)
[
(H0 + S(−Xj)LjS(Xj)− λ)−1 − (H0 − λ)−1

]

= I + PX .

В силу леммы 2 при достаточно больших τ(X) оператор (I+PX) ограниченно обратим.
Отсюда и из определения оператора T следует справедливость требуемого представления
для резольвенты возмущённого оператора; необходимо лишь проверить тривиальность
ядра оператора (HX − λ).

Аналогично приведённым выше вычислениям нетрудно показать, что
[

k∑

i=1

(Hi − λ)−1 − (k − 1)(H0 − λ)−1

]
(HX − λ) = I +QX ,

QX = −
k∑

i,j=1

i6=j

S(−Xj)(Hj − λ0)
−1LjS(Xj −Xi)(H0 − λ0)

−1LiS(Xi),

∥∥QX

∥∥
Wm

2
(Ω;Cn)→Wm

2
(Ω;Cn)

→ 0 при τ(X) → ∞.

Отсюда уже несложно вывести тривиальность ядра оператора (HX − λ) для достаточно
большого τ(X).

Из полученного представления для резольвенты и теоремы Банаха об обратном опера-
торе следует априорная оценка для оператора HX :

‖u‖Wm
2

(Ω;Cn) 6 C1

(
‖HXu‖L2(Ω;Cn) + ‖u‖L2(Ω;Cn)

)
,

откуда и вытекает замкнутость этого оператора при достаточно больших τ(X).
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