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О СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ОДНОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

С СУММИРУЕМЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ

С.И.МИТРОХИН

Аннотация. В статье изучаются спектральные свойства дифференциальных операто-
ров шестого порядка с запаздывающим аргументом. Предполагается, что коэффици-
енты оператора являются суммируемыми функциями на отрезке. По одной методике
изучаются одновременно 36 видов граничных условий. Вычислена асимптотика соб-
ственных значений этого дифференциального оператора.

Ключевые слова: Дифференциальный оператор, суммируемые коэффициенты,
запаздывающий аргумент, асимптотика решений, асимптотика собственных значений.

В данной статье будем изучать спектральные свойства дифференциального оператора,
задаваемого дифференциальным уравнением шестого порядка с запаздывающим аргумен-
том следующего вида:

y(6)(x) + r(x) · y′′(x− τ) + p(x) · y′(x− τ) + q(x) · y(x− τ) = λ · a6 · y(x), (1)

где 0 6 x 6 π, a > 0, τ — запаздывание, τ > 0, с начальными условиями вида

y(x− τ) = y(0) · ϕ(x− τ), x 6 τ, ϕ(0) = 1, (2)

с граничными условиями (разделенными, нерегулярными) следующего вида:

y(m1)(0) = y(m2)(0) = y(m3)(0) = y(m4)(0) = y(m5)(0) = y(n1)(π) = 0, (3)

где m1 < m2 < m3 < m4 < m5; mk, n1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, k = 1, 2, 3, 4, 5.
Коэффициенты дифференциального уравнения (1) предполагаются суммируемыми

функциями на отрезке [0; π], т. е. для них выполняются условия теоремы Римана-Лебега:

r(x) ∈ L1[0; π], p(x) ∈ L1[0; π], q(x) ∈ L1[0, π] ⇔




x∫

0

r(t)dt




′

x

= r(x),




x∫

0

p(t)dt




′

x

= p(x),




x∫

0

q(t)dt




′

x

= q(x) почти всюду на отрезке [0, π]. (4)

Заметим, что из начальных условий (2) следует, что

y′(x− τ) = y(0) · ϕ′(x− τ), y′′(x− τ) = y(0) · ϕ′′(x− τ), x 6 τ, ϕ(0) = 1, (5)

поэтому будем предполагать, что ϕ(x) ∈ D2[−τ ; 0].
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В дифференциальном уравнении (1) число λ— спектральный параметр, ρ(x) = a6 = const
(∀x ∈ [0; π]) — весовая функция. Цель данной статьи — найти асимптотику решений диф-
ференциального уравнения при больших значениях спектрального параметра λ, а так-
же найти асимптотику собственных значений дифференциального оператора (1)–(2)–(3)
в случае выполнения условий суммируемости (4).

Дифференциальные уравнения типа (1)–(2) с запаздывающим аргументом (чаще все-
го второго порядка) в случае непрерывных, гладких или бесконечно дифференцируемых
коэффициентов изучаются уже давно (см. [1]–[5]).

Краевая задача типа задачи Штурма-Лиувилля (с нахождением асимптотики собствен-
ных значений в главном приближении) для дифференциального оператора второго по-
рядка (с запаздывающим аргументом) с разделенными граничными условиями общего
вида в случае гладкого потенциала q(x) подробно изучена в монографии [6, глава 3], но
полученной асимптотики не хватает для вычисления первого регуляризованного следа
рассматриваемого оператора.

В работе [7] были вычислены более точные асимптотики решений и собственных значе-
ний (по сравнению с [6, глава 3]) дифференциального оператора второго порядка с раз-
деленными граничными условиями в случае достаточно гладких (бесконечно дифферен-
цируемых) коэффициентов q(x) и ϕ(x). В результате были вычислены регуляризованные
следы рассматриваемого дифференциального оператора.

В работе [8] была решена обратная задача определения дифференциального оператора
второго порядка с запаздывающим аргументом с разделенными граничными условиями
общего вида по двум спектрам в случае аналитического потенциала q(x), если ϕ(x) ≡ 0
при x 6 0.

Мы предлагаем методику изучения спектральных свойств дифференциальных операто-
ров порядка выше, чем второго, с запаздывающим аргументом, вида (1)–(2) с граничными
условиями (3), в случае суммируемости коэффициентов (т. е. выполнения условий (4)) и
начальной функции ϕ(x), удовлетворяющей условию ϕ(x) ∈ D2[−τ ; 0]. Если выполнено
условие r(x) ≡ 0, p(x) ≡ 0 ∀x ∈ [0; π], то наша методика будет верна даже в случае
ϕ(x) ∈ L1[0; π].

В случае обычных дифференциальных операторов (типа операторов Штурма-Лиувилля
произвольного четного порядка, без запаздывания аргумента), эта методика изложена
автором в монографии [9, глава 5]. Пример изучения оператора четвертого порядка дан в
работе [10].

Перейдем к нахождению асимптотики решений дифференциального уравнения (1) в
случае выполнения условий суммируемости (4).

Пусть λ = s6 (λ— спектральный параметр), s =
6
√
λ— одна из шести ветвей корня,

которую мы зафиксируем условием 6
√
1 = +1. Пусть wk (k = 1, 2, . . . , 6) — различные корни

шестой степени из единицы:

w6
k = 1, wk = e

2πi
6

(k−1) (k = 1, 2, . . . , 6);

w1 = −w4 = 1, w2 = −w5 =
1 +

√
3i

2
, w3 = −w6 =

−1 +
√
3i

2
. (6)

При этом легко доказать, что для чисел wk (k = 1, 2, . . . , 6) из (6) справедливы следую-
щие равенства:

6∑

k=1

wm
k = 0, m = 1, 2, 3, 4, 5;

6∑

k=1

wm
k = 6, m = 0, m = 6. (7)

Методом вариации произвольных постоянных с учетом свойства (7) доказывается сле-
дующее утверждение.
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Теорема 1. Решение y(x, s) дифференциального уравнения (1) является решением сле-

дующего интегрального уравнения Вольтерра:

y(x, s) =

6∑

k=1

Ck · eawksx − 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · eawksx ·
x∫

0

e−awkst · F (t− τ, s) · dtak, (8)

где Ck (k = 1, 2, . . . , 6)— произвольные постоянные, причем введено следующее обозначе-

ние:

F (x− τ, s) = r(x) · y′′(x− τ, s) + p(x) · y′(x− τ, s) + q(x) · y(x− τ, s). (9)

При этом в силу свойств (4) справедливы следующие формулы:

y′(x, s) =
6∑

k=1

Ck · awks · eawksx−

− 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · awks · eawksx ·




x∫

0

. . .





ak

+ ϕ1(x, s), (10)

где ϕ1(x, s)
(8)
= − 1

6a5s5
·

6∑
k=1

wk · eawksx · e−awksx · F (x − τ, s) = 1
6a5s5

· F (x − τ, s) ·
6∑

k=1

wk = 0 в

силу свойства (7) при m = 1;

y′′(x, s) =

6∑

k=1

Ck · (awks)
2 · eawksx−

− 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · (awks)
2 · eawksx ·




x∫

0

. . .




ak

− ϕ2(x, s), (11)

где ϕ2(x, s)
(10)
= 1

6a5s5
·

6∑
k=1

wk · awks · eawksx · e−awksx · F (x − τ, s) = 1
6a4s4

·

F (x− τ, s) ·
6∑

k=1

w2
k = 0 в силу (7) при m = 2.

Формулы (10)–(11) позволяют дать другое доказательство теоремы 1.
Дифференцируя формулу (11) несколько раз по переменной x, получаем:

y(m)(x, s) =
6∑

k=1

Ck · (awks)
m · eawksx−

− 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · (awks)
m · eawksx




x∫

0

. . .




ak

− ϕm(x, s), (12)

где ϕm(x, s)
(11)
= 1

6a5s5
·

6∑
k=1

wk · (awks)
m−1 · eawksx · e−awksx ·F (x− τ, s) = 1

6·a6−ms6−m ·F (x− τ, s) ·
6∑

k=1

wm
k = 0 в силу условия (7) при m = 3, 4, 5.
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Продифференцировав еще раз формулу (12) при m = 5, подставим получившееся вы-
ражение и формулы (8)–(12) в дифференциальное уравнение (1), при этом получим:

y(6)(x,s) + F (x− τ, s)− λ · a6 · y(x, s) (12),(8)
====

6∑

k=1

Ck · (awks)
6 · eawksx−

− 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · (awks)
6 · eawksx ·




x∫

0

. . .




ak

− 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · (awks)
5·

· eawksx · e−awksx · F (x− τ, s) + F (x− τ, s)− s6 · a6 ·
6∑

k=1

Ck · eawksx+

+ s6 · a6 · 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · eawksx ·




x∫

0

. . .




ak

=
6∑

k=1

Ck · eawksx · [(awks)
6−

− s6 · a6] + 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · eawksx ·




x∫

0

. . .





ak

· [s6a6 − (awks)
6]+

+ F (x− τ, s)− 1

6a5s5
· F (x− τ, s) · a5s5 ·

6∑

k=1

w6
k = 0

почти всюду на отрезке [0; π] (13)

в силу равенств (7) и свойства (6): w6
k = 1 (k = 1, 2, . . . , 6).

Равенство (13) показывает, что функция y(x, s) из (8)–(12) действительно является ре-
шением дифференциального уравнения (1).

Вывод формул для асимптотики решения y(x, s) дифференциального уравнения (1) при
|s| → +∞ (при больших значениях спектрального параметра λ) зависит от величины
запаздывания τ . Так как число τ (запаздывание, τ > 0) постоянно, то существует такое
натуральное число k0 + 1 (k0 ∈ N ∪ {0}), что выполняется неравенство

0 < τ < 2τ < · · · < k0 · τ 6 π < (k0 + 1) · τ. (14)

В зависимости от значения этого числа k0 решения y(x, s) дифференциального урав-
нения (1)–(2) будут выписываться по-разному: там, где аргумент функции y(t − τ, s) из
(8)–(9) окажется меньше нуля, эту функцию следует заменить на y(0) · ϕ(t − τ) в силу
начального условия (2), а функции y′(t − τ, s) и y′′(t − τ, s) нужно заменить на функции
y(0) · ϕ′(t− τ, s) и y(0) · ϕ′′(t− τ, s) соответственно в силу свойства (5).

Поэтому последовательно рассмотрим случаи k0 = 0, k0 = 1, k0 = 2, k0 > 3, k0 ∈ N.
Рассмотрим первый случай: пусть τ > π (k0 = 0).
В этом случае в формуле (8)–(9) аргументы функций y(t− τ, s), y′(t− τ, s) и y′′(t− τ, s)

отрицательны (0 6 x 6 π в силу (1), 0 6 t 6 x 6 π, −τ 6 t− τ 6 π − τ < 0), поэтому эти
функции нужно заменить, используя формулы (2) и (5):

y(x, s) =

6∑

k=1

Ck · eawksx − 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · eawksx·
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·




x∫

0

r(t) · e−awkst · y(0) · ϕ′′(t− τ) · dtark+

+

x∫

0

p(t) · e−awkst · y(0) · ϕ′(t− τ) · dtapk+

+

x∫

0

q(t) · e−awkst · y(0) · ϕ(t− τ)dtaqk


 . (15)

Учитывая, что y(0) =
6∑

k=1

Ck в силу формулы (8), подставим это значение y(0) в формулу

(15), перегруппируем слагаемые и придем к выводу, что верно следующее утверждение.

Теорема 2. Общее решение y(x, s) дифференциального уравнения (1)–(2) в случае

τ ∈ (π; +∞) (k0 = 0 в формуле (14)), если выполнено условие суммируемости (4), на-

ходится в следующем явном виде:

y(x, s) =

6∑

k=1

Ck · yk(x, s); y(m)(x, s) =

6∑

k=1

Ck · y(m)
k (x, s), m = 1, 2, 3, 4, 5, (16)

причем фундаментальная система решений {yk(x, s)}6k=1 представляется в виде

yk(x, s) = eawksx − 1

6a5s5
·

6∑

k1=1

wk1 · eawk1
sx ·




x∫

0

r(t) · e−awk1
st · ϕ′′(t− τ) ·

· dtrk1 +
x∫

0

p(t) · e−awk1
st · ϕ′(t− τ) · dtpk1+

+

x∫

0

q(t) · e−awk1st · ϕ(t− τ) · dtqk1


 , k = 1, 2, . . . , 6; (17)

y
(m)
k (x, s)

(as)m
= wm

k · eawksx − 1

6a5s5
·

6∑

k1=1

wk1 · wm
k1
· eawk1

sx·

·






x∫

0

. . .




rk1

+




x∫

0

. . .




pk1

+




x∫

0

. . .




qk1


 ,

k = 1, 2, . . . , 6; m = 1, 2, 3, 4, 5. (18)

Заметим также, что функции yk(x, s) (k = 1, 2, . . . , 6) из (16)–(18) удовлетворяют следу-
ющим начальным условиям:

yk(0, s) = 1; y
(m)
k (0, s) = wm

k · am · sm;

y(0, s) =

6∑

k=1

Ck; y(m)(0, s) =

6∑

k=1

Ck · wm
k · am · sm,

k = 1, 2, . . . , 6; m = 1, 2, 3, 4, 5. (19)
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Подчеркнем еще раз, что в формулах (16)–(18) решения находятся в явном виде, в
отличие от дифференциальных уравнений без запаздывания (см. [10], [9, глава 5]): там
решения выписываются в виде асимптотических рядов без обрывания.

Рассмотрим теперь второй случай: τ ∈
(
π
2
; π
]

(т. е. k0 = 1 в формуле (14)). В этом случае
аргументы функции y(t−τ, s), y′(t−τ, s) и y′′(t−τ, s) в формуле (8)–(9) не всегда являются
отрицательными, и формулы (2), (5) использовать для них пока что нельзя.

Для нахождения асимптотических решений в этом случае воспользуемся методом по-
следовательных приближений Пикара: найдем y(t−τ, s) из (8), y′(t−τ, s) из (10), y′′(t−τ, s)
из (11) и подставим их в формулу (8)–(9). При этом получим:

y(x, s) =

6∑

k=1

Ck · eawksx − 1

6a5s5
·

6∑

k1=1

wk1 · eawk1
sx ·

x∫

0

r(t) · e−awk1
st·

· Φ1(t, τ) · dtark1 −
1

6a5s5
·

6∑

k1=1

wk1 · eawk1
sx

x∫

0

p(t) · e−awk1
st·

· Φ2(t, τ) · dtapk1 −
1

6a5s5
·

6∑

k1=1

wk1 · eawk1
sx ·

x∫

0

q(t) · e−awk1
st·

· Φ3(t, τ) · dtaqk1 , (20)

где введены следующие обозначения:

Φ1(t, τ) =

6∑

k=1

Ck · (awks)
2 · eawks(t−τ) − 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · (awks)
2·

· eawks(t−τ) ·






t−τ∫

0

. . .




ark

+




t−τ∫

0

. . .




apk

+




t−τ∫

0

. . .




aqk


 , (21)

Φ2(t, τ) =

6∑

k=1

Ck · (awks) · eawks(t−τ)−

− 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · (awks) · eawks(t−τ) · ψ(t, τ);

Φ3(t, τ) =

6∑

k=1

Ck · eawks(t−τ) − 1

6a5s5
·

6∑

k=1

wk · eawks(t−τ) · ψ(t, τ), (22)
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ψ(t, τ) =




t−τ∫

0

. . .




ark

+




t−τ∫

0

. . .




apk

+




t−τ∫

0

. . .




aqk

=

=

t−τ∫

0

r(ξ) · e−awksξ · y′′(ξ − τ, s) · dξark+

+

t−τ∫

0

p(ξ) · e−awksξ · y′(ξ − τ, s) · dξapk+

+

t−τ∫

0

q(ξ) · e−awksξ · y(ξ − τ, s)dξaqk. (23)

При этом в интегралах, входящих в формулы (20)–(23), имеем: 0 6 x 6 π,
0 6 t 6 x 6 π, 0 6 ξ 6 t − τ , поэтому 0 6 ξ 6 t − τ 6 π − τ , −τ 6 ξ − τ 6 π − 2τ < 0
(так как сейчас рассматриваем случай k0 = 1 в (14), т. е. π

2
< τ 6 π), т. е. получили: ар-

гумент функции y(ξ − τ, s), y′(ξ − τ, s) и y′′(ξ − τ, s) в интегралах, входящих в формулы
(20)–(23), являются отрицательными, значит, к ним применимы начальные условия (2) и

(5), в которых y(0) =
6∑

k=1

Ck в силу формулы (8).

Подставляя выражение y(0) =
6∑

k=1

Ck в формулу (20)–(23) и проведя необходимые вы-

числения и преобразования, приходим к выводу, что справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Общее решение y(x, s) дифференциального уравнения (1)–(2) в случае

τ ∈
(
π
2
; π
]
(k0 = 1 в (14)) находится в следующем явном виде:

y(x, s) =

6∑

k=1

Ck · gk(x, s); y(m)(x, s) =

6∑

k=1

·g(m)
k (x, s), m = 1, 2, 3, 4, 5, (24)

причем для фундаментальной системы {gk(x, s)}6k=1 справедливы следующие формулы:

yk(x, s) = eawksx − 1

6a4s4
· Φ3k(x, s, τ)−

1

6a4s4
· Φ4k(x, s, τ)−

1

6a5s5
·

· Φ5k(x, s, τ) +
1

36a8s8
· ψ8k(x, s, τ) +

1

36a9s9
· ψ9k(x, s, τ)+

+
1

36a10s10
· ψ10,k(x, s, τ), k = 1, 2, . . . , 6, (25)

y(m)(x, s)

(as)m
= wm

k · eawksx − 1

6a3s3
· Φm

3k(x, s, τ)−
1

6a4s4
· Φm

4k(x, s, τ)−

− 1

6a5s5
· Φm

5k(x, s, τ) +
1

36a8s8
· ψm

8k(x, s, τ) +
1

36a9s9
· ψm

9k(x, s, τ)+

+
1

36a10s10
· ψm

10,k(x, s, τ), k = 1, 2, . . . , 6; m = 1, 2, 3, 4, 5 (26)



102 С.И.МИТРОХИН

где введены следующие обозначения:

Φ3k(x, s, τ) = w2
k · e−awksτ ·

6∑

k1=1

wk1 · eawk1
sx ·

x∫

0

r(t) · ea(wk−wk1
)st · dtrkk1;

Φm
3k(x, s, τ) = w2

k · e−awksτ ·
6∑

k1=1

wk1 · wm
k1
· eawk1

sx ·




x∫

0

. . .




rkk1

;

Φ4k(x, s, τ) = wk · e−awksτ ·
6∑

k1=1

wk1 · eawk1
sx ·

x∫

0

p(t) · ea(wk−wk1
)st · dtpkk1;

Φm
4k(x, s, τ) = wk · e−awksτ ·

6∑

k1=1

wk1 · wm
k1
· eawk1

sx




x∫

0

. . .





pkk1

;

Φ5k(x, s, τ) = e−awksτ ·
6∑

k1=1

wk1 · eawk1
sx ·

x∫

0

q(t) · ea(wk−wk1
)st · dtqkk1;

Φm
5k(x, s, τ) = e−awksτ ·

6∑

k1=1

wk1 · wm
k1
· eawk1

sx ·




x∫

0

. . .




qkk1

;

ψ8k(x, s, τ) =
6∑

k1=1

w3
k1

· e−awk1
sτ ·
(

6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx·

· [R8(x, s, τ, ϕ
′′) + P8(x, s, τ, ϕ

′) +Q8(x, s, τ, ϕ)]

)
,

R8(x, s, τϕ
′′) =

x∫

0

r(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

r(ξ) · e−awk1
sξ · ϕ′′(ξ − τ)dξ


 · dt;

P8(x, s, τϕ
′) =

x∫

0

r(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

p(ξ) · e−awk1
sξ · ϕ′(ξ − τ)dξ


 · dt;

ψm
8k(x, s, τ) =

6∑

k1=1

w3
k1

· e−awk1
sτ ·
(

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
· eawk2

sx·

· [R8(x, s, τ, ϕ
′′) + P8(x, s, τ, ϕ

′) +Q8(x, s, τ, ϕ)]

)
;

k = 1, 2, . . . , 6, m = 1, 2, 3, 4, 5;

ψ8k(x, s, τ) = ψ81(x, s, τ); ψm
8k(x, s, τ) = ψm

81(x, s, τ),

k = 1, 2, . . . , 6; m = 1, 2, 3, 4, 5;

ψ9k(x, s, τ) =
6∑

k1=1

w2
k1

· e−awk1
sτ ·
(

6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx · [R9(x, s, τ, ϕ

′′)+

+ P9(x, s, τ, ϕ
′) +Q9(x, s, τ, ϕ)]

)
;
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R9(x, s, τ, ϕ
′′) =

x∫

0

p(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

r(ξ) · e−awk1
sξ · ϕ′′(ξ − τ)dξ


 · dt;

P9(x, s, τϕ
′) =

x∫

0

p(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

p(ξ) · e−awk1
sξ · ϕ′(ξ − τ)dξ


 · dt;

Q9(x, s, τϕ) =

x∫

0

p(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

q(ξ) · e−awk1
sξ · ϕ(ξ − τ)dξ


 · dt;

ψm
9k(x, s, τ) =

6∑

k1=1

w2
k1

· e−awk1
sτ ·
(

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
· eawk2

sx · [R9(x, s, τ, ϕ
′′)+

+ P9(x, s, τ, ϕ
′) +Q9(x, s, τ, ϕ)]

)
; ψ9k(x, s, τ) = ψ91(x, s, τ);

ψm
9k(x, s, τ) = ψm

91(x, s, τ)

ψm
10,k(x, s, τ) =

6∑

k1=1

wk1 · e−awk1
sτ ·
(

6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx · [R10(x, s, τ, ϕ

′′)+

+ P10(x, s, τ, ϕ
′) +Q10(x, s, τ, ϕ)]

)
; ψ10,k(x, s, τ) = ψ10,1(x, s, τ);

R10(x, s, τ, ϕ
′′) =

x∫

0

q(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

r(ξ) · e−awk1
sξ · ϕ′′(ξ − τ)dξ


 · dt;

P10(x, s, τ, ϕ
′) =

x∫

0

q(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

p(ξ) · e−awk1
sξ · ϕ′(ξ − τ)dξ



 · dt;

Q10(x, s, τ, ϕ) =

x∫

0

q(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

q(ξ) · e−awk1
sξ · ϕ(ξ − τ)dξ



 · dt;

ψm
10,k(x, s, τ) =

6∑

k1=1

wk1 · e−awk1
sτ ·
(

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
·

· eawk2
sx · [R10(x, s, τ, ϕ

′′) + P10(x, s, τ, ϕ
′) +Q10(x, s, τ, ϕ)]

)
;

ψm
10,k(x, s, τ) = ψm

10,1(x, s, τ); k = 1, 2, . . . , 6; m = 1, 2, 3, 4, 5.

(27)
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Заметим также, что для фундаментальной системы {gk(x, s)}6k=1 из (24)–(27) справед-
ливы следующие начальные условия:

gk(0, s) = 1; g
(m)
k (0, s) = wm

k · am · sm; y(0, s)
(24)
=

6∑

k=1

Ck,

y(m)(0, s)
(24)
=

6∑

k=1

Ck · wm
k · am · sm, k = 1, 2, . . . , 6; m = 1, 2, 3, 4, 5. (28)

Рассмотрим теперь третий случай τ ∈
(
π
3
; π
2

]
(т. е. k0 = 2 в (14)).

В этом случае в формулу (20)–(23) надо подставить значения функций

y(ξ − τ, s), y′(ξ − τ, s) и y′′(ξ − τ, s) из (8)–(11) соответственно

(
например,

y′′(ξ− τ, s)
(11)
=

6∑
k=1

Ck · (awks)
2 · eawks(ξ−τ)− 1

6a5s6
·

6∑
k=1

wk · (awks)
2 · eawk(ξ−τ) ·

[
ξ−τ∫
0

r(θ) · e−awksθ ·

·y′′(θ−τ, s) ·dθark+
(

ξ−τ∫
0

. . .

)

apk

+

(
ξ−τ∫
0

. . .

)

aqk

])
, затем для функций y(θ−τ, s), y′(θ−τ, s)

и y′′(θ − τ, s) воспользоваться начальными условиями (2) и (5):

y(θ − τ, s) =

6∑

k=1

Ck · ϕ(θ − τ), y(m)(θ − τ, s) =

6∑

k=1

Ck · ϕ(m)(θ − τ), m = 1, 2.

(Заметим, что аргумент θ − τ в случае τ ∈
(
π
3
; π
2

]
отрицателен: 0 6 x 6 π, 0 6 t 6 x 6 π,

−τ 6 t− τ 6 x− τ 6 π− τ ; −τ 6 ξ− τ 6 t− τ 6 π− 2τ ; −τ 6 θ− τ 6 ξ− 2τ 6 π− 3τ < 0.)
Проделав необходимые вычисления, получаем следующий результат.

Теорема 4. Общее решение y(x, s) дифференциального уравнения (1) в случае

τ ∈
(
π
3
; π
2

]
(k0 = 2) имеет следующий вид:

y(x, s) =

6∑

k=1

Ck · hk(x, s); y(m)(x, s)

6∑

k=1

Ck · h(m)
k (x, s), m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, (29)

причем при |s| → +∞ справедливы следующие асимптотические формулы:

hk(x, s) = eawksx − 1

6a3s3
· Φ3k(x, s, τ)−

1

6a4s4
· Φ4k(x, s, τ)−

− 1

6a5s5
· Φ5k(x, s, τ) +

1

36a6s6
· Φ6k(x, s, τ)+

+
1

36a7s7
· Φ7k(x, s, τ) +

1

36a8s8
· Φ8k(x, s, τ) +O

(
e|Ims|·x

|s|9
)
, (30)

h(m)(x, s)

(as)m
= wm

k · eawksx − 1

6a3s3
· Φm

3k(x, s, τ)−
1

6a4s4
· Φm

4k(x, s, τ)−

− 1

6a5s5
· Φm

5k(x, s, τ) +
1

36a6s6
· Φm

6k(x, s, τ) +
1

36a7s7
· Φm

7k(x, s, τ)+

+
1

36a8s8
· Φm

8k(x, s, τ) +O

(
e|Ims|·x

|s|9
)
,

k = 1, 2 . . . , 6; m = 1, 2, 3, 4, 5, (31)
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при этом функции Φ3k(x, s, τ), Φ4k(x, s, τ), Φ5k(x, s, τ), Φ
m
3k(x, s, τ), Φ

m
4k(x, s, τ), Φ

m
5k(x, s, τ)

определены нами в формулах (27) теоремы 3, а для остальных коэффициентов разложе-

ний (30)–(31) справедливы следующие формулы

Φ6k(x, s, τ) = w2
k · e−awksτ ·

6∑

k1=1

w3
k1
· e−awk1

sτ

[
6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx·

·
x∫

0

r(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

r(ξ) · ea(wk−wk1
)sξ · dξ


 · dtrkk1rk1rk2


 ;

Φm
6k(x, s, τ) = w2

k · e−awksτ ·
6∑

k1=1

w3
k1
· e−awk1

sτ ·
[

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
·

· eawk2
sx




x∫

0

. . .





rkk1rk1k2



 ;

Φ7k(x, s, τ) = wk · e−awksτ ·
6∑

k1=1

w3
k1
· e−awk1

sτ ·
[

6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx·

· Φ7k1(x, s, τ)

]
+ w2

k · e−awksτ ·
6∑

k1=1

w2
k1
· e−awk1

sτ ·

·
[

6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx · Φ7k2(x, s, τ)

]
;

Φm
7k(x, s, τ) = wk · e−awksτ ·

6∑

k1=1

w3
k1
· e−awk1

sτ ·
[

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
· eawk2

sx·

· Φ7k1(x, s, τ)

]
+ w2

k · e−awksτ ·
6∑

k1=1

w2
k1
· e−awk1

sτ ·

·
[

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
· eawk2

sx · Φ7k2(x, s, τ)

]
;

Φ7k1(x, s, τ) =

x∫

0

r(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

p(ξ) · ea(wk−wk1
)sξ · dξ



 · dtpkk1rk1k2;

Φ7k2(x, s, τ) =

x∫

0

p(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

r(ξ) · ea(wk−wk1
)sξ · dξ



 · dtrkk1pk1k2;

Φ8k(x, s, τ) = e−awksτ ·
6∑

k1=1

w3
k1
· e−awk1

sτ ·
[

6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx·

· Φ8k1(x, s, τ)

]
+ wk · e−awksτ ·

6∑

k1=1

w2
k1
· e−awk1

sτ ·

·
[

6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx · Φ8k2(x, s, τ)

]
+ w2

k · e−awksτ ·



106 С.И.МИТРОХИН

·
6∑

k1=1

wk1 · e−awk1
sτ ·
[

6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx · Φ8k3(x, s, τ)

]
;

Φm
8k(x, s, τ) = e−awksτ ·

6∑

k1=1

w3
k1
· e−awk1

sτ ·
[

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
· eawk2

sx·

· Φ8k1(x, s, τ)

]
+ wk · e−awksτ ·

6∑

k1=1

w2
k1
· e−awk1

sτ ·

·
[

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
· eawksx · Φ8k2(x, s, τ)

]
+

+ w2
k · e−awksτ ·

6∑

k1=1

wk1 · e−awk1
sτ ·

·
[

6∑

k2=1

wk2 · wm
k2
· eawk2

sx · Φ8k3(x, s, τ)

]
;

Φ8k1(x, s, τ) =

x∫

0

r(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

q(ξ) · ea(wk−wk1
)sξ · dξ


 · dtqkk1rk1k2;

Φ8k2(x, s, τ) =

x∫

0

p(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

p(ξ) · ea(wk−wk1
)sξ · dξ


 · dtpkk1pk1k2 ;

Φ8k3(x, s, τ) =

x∫

0

q(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·




t−τ∫

0

r(ξ) · ea(wk−wk1
)sξ · dξ



 · dtrkk1qk1k2;

k = 1, 2, . . . , 6; m = 1, 2, 3, 4, 5. (32)

В формулах (29)–(31) величины Φ3k(x, s, τ), . . . ,Φ6k(x, s, τ) и Φm
3k(x, s, τ), . . . , Φ

m
6k(x, s, τ)

важны для вычисления асимптотики собственных значений нужного порядка точности
при вычислении первого регуляризованного следа дифференциальных операторов, свя-
занных с дифференциальным уравнением (1)–(2).

Оценки остатков ряда в формулах (30)–(31) проводятся аналогично оценкам, проделан-
ных в монографиях [11, глава 1] и [12, глава 1].

В формулах (30)–(31) величины O
(

e|Ims|·x

|s|9

)
представляют собой сумму двукратных по-

вторных интегралов, не зависящих от функции ϕ(x)

(
например, H1(x, s) = 1

36a9s9
· wk ·

e−awksτ ·
6∑

k1=1

wk1 · e−awk1
sτ

[
6∑

k2=1

wk2 · eawk2
sx

x∫
0

q(t) · ea(wk1
−wk2

)st ·
(

t−τ∫
0

p(ξ) · ea(wk2
−wk1

)sξ · dξ
)
·

dtpkk1qk1k2

]
, и т. д.

)
, и трехкратных повторных интегралов, зависящих от функции ϕ(x) в

силу начальных условий (2) и (5)

(
например, H2(x, s) = − 1

216a9s9
·e−awksτ ·

6∑
k1=1

w3
k1
·
[

6∑
k2=1

w3
k2
·

e−awk2
sτ ·

(
6∑

k3=1

wk3 · eawk3
sx ·

x∫
0

r(t) · ea(wk2
−wk3

)st

[
t−τ∫
0

r(ξ) · ea(wk1
−wk2

)sξ ·
(

t−τ∫
0

r(θ) · e−awk1
sθ ·

ϕ′′(θ − τ) · dθ
)
dξ

]
· dtrk2k3rk1k2rk1ϕ′′

)]
+O

(
e|Ims|·x

|s10|

))
.
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Итак, подведем промежуточные итоги. Асимптотика решений дифференциального
уравнения (1)–(2) в случае τ ∈ (π; +∞) (если k0 = 0 в формуле (14)) полностью полу-
чена в формулах (16)—(19). В случае τ ∈

(
π
2
; π
]

(k0 = 1) асимптотика решений полностью

получена в формулах (24)–(28). И, наконец, в случае τ ∈
(
π
3
; π
2

]
(k0 = 2) асимптотика ре-

шений дифференциального уравнения (1)–(2) полностью получена в формулах (29)–(32).
Рассмотрим последний случай: τ ∈

(
0; π

3

]
(т. е. k0 > 3 в формуле (14)). В этом случае

справедливо следующее утверждение.

Теорема 5. Общее решение дифференциального уравнения (1)–(2) в случае τ ∈
(
0; π

3

]

(k0 > 3, k0 ∈ N) имеет следующий вид:

y(x, s) =
6∑

k=1

Ck · yk(x, s); y
(m)
k (x, s) =

6∑

k=1

Ck · y(m)
k (x, s), m = 1, 2, 3, 4, 5, (33)

причем справедливы следующие формулы:

yk(x, s) = eawksx − 1

6a3s3
· Φ3k(x, s, τ)−

Φ4k(x, s, τ)

6a4s4
− Φ5k(x, s, τ)

6a5s5
+

+
Φ6k(x, s, τ)

36a6s6
+

Φ7k(x, s, τ)

36a7s7
+

Φ8k(x, s, τ)

36a8s8
+O1

(
e|Ims|·x

|s|9
)
, (34)

y(m)(x, s)

(as)m
= wm

k · eawksx − Φm
3k(x, s, τ)

6a3s3
− Φm

4k(x, s, τ)

6a4s4
− Φm

5k(x, s, τ)

6a5s5
+

+
Φm

6k(x, s, τ)

36a6s6
+

Φm
7k(x, s, τ)

36a7s7
+

Φm
8k(x, s, τ)

36a8s8
+O2

(
e|Ims|·x

|s|9
)
, (35)

при этом функции Φnk(x, s, τ), Φm
nk(x, s, τ) (при n = 3, 4, 5) определены нами в форму-

лах (27) теоремы 3, функции Φnk(x, s, τ), Φm
nk(x, s, τ) (n = 6, 7, 8) определены в фор-

мулах (32) теоремы 4, величина O1,2

(
e|Ims|·x

|s|9

)
формул (33)–(35) отличается от величи-

ны O
(

e|Ims|·x

|s|9

)
формул (29)–(31) следующим образом: двукратные повторные интегралы

типа H1(x, s), не зависящие от функции ϕ(x), остаются без изменений, а трехкратные
повторные интегралы типа H2(x, s), зависящие от функции ϕ(x), перепишутся теперь

в следующем виде: H2,1(x, s) = − 1
216a9s9

· e−awksτ ·
6∑

k1=1

w3
k1

·
[

6∑
k2=1

w3
k2
· e−awk2

sτ ·
(

6∑
k3=1

wk3 ·

eawk3
sx ·

x∫
0

r(t) · ea(wk2
−wk3

)st·
[
t−τ∫
0

r(ξ)· ea(wk1
−w2)sξ ·

(
ξ−τ∫
0

r(θ) · ea(wk−wk1
)sθ·

dθ

)
dξ

]
· dtrkk1rk1k2rk2k3

)]
+ O3

(
e|Ims|·x

|s|10

)
и т. д., причем величина O

(
e|Ims|·x

|s|12

)
в случае

τ ∈
(
π
4
; π
3

]
(k0 = 3 в (14)) будет представлять собой сумму всевозможных четырехкратных

повторных интегралов типа H2(x, s), зависящих от функции ϕ(x). Аналогично, величина

O
(

e|Ims|·x

|s|15

)
в случае τ ∈

(
π
5
; π
4

]
(k0 = 4 в (14)) будет представлять собой сумму пятикратных

повторных интегралов типа H2(x, s), зависящих от функции ϕ(x). Величина O
(

e|Ims|·x

|s|3N

)
в

случае τ ∈
(
π
N
; π
N−1

]
(k0 = N − 1 в формуле (14)) будет представлять собой сумму различ-

ных N -кратных повторных интегралов типа H2(x, s), зависящих от ϕ(x).
Теоремы 2–5 позволяют полностью найти асимптотику решения y(x, s) дифференциаль-

ного уравнения (1) с запаздывающим аргументом τ , с начальными условиями (2) в случае
выполнения условия (4) суммируемости коэффициентов r(x), p(x) к q(x).
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В случае классического дифференциального оператора Штурма-Лиувилля второго по-
рядка с суммируемым потенциалом асимптотика фундаментальной системы решений про-
извольного порядка точности впервые была вычислена в работах [13]–[14].

В случае функционально-дифференциального оператора типа Штурма-Лиувилля вто-
рого порядка с суммируемым потенциалом асимптотика фундаментальной системы реше-
ний была найдена автором в работе [15].

Перейдем к рассмотрению граничных условий (3). Начнем изучение со случая τ > π

(k0 = 0).
Общее решение дифференциального уравнения (1)–(2) в случае τ > π найдено в тео-

реме 2 и описывается формулами (16)–(18), при этом справедливы начальные условия
(19).

Теорема 6. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–(2)
с граничными условиями (3) имеет следующий вид :

f(s) =

wm1
1 wm1

2 wm1
3 wm1

4 wm1
5 wm1

6

wm2
1 wm2

2 wm2
3 wm2

4 wm2
5 wm2

6

wm3
1 wm3

2 wm3
3 wm3

4 wm3
5 wm3

6

wm4
1 wm4

2 wm4
3 wm4

4 wm4
5 wm4

6

wm5
1 wm5

2 wm5
3 wm5

4 wm5
5 wm5

6

y
(n1)
1 (π, s) y

(n1)
2 (π, s) y

(n1)
3 (π, s) y

(n1)
4 (π, s) y

(n1)
5 (π, s) y

(n1)
6 (π, s)

= 0.

(36)

Доказательство. Из первых пяти условий, входящих в граничные условия (3), имеем

y(mn)(0)
(3)
= 0

(16)⇔
6∑

k=1

Ck · y(mn)
k (0, s) = 0

(19)⇔

⇔
6∑

k=1

Ck · wmn

k · amn · smn = 0, n = 1, 2, 3, 4, 5, (37)

причем a > 0 из (1), и легко проверить, что число s = 0 (λ = 0) собственным значени-
ем дифференциального оператора (1)–(2)–(3) не является, поэтому из (37) следует, что
6∑

k=1

Ck · wmn

k = 0, n = 1, 2, 3, 4, 5.

Из шестого условия, входящего в граничные условия (3), имеем:

y(n1)(π, s)
(3)
= 0

(16)⇔
6∑

k=1

Ck · y(n1)
k (π, s) = 0, n1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. (38)

Система (37)–(38) представляет собой однородную систему шести линейных уравнений

с шестью неизвестными C1, C2, . . . , C6. Она имеет ненулевые решения

(
6∑

k=1

C2
k 6= 0

)
тогда

и только тогда, когда ее определитель равен нулю. Определитель системы (37)–(38) и
записан в формуле (36) теоремы 6. Поэтому теорема 6 доказана. �

Таким образом, для нахождения собственных значений λk (λk = s6k, k = 1, 2, 3, . . .) диф-
ференциального оператора (1)–(2)–(3) необходимо научиться искать корни sk уравнения
f(s) = 0 из (36). Искать асимптотику корней sk уравнения (36) будем с помощью методики,
изложенной в монографии [16, глава 12].



О СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА. . . 109

Уравнение f(s) = 0 из (35) можно переписать в следующем виде, раскладывая опреде-
литель по шестой строке и умножая на (−1):

f(s) = δ61 · y(n1)
1 (π, s)− δ62 · y(n1)

2 (π, s) + δ63 · y(n1)
3 (π, s)−

− δ64 · y(n1)
4 (π, s) + δ65 · y(n1)

5 (π, s)− δ66 · y(n1)
6 (π, s) = 0, (39)

где δ6k (k = 1, 2, . . . , 6) — алгебраические миноры к элементам шестой строки.
Для вычисления определителей δ6k (k = 1, 2, . . . , 6) введем обозначение

z = w2. Из равенства (6) имеем:

w1 = 1 = z0; w2 = z = e
2πi
6 , w3 = z2, w4 = z3, w5 = z4, w6 = z5. (40)

Используя свойства определителей и формулы (40), находим:

δ66 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

wm1
1 wm1

2 . . . wm1
5

wm2
1 wm2

2 . . . wm2
5

. . . . . . . . . . . . .

wm5
1 wm5

2 . . . wm5
5

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 zm1 z2m1 z3m1 z4m1

1 zm2 z2m2 z3m2 z4m2

1 zm3 z2m3 z3m3 z4m3

1 zm4 z2m4 z3m4 z4m4

1 zm5 z2m5 z3m5 z4m5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= detWandermond′s(zm1 , zm2 , zm3 , zm4 , zm5) =
∏

k>n
k,n∈{1,2,3,4,5}

(zmk − zmn) 6= 0;

(41)

δ61 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

wm1
2 wm1

3 . . . wm1
6

wm2
2 wm2

3 . . . wm2
6

. . . . . . . . . . . . .

wm5
2 wm5

3 . . . wm5
6

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

zm1 z2m1 . . . z5m1

zm2 z2m2 . . . z5m2

. . . . . . . . . . . . .

zm5 z2m5 . . . z5m5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= zM · δ66, (42)

где

M = m1 +m2 +m3 +m4 +m5 =

5∑

k=1

mk; (43)

δ62 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

wm1
1 wm1

3 . . . wm1
6

wm2
1 wm2

3 . . . wm2
6

. . . . . . . . . . . . .

wm5
1 wm5

3 . . . wm5
6

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 = z0 = z6) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z2m1 . . . z5m1

1 z2m2 . . . z5m2

. . . . . . . . . . . .

1 z2m5 . . . z5m5

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

z2m1 . . . z5m1 z6m1

z2m2 . . . z5m2 z6m2

. . . . . . . . . . . . . .

z2m5 . . . z5m5 z6m5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= z2M · δ66. (44)

Аналогичным образом доказывается, что

δ63 = z3M · δ66; δ64 = z4M · δ66; δ65 = z5M · δ66; δ66 = z6M · δ66 6= 0. (45)

Используя формулы (41)–(45), уравнение (39) можно переписать в следующем виде:

f(s) = zM · δ66
{
y
(n1)
1 (π, s)− zM · y(n1)

2 (π, s) + z2M · y(n1)
3 (π, s)−

−z3M · y(n1)
4 (π, s) + z4M · y(n1)

5 (π, s)− z5M · y(n1)
6 (π, s)

}
= 0, (46)

причем на zM · δ66 можно поделить, так как zM 6= 0, δ66 6= 0.
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Подставляя в уравнение (46) формулы (17)–(18), получаем:

f(s) = 1 ·
[
wn1

1 · eaw1sπ − An1
5 (π, s)

6a5s5

]
− zM ·

[
wn1

2 · eaw2sπ − An1
5 (π, s)

6a5s5

]
+

+ z2M ·
[
wn1

3 · eaw3sπ − An1
5 (π, s)

6a5s5

]
− z3M ·

[
wn1

4 · eaw4sπ − An1
5 (π, s)

6a5s5

]
+

+ z4M ·
[
wn1

5 · eaw5sπ − An1
5 (π, s)

6a5s5

]
− z5M ·

[
wn1

6 · eaw6sπ − An1
5 (π, s)

6a5s5

]
= 0, (47)

где введено обозначение

An1
5 (π, s) =

6∑

k1=1

wn1+1
k1

· eawk1
sx ·




x∫

0

r(t) · e−awk1
st · ϕ′′(t− τ) · dtrk1+

+

x∫

0

p(t) · e−awk1
st · ϕ′(t− τ) · dtpk1+

+

x∫

0

q(t) · e−awk1
stϕ(t− τ) · dtqk1


 ,

n1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. (48)

Из уравнения (47)–(48) следует, что

f(s) = f0(s)−
1

6a5s5
· f5(s) = 0, (49)

где
f0(s) = 1 · wn1

1 − zM · wn1
2 + z2M · wn1

3 − z3M · wn1
4 + z4M · wn1

5 − z5M · wn1
6 , (50)

f5(s) = An1
5 (π, s) · [1− zM + z2M − z3M + z4M − z5M ]. (51)

Основное приближение уравнения (49) имеет вид

f0(s) = 0, (52)

где f0(s) определено в формуле (50).
Индикаторная диаграмма (см. [16, глава 12]) уравнений (49) и (52) имеет следующий

вид:

(53)

Индикаторная диаграмма (53) представляет собой правильный 6-угольник с вершинами
в точках wk (k = 1, 2, . . . , 6), так как они делят единичную окружность на шесть равных

частей
(
wk = e

2πi
6

(k−1), k = 1, 2, . . . ; w1 = 1
)
.

Из [16, глава 12] следует, что собственные значения могут находиться только в заштри-
хованных секторах, изображенных на рисунке (53), бесконечно малого раствора, причем
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биссектрисы этих секторов являются серединными перпендикулярами к сторонам этого
шестиугольника.

Изучим подробнее шестой сектор. Из главы 12 монографии [16] следует, что корни функ-
ции f(s) из (36), (39), (46)–(51) асимптотически совпадают с корнями функции g6(s), у
которой мы оставляем в уравнении (49)–(51) экспоненты с показателями w1 = w1 и w6 = w2

(только эти числа лежат на границе шестого сектора). Поэтому справедлив следующий
факт: уравнение на собственные значения в шестом секторе имеет следующий вид:

g6(s) =
[
wn1

1 · eaw1sπ − zN · wn1
2 · eaw2sπ

]
− 1

6a5s5
·
[
1− zM

]
·

·


w1 · wn1

1 · eaw1sπ




π∫

0

. . .




a1

+ w2 · wn1
2 · eaw2sπ ·




π∫

0

. . .




a2

+ o(1)


 = 0, (54)

где мы воспользовались формулой (48) для An1
5 (π, s), причем




π∫

0

. . .





a1

(48)
=

π∫

0

r(t) · e−aw1st · ϕ′′(t− τ) · dtr1 +
π∫

0

p(t) · e−aw1st · ϕ′(t− τ) · dtp1+

+

π∫

0

g(t) · e−aw1st · ϕ(t− τ) · dtq1 =
π∫

0

Φ(t) · e−aw1st · dta1 ,

Φ(t) = r(t) · ϕ′′(t− τ) + p(t) · ϕ′(t− τ) + q(t) · ϕ(t− τ), (55)




π∫

0

. . .




a2

=

π∫

0

Φ(t) · e−aw2st · dta2 =




π∫

0

. . .




r2

+




π∫

0

. . .




p2

+




π∫

0

. . .




q2

.

(56)

Основное приближение в уравнении g6(s) = 0 из (54) имеет следующий вид:

g06(s) = wn1
1 · eaw1sπ − zM · wn1

2 · eaw2sπ = 0 ⇔ ea(w1−w2)sπ =
wn1

2 · zM
wn1

1

=

= e
2πi
6

·(M+n1) ⇔ a(w1 − w2)sπ = 2πik +
2πi

6
· (M + n1) ⇔

⇔ Sk,6,осн. =
2i

a(w1 − w2)
· k̃, k̃ = k +

M + n1

6
, k = 1, 2, 3, . . . (57)

Исходя из формулы (57), учитывая методику монографии [16, глава 12], приходим к
выводу, что справедлива следующая теорема.

Теорема 7. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–
(2)–(3) в шестом секторе индикаторной диаграммы (53) имеет следующий вид :

sk,6 =
2ik̃

a(w1 − w2)
+

2i · d5k,6
a(w1 − w2) · k̃5

+ O

(
1

k̃10

)
, k̃ = k +

M + n1

6
, (58)

причем

M
(43)
=

5∑

k=1

mk, mk ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, k = 1, 2, 3, . . .

Доказательство. То, что асимптотику собственных значений дифференциального опе-
ратора (1)–(2)–(3) (учитывая (53)) нужно искать в виде (58), следует из [16, глава 12] и
[17]. В случае индикаторной диаграммы вида (53) не может быть разложения по дробным
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k̃ и не возникает эффекта “расщепления” “кратных в главном” собственных значений, ко-
торый автор продемонстрировал в работе [18].

Поэтому для доказательства теоремы 7 нам необходимо найти в явном виде формулу
для нахождения коэффициента d5k,6 из (58).

Используя формулы Тейлора и формулу (58) для sk,6, имеем:

ea(w1−w2)sπ

∣∣∣∣
sk,6

= e
a(w1−w2)π· 2ik̃

a(w1−w2) · ea(w1−w2)π·
[

2id5k,6

a(w1−w2)k̃
5 +...

]

=

= 1 · e 2πi
6

·(M+n1) ·
[
1 +

2πid5k,6

k̃5
+O

(
1

k̃10

)]
, (59)

1

sk,6
=
a(w1 − w2)

2ik̃
+O

(
1

k̃6

)
;

1

s5k,6
=
a5(w1 − w2)

5

25i5k̃5
+O

(
1

k̃11

)
, (60)




π∫

0

. . .




a1,a2

∣∣∣∣
sk,6

=

π∫

0

Φ(t) · e−aw1,2st · dt
∣∣∣∣
sk,6

=

π∫

0

Φ(t) · e
−2iw1,2 k̃t

w1−w2 ·

· dtp1,p2 +O

(
1

k̃5

)
,

Φ(t) = r(t) · ϕ′′(t− τ) + p(t) · ϕ′(t− τ) + q(t) · ϕ(t− τ). (61)

Подставляя формулы (58)–(61) в уравнение (54)–(56), получаем:
[
wn1

1 · e 2πi
6

·(M+n1) − wn1
2 · zM

]
+

2πid5k,6

k̃5
· e 2πi

6
·(M+n1)−

− 1

6a5
· a

5(w1 − w2)
5 · i

25 · i5 · k̃5 · i
·
(
1 +O

(
1

k̃6

))
· [1− zM ]·

· B2(π) +O

(
1

k̃10

)
= 0, (62)

где

B2(π) = w1 · wn1
1 · e 2πi

6
·(M+n1) ·




π∫

0

. . .




p1

+ w2 · wn1
2 ·




π∫

0

. . .




p2

. (63)

Коэффициент при k̃0 в формуле (62)–(63) равен нулю: wn1
1 · e 2πi

6
·(M+n1) − wn1

2 · zM =

= 1n1 · e 2πi
6

·M · e 2πi
6

·n1 −
(
e

2πi
6

)n1

·
(
e

2πi
6

)M
= 0, что подтверждает справедливость нахожде-

ния асимптотики собственных значений в виде (58).

Приравнивая в (62)–(63) коэффициенты при k̃−5, имеем:

2πid5k,6 · e
2πi
6

(M+n1) +
i(w1 − w2)

5

6 · 32 · [1− zM ] · B2(π) = 0,

откуда следует, что справедлива формула

d5k,6 =
−(w1 − w2)

5

12π · 32 · e−2πi
6

(M+n1) · [1− zM ] · B2(π). (64)
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Ввиду формул (6) имеем:

w1 − w2 = 1− e
2πi
6 = e

πi
6 ·
[
e

−πi
6 − e

πi
6

]
= (−2i) · eπi

6 sin
(π
6

)
;

1− zM = 1− e
2πi
6

·M = e
πi
6
·M
[
e

−πi
6

·M − e
πi
6
·M
]
= (−2i) · eπi

6
·M sin

(
πM

6

)
; (65)

B2(π) = 1 · 1n1 · e 2πi
6

·M · e 2πi
6

·n1 ·
π∫

0

Φ(t) · e
−2iw1 k̃t
w1−w2 · dtp1 + e

2πi
6 ·

· e 2πi
6

·n1

π∫

0

Φ(t) · e
−2iw2 k̃t
w1−w2 · dtp2 = e

2πi
6

·n1 · eπi
6 · e 2π

6
·M ·

·



e−πi
6 · eπi

6
·M ·

π∫

0

Φ(t) · e
−2ik̃t
w1−w2

·(w1+w2
2

+
w1−w2

2 ) · dtp1 +

+e
πi
6 ·−πi

6
·M ·

π∫

0

Φ(t) · e
−2ik̃t
w1−w2

·(w1+w2
2

−w1−w2
2 ) · dtp2


 =

= e
2πi
6

·n1 · eπi
6 · eπi

6
·M · 2 ·




π∫

0

. . .




V1

, (66)

где 


π∫

0

. . .




V1

=

π∫

0

Φ(t) · e−
√
3k̃t · cos

(
k̃t +

π

6
− πM

6

)
· dtV1 , (67)

так как w1+w2

w1−w2
=

√
3 · i.

Подставляя формулы (65)–(67) в формулу (64), находим: d5k,6 = − 1
12π·32 ·(−2i)5·eπi

6
·5 (1

2

)5·

e
−2πi

6
·M · e−2πi

6
·n1 · (−2i) · eπi

6
·M · sin

(
πM
6

)
· e 2πi

6
·n1 · eπi

6 · eπi
6
·M · 2 ·

(
π∫
0

. . .

)

V1

= − 1
192π

· sin
(
πM
6

)
·

(
π∫
0

. . .

)

V1

, т. е. получили:

d5k,6 = − 1

192π
· sin

(
πM

6

)
·

π∫

0

Φ(t) · e−
√
3·k̃t · cos

(
k̃t+

π

6
− πM

6

)
· dtV1 , (68)

где M =
5∑

k=1

mk, Φ(t) = r(t) ·ϕ′′(t− τ) + p(t) · ϕ′(t− τ) + q(t) · ϕ(t− τ), τ > π, k̃ = k+ M+n1

6
,

k = 1, 2, 3, . . . .
Получение формулы (68) завершает доказательство теоремы 7. �
Заметим также, что в оставшихся секторах индикаторной диаграммы (53) асимптотика

собственных значений дифференциального оператора (1)–(2)–(3) находится аналогичным
образом, при этом справедливы следующие соотношения:

sk,1 = sk,6 · e
4πi
6 ; sk,2 = sk,1 · e

2πi
6 = sk,6 · e

2πi
6 ; . . . ;

sk,m = sk,6 · e
2πim

6 , m = 1, 2, 3, 4, 5, 6. (69)
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Формулы (58) и (68) позволяют найти асимптотику собственных функций дифферен-
циального оператора (1)–(2)–(3) (в случае τ > π) аналогично тому, как это было сделано
в работах [13]–[15].

Аналогично вышеизложенному можно найти асимптотику собственных значений диф-
ференциального оператора (1)–(2)–(3) и в случаях τ ∈

(
π
2
; π
]
, τ ∈

(
π
3
; π
2

]
и τ ∈

(
0; π

3

]
.

При этом, ввиду формул (24)–(27) в случае τ ∈
(
π
2
; π
]

и (29)–(32) в случае τ ∈
(
π
3
; π
2

]

асимптотика собственных значений ищется в виде, отличном от формулы (58):

sk,6 =
2ik̃

a(w1 − w2)
+

2i

a(w1 − w2)
·
[
d3k,6

k̃3
+
d4k,6

k̃4
+
d5k,6

k̃5
+O

(
1

k̃6

)]
, (70)

где k̃ = k+ M+n1

6
; индикаторная диаграмма имеет при этом вид (53), и главные приближе-

ния асимптотик совпадают. В остальных секторах индикаторной диаграммы справедливы
соотношения (69).

В завершение отметим, что аналогично, но с гораздо более сложными вычислениями,
изучается спектр оператора (1)–(2) с граничными условиями

y(m1)(0) = y(m2)(0) = y(m3)(0) = y(m4)(0) = y(n1)(π) = y(n2)(π) = 0.
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