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ПРЕДИСЛОВИЕ

Выдающийся советский математик, член-корреспондент АН СССР
Алексей Федорович Леонтьев в 1971 – 1987 гг. жил в Уфе и занимался
активной научно-организационной деятельностью. За эти годы им
была создана авторитетная научная школа по теории функций, которая
успешно действует и в настоящее время. По его инициативе был создан и
Институт математики с вычислительным центром Уфимского научного
центра РАН.
Плодотворным оказался этот период и для него самого: здесь были

получены важнейшие результаты по представлению аналитических
функций рядами экспонент и более общими рядами. Подытоживая
свои исследования, в Уфе он написал широко известные монографии
«Ряды экспонент» (1976), «Последовательности полиномов из экспонент»
(1980) и «Обобщения рядов экспонент» (1981), которые в 1989 г. были
удостоены Государственной премии СССР.
Специалистам хорошо известны и первая его монография «Ряды по-

линомов Дирихле и их обобщения» (1951) в «Трудах Математического
института имени В.А. Стеклова», а также книга «Целые функции. Ря-
ды экспонент» (М.: Наука, 1983), написанная в качестве вузовского
учебника по прочитанным им одноименным спецкурсам для студентов,
специализирующихся по теории функций в Башкирском государствен-
ном университете.
Имя автора, одного из крупнейших отечественных математиков, хо-

рошо известно не только в России, но и далеко за ее пределами. Кто
знаком с трудами А.Ф. Леонтьева, несомненно оценили не только его
глубокие и фундаментальные результаты и исключительное аналити-
ческое мастерство, но и чрезвычайную четкость и ясность изложения,
стройность доказательств и конструкций, умение сделать понятными и
идею, и детали самых сложных рассуждений.
Публикуемая работа Алексея Федоровича «Представление функций

рядами экспонент» была составлена им, по всей видимости, в 1986 г. и не
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Предисловие

была издана при его жизни. Она носит обзорный характер и подводит
некоторый итог исследованиям по данному важнейшему направлению
теории функций, созданному им самим.
Аналогичный, но небольшой по объему обзор ученого «Ряды и после-

довательности полиномов из экспонент» был опубликован в «Трудах
Математического института имени В.А. Стеклова» (1987. Т. 176. С. 308
– 325) в последний год его жизни. Более основательный обзор А.Ф. Леон-
тьева «Ряды Дирихле и связанные с ними функциональные уравнения»,
включающий обширную библиографию по данной тематике, вышел в
свет в 1975 г.1

Рукопись настоящей монографии Алексея Федоровича, выходит, —
последней, была обнаружена в процессе подготовки к 100-летию со
дня рождения А.Ф. Леонтьева. И сразу же было принято решение
подготовить к публикации эту уникальную находку и издать ее к началу
конференции2.
В процессе подготовки текста данной работы к изданию были устране-

ны только мелкие недочеты и опечатки, но некоторые не совсем харак-
терные для современного математического языка обозначения, а также
некоторые устойчивые обороты вида «конечная выпуклая область»,
«область D» «замкнутая (или открытая) область» и т. п. оставлены без
изменений.
Сочинение «Представление функций рядами экспонент» включает

оглавление, три главы, разбитые на параграфы и пункты, список ли-
тературы, предметный и именной указатели. Во введении эта работа
обозначена автором термином статья. Судя по всему, это — обзорная
статья для ВИНИТИ, предназначенная для специального тома книг
серии «Итоги науки и техники. Современные проблемы математики».
В отличие от предыдущего обзора, в ней уделено внимание и к таким
важным вопросам, как достаточные и слабо достаточные множества,
представляющие системы, разложение функций в многоугольниках,

1Итоги науки и техники. Математических анализ. ВИНИТИ, Москва. 1975. Т. 13. С. 5 – 55.
2Международная конференция по теории функций, посвященная 100-летию А.Ф. Леонтьева

(Уфа, 24 – 27 мая 2017 г.). Рукопись и машинопись выявлены автором данных строк 10 марта
2017 г. в личном фонде А.Ф. Леонтьева в Научном архиве УНЦ РАН (НА УНЦ РАН. Ф. 76. Оп.
1. Eд. xp. 1. Рукопись. Подлинник. Л. 1 – 160; Там же. Eд. xp. 2. Машинопись. Подлинник.
Л. 1 – 161). Рукопись составлена на обратных сторонах деловых бумаг, видимо, московского
происхождения. На правом верхнем углу л. 5 рукописи — почерком автора помета: «2 сент. 86».
Над трудночитаемыми словами в рукописи имеются пояснительные надписи карандашом. Судя
по почерку, они сделаны секретарем-машинисткой кафедры теории функций и функционального
анализа БашГУ М.Г. Мироновой. Видимо, текст работы был напечатан ею на машинке осенью
1986 г. Предположительно рукопись составлена автором летом 1986 г. во время отпуска, скорее
всего, по обыкновению, на даче. — Примечание автора предисловия.
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представление функций из класса Харди-Смирнова, а также рядам
Дирихле в вещественной области, спектральному синтезу.
Данная работа Алексея Федоровича, без сомнения, вызовет большой

интерес не только у специалистов по теории функций, она окажется
полезной и как справочное пособие для широкого круга исследователей,
в том числе — аспирантов и студентов старших курсов университетов.

А.М. Гайсин Уфа, 2017
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ВВЕДЕНИЕ

Книга1 посвящена представлению аналитических функций в выпук-
лых областях рядами экспонент, представлению целых функций рядами
экспонент, исследованию последовательностей полиномов из экспонент,
сходящихся в областях, где система экспонент не полна, рассмотрению
ряда других вопросов.
Основной результат, относящийся к представлению аналитических

функций F (z) рядами экспонент (гл. I)

F (z) =
∞∑
n=1

ane
λnz, (0.1)

состоит в том, что какова бы ни была выпуклая область D (конечная
или бесконечная), существует последовательность показателей {λn},
зависящая лишь от области D, такая, что любую функцию F (z), ана-
литическую в D, можно представить в D рядом (0.1) (сходящимся
абсолютно в D и равномерно внутри D).
В случае конечной области D показатели λn – нули целой функции

L(λ) экспоненциального типа и вполне регулярного роста с индика-
трисой роста h(ϕ) = K(−ϕ) (K(ϕ) — опорная функция области D).
Когда F (z) регулярна в D и непрерывна в D, для коэффициентов an
указаны формулы. Если по этим формулам сконструировать ряд (0.1),
то он может и не сходиться. Для сходимости ряда, и именно к F (z),
необходимо на функцию L(λ) наложить дополнительные ограничения.
Интересно отметить, что и без этих ограничений имеет место теорема

единственности: если все an = 0, то F (z) ≡ 0. В связи c теоремой
единственности возник вопрос о способах восстановления функции F (z)
по известным коэффициентам an (ведь ряд (0.1) может всюду расходить-
ся). В ряде случаев это восстановление связано с квазианалитическим
продолжением аналитических функций.
В случае бесконечной выпуклой области, отличной от всей плоскости,
1В оригинале — «статья». — A.Г.
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Введение

показатели λn — нули целой функции L(λ), которая на некотором
луче (например, когда D — полуплоскость) или в некотором угле —
функция экспоненциального типа с индикатрисой h(ϕ) = K(−ϕ), а
в дополнительном угле — функция по крайней мере первого порядка
бесконечного типа. Теория такого рода функций не разработана, и это
вызвало при исследовании определенные трудности.
Основной результат, относящийся к представлению целых функций

во всей плоскости рядами (0.1) (гл. II), заключается в следующем:
Пусть H(ϕ)rρ (ρ > 1) — выпуклая функция от z = reiϕ (из этого усло-

вия следует, что H(ϕ) — индикатриса роста некоторой целой функции
f(z) порядка ρ) и H(ϕ) > 0. Если F (z) — целая функция порядка ρ с
индикатрисой hF (ϕ) 6 H(ϕ), то имеет место представление (0.1), такое,
что

lim
r→∞

lnФ(reiϕ)

rρ
6 H(ϕ), Ф(z) =

∞∑
n=1

∣∣aneλnz∣∣ . (0.2)

Здесь λn — нули целой функции L(λ) порядкa ρ1,

1

ρ
+

1

ρ1
= 1,

c индикатрисой роста hL(ϕ), сопряженной по Юнгу с H(ϕ).

Стоит отметить, что если f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n — целая функция порядка

ρ типа σ, то

lim
r→∞

lnψ(reiϕ)

rρ
= σ, ψ(z) =

∞∑
n=0

|cnzn| (0.3)

(ряд из модулей не учитывает рост функции f(z) вдоль лучей). Условие
(0.2) настолько шире условия (0.3), насколько понятие выпуклой области
шире понятия круга.
Представление целых функций рядами (0.1) со свойством (0.2) позво-

лило выделить класс целых функции F (z) порядка ρ конечного типа,
удовлетворяющих условию: их индикатрисы роста определяются моду-
лями коэффициентов an.
В тесной связи с указанными выше результатами находится следую-

щая задача: пусть система {eλnz} не полна в области D и пусть функция
F (z) все же представляется в этой области D в виде

F (z) = lim
n→∞

Pn(z), Pn(z) =
n∑
ν=1

a(n)
ν eλνz

11



Введение

(сходимость внутри D — равномерная). Что можно сказать о функции
F (z) кроме того, что она регулярна вD? Оказывается, при тех или иных
условиях на {λn} сказать о функции F (z) можно многое. Например,
если λn > 0,

lim
n→∞

n

λn
= σ

(в этом случае система полна в горизонтальной полосе шириной 2πσ),
и D содержит в себе вертикальный отрезок длины 2πσ с серединой
в точке z0, то F (z) будет регулярной в некоторой полуплоскости {z :
Re z < a, Re z0 < a 6∞}.
Исследованию сформулированной задачи посвящена гл. III. Здесь

же рассмотрены и другие вопросы: интерполирование в классе целых
функций конечного порядка, решение уравнений свертки в комплекс-
ной и действительной областях, изучение структуры инвариантных
подпространств.
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ГЛАВА I

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В
ВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ РЯДАМИ ЭКСПОНЕНТ

Множество точек абсолютной сходимости ряда экспонент
∞∑
n=1

ane
λnz (1.1)

выпукло. Открытая область абсолютной сходимости ряда (1.1) — вы-
пукла. При условии

lim
n→∞

lnn

λn
= 0 (1.2)

(это условие в дальнейшем всегда будет считаться выполненным) от-
крытая область сходимости ряда (1.1) совпадает с открытой областью
абсолютной сходимости этого ряда. Следовательно, при условии (1.2)
открытая область сходимости ряда (1.1) выпукла (внутри открытой
области сходимости ряд сходится равномерно). Отсюда следует, что
если ставится вопрос о возможности представления произвольных ана-
литических функций в данной области D рядами (1.1) при условии
(1.2), то область D надо считать выпуклой.
Результаты, на которые не указаны ссылки, взяты из монографии

А.Ф. Леонтьева[35].

§ 1. Представление функций, аналитических в замкнутой
выпуклой области, рядами экспонент в открытой области

1.1. Биортогональные системы функций. Возьмем систему
функций

eλ1z, eλ2z, ..., eλnz, ..., (1.1.1)
где λ1, λ2, ...— различные комплексные числа, причем 0 6 |λ1| 6 |λ2| 6
. . . . Требуется найти функции ψν(z) (ν = 1, 2, ...), аналитические
вне некоторого круга и обладающие свойством:

1

2πi

∫
C

eλµtψν(t)dt = δµ,v (µ = 1, 2, . . . ; ν = 1, 2, . . . ), (1.1.2)

где C — окружность, на которой и вне которой все функции ψν(t) —

13



Глава I. Представление аналитических функций в выпуклых областях . . .

аналитические, и

δµ,ν =

{
0 при µ 6= ν,

1 при µ = ν.

Систему со свойством (1.1.2) будем называть биортоганальной к систе-
ме {eλnz}.
Если биортогональная система существует, то необходимо выполняет-

ся условие
lim
n→∞

n

|λn|
= σ <∞. (1.1.3)

Условие (1.1.3) является не только необходимым, но и достаточным для
существования биортогональной системы {ψν(t)}. Укажем, как строятся
при условии (1.1.3) функции ψν(t).
Пусть L(λ) — какая-нибудь целая функция экспоненциального типа,

для которой λ1, λ2, ... — простые нули (кроме этих нулей у L(λ) могут
быть и другие нули). В качестве L(λ) можно, например, взять функцию

∞∏
ν=1

′
(

1− λ2

λ2
ν

)
, (1.1.4)

если λ1 6= 0, или функцию

λ

∞∏
ν=2

′
(

1− λ2

λ2
ν

)
,

если λ1 = 0 (штрих у знака произведения означает, что в произведении
все скобки различны). То, что эти произведения изображают целые
функции экспоненциального типа, следует из условия (1.1.3).
Положим

L(λ) =
∞∑
n=0

cn
n!
λn.

Пусть

γ(t) =
∞∑
n=0

cn
tn+1

(1.1.5)

— функция, ассоциированная по Борелю с L(λ). Если L(λ) имеет тип σ,
то ряд (1.1.5) сходится при |t| > σ. Обозначим D наименьшее замкнутое
выпуклое множество, которое содержит в себе все особенности функции
γ(t). Пусть ψν(t) — функция, ассоциированная по Борелю с функцией

L(λ)

(λ− λν)L′(λν)
.
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§ 1. Представление функций, аналитических в замкнутой выпуклой области . . .

Она регулярна вне D, ψν(∞) = 0. Если C — замкнутый контур, охваты-
вающий D, то выполняется условие (1.1.2). Указанные функции, таким
образом, образуют биортогональную систему.
Заметим, что

ψν(t) =

∞eiϕ∫
0

L(λ)

(λ− λν)L′(λν)
e−λtdλ

(интегрирование происходит по лучу arg λ = ϕ). Интеграл сходится в
полуплоскости, ограниченной прямой, касающейся границы области D
и перпендикулярной лучу arg t = −ϕ. При изменении ϕ полуплоскость
опишет внешность D.
Функция ψν(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению

ψ
′

ν(t) + λνψν(t) = − 1

L′(λν)
γ(t).

Решая его, получим для ψν(t) другое представление:

ψν(t) = − e−λvt

L′(λv)

t∫
t0

γ(t)eλνtdt+ Ae−λνt,

где точка t взята вне D, и A — постоянная.
Этим представлением удобно пользоваться в конкретных случаях.
Пусть, например,

L(λ) = sin iπλ =
e−πλ − eπλ

2i
.

Тогда нули этой функции — ni (n = 0, ±1, ±2, ...),

γ(t) =
1

2i

(
1

t+ π
− 1

t− π

)
.

Используя формулы ebt = eba + (t− a)ϕ(t) (ϕ(t)— целая функция),

t∫
t0

ebtdt

t− a
= eba

t∫
t0

dt

t− a
+

t∫
t0

ϕ(t)dt = eba ln(t− a) + целая функция,

получим
t∫

t0

γ(t)eintdt =
(−1)n

2i
ln
t+ π

t− π
+ целая функция

15



Глава I. Представление аналитических функций в выпуклых областях . . .

и, следовательно,

ψn(t) =
e−int

2π
ln
t+ π

t− π
+ целая функция (n = 0, ±1, ±2, ...). (1.1.6)

В рассматриваемом случае D — отрезок [−π, π], вне его функция ln t+π
t−π

(берем какую-нибудь ветвь) — однозначная.
Полученная система биортогональна к классической системе {einz}.
Во втором примере L(λ) = cos aλ cos ibλ (a > 0, b > 0) или

L(λ) = A
4∑

n=1

eαnλ, (1.1.7)

где A = 1
4 , α1 = b+ ia, α2 = −b+ ia, α3 = −b− ia, α4 = b− ia,

а

γ(t) = A
4∑

n=1

1

t− αn
.

Нули λν — точки(
k +

1

2

)
π

a
, i

(
k +

1

2

)
π

b
(k = 0, ±1, ±2, ...), (1.1.8)

область D — прямоугольник с вершинами в точках αk (k = 1, 2, 3, 4).
Имеем

ψν(t) = −A e−λνt

L′(λν)

4∑
n=1

eλναn ln(t− αn) + целая функция. (1.1.9)

При обходе вокруг D сумма получает приращение

2πi
4∑

n=1

eλναn =
2πi

A
L(λν) = 0.

Следовательно, функция ψν(t), как и должно быть, — однозначная вне
D.
Пусть

h(ϕ) = lim
r→∞

ln |L(reiϕ)|
r

— индикатриса роста функции L(λ), K(ϕ) — опорная функция мно-
жества D :

K(ϕ) = max
t∈D

Re(te−iϕ).

Согласно теореме Полиа, h(ϕ) = K(−ϕ).
Возьмем произвольную выпуклую замкнутую и ограниченную область
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§ 1. Представление функций, аналитических в замкнутой выпуклой области . . .

D. Обозначим K(ϕ) опорную функцию области D. Доказано, что всегда
существует целая функция L(λ) c простыми нулями λn (n = 1, 2, ...)
и индикатрисой роста h(ϕ) = K(−ϕ). Построенные по указанному
выше правилу функции ψν(t) регулярны вне D и образуют систему,
биортогональную к системе {eλnz}. При построении биортогональной
системы можно, таким образом, отправляться или от функции L(λ),
или от заданной области D.

1.2. Конструкция ряда экспонент. Пусть D — ограниченная
выпуклая замкнутая область. Обозначим K(ϕ) ее опорную функцию.
Пусть, далее, L(λ) — какая-нибудь целая функция экспоненциального
типа с простыми нулями λn (n = 1, 2, ...) и индикатрисой роста
h(ϕ) = K(−ϕ). Такая функция (их бесконечно много), как отмечалось
в предыдущем пункте, всегда существует. Рассмотрим систему {ψν(t)},
биортогональную к системе {eλnz}. Функции ψν(t) регулярны вне D.
Возьмем функцию f(z), аналитическую на D. Ей сопоставим ряд

f(z) ∼
∞∑
n=1

ane
λnz, (1.1.10)

где

an =
1

2πi

∫
C

f(t)ψn(t)dt (n = 1, 2, ...) (1.1.11)

(C — замкнутый контур, охватывающий D, на котором и внутри кото-
рого f(t) — аналитическая функция).
В случае классической системы {einz}∞n=−∞ функции ψν(t) имеют вид

(1.1.9). В этом случае

an =
1

2πi

∫
C

f(t)
e−int

2π
ln
t+ π

t− π
dt

(C охватывает отрезок [−π, π]) или

an =
1

2π

π∫
−π

e−intf(t)dt (n = 0, ±1, ±2, ...).

Это — классические формулы Фурье. Таким образом, ряд (1.1.10) явля-
ется естественным обобщением на случай выпуклых областей обычного
ряда Фурье, соответствующего отрезку.
В случае системы {eλnz}, где λn — числа (1.1.8), функции ψν(t) имеют
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Глава I. Представление аналитических функций в выпуклых областях . . .

вид (1.1.9) (в этом случае L(λ) = cos aλ cos ibλ, D — прямоугольник с
вершинами α1, α2, α3, α4, указанными в (1.1.7)). Поэтому

aν = − A

2πiL′(λν)

∫
C

f(t)e−λνt
4∑

n=1

eλναn ln(t− αn)dt

( C охватывает прямоугольник D) или

aν =
A

L′(λν)

4∑
n=1

eλαn

αn∫
0

f(t)e−λνtdt. (1.1.12)

1.3. Теорема единственности.
Теорема 1.1.1. Пусть функции f(z), аналитической на D, соот-

ветствует ряд (1.1.10) с коэффициентами (1.1.11). Если все an = 0,
то f(z) ≡ 0.
Из теоремы единственности вытекает следующая теорема.
Теорема 1.1.2. Система {ψν(t)} полна в области C/D в классе

функций, аналитических вне D и обращающихся в нуль в бесконечно-
сти.
В связи с последней теоремой интересно отметить, что существуют

примеры, когда система {eλnz} не полна не только в области D (откры-
той части D), но и в любой подобласти области D (соответствующий
пример построен в [35], с. 277).
В качестве примера применения теоремы единственности отметим

следующий факт: ряд (1.1.10) не может вообще сходиться в области
G ⊃ D. В самом деле, пусть ряд (1.1.10) сходится в G ⊃ D к функции
F (z), т. е.

F (z) =
∞∑
n=1

ane
λnz, z ∈ G.

Умножив левую и правую части на 1
2πiψn(z) и проинтегрировав по

контуру C, получим
1

2πi

∫
C

F (t)ψn(t)dt = an.

В силу теоремы единственности, тогда F (z) = f(z). Выходит, что
если ряд (1.1.10) сходится в G ⊃ D, то он сходится к своей функции.
При малых |z| получаем

M(f) ≡ 1

2πi

∫
C

γ(t)f(t+ z)dt = 0, (1.1.13)
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§ 1. Представление функций, аналитических в замкнутой выпуклой области . . .

т.е. f(z) удовлетворяет уравнению свертки. Но такому уравнению
удовлетворяет не любая функция. Например, для функции f(z) = eλz,
λ 6= λk (k=1, 2, ...) имеем

1

2πi

∫
C

γ(t)f(t+ z)dt = L(λ)eλz 6= 0.

Последние рассуждения показывают, что вопрос о представлении
произвольных аналитических функций f(z) рядами (1.1.10) с коэффи-
циентами (1.1.11) может рассматриваться лишь в области D.
Будем предполагать в дальнейшем, что 0 ∈ D (это не нарушит общ-

ности).

1.4. Условия сходимости ряда. Коэффициенты (1.1.11) имеют
следующую асимптотику:

aν = − 1

L′(λν)

{
k∑

m=0

[M(f)]
(m)
0

λm+1
ν

+O

(
1

λk+1
ν

)}
,

где M(f) — выражение (1.1.13).
ПустьM(f) 6≡ 0 и пусть p— наименьшее целое, такое, что [M(f)]p0 6= 0.

Тогда

aν ≈ −
[M(f)]

(p)
0

λp+1
k L′(λk)

, ν →∞. (1.1.14)

В случае, когда M(f) ≡ 0, коэффициенты aν убывают быстрее.
Из асимптотики (1.1.14) видно, что на сходимость ряда (1.1.10) влияет

поведение величин |L′(λν)|. Отметим, что

eλz ∼
∞∑
n=1

L(λ)

λ− λn
eλnz

L′(λn)
. (1.1.15)

Класс функций f(z), аналитических на D, обозначим A(D). Пусть
h(ϕ) — индикатриса роста L(λ), λn = |λn| eiϕn.

Предложение 1.1.1. Пусть λ 6= λn (n > 1). Если ряд (1.1.15)
сходится в области D, то выполняется условие: для любого ε > 0

ln |L′(λn)| > [h(ϕn)− ε] |λn| , n > n0(ε). (1.1.16)

При выполнении условия (1.1.16) ряд (1.1.10) сходится в области D,
какова бы ни была функция f(z) ∈ A(D). Если 0 ∈ D (а это мы
условились предполагать), то индикатриса производной L′(λ) равна
h(ϕ). Поэтому для любого ε > 0
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ln |L′(λn)| < [h(ϕn) + ε] |λn| , n > n1(ε).

Если иметь это ввиду, то условие (1.1.16) означает, что производная
L′(λ) в точках λn растет максимально возможным образом.

Теорема 1.1.3. Для того, чтобы ряд (1.1.10) сходился к своей функ-
ции f(z) (какова бы ни была f(z) ∈ A(D)), необходимо и достаточно
выполнения одного из условий:
1)

1

t− z
=

∞∑
n=1

ψn(t)e
λnz, z ∈ D, t /∈ D;

2)

eλz =
∞∑
n=1

L(λ)

λ− λn
eλnz

L′(λn)
, z ∈ D, λ — любое;

3)
∞∑
n=1

eλnz

L′(λn)
= 0, z ∈ D;

4)

ln |L′(λn)| > [h(ϕn)− ε] |λn| , n > n0(ε), ε > 0 — любое,

и существуют p > 0 и rn, 0 < rn ↑ ∞, такие, что

|L(λ)| > ep|λ|, |λ| = rn (n > 1);

5)

ln |L′(λn)| > [h(ϕn)− ε] |λn| , n > n0(ε), ε > 0 — любое,

и L(λ) — функция вполне регулярного роста;
6) существуют εn, εn > 0, εn −→ 0 при n −→ ∞ , такие, что

кружки
Km : |λ− λm| < eεm|λm| (m > 1)

не пересекаются и вне этих кружков

ln
∣∣L(reiϕ)

∣∣ > [h(ϕ)− ε] r, r > r0, ε > 0 — любое;

7) существуют замкнутые кривые Γn (n > 1), обладающие свой-

ством: ρn = max
λ∈Γn
|λ| = O

(
min
λ∈Γn
|λ|
)
, длина Γn есть O(ρn), на Γn

ln
∣∣L(reiϕ)

∣∣ > [h(ϕ)− ε] r, n > n0,

ε > 0 — любое, внутри Γn лежат точки λ1, ..., λn и только они из
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последовательности {λm};
8) любая целая функция экспоненциального типа Φ(λ) при условии,

что у ассоциированной с ней по Борелю функции все особенности
лежат в D, разлагается в ряд Лангранжа

Φ(λ) =
∞∑
n=1

Φ(λn)

L′(λn)

L(λ)

λ− λn
.

Отметим, что L(λ) есть функция вполне регулярного роста, если рав-
номерно

ln
∣∣L(reiϕ)

∣∣
r

→ h(ϕ)

при r →∞, r /∈ E0, где E0 — некоторое множество нулевой относи-
тельной меры:

mes E0 ∩ [0, r ]

r
→ 0, r →∞.

Доказательство достаточности идет следующим путем. Из условия 4)
выводится условие 2), а из условия 2) — условие 1). Из условия же 1)
разложение в ряд (1.1.10) получается очевидным образом.

Предложение 1.1.2. Пусть D — ограниченная замкнутая выпук-
лая область, K(ϕ) — ее опорная функция. Тогда существует функция
L(λ) с простыми нулями λn и индикатрисой роста h(ϕ) = K(−ϕ),
которая удовлетворяет условию 4).
На основании этого предложения получаем:
Теорема 1.1.4. Пусть D — ограниченная выпуклая область. Су-

ществуют λ1, . . . , λn, . . . , зависящие только от области D, такие,
что каждая f(z) ∈ A(D) представляется в D рядом (1.1.10) с коэф-
фициентами (1.1.11).
Функция L(λ) = cos aλ cos ibλ удовлетворяет условию 4). Поэто-

му каждую f(z) ∈ A(D) , где D — прямоугольник с вершинами
α1, α2, α3, α4 ( αn приведены в (1.1.7)), можно в D представить рядом
(1.1.10), в котором λν — точки (1.1.8), а коэффициенты вычисляются
по формулам (1.1.12).
В случае произвольного выпуклого многоугольника D с вершинами

γ1, ..., γs в качестве L(λ) можно взять квазиполином

P (λ) =
s∑

n=1

Ane
γnλ. (1.1.17)

В этом случае
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γ(t) =
s∑

n=1

An

t− γn
.

Если λν — нули P (λ), то

ψν(t) = − e−λνt

L′(λν)

s∑
n=1

Ane
λνγn ln(t− γn) + целая функция,

aν = − 1

L′(λν)

s∑
n=1

Ane
λνγn

∫ γn

0

f(t)e−λνtdt.

Удовлетворяет ли квазиполином условиям теоремы 1.1.4? На этот
вопрос отвечает

Предложение 1.1.3. Пусть P (λ) — квазиполином (1.1.17). Тогда:
1) вдали от начала координат все нули P (λ) — простые;
2) вдали от начала координат нули P (λ), обозначим их z(n)

m , имеют
вид

z(n)
m =

2πmi

γn+1 − γn
+ pn + δ(n)

m ,
∣∣∣δ(n)
m

∣∣∣ < e−q0m, q0 > 0

(n = 1, 2, ..., s; m > m0), где pn — некоторые фиксированные числа;
3) вдали от начала координат расстояния между нулями больше

β > 0;
4) имеет место оценка∣∣P (reiϕ)

∣∣ < Aeh(ϕ)r, h(ϕ) = K(−ϕ),

где K(ϕ) — опорная функция многоугольника D;
5) вне окружностей радиуса ε0 > 0 с центрами в нулях P (λ) выпол-

няется оценка ∣∣P (reiϕ)
∣∣ > Beh(ϕ)r, r > r0;

6) имеются числа p > 0 и pn ↑ ∞, pn+1 − pn < 2α ( α — любое
фиксированное число), такие, что∣∣P (reiϕ)

∣∣ > Beh(ϕ)r, pn − p 6 r 6 pn + p, n > n0,

причем между соседними окружностями |λ| = pn и |λ| = pn+1 лежит
не более фиксированного числа нулей;
7) если λn (n > 1) — нули P (λ), |λn| ↑ ∞, то

|P ′(λn)| > Ceh(ϕn)|λn|, λn = |λn| eiϕn, n > n0.

Видим, что если все нули P (λ) — простые, то P (λ) удовлетворяет
условиям теоремы 1.1.4.
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1.5. Интерполирующая функция. Введем функцию

ω(µ, f) =
1

2πi

∫
C

γ(t)

 t∫
0

f(t− η)eµηdη

 dt, (1.1.18)

где контур C охватывает D). Это — целая функция экспоненциального
типа. Оказывается коэффициент (1.1.11) можно представить и в таком
виде:

an =
ω(λn, f)

L′(λn)
(n > 1).

По этой причине функция (1.1.18) и называется интерполирующей
функцией.
С помощью интерполирующей функции общий член ряда (1.1.10)

приобретает форму

ane
λnz =

1

2πi

∫
Cn

ω(µ, f)eµzdµ

L(µ)
,

где Cn — окружность с центром в точке λn, внутри которой нет нулей
L(λ), отличных от λn.
Интерполирующая функция существенно используется в ряде доказа-

тельств. В частности, она использована при доказательстве теоремы
единственности.
Интерполирующую функцию удобно применять также в случае, когда

у L(λ) кратные нули. Пусть λn — нуль L(λ) кратности mn (n > 1).
Имеем

1

2πi

∫
Cn

ω(µ, f)eµzdµ

L(µ)
= Pn(z)eλnz

(контур Cn тот же, что и выше), где Pn(z) — многочлен степени меньше
или равной mn − 1.

Теорема 1.1.5. Пусть D — ограниченная выпуклая область. K(ϕ)
— ее опорная функция, L(λ) — целая функция с нулями λn (вообще
кратными) и индикатрисой роста h(ϕ) = K(−ϕ), удовлетворяющая
условию: имеются окружности |λ| = rn, rn ↑ ∞, на которых

ln
∣∣L(reiϕ)

∣∣ > [h(ϕ)− ε] r, r = rn, n > n0, ε > 0— любое.

Тогда для функции f(z) ∈ A(D) имеется разложение

f(z) = lim
n−→∞

∑
|λν |<rn

Pν(z)eλνz, z ∈ D.
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1.6. Разложение целых функций. В том случае, когда f(z)
регулярна в круге |z| < R, включающем D, функцию ω(µ, f) можно
представить в виде

ω(µ, f) =
∞∑
n=1

cn

[
f (n−1)(0) + µfn−2)(0) + ...+ µ(n−1)f(0)

]
, (1.1.19)

где коэффициенты cn находятся из разложения L(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n .

Формула (1.1.19) имеет смысл не только тогда, когда L(λ) — целая
функция экспоненциального типа.
Обозначим A(L) класс целых функций f(z), удовлетворяющих усло-

вию:
∞∑
n=1

|cn|
[∣∣∣f (n−1)(0)

∣∣∣+ |µ|
∣∣∣f (n−2)(0)

∣∣∣+ ...+ |µ|n−1 |f(0)|
]
<∞, |µ| <∞.

(1.1.20)
При этом условии ω(µ, f) — целая функция. Если у L(λ) только
простые нули λn (n > 1), то функции f ∈ A(L) сопоставляем ряд

f(z) ∼
∞∑
n=1

ane
λnz, an =

w(λn, f)

L′(λn)
. (1.1.21)

Что можно сказать о сходимости этого ряда?
Будем предполагать, что L(λ) — целая функция уточненного порядка

ρ(r) > 1 и типа δ 6= 0, ∞. При этом функция ρ(r) (r > 0) называется
уточненным порядком, если

lim
r→∞

ρ(r) = ρ, lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0.

Далее, если

lim
r→∞

lnM(r)

rρ(r)
= σ 6= 0, ∞, M(r) = max

|z|=r
|F (z)| ,

то ρ(r) называется уточненным порядком F (z), а σ — типом этой
функции при уточненном порядке ρ(r).

Тип σ целой функции L(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n уточненного порядка ρ(r)

определяется равенством

lim
n→∞

ϕ(n) n
√
|cn| = (σeρ)

1
ρ ,

где r = ϕ(t) — функция, обратная к функции t = rρ(r).
Пусть L(λ) — целая функция типа σ при уточненном порядке ρ(r),
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удовлетворяющем условию t
ϕ(y) →∞, t→∞ (при этом условии L(λ)

не есть целая функция экспоненциального типа).

Обозначим B(L) класс целых функций f(z) =
∞∑
n=0

bnz
n, коэффициен-

ты которых таковы, что

B(L) : lim
n→∞

n

ϕ(n)
n
√
|bn| < e(σeρ)−

1
ρ .

Оказывается, B(L) ⊂ A(L). Отметим следующие два факта:
1) если L(λ) — целая функция обычного порядка ρ > 1 конечного

типа σ > 0, то принадлежность f(z) классу B(L) означает, что f(z)
принадлежит классу [ρ1, σ1) (порядок ее меньше ρ1 или равен ρ1, но
тогда тип меньше σ1), где ρ1 и σ1 находятся из равенств

1

ρ
+

1

ρ1
= 1, (σρ)

1
ρ (σ1ρ1)

1
ρ1 = 1;

2) Если L(λ) — целая функция обычного порядка ρ > 1 (конечного
или бесконечного типа), то классу B(L) принадлежат по крайней мере
все целые функции, порядки ν которых удовлетворяют условию

1

ρ
+

1

ν
> 1.

Предложение 1.1.4. Для того, чтобы ряд (1.1.21) сходился во
всей плоскости, какова бы ни была функция f(z) ∈ B(L), необходимо
и достаточно,чтобы выполнялось условие

lim
n→∞

1

|λn|
ln |L′(λn)| = +∞. (1.1.22)

Предложение 1.1.5. Для того, чтобы любая целая функция f(z)
из класса B(L) представлялась во всей плоскости рядом (1.1.21), необ-
ходимо и достаточно,чтобы выполнялись условие (1.1.22) и условие:
существуют окружности |λ| = qn ↑ ∞ со следующим свойством:

lim
n→∞

1

qn
min
|λ|=qn

ln |L(λ)| = +∞. (1.1.23)

Предложение 1.1.6. Пусть f(z) — произвольная целая функция.
Имеется целая функция L(λ) со свойствами (1.1.22) и (1.1.23), такая,
что f(z) входит в класс B(L).

Теорема 1.1.6. Любую целую функцию можно во всей плоскости
представить рядом (1.1.21).
Интересно отметить, что нули λn можно выбрать расположенными

на трех лучах. Но уже функция f(z) ≡ z не может быть представлена
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во всей плоскости рядом, у которого показатели расположены на од-
ном или двух лучах. Это вытекает из следующих соображений. Ряд
экспонент, у которого показатели расположены на одном луче, пред-
ставляет собой функцию, ограниченную в определенной полуплоскости
(например, если показатели положительны, то сумма ряда ограничена
в полуплоскости {z : Re z < a, a < ∞}. Отсюда вытекает, что если
показатели расположены на двух лучах, то сумма ряда ограничена в
общей части соответствующих полуплоскостей (эта общая часть есть
либо угол, либо полоса). Следовательно, в обоих случаях сумма ряда
не может равняться f(z) ≡ z.

Заметим, что сумма ряда
∞∑
k=1

|akeλkz| может расти значительно быстрее,

чем |f(z)|. В главе II будут рассмотрены разложения, когда эта сумма в
смысле роста будет близка к росту |f(z)| (при этом функции f(z) будут
предполагаться функциями конечного порядка).

1.7. Восстановление функции по коэффициентам ее ряда
экспонент. Ряд (1.1.10) может и всюду расходиться. Но, согласно
теореме единственности 1.1.1, если известны an (n > 1), то принципи-
ально по этим данным можно восстановить f(z). Задача заключается в
выяснении, какими способами можно это сделать.
В.В. Напалков [49] предложил следующий способ.
Система функций {ψk(t)}, по теореме 1.1.2, полна вне D в классе

функций, аналитических вне D и обращающихся в нуль в бесконечности.
Поэтому для фиксированного z ∈ D

1

t− z
= lim

m→∞

pm(z)∑
k=1

a
(m)
k (z)ψk(t), t ∈ C

(C – контур, охватывающий D), причем сходимость на C является
равномерной.
Имеем

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(t)

t− z
= lim

m→∞

pm(z)∑
k=1

a
(m)
k (z)ak, z ∈ D.

1.8. Связь с квазианалитическим продолжением. Другой
способ восстановления по известным коэффициентам связан с иной
постановкой самой задачи восстановления. Эта задача рассматривается
в случае, когда все нули λn функции L(λ) вещественны, и функция
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L(λ) на вещественной оси имеет вещественные значения. В этом случае
область D симметрична относительно вещественной оси.
Пусть |λ| = rk ↑ ∞ — окружности, на которых

|L(λ)| > e−h|λ|, |λ| = rk, k > 1.

Это же неравенство при подходящем h будет выполняться и в углах

ψ0 6 | arg λ| 6 π − ψ0, 0 < ψ0 <
π

2
, |λ| > r0.

Положим

f+(z) = lim
k→∞

∑
0<λν<rk

aνe
λνz, f−(z) = lim

k→∞

∑
0<−λν<rk

aνe
λνz.

Функция f−(z) регулярна в угле | arg(z − α−)| < ϕ0, а функция f+(z)
— в угле | arg (z − α+) − π| < ϕ0, где ϕ0 — произвольно в границах
0 < ϕ0 <

π
2 , а вещественные α−, α+, α+ < 0 < α−, зависят от ϕ0.

Задача заключается в том, чтобы восстановить f(z) с помощью функ-
ций f+(z) и f−(z).
Решение задачи состоит в следующем. Показывается ([35], стр. 387 –

420), что возможны три случая:
1) функции f+(z) и f−(z) аналитически продолжаются на некоторый

интервал вещественной оси и на этом интервале f+(x) + f−(x) = f(x);
2) функции f+(z) и f−(z) аналитически продолжаются до начала

координат (в этом случае D — начало координат и z = 0 — особая
точка по крайней мере для одной из функций f+(z), f−(z), причем
существуют lim

x→−0
(f+)(k)(x), lim

x→+0
(f−)(k)(x), и

lim
x→−0

(f+)(k)(x) + lim
x→+0

(f−)(k)(x) = f (k)(0) (k > 0),

так что f(z) можно восстановить с помощью ряда Тейлора;
3) функции f+(x) и f−(x) квазианалитически продолжаются на неко-

торый интервал вещественной оси, и на нем f+(x) + f−(x) = f(x).
Приведем пример, когда реализуется случай 3).
Возьмем положительные числа ρk так, чтобы выполнялись условия

∆ = lim
n→∞

n

ρn
= 0,

∞∑
n=1

ρn
−1 =∞, ρn+1 − ρn > τ (n > 1),

и положим

λν = ρν (m2k < ν 6 m2k+1), k = 0, 1, 2, . . . ,

λν = −ρν (m2k+1 < ν 6 m2k+2), k = 0, 1, 2, . . . ,
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L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
e
λ
λn .

Пусть α — фиксированное положительное число. При определенном
выборе чисел mk (k = 1, 2, . . .) для функции L(λ) соответствующее
множество D — отрезок [−α, α].
Пусть f(z) — функция, аналитическая на отрезке [−α, α]. В рассмат-

риваемом случае

f+(z) =
∑
λν>0

aνe
λνz, f−(z) =

∑
λν<0

aνe
λνz.

Предположим, что f(z) не удовлетворяет уравнению
1

2πi

∫
C

γ(t)f(z + t)dt = 0.

Тогда ряд для f+(z) сходится в полуплоскости Re z < −α, а ряд для
f−(z) — в полуплоскости Re z > α. Поскольку плотность ∆ = 0, и
|λk+1| − |λk| = ρk+1 − ρk > τ > 0, прямая Re z = −α — естественная
граница для функции f+(z), прямая Re z = α — естественная граница
для функции f−(z).
Оказывается, что f+(z) квазианалитически продолжается из полу-

плоскости Re z < −α по вещественной оси до некоторой точки b, b > α,
а функция f−(z) квазианалитически продолжается из полуплоскости
Re z > α по вещественной оси до некоторой точки c, c < −α. На
интервале [a, b]

f+(x) + f−(x) = f(x).

§ 2. Представление рядами экспонент функций,
аналитических внутри области и непрерывных

в замкнутой области

Пусть D — ограниченная выпуклая область, K(ϕ) — ее опорная
функция, h(ϕ) = K(−ϕ). Предположим, что функция L(λ) с простыми
нулями λν (ν > 1) и индикатрисой роста h(ϕ) = K(−ϕ) удовлетворяет
дополнительному условию

|L(reiϕ)| < A
eh(ϕ)r

rµ
, µ > 1, r > 0. (1.2.1)

В этом случае функции γ(t) и ψk(t) (k > 1) регулярны вне D и
непрерывны вплоть до границы ∂D.
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Пусть f(z) — функция, аналитическая в D (D — открытая часть
D) и непрерывная в D (класс таких функций обозначим C(D)). Ей
сопоставляем ряд (1.1.10), где

aν =
1

2πi

∫
∂D

ψν(t)f(t) dt (ν > 1). (1.2.2)

Коэффициенты aν также можно записать в виде

aν =
ω(λν, f)

L′(λν)
, (1.2.3)

где

ω(µ, f) =
1

2πi

∫
∂D

 t∫
0

f(t− η)eµη dη

 dt.

Для коэффициентов aν имеет место оценка

|aν| 6
A

|L′(λν)|
(ν > 1), (1.2.4)

где A — постоянная.
В рассматриваемом случае сохраняется теорема единственности: если

все aν = 0, то f(z) ≡ 0.
Отметим, что если ряд (1.1.10) сходится равномерно в D к f(z), то

необходимо имеем
1

2πi

∫
∂D

γ(t)f(t)dt = 0.

Но для функции f(z) = eλz, λ 6= λν (ν > 1) имеем
1

2πi

∫
∂D

γ(t)f(t)dt = L(λ) 6= 0.

Следовательно, не для всякой функции f(z), аналитической в D и
непрерывной вD ряд (1.1.10) может сходиться равномерно вD. Поэтому
речь пойдет об условиях сходимости ряда (1.1.10) к f(z) в области D.

Теорема 1.2.1. Пусть функция L(λ) удовлетворяет условию
(1.2.1). Для того, чтобы ряд (1.1.10) с коэффициентами (1.2.2) схо-
дился в D к своей функции f(z) (какова бы ни была f(z) ∈ C(D)),
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из условий 1)− 8),
указанных в теореме 1.1.3.
Существуют ли функции L(λ) с нужными свойствами?
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Теорема 1.2.2. Пусть D — ограниченная замкнутая выпуклая об-
ласть, имеющая внутренние точки, K(ϕ) — ее опорная функция,
h(ϕ) = K(−ϕ). Пусть, далее, ϕ(r) — функция, удовлетворяющая
условиям

0 < ϕ(r) ↑ ∞, lim
r→∞

lnϕ(r)

r
= 0.

Тогда существует целая функция F (z) вполне регулярного роста с
индикатрисой роста h(ϕ) и простыми нулями λν (ν > 1), которая
имеет следующую оценку сверху:

|F (reiψ)| < M
eh(ψ)r

ϕ(r)
, r > 0.

Точки |λν| (ν > 1) лежат вне заданного множества E0 нулевой
относительной меры, и

ln |F ′(λν)| > [h(ϕν)− ε]|λν|, ϕν = arg λν, ν > ν0(ε), ε > 0— любое.

Функция ϕ(r) = rµ, µ > 1, удовлетворяет указанным условиям. Следо-
вательно, функция L(λ), удовлетворяющая условию (1.2.1) и условиям
теоремы 1.1.2, всегда существует.
Отсюда, в качестве следствия, вытекает
Теорема 1.2.3. Пусть D — ограниченная выпуклая область. Суще-

ствуют λ1, λ2, . . . , λn, . . ., зависящие только от области D, такие,
что каждая f(z) ∈ C(D) представляется в D рядом (1.1.10) с коэф-
фициентами (1.2.2). При этом точки |λν| (ν > 1) можно выбрать
вне заданного множества E0 нулевой относительной меры.
В случае многоугольника с вершинами γ1, . . . , γs в качестве L(λ)

можно взять функцию

L(λ) =
P (λ)

(λ− a)(λ− b)
,

где P (λ) — квазиполином (1.1.17), а a и b — какие-нибудь нули P (λ).

§ 3. Представление рядами экспонент функций,
аналитических внутри области

3.1. Случай аналитической границы. Будем предполагать,
что граница ∂D области D является правильной аналитической кри-
вой. При этом кривая z = λ(t), α 6 t 6 β, называется правильной
аналитической кривой, если λ(t) — аналитическая функция парамет-
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ра t на [α, β] и λ′(t) 6= 0 на [α, β].
От функции f(z) будем требовать, чтобы она была аналитической в

D и только это. В этом случае формулы (1.2.2) и (1.2.3) не годятся.
Используя полиномы Фабера, интерполирующую функцию ω(µ, f)

представим в другом, соответствующем ситуации, виде.
Пусть w = Φ(z) — функция, конформно отображающая внешность D

на внешность круга |w| 6 ρ, причем

Φ(∞) =∞, lim
z→∞

Φ(z)

z
= 1.

Вследствие того, что ∂D — правильная аналитическая кривая, функция
w = Φ(z) является аналитической на ∂D, и она осуществляет конформ-
ное отображение некоторой кривой C1, лежащей в D, на внешность
круга |w| 6 ρ1, где ρ1 < ρ.
В окрестности бесконечно удаленной точки функция Φ(z) имеет раз-

ложение
Φ(z) = z + α0 +

α1

z
+ · · · ,

а [Φ(z)]n (n — целое неотрицательное число) — разложение вида

[Φ(z)]n = zn + α
(n)
n−1z

n−1 + · · ·+ α
(n)
0 +

α−1

z
+ · · · .

Многочлены

Φn(z) = zn + α
(n)
n−1z

n−1 + · · ·+ α
(n)
0 (n = 0, 1, 2, . . .)

называются многочленами Фабера, порожденными кривой ∂D. В рас-
сматриваемом случае функция w = Φ(z) конформно отображает не
только внешность ∂D на внешность круга |w| 6 ρ, но и внешность
кривой C1 на внешность круга |w| 6 ρ1. Поэтому указанные полиномы
одновременно являются полиномами Фабера, порожденными кривой
C1. Возьмем функцию f(z), аналитическую в области D. Поскольку
граница этой области ∂D есть прообраз окружности |w| = ρ при отоб-
ражении w = Φ(z) (ρ > ρ1), то (см., например, Маркушевич А.И. [42],
с. 422) в D имеет место разложение

f(z) =
∞∑
n=0

αnΦn(z), lim
n→∞

n
√
|αn| 6

1

ρ
.

Сходимость внутри D — равномерная.
Пусть, как и выше, L(λ) — целая функция с простыми нулями λν

(ν > 1) и индикатрисой роста h(ϕ) = K(−ϕ), где K(ϕ) — опорная
функция области D.
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Обозначим γ(µ, t) функцию, ассоциированную по Борелю с функцией

L(µ)− L(λ)

µ− λ
(как функцией λ). Она регулярна по переменному t вне D. Вне D
имеется представление

γ(µ, t) =
∞∑
n=0

cn(µ)Φ′(t)

[Φ(t)]n+1

(сходимость внутри области C \D — равномерная). Функции cn(µ) —
целые. Оказывается, что если L(λ) будет удовлетворять условию

|L(reiψ)| < A
eh(ψ)r

ϕ(r)
, 0 < ϕ(r) ↑ ∞, lim

r→∞

lnϕ(r)

r
= 0,

при подходяще выбранной функции ϕ(r), то ряд

γ(µ, t) =
∞∑
n=0

αncn(µ) (1.3.1)

будет равномерно сходиться в любой ограниченной области, его сумма
— целая функция, и она-то и будет функцией ω(µ, f). Функцию L(λ),
согласно теореме 1.2.2, подобрать можно.
Образуем ряд (1.1.10), где

an =
ω(λn, f)

L′(λn)
(n > 1). (1.3.2)

Теорема 1.3.1. Пусть D — выпуклая конечная область, ограничен-
ная правильной аналитической кривой. Тогда любую функцию f(z),
аналитическую в D, можно представить в D рядом (1.1.10) с коэффи-
циентами (1.3.2) (ω(µ, f) — сумма ряда (1.3.1)). Показатели λn при
этом можно выбрать так, что |λn| (n > 1) лежат вне заданного
множества E0 нулевой относительной меры.

3.2. Случай произвольной границы. Решение вопроса о пред-
ставлении рядами экспонент в произвольной выпуклой области D функ-
ций f(z), аналитических в D, основано на следующей теореме.

Теорема 1.3.2. Пусть D — конечная открытая выпуклая область
и C — ее граница. Проведем открытые круги радиуса 1

n с центрами
в точках границы C. Эти круги при n > n0 образуют кольцевую
область, внутреннюю границу ее обозначим Cn. Пусть {Mn} — воз-
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растающая последовательность положительных чисел. Обозначим
A({Mn}) класс функций F (z), аналитических в D и удовлетворяющих
условию |F (z)| 6Mn, z ∈ Cn, n > n0. Тогда в зависимости от класса

A({Mn}) можно сконструировать целую функцию M(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n с

ростом не выше первого порядка минимального типа, которая облада-
ет свойством: для любой функции F (z) из класса A({Mn}) найдется
функция f(z), аналитическая в D и непрерывная в D, такая, что

M(D)f ≡
∞∑
n=0

cnf
(n)(z) = F (z), z ∈ D. (1.3.3)

Любая функция F (z), аналитическая в D, войдет в некоторый класс
A({Mn}). Действительно, в качестве Mn можно взять числа

Mn = max
z∈Cn
|F (z)|.

Пусть F (z) — функция, аналитическая в области D. По теореме 1.3.2,
найдутся f(z) и M(λ) со свойством (1.3.3). Функцию f(z), по теореме
1.2.3, представим рядом

f(z) =
∞∑
n=1

ane
λnz, z ∈ D.

Тогда, в силу (1.3.3),

F (z) =
∞∑
n=1

anM(λn)e
λnz, z ∈ D.

Таким образом, имеет место
Теорема 1.3.3. Пусть D — конечная выпуклая область. Тогда

имеется последовательность показателей {λn}, зависящая только
от области, такая, что любую функцию F (z), аналитическую в D,
можно в D разложить в ряд

F (z) =
∞∑
n=1

bne
λnz, z ∈ D.

Показатели λn при этом можно выбрать так, что |λn| будут лежать
вне заданного множества нулевой относительной меры.

3.3. Представление аналитической функции в многоуголь-
нике в виде суммы периодических. Пусть D — многоугольник
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с вершинами γ1, . . . , γs.
Положим

w(n)
m =

2πi

γn+1 − γn
m (n = 1, 2, . . . , s; m = 1, 2, . . .), γs+1 = γ1,

Q(z) = zs/2eγz
∞∏
m=1

(
1− z

w
(1)
m

)
. . .

(
1− z

w
(s)
m

)
, если s — четное,

Q1(z) = z
s−1

2 eγz
∞∏
m=1

(
1− z

w
(1)
m

)
. . .

(
1− z

w
(s)
m

)
, если s — нечетное.

Показывается, что при подходящем γ функция Q(z) обладает свой-
ствами:

|Q(reiϕ)| < Aeh(ϕ)r

(h(ϕ) = K(−ϕ), K(ϕ) — опорная функция многоугольника D); вне
кружков постоянного радиуса с центрами в нулях функции Q(z)

|Q(reiϕ)| > Beh(ϕ)r, B > 0;

если λn — нули Q(z), отличные от начала координат, то

|Q′(λn)| > Ceh(ϕn)|λn|, λn = |λn|eiϕn, n > 1, C > 0.

При подходящем γ функция Q1(z) обладает свойствами:

|Q1(re
iϕ)| < Aeh(ϕ)r;

вне кружков постоянного радиуса с центрами в нулях Q1(z)

|Q1(re
iϕ)| > B

eh(ϕ)r

r
, B > 0;

если λn — нули Q1(z), отличные от начала координат, то

|Q′1(λn)| > Ceh(ϕ)|λn|, n > 1, C > 0.

Если положить

L(λ) =
Q(λ)

λ
s
2

(
1− λ

w
(1)
i

)
при s четном и

L(λ) =
Q1(λ)

λ
s−1

2

(
1− λ

w
(1)
i

)(
1− λ

w
(2)
i

)
при s нечетном, то в качестве чисел λ1, λ2, . . . в теоремах 1.2.3 и
1.3.3 можно взять нули этой функции L(λ).
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Отметив, что

ew
(n)
m [z+γn+1−γn] = ew

(n)
m z,

из теоремы 1.3.3 получим следующее заключение.
Теорема 1.3.4. Пусть D — выпуклый многоугольник с вершинами

в точках γ1, . . . , γs. Тогда функцию F (z), аналитическую в D, можно
представить в виде

F (z) =
s∑

n=1

Fn(z), z ∈ D,

где Fn(z) — функция, аналитическая в полуплоскости Dn, которая
ограничена прямой, проходящей через вершины γn и γn+1 ( в полуплос-
кости Dn лежит D), Fn(z) — периодическая функция с периодом,
равным γn+1 − γn.

3.4. Представление аналитических функций с определен-
ным ростом вблизи границы. Теорема 1.3.2 допускает следующее
уточнение.

Теорема 1.3.5. Пусть функция F (z) регулярна в выпуклой области
D и при приближении к границе удовлетворяет условию: для любого
ε > 0

|F (z)| < exp

(
1

r

)q+ε
, r = ρ(z, ∂D), r < r0(ε) (1.3.4)

(r — расстояние от z до границы). Тогда существуют целая функ-

ция M(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n порядка q

q+1 и функция f(z), регулярная в D и

непрерывная в D, такие, что

M(D)f ≡
∞∑
n=0

cnf
(n)(z) = F (z), z ∈ D.

В теореме 1.3.3 коэффициенты bn = anM(λn), причем коэффициенты
an имеют оценку (1.2.4). Если D — многоугольник и в качестве L(λ)
взять

P (λ)

(λ− a)(λ− b)
(a и b — какие-то два нуля квазиполинома P (λ)), то, в силу утверждения
7) предложения 1.1.3, получим

|bn| < e−h(ϕn)|λn|eλ
p+ε
n , p =

q

q + 1
, n > n0(ε), ε > 0 — любое.
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Отсюда вытекает оценка
∞∑
n=1

|bneλnz| < exp

(
1

r

)q+ε
, r = ρ(z, ∂D), r < r0(ε), ε > 0 – любое.

(1.3.5)

Теорема 1.3.6. Пусть D — выпуклый многоугольник. Если функ-
ция F (z) регулярна в D и удовлетворяет условию (1.3.4), то ее можно
в D представить рядом

F (z) =
∞∑
n=1

bne
λnz,

удовлетворяющим условию (1.3.5).
Если в качестве L(λ) взять функцию из предыдущего пункта, то в

качестве следствия из теоремы 1.3.6 получим следующие утверждения
(уточнение теоремы 1.3.4).

Следствие 1.3.1. Пусть D — выпуклый многоугольник с верши-
нами γ1, . . . , γs. Тогда функцию F (z), аналитическую в D с оценкой
(1.3.4), можно представить в виде

F (z) =
s∑

n=1

Fn(z),

где Fn(z), как и в теореме 1.3.4, аналитичны и периодичны в соот-
ветствующих полуплоскостях и имеют при приближении к границам
полуплоскостей оценку вида (1.3.4) (с тем же q).
Теоремы 1.3.5, 1.3.6 и следствие из теоремы 1.3.6 получены А.Ф. Леон-

тьевым в статье [36].
Р.С. Юлмухаметов [68] распространил теорему 1.3.6 при q > 1 на

случай произвольной выпуклой ограниченной области D.
В. В. Напалков [53] условие (1.3.4) заменил на значительно более

общее и получил (своим путем) соответствующий результат.

§ 4. Представление аналитических функций в бесконечных
выпуклых областях

4.1. Случай полуплоскости. Пусть D — левая полуплоскость
Re z < 0. Речь пойдет сначала о функциях f(z), которые аналитичны
в D, непрерывны в D и при больших |z| в D
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f(z) = O
(
|z|−µ

)
, µ > 1, z ∈ D. (1.4.1)

Пусть L(λ) — целая функция с простыми нулями λn (n > 1) и такая,
что

L(λ) = O

(
1

λα

)
, α > 1, 0 < λ <∞. (1.4.2)

Положим

ψn(t) =
1

L′(λn)

+∞∫
0

L(λ)

λ− λn
e−λt dλ (n > 1).

Функции ψn(t) регулярны в правой полуплоскости Re t > 0, ограничены
в замкнутой полуплоскости Re t > 0 и непрерывны здесь (исключая,
возможно, бесконечно удаленную точку).
Рассматриваемой функции f(z) (с условием (1.4.1)) сопоставляем ряд

f(z) ∼
∞∑
n=1

Ane
λnz, An =

1

2πi

∞i∫
−∞i

f(t)ψn(t) dt. (1.4.3)

Предположим, что имеются замкнутые кривые Γn (n > 1) с такими
свойствами:
1) контур Γn содержит в себе точки λ1, λ2, . . . , λn; длина контура

Γn есть O(max
z∈Γn
|z|),

max
z∈Γn
|z| = O(min

z∈Γn
|z|), min

z∈Γn
|z| → ∞, n→∞;

2) каково бы ни было γ > 0,

lim
n→∞

min
λ∈Γn

| arg λ|6γ

ln |L(λ)|
|λ|

> 0, lim
n→∞

min
λ∈Γn

γ6| arg λ|6π

ln |L(λ)|
|λ|

= +∞.

3) имеются положительные число h и q, такие, что

lim
n→∞

min
λ∈Gn

ln |L(λ)|
|λ|

> 0,

где Gn — круг радиуса hr−qn с центром в точке rn (точки пересечения
Γn с положительной полуосью λ > 0); точки контура Γn, лежащие вне
круга Gn, удалены от точек λ > 0 на расстояния, не меньшие h1r

−q
n ,

h1 > 0.
Из второго из условий 2) вытекает, что L(λ) — целая функция по

меньшей мере первого порядка бесконечного типа.
Теорема 1.4.1. Пусть функция f(z) регулярна в полуплоскости

Re z < 0, непрерывна в замкнутой полуплоскости Re z 6 0 и удовле-
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творяет условию (1.4.1). Пусть L(λ) — целая функция с простыми
нулями λn (n > 1), которая удовлетворяет условию (1.4.2) и для
которой имеются кривые Γn с указанными выше свойствами. Тогда
f(z) в D представляется рядом (1.4.3).
Приведем пример функции L(λ), удовлетворяющей условиям теоремы.
Возьмем функцию Миттаг-Леффлера

Eρ(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(nρ + 1)
, 1 < ρ <

3

2
,

и положим

A(z) = Eρ(ze
−iψ) + Eρ(ze

iψ) + Eρ(−z), ψ =
π

2ρ
.

Функция A(z) — целая порядка ρ, ее нули, начиная с некоторого,
— простые: нули из правой полуплоскости (начиная с некоторого) —
вещественны, обозначим их µ1, µ2, . . . ,

lim
n→∞

n

µρn
= τ <∞;

остальные нули (начиная с некоторого) лежат в малых углах с бис-
сектрисами l1: arg z = π

2 + ψ
2 и l2: arg z = −(π2 + ψ

2 ). Оказывается,
функция

L(λ) =
Q(λ)A(λ)

P (λ)
, P (z) = zm+...+αm, Q(z) = zm−2+...+βm (m > 2)

при подходящих P (z) и Q(z) будет удовлетворять всем условиям теоре-
мы.
Пусть µ′n — нули L(λ), отличные от µn. Имеем

f(z) =
∞∑
n=1

A0
ne

µnz +
∞∑
n=1

A
′

ne
µ
′
nz.

Оказалось, что сумма второго ряда — целая функция.
Таким образом,

f(z) =
∞∑
n=1

A0
ne

µnz+ целая функция, µn > 0. (1.4.4)

Теорема 1.4.2 (аналог теоремы 1.3.2). Пусть F (z) — функция, регу-
лярная в левой полуплоскости Re z < 0. Тогда имеются функция f(z),
регулярная в Re z < 0, непрерывная в Re z 6 0 и удовлетворяющая в
Re z 6 0 условию f(z) = O

(
z−2
)
, целая функция M(λ) =

∑∞
n=0 cnλ

n
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с ростом не выше первого порядка минимального типа и целая функ-
ция Φ(z), такие, что

F (z) =
∞∑
n=1

cnf
(n)(z) + Φ(z), Re z < 0.

Из этой теоремы и представления (1.4.4) вытекает
Теорема 1.4.3. Пусть F (z) — функция, регулярная в левой полу-

плоскости Re z < 0. Тогда имеется не зависящая от F (z) последова-
тельность показателей {µn}, µn > 0,

lim
n→∞

n

µρn
= τ,

0 < τ <∞ (ρ — любое > 1), такая, что имеет место представление

F (z) =
∞∑
n=1

Bne
µnz + целая функция, Re z < 0.

Целую функцию, согласно теореме 1.1.6, можно во всей плоскости
представить рядом экспонент. Поэтому справедливо

Следствие 1.4.1. Любая функция F (z), аналитическая в полуплос-
кости, представляется в полуплоскости рядом экспонент.
Используя этот результат и теорему 1.3.3, можно доказать следующее:
Пусть D — бесконечная выпуклая область, граница которой состо-

ит из двух лучей и дуги, соединяющей начала этих лучей. Тогда
имеется последовательность {λn}, зависящая лишь от области D,
такая, что любую функцию F (z), аналитическую в D, можно пред-
ставить в D рядом

F (z) =
∞∑
n=1

Ane
λnz.

4.2. Случай произвольной бесконечной выпуклой области.
Изложим вначале результат из работы [33].
ПустьD — бесконечная выпуклая область, отличная от всей плоскости.

Будем считать, что 0 ∈ D, луч (−∞, 0] принадлежит D и если x cosϕ+
+y sinϕ − K(ϕ) = 0 — опорная прямая области D, то ϕ меняется в
пределах −ϕ0 < ϕ < ϕ0 6 π

2 (это не нарушает общности рассуждений).
Угол ϕ может равняться и ϕ0, если граница ∂D, начиная с некоторого
места, идет по прямой; в аналогичной ситуации может быть ϕ = −ϕ0. В
случае, если D — полуплоскость, ϕ = ϕ0 = 0. Положим h(ϕ) = K(−ϕ)
для допустимых значений ϕ.
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Пусть L(λ) — целая функция, удовлетворяющая условию∣∣L(reiϕ)
∣∣ < e

1 + rα
eh(ϕ)r, α > 1, −ϕ0 < ϕ < ϕ0 (1.4.5)

(в случаях, указанных выше, ϕ может равняться ϕ0 или−ϕ0). Допустим,
что λn (n > 1) — ее нули, и все они простые. Положим

ψn(t) =
1

L′(λn)

∞eiϕ∫
0

L(λ)

λ− λn
e−λt dλ (n > 1), −ϕ0 < ϕ < ϕ0.

В силу (1.4.5), функция ψn(t) регулярна вне D, непрерывна вплоть до
границы (кроме, быть может, бесконечно удаленной точки) и ограничена
по модулю (константой, зависящей от номера n).
Возьмем функцию f(z), аналитическую в области D, непрерывную

вплоть до границы, причем

f(z) = O

(
1

|z|µ

)
, µ > 1, z ∈ D, z →∞. (1.4.6)

Сопоставим ей ряд

f(z) ∼
∞∑
n=1

ane
λnz, an =

1

2πi

∫
∂D

f(t)ψn(t) dt.

Речь идет о сходимости этого ряда.
Пусть функция L(λ) удовлетворяет дополнительно следующему усло-

вию: имеется система замкнутых кривых Γn (n > 1) и система, содер-
жащих эти контуры криволинейных колец

Pn =
⋃
t∈Γn

{
z : |z − t| 6 e−εnrn

}
, rn = min

z∈Γn
|z|, 0 < εn → 0, n→∞,

со свойствами:
а) каковы бы ни были γ > 0 и ε > 0, имеем

lim
n→∞

min
λ∈Γ′n

H(λ) = +∞, H(λ) =
ln |L(λ)|
|λ|

,

функция H(λ) при |λ| > K(γ, ε) больше h(ϕ) − ε на P ′n, больше
h(ϕ0 −−γ)− ε на P ′′n , больше h(−ϕ0 + γ)− ε на P ′′′n , где Γ′n — часть Γ,
лежащая в дополнении к углу |ϕ| < ϕ0 + γ, P ′n — часть Pn, лежащая
в угле |ϕ| < ϕ0 − γ, P ′′n и P ′′′n — части Pn, лежащие, соответственно, в
малых углах |ϕ− ϕ0| < γ, |ϕ+ ϕ0| < γ ;
б) если C ′n и C ′′n — части, на которые Γn разбивает границу криволи-
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нейного полукольца P ′n ∪ P ′′n ∪ P ′′′n (при этом пусть C ′′n лежит внутри
Γn), то длины кривых Γ′n, C ′n, C ′′n при n→∞ суть exp[o(1)rn];
в) между Γn и Γn+1 лежит только один нуль функции L(λ).
При этих условиях имеет место
Предложение 1.4.1. В области D

f(z) =
∞∑
n=1

ane
λnz. (1.4.7)

К случаю (1.4.6) общий случай сводится на основании следующего
результата из работы [34].

Теорема 1.4.4. Пусть F (z) — функция, аналитическая в бесконеч-
ной выпуклой области D. Имеются функция f(z), аналитическая в
D, непрерывная в D, удовлетворяющая условию (1.4.6), целая функ-

ция Φ(z) и целая функция M(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n с ростом не выше первого

порядка нулевого типа, такие, что

F (z) =
∞∑
n=0

cnf
(n)(z) + Φ(z).

На основании (1.4.7) и этой теоремы получаем

F (z) =
∞∑
n=1

bne
λnz + Φ(z), z ∈ D, bn = anM(λn).

Заметим, что функцию Φ(z) во всей плоскости можно разложить в
ряд экспонент. Поэтому

F (z) =
∞∑
n=1

cne
µnz, z ∈ D. (1.4.8)

Существование функции L(λ) со всеми указанными выше свойствами
было установлено Р.С. Юлмухаметовым [67] в 1982 г. на основе метода
аппроксимации субгармонической функции логарифмом модуля целой
функции.
Таким образом, имеет место
Теорема 1.4.5. Пусть D — бесконечная выпуклая область и F (z) —

функция, аналитическая в D. Тогда в D имеет место представление
(1.4.8).
Возможность представления аналитических функций в бесконечных

выпуклых областях рядами экспонент была установлена ранее и иным
способом Ю.Ф. Коробейником[11] (см. §6).
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§ 5. Достаточные и слабо достаточные множества

Приведем другой способ представления аналитических функций ряда-
ми экспонент. Он основан на понятиях достаточных и слабо достаточных
множеств.
В пространстве C (можно было бы в простанстве Cn) рассмотрим

последовательность непрерывных функций gm(z) (m > 1), удовлетворя-
ющих условиям:

1) 0 < g1(z) 6 g2(z) 6 . . . ; 2) lim
z→∞

gm(z)

gm+1(z)
= 0, m = 1, 2, ... .

Через K обозначим множество всех непрерывных функций k(z), опре-
деленных в C и таких, что для всех m = 1, 2, ... выполняется соотно-
шение k(z) > εgm(z), где ε > 0 и ε = ε(m, k(z)). Введем множество E
всех целых функций ϕ(z), для которых имеет место неравенство

|ϕ(z)| 6 cgm(z), z ∈ C, c = c(ϕ), m = m(ϕ).

Для произвольного замкнутого в C множества S на множестве E
рассмотрим две топологии: τS и µS. Топология τS определяется как
топология индуктивного предела нормированных пространств

ES,m =

{
ϕ(z) ∈ E : ||ϕ||S,m = sup

z∈S

|ϕ(z)|
gm(z)

<∞
}
, m = 1, 2, ... .

Топология µS определяется с помощью семейства полунорм на E вида

||ϕ||S,k = sup
z∈S

|ϕ(z)|
k(z)

, k(z) ∈ K.

Множество S называется достаточным (слабо достаточным) для
E, если µC = µS (τC = τS).
Достаточные и отдельно слабо достаточные множества изучались

Эренпрайсом [78], Тейлором [91], Шнайдером [87] и другими.
Отметим следующий общий результат В.В. Напалкова [52]
Теорема 1.5.1. Если множество S является слабо достаточным

для E, то τS = µS.
Из этой теоремы вытекает, что понятия слабой достаточности и до-

статочности множества совпадают. Значение теоремы состоит также и
в том, что проверить условие слабой достаточности значительно проще,
чем условие достаточности.
Из теоремы получаем, что, в частности, τC = µC. В случае, когда

функции gm(z) удовлетворяют дополнительным условиям, последнее
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равенство установлено Тейлором [91].
Проследим существо теоремы в задаче разложения функций в ряды

экспонент.
Пусть D — выпуклая область (ограниченная или неограниченная),

Km (m > 1) — выпуклые компакты, K1 ⊆ K2 ⊆ ... ,
⋃
m
Km = D,

hm(−ϕ) — опорная функция компакта Km,

gm(z) = exp[hm(ϕ)r], z = reiϕ, m > 1.

Известно, что если S — достаточное множество для пространства E,
построенного на системе указанных функций gm(z), то для всякой функ-
ции F (z), аналитической в D, имеет место интегральное представление

F (z) =

∫
S

eλz
dµ(λ)

k(λ)
, z ∈ D,

где µ — комплексная мера на C (ограниченной вариации), k(z) ∈ K.
Если при этом окажется, что S — последовательность {µm}∞m=1, то
отсюда получается представление F (z) рядом (1.4.8).
На основании теоремы 1.5.1 получаем:
Предложение 1.5.1. Если S = {µm}∞m=1 — слабо достаточное мно-

жество, то для любой функции F (z), аналитической в D, имеет
место представление (1.4.8).
В работах [50], [51] В.В. Напалков привел общий способ построения

«минимальных» слабо достаточных множеств {µm} в случае произ-
вольных выпуклых областей D. Свойство минимальности множества
понимается в том смысле, что если из него удалить подмножество то-
чек положительной плотности, то оставшееся множество уже не будет,
вообще говоря, слабо достаточным.
Таким образом, на основе нового метода получается
Теорема 1.5.2. Любую функцию F (z), аналитическую в выпуклой

области, можно представить в этой области рядом экспонент.
Более подробно о достаточных и слабо достаточных множествах из-

ложено в обзорной статье В.В. Напалкова [54].

§ 6. Представляющие системы

Понятие абсолютно представляющей системы введено Ю.Ф. Коробей-
ником [10]. Применительно к системе экспонент оно выглядит следую-
щим образом.
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Пусть D — выпуклая область (ограниченная или неограниченная),
Km (m > 1) — компакты, K1 ⊆ K2 ⊆ ... ,

⋃
m
Km = D,

pm(f) = max
z∈Km

|f(z)|.

Система {eλnz}∞n=1 называется абсолютно представляющей в D, если
любую функцию F (z), аналитическую в D, можно представить рядом

F (z) =
∞∑
n=1

Ane
λnz, z ∈ D, (1.6.1)

причем
∞∑
n=1

|An|pm(eλnz) <∞ (m = 1, 2, ...). (1.6.2)

При условии

lim
n→∞

lnn

|λn|
= 0

из сходимости ряда (1.6.1) в области D вытекает (1.6.2).
Приведем результаты Ю.Ф. Коробейника.
Пусть D — выпуклая область, K(ϕ) — ее опорная функция, h(ϕ) =

= K(−ϕ). Функция h(ϕ) для некоторых ϕ может быть равной и
бесконечности. Пусть {hn(ϕ)} — последовательность ограниченных
тригонометрически выпуклых функций со следующими свойствами:

1) h(ϕ) > hn+1(ϕ) > hn(ϕ) (n > 1), ϕ ∈ [0, 2π];
2) если g(ϕ)— произвольная тригонометрически выпуклая функция,

такая, что g(ϕ) < h(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π], то hn(ϕ) > g(ϕ) при n > N(g).
Такая последовательность {hn(ϕ)} всегда существует.
В [11] доказано
Предложение 1.6.1. Система {eλnz} является абсолютно пред-

ставляющей в D тогда и только тогда, когда для каждого n > 1
существуют m > 1 и An ∈ (0, +∞), такие, что для каждой функ-
ции экспоненциального типа y(z) с индикатрисой роста hy(ϕ) < h(ϕ)
выполняется условие

sup
|z|<∞

|y(z)|
exp[hm(arg z)|z|]

6 An sup
k>1

|y(λn)|
exp[hn(arg λk)|λk|]

. (1.6.3)

Если взять достаточно «густую» последовательность {λn}, то условие
(1.6.3) будет выполняться и, следовательно, {eλnz} будет абсолютно
представляющей системой в D.

Теорема 1.6.1. Существует последовательность {λn}, такая,
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что система {eλnz} — абсолютно представляющая в любой выпуклой
области.

Предложение 1.6.2 ([12], с. 87). Для того, чтобы система {eλnz}
была абсолютно представляющей в D, необходимо и достаточно,
чтобы множество {λn} было слабо достаточным.

Теорема 1.6.2. Пусть D — ограниченная выпуклая область, K(ϕ)
— ее опорная функция, h(ϕ) = K(−ϕ), L(λ) — целая функция экспонен-
циального типа с индикатрисой роста h(ϕ) и простыми нулями λn
(n > 1). Для того, чтобы система {eλnz} была абсолютно представ-
ляющей в D, необходимо и достаточно, чтобы функция L(λ) была
функцией вполне регулярного роста и выполнялось условие: существу-
ет целая функция c(λ) с ростом не выше первого порядка нулевого
типа, c(λ) 6≡ 0, такая, что

lim
n→∞

[
1

|λn|
ln

∣∣∣∣ c(λn)L′(λn)

∣∣∣∣+ h(ϕn)

]
6 0, ϕn = arg λn.

Следствие 1.6.1. Если L(λ) — функция вполне регулярного роста
с индикатрисой роста h(ϕ) и простыми нулями λn (n > 1) и удовле-
творяет условию

ln |L′(λn)| > [h(ϕn)− ε] |λn|, n > n0(ε), ε > 0 — любое,

то {eλnz} — абсолютно представляющая система в области D.
Следующий результат характеризует свойство предельного перехода.
Предложение 1.6.3. Пусть D — ограниченная выпуклая область

с опорной функцией h(−ϕ), {Dn} — последовательность выпуклых
областей, лежащих в D с опорными функциями hn(−ϕ), такими, что

hn(ϕ) < hn+1 < h(ϕ), lim
n→∞

ϕn(ϕ) = h(ϕ).

Тогда, если {eλnz} — абсолютно представляющая система в каждой
области Dn (n > 1), то {eλnz} — абсолютно представляющая система
в D.
Предложение установлено А.В. Абаниным (см. [12], с. 102); в случае,
когда Dn = qnD, 0 < qn ↑ 1, — Ю.Ф. Коробейником.
Более подробно о представляющих системах смотрите обзорную ста-

тью [12].

§ 7. Разложение в выпуклых многоугольниках

Здесь более подробно будут изложены результаты о разложении ана-
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литических функций в выпуклых многоугольниках.

7.1. Разложение функций, непрерывных в замкнутом мно-
гоугольнике. Пусть D — выпуклый многоугольник с вершинами
γ1, γ2, . . . , γs, C(D) — класс функций, аналитических в D и непрерыв-
ных в D.
Возьмем функцию

L(λ) =

∫
∂D

eλt dσ(t), varσ <∞. (1.7.1)

Пусть λ1, λ2, . . . — ее нули и (ради простоты) пусть все они простые.
Система функций

ψn(t) = − 1

L′(λn)

t∫
αn

eλnu dσ(u) (αn, t ∈ ∂D)

биортогональна к системе {eλkz}:∫
∂D

eλktψm(t) dt = δk,m (k, m > 1).

Функции f(z) ∈ C(D) сопоставим ряд

f(z) ∼
∞∑
n=1

ane
λnz, (1.7.2)

где

an =

∫
∂D

f(t)ψn(t) dt.

Пусть K(ϕ) — опорная функция D и h(ϕ) = K(−ϕ). Допустим, что
L(λ) удовлетворяет условиям:
1) L′(λn) > Aeh(ϕn)|λn|, ϕn = arg λn, n > 1, A > 0;
2) существуют числа p > 0 и rn ↑ ∞, такие, что

|L(reiϕ)| > Beh(ϕ)r, rn − p 6 r 6 rn + p (n > 1), B > 0.

При этих условиях установлено ([35], с. 318)
Утверждение 1.7.1. Если f, f ′ ∈ C(D), то ряд (1.7.2) сходится

к f(z) равномерно на Dε (ε > 0 — любое), где Dε получается из D
удалением окрестностей |z − γn| < ε (n = 1, 2, . . . , s) вершин.
Условиям, накладываемым на L(λ), удовлетворяет квазиполином
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L(λ) =
s∑

n=1

Ane
γnλ. (1.7.3)

Приведем теперь результаты из работ В.К. Дзядыка ([6]), А.М. Сед-
лецкого ([58], [62]), Ю.И. Мельника ([44], [46]), в них получен ряд
аналогов известных признаков сходимости рядов Фурье.
В [6] установлен аналог признака Дини.
Теорема 1.7.1. Пусть L(λ) — квазиполином (1.7.3) с An = 1 (n =

1, 2, . . . , s). Если f ∈ C(D), ее модуль непрерывности ωf(δ) на D
удовлетворяет условию ∫

0

ωf(t)

t
dt <∞,

и выполнено еще условие
s∑

n=1

Anf(γn) = 0

(оно необходимо), то ряд (1.7.2) сходится к f(z) равномерно на D.
В [58] установлен аналог признака Дирихле-Жордана. Функция L(λ)

задается в виде (1.7.1), причем σ(t) имеет скачки в точках γ1, γ2, . . . , γs.
Для удобства считаем, что |λn − λm| > δ > 0 при n 6= m.

Теорема 1.7.2. Пусть f ∈ C(D) и var f(z) на ∂D конечна. Тогда:
1) ряд (1.7.2) сходится к f(z) равномерно на Dε, ε > 0 — любое;
2) в каждой вершине γi ряд (1.7.2) сходится к значению

f(γi)−
π − αi
2πhi

∫
∂D

f(t) dσ(t)

(αi — внутренний угол при вершине γi, а hi — скачок σ(t) в вершине
γi);
3) если выполнено условие∫

∂D

f(t) dσ(t) = 0,

то ряд (1.7.2) сходится к f(z) равномерно на D.
Назовем ряд

∑
n
fn(z) нормально сходящимся на множестве E, если

сходится ряд ∑
n

max
z∈E
|fn(z)|.

В [62] показано, что если L(λ) — квазиполином, и выполнено одно из
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следующих условий:

1) ωf(δ) 6 cδα, α >
1

2
; 2) ωf(δ) 6 cδα, α > 0,

и var f(z) на ∂D конечна, то ряд (1.7.2) сходится нормально на D.
В [44] для случая, когда L(λ) — квазиполином (1.7.3) и An = 1 (n =

1, 2, . . . , s), дано следующее достаточное условие абсолютной сходимо-
сти ряда (1.7.2) на D: ∫

0

t−
3
2ωf(t) dt <∞.

В [46] установлена оценка скорости сходимости ряда (1.7.2).
Утверждение 1.7.2. Пусть L(λ) — квазиполином. Если f, f ′,

. . . , f (r) ∈ C(D) и f (r) ∈ Lipα, 0 < α < 1, на D, то∣∣∣∣∣
N∑
n=1

ane
λnz − f(z)

∣∣∣∣∣ < C

N 2+α
lnN, z ∈ D.

7.2. О разложении функций из класса Ep(D). Через Ep(D)
обозначается класс Харди-Смирнова на D.
В работе Б.Я. Левина и Ю.И. Любарского [28] исследованы разло-

жения в ряды экспонент функций класса E2(D) в случае, когда L(λ) —
так называемая функция типа синуса. Рассмотрим множество

Πj(K) = {λ : Re
(
λe−iϕj

)
> 0, Im

(
λe−iϕj

)
< K},

где ϕj — угол наклона внешней нормали к стороне (γj, γj+1) многоуголь-
ника D (γs+1 = γ1). Множество Πj(K) есть полуполоса, ортогональная
стороне (γ∗j , γ

∗
j+1) сопряженного многоугольника D∗. Пусть K(ϕ) —

опорная функция D.
Целую функцию L(λ) экспоненциального типа назовем функцией

типа синуса (относительно D), если при некотором K вне объединения
полуполос Πj(K) (j = 1, 2, . . . , s) выполняются неравенства

0 < c < |L(λ)| exp(−|λ|K(− arg λ)) < C <∞.

Класс функций типа синуса включает в себя класс функций (1.7.1),
если σ(t) имеет скачки в вершинах, но это включение — собствен-
ное. Поскольку функция типа синуса может и не представляться в
виде (1.7.1), то функции ψn(t) биортогональной системы определяются
по-другому, а именно, как преобразования Лапласа пронормированных
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соответствующим образом функций
L(λ)

L′(λn)(λ− λn)
.

Основной результат из работы [28] состоит в следующем.
Теорема 1.7.3. Пусть λ1, λ2, . . . — нули целой функции типа

синуса, причем все они простые и отделимы: |λn − λm| > δ > 0 при
n 6= m. Тогда система

{eλnze−|λn|K(− arg λn)}∞n=1

образует базис Рисса в пространстве E2(D).
Наряду с этим (а также с указанием скорости убывания коэффициен-

тов an) в [28] доказаны две теоремы равносходимости.
Первая из них гласит:
Теорема 1.7.4. Пусть {λn}, {µn} — нули двух функций L(λ) и

M(λ) типа синуса и

f(z) ∼
∑

ane
λnz, f(z) ∼

∑
bne

µnz, f(z) ∈ E2(D),

— соответствующие ряды. Тогда равномерно на Dε (ε > 0 — любое)

lim
R→∞

 ∑
|λn|<R

ane
λnz −

∑
|µn|<R

bne
µnz

 = 0.

Если в качестве M(λ) взять квазиполином, то это утверждение поз-
воляет переносить на рассматриваемые ряды некоторые признаки схо-
димости, сформулированные выше.
Вторая теорема дает возможность судить о локальном поведении ряда

в неугловых точках многоугольника D. Она утверждает, что в любой
внутренней точке стороны (γj, γj+1) (j = 1, 2, . . . , s), ряд (1.7.2)
равносходится с обычным рядом Фурье функции f(z), построенным
относительно этой стороны (и соответствующей тригонометрической
системы).
В статье А.М. Седлецкого [59] доказана
Теорема 1.7.5. Пусть {λn} — нули квазиполинома (1.7.3). Тогда

система {eλnz} образует базис в пространстве Ep(D), 1 < p <∞.
Описаны некоторые свойства этого базиса. Без указания этих свойств

отмеченный результат был передоказан Ю.И. Мельником [43].

7.3. Разложение на сумму периодических. Будем писать
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f ∈ Cn(E), если f, f ′, . . . , f (n) ∈ C(E). Пусть Dn — полуплоскость,
ограниченная прямой, на которой лежит сторона (γn, γn+1) многоуголь-
ника D (D ⊂ Dn).
В работе [32] показано, что если число вершин — четное, f ∈ Cm(D)

(m > 2), то

f(z) = q(z) + f1(z) + f2(z) + . . .+ fs(z), (1.7.4)

где q(z) — многочлен, а функция fn(z) (n = 1, 2, . . . , s) аналитична в
Dn, периодична с периодом (γn+1 − γn) и fn ∈ Cm−2(Dn).
Присутствие многочлена определенной степени q(z) в представлении

(1.7.4) по существу.
Пусть число вершин по-прежнему четное. В [59] установлено, что

если f ∈ Ep(D), 1 < p <∞, то имеет место представление (1.7.4), где
fn ∈ Ep(Gn) (Gn — произвольная многоугольная область, Gn ⊂ Dn).
В [62] найдено условие на f ∈ Cm(D), необходимое и достаточное для

того, чтобы fn ∈ Cm(Dn) (n = 1, 2, . . . , s). Оно состоит в сходимости
интеграла∫

0

{
s∑
j=1

(−1)j
[
f (m)(γj + tei arg(γj+1−γj))− f (m)(γj)

]} dt

t
.

Это условие характеризует поведение функции f (m)(z) в окрестностях
вершин многоугольника.
В той же работе показано, что если f (m) ∈ Lipα, 0 < α < 1, то и

f
(m)
n ∈ Lipα.
В работе Ю.И. Мельника [45] доказано следующее: если f ∈ C(D) и

ωf(δ) 6 Cω(δ), причем
h∫

0

ω(t)

t
dt+ h

2π∫
h

ω(t)

t2
dt 6 Ah,

то
ωfn(δ) 6 Cnω(δ).

Менее сильные результаты получены, когда число вершин — нечетное.
Так, в [32] установлено, что если f ∈ Cm(D) (m > 4), то fn ∈ Cm−2(Dn).
В [63] сообщено, что если f ∈ Ep(D), 1 < p < 2, то fn ∈ Ep(Gn) (Gn —
произвольная многоугольная область, Gn ⊂ Dn).
Интересно отметить, что при p = 2 это утверждение уже неверно.
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§ 8. Ряды экспонент в вещественной области

Здесь будут изложены вопросы полноты, сходимости и разложения в
ряды экспонент на интервале вещественной оси. В этом случае систему
экспонент удобно записывать в виде

{eiλnt}. (1.8.1)

Будем обозначать Λ = {λn}.
Многие приводимые ниже результаты принадлежат А.М. Седлецкому,

большинство из них изложено в его обзорной статье [61].

8.1. Условия полноты и минимальности. В книге Левинсона
[83] получено следующее достаточное условие полноты системы (1.8.1)
в Lp(−π, π) (1 < p <∞):

lim
R→∞

 R∫
0

nΛ(t)

t
dt− 2R +

1

p
lnR

 > −∞. (1.8.2)

Здесь nΛ(t) — число точек из Λ в круге |z| < t (считаем, что 0 /∈ Λ, в
силу чего nΛ(t) = 0 в некоторой окрестности нуля).

Следствие 1.8.1. Если |λn| 6 |n| + 1
2p (n = 0, ±1, ±2, . . .), то

система
{
eiλnt

}+∞
n=−∞ полна в Lp(−π, π).

Этот результат точен в том смысле, что для всякого ε > 0 система{
exp

[
it(n+ (

1

2p
+ ε)sgnn)

]}+∞

n=−∞

уже не полна в Lp(−π, π).
Условие (1.8.2) означает, что точек λn «достаточно много». Но если

говорить о желательности минимальности системы (1.8.1), то точек λn
не должно быть «слишком много». Одновременное совмещение этих
двух свойств (полноты и минимальности) не всегда является делом
легким.
В [83] доказано, что если Λ = {λn}+∞

n=−∞ ⊂ R и при 1 < p 6 2

sup
n
|λn − n| <

1

2q
,

1

p
+

1

q
= 1,

то система (1.8.1) полна и минимальна в Lp(−π, π). Эту теорему можно
рассматривать как утверждение об устойчивости и минимальности
тригонометрической системы

{
eint
}+∞
n=−∞ в Lp(−π, π).

51



Глава I. Представление аналитических функций в выпуклых областях . . .

Следующий результат о такой устойчивости принадлежит А.М. Сед-
лецкому [61]:
Пусть 1 6 p 6 2, Λ = {λn}+∞

n=−∞ ⊂ C, supn |Imλn| < ∞ и при
некотором ε > 0

− 1

2q
+ ε 6 (Reλn − n)sgnn 6

1

2p
, когда p > 1,

− 1

2q
+ ε 6 (Reλn − n)sgnn 6

1

2p
− ε, когда p = 1.

Тогда система (1.8.1) полна и минимальна в Lp(−π, π).
Введем понятие избытка системы (1.8.1) в Lp = Lp(a, b) (0 < a < b <
∞, a и b фиксированы), 1 6 p 6 ∞ (под L∞(a, b) понимаем C[a, b]).
Если система (1.8.1) полна (не полна) в Lp, то ее избыток Ep(Λ) в
Lp равен (взятому со знаком минус) числу экспонент, при удалении
(присоединении) которых новая система полна и минимальна в Lp.
Ряд авторов исследовали вопрос об устойчивости избытка. Вот ре-

зультат Александера-Редхеффера [71]:
Если Λ = {λn}, M = {µn} ⊂ C,∑

n

|λn − µn| <∞, (1.8.3)

то Ep(Λ) = Ep(µ), 1 6 p 6∞.
Петерсон [86] показал, что если ω(n) > 0 и inf

n
ω(n) = 0, то найдутся

Λ,M ⊂ R, такие, что ∑
n

ω(n)|λn − µn| <∞, (1.8.4)

и E2(Λ) 6= E2(M).
Таким образом, если вес ω(n) не отделен от нуля, то достаточное

условие (1.8.3) нельзя заменить условием (1.8.4).
А.М. Седлецкий рассматривал вещественные последовательности

Λ,M .
Пусть Λ(t) — число точек Λ на [0, t] при t > 0 и взятое со знаком

минус число точек Λ при t < 0. Пусть, далее, M(t) — аналогичная
функция по отношению к M . В [57] доказано, что если

∞∫
1

du

u2

sup
x∈R

x+u∫
x

|Λ(t)−M(t)| dt

 <∞, (1.8.5)

то E2(Λ) = E2(M).
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В [60] выяснено, что достаточное условие (1.8.5) устойчивости избытка
в L2 в определенном смысле неулучшаемо.
Вот еще результат Эльснера[79]:
Если

sup
n
|Imλn|, sup

n
|Imµn| <∞, (1.8.6)

Reλn = Reµn для любого n, (1.8.7)

то E2(Λ) = E2(M).
В статье [64] показана существенность условия (1.8.6) для этого утвер-

ждения, а также доказана теорема сравнения:
Пусть Λ,M лежат в полосе {z : |y| 6 ϕ(x)}, где ϕ(x) (x > 0) —

положительная неубывающая функция с условием
∞∑
n=1

ϕ2(n)

n2
<∞,

и пусть выполнено условие (1.8.7). Если |Imλn| > |Imµn|, то E2(Λ) >
E2(M).

8.2. Условия сходимости рядов. Предположим, что система
(1.8.1) минимальна в Lp(−π, π), 1 6 p <∞. Тогда она обладает биор-
тогональной системой {hn(t)} ⊂ Lq(−π, π). Произвольной функции
f ∈ Lp(−π, π) ставим в соответствие ряд

f(t) ∼
∑
n

cne
iλnt, cn =

π∫
−π

f(t)hn(t) dt. (1.8.8)

Прежде всего, интересна сходимость рядов (1.8.8) по норме Lp(−π, π),
их равномерная равносходимость внутри (−π, π) с обычным рядом
Фурье функции f(t), их равномерная сходимость на [−π, π].
Винер и Пэли [85] доказали, что если Λ = {λn}∞n=1 ⊂ R и

sup
n
|λn − n| <

1

π2
, (1.8.9)

то система (1.8.1) образует базис Рисса в L2(−π, π) и для любой функ-
ции f ∈ L2(−π, π) ряд (1.8.8) равномерно равносходится внутри (−π, π)
с рядом Фурье функции f(t): равномерно внутри (−π, π)

lim
N→∞

 N∑
n=−N

cne
iλnt − 1

2π

N∫
−N

eixt dx

π∫
−π

f(u)e−ixu du

 = 0. (1.8.10)
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Вопрос о базисах Рисса из экспонент в L2 рассматривался многими
авторами.
М.И. Кадец [9] показал, что в (1.8.9) можно заменить 1

π2 на 1
4 ; из

результатов Левинсона [83] следует, что 1
4 — неулучшаемая постоянная.

Б.Я. Левин [27] и В.Д. Головин [3] доказали теорему другого сорта:
Если {λn} — все нули некоторой целой функции типа синуса (отно-

сительно (−π, π)), т.е. вне некоторой горизонтальной полосы

0 < c 6 |L(λ)|e−π|Imλ| 6 C <∞,

то система (1.8.1) — базис Рисса в L2(−π, π).
Здесь условие на λn задается в терминах целой функции, чье множе-

ство нулей совпадает с Λ. В таких терминах окончательное решение
вопроса о базисах Рисса в L2 дано Б.С. Павловым [55]:
Пусть {λn} — все нули целой функции L(z) экспоненциального типа

π в полуплоскостях Im z ≶ 0, точки λn отделимы и находятся в полосе
0 < δ 6 Imλn 6 H <∞ (все условия с точностью до переноса полосы
необходимы для базисности по Риссу системы (1.8.1) в L2); пусть
точки λn — простые. Тогда система (1.8.1) образует базис Рисса в
L2(−π, π) в том и только в том случае, когда |L(x)| удовлетворяет
условию (A2).
Под (Ap) принято понимать так называемое условие Макенхаупта

(I — произвольный интервал в R):

sup
I

 1

|I|

∫
I

|L(x)| dx

 1

|I|

∫
I

|L(x)|−
1
p−1 dx

p−1

<∞. (Ap)

Вопросы сходимости и суммируемости рядов (1.8.8) освещены в об-
зорной статье А.М. Седлецкого [61]. Остановимся вкратце только на
некоторых результатах ее автора.

Пусть Λ = {λn} — нули целой функции L(z) =
π∫
−π
eizt dσ(t) и выпол-

нено одно из условий:

σ(π) 6= σ(π − 0), σ(−π) 6= σ(−π + 0) (1.8.11)

или σ(t) абсолютно непрерывна и

σ′(t) =
K(t)

(π − |t|)α
, 0 < α < 1, varK <∞, K(±π ∓ 0) 6= 0. (1.8.12)

Тогда для любой функции f ∈ L1(−π, π)
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lim
R→∞

∥∥∥∥∥∥(π − |t|)

 ∑
|λn|<R

cne
iλnt − 1

2π

R∫
−R

eixt dx

π∫
−π

f(u)e−ixu du


∥∥∥∥∥∥
C(−π, π)

= 0.

В случае (1.8.11) при рассмотрении равномерной сходимости ря-
дов (1.8.8) справедливы аналоги классических признаков Дини,
Дини-Липшица, Дирихле-Жордана. Только вместо обычной перио-
дичности на функцию f(t) накладывается условие

π∫
−π

f(t) dσ(t) = 0.

Скажем, что система (1.8.1) есть система распространения сходи-
мости в Lp, если из сходимости в Lp(−π, π) последовательности ли-
нейных комбинаций функций системы следует всегда ее сходимость
в Lp(−a, a), для любого a ∈ (π,∞). Назовем базис (1.8.1) подпро-
странства Lp(−π, π) продолжающим, если произвольный ряд по этой
системе, сходящийся в Lp(−π, π), будет сходится в Lp(−a, a) для
любого a ∈ (π, ∞).
Оказалось, что если последовательность {λn} отделима, то следующие

условия эквивалентны:
1) система (1.8.1) — система распространения сходимости в Lp,

1 < p <∞;
2) базис (1.8.1) — продолжающий базис в замыкании своей линейной

оболочки в Lp(−π, π).
Доказано, что при условии (1.8.11) система (1.8.1) образует продолжа-

ющий базис в Lp(−π, π), 1 < p <∞. Если выполнены условия (1.8.12),
то система (1.8.1) — продолжающий базис 1) в Lp(−π, π) (1 < p <∞)
при α > 1

q , 2) в замыкании своей линейной оболочки в Lp(−π, π) при
α < 1

q . Если α = 1
q , то система (1.8.1) не является базисом.

Приводится в качестве примера система

{exp[it(n+ βsgnn)]}+∞
n=−∞ . (1.8.13)

Ее показатели удовлетворяют условию (1.8.12) при подходящих α и
K(t). Оказывается, что при 1 < p < ∞ эквивалентны следующие
условия:
1) система (1.8.13) — базис в Lp(−π, π);
2) система (1.8.13) — продолжающий базис в Lp(−π, π);
3) система (1.8.13) — базис в Lp(−π, π), изоморфный тригономет-

рическому ;
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4) − 1
2q < β < 1

2p .
В.А. Ильин [8] получил в терминах биортогональной системы {hn(z)}

следующее необходимое и достаточное условие равносходимости в классе
Lp(−π, π), 1 < p <∞:
Пусть система (1.8.1) полна и минимальна в Lp(−π, π) (1 <

p <∞), точки λn расположены в некоторой горизонтальной полосе
| Im z| 6 H, причем их число в прямоугольнике | Im z| 6 H, t < Re z <
t + 1 (t ∈ R) равномерно ограничено. Тогда для любой функции f ∈
Lp(−π, π) равносходимость (1.8.10) имеет место в том и только в
том случае, когда нормы ‖hn‖ в Lq(−π, π) ограничены в совокупности.
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ГЛАВА II

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ
КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА РЯДАМИ ЭКСПОНЕНТ

§ 1. Представление целых функций конечного порядка

Результаты этого параграфа взяты из монографии А.Ф. Леонтьева
[39].

1.1. Сопряженные порядки и типы. Как уже отмечалось в
гл. I, ρ(r) — уточненный порядок, если

lim
r→∞

ρ(r) = ρ, lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0.

Пусть ρ1(r) — уточненный порядок, lim
r→∞

ρ1(r) = ρ1, причем ρ1 > 1.

Пусть r = ϕ1(t) — функция, обратная к функции t = rρ1(r). Положим

ϕ2(t) =
t

ϕ1(t)

и обозначим t = rρ2(r) функцию, обратную к функции r = ϕ2(t). Ока-
зывается, ρ2(r) — уточненный порядок:

lim
r→∞

ρ2(r) = ρ2, lim
r→∞

rρ′2(r) ln r = 0.

Числа ρ1 и ρ2 связаны соотношением
1

ρ1
+

1

ρ2
= 1.

Порядки ρ1(r) и ρ2(r) называются сопряженными порядками. Вели-
чины σ1 и σ2, связанные соотношением

(σ1ρ1)
1
ρ1 (σ2ρ2)

1
ρ2 = 1,

назовем сопряженными типами.

1.2. Конструкция ряда. Пусть L(λ) =
∞∑
k=0

ckλ
k — целая функция

типа σ1 при уточненном порядке ρ1(r), lim
r→∞

ρ1(r) = ρ1 > 1, с простыми
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нулями λn (n > 1), F (z) — целая функция,

ω(µ, F ) =
∞∑
n=1

cn[F
(n−1)(0) + µF (n−2)(0) + . . .+ µn−1F (0)]. (2.1.1)

Это — интерполирующая функция. Пусть A(L) — класс целых функций,
для которых
∞∑
n=1

|cn|[F (n−1)(0) + |µ|F (n−2)(0) + . . .+ |µ|n−1F (0)] <∞, |µ| <∞.

Обозначим B(L) класс целых функций F (z) =
∞∑
n=0

bnz
n,

B(L) : lim
n→∞

ϕ2(n) n
√
|bn| < (σ2eρ2)

1
ρ2 , (2.1.2)

где r = ϕ2(t) — функция, обратная к функции t = rρ2(r), а ρ2(r) —
уточненный порядок, сопряженный с уточненным порядком ρ1(r), σ2 —
тип, сопряженный с типом σ1.
Условие (2.1.2) означает, что каждая функция из B(L) растет не

быстрее целой функции уточненного порядка ρ2(r) и некоторого типа
τ < σ2.
Показывается, что B(L) ⊂ A(L).
Функции F (z) ∈ A(L) сопоставляем ряд

F (z) ∼
∞∑
n=1

Ane
λnz, An =

ω(λn, F )

L′(λn)
.

1.3. Теоремы разложимости.
Теорема 2.1.1. Пусть F (z) — целая функция из класса [ρ2(r), σ2]

(ее тип не превосходит σ2 при уточненном порядке ρ2(r), причем
1 < ρ2 = lim

r→∞
ρ2(r), 0 < σ2 < ∞). Пусть ρ1(r) и σ1 — сопряженный

порядок и тип. Тогда, каково бы ни было γ < σ1, имеется последо-
вательность {λn} (λn — нули целой функции типа σ̃1, γ < σ̃1 < σ1,
при порядке ρ1(r)), такая, что

F (z) =
∞∑
n=1

Ane
λnz, An =

ω(λn, F )

L′(λn)
, |z| <∞, (2.1.3)

причем при любом ε > 0

|An| < C(ε) exp
[
−(γ − ε)|λn|ρ1(|λn|)

]
(n > 1). (2.1.4)
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Точки λn можно выбрать на m лучах arg λ = ϕ0 + 2nπ
m (n =

0, 1, . . . , m−1), гдеm удовлетворяет условиямm > 2ρ1 и cos πρ1

m > γ
σ1
.

При этом их можно выбрать еще так, что |λn| будут лежать вне
заданного множества нулевой относительной меры. В то же вре-
мя, если F (z) — целая функция типа σ2 при порядке ρ2(r), то не
существует разложения при условии

lim
n→∞

n

|λn|
= H <∞,

в котором коэффициенты An удовлетворяли бы условию

|An| < C exp
[
−(σ1 + ε0)|λn|ρ1(|λn|)

]
(n > 1, ε0 > 0).

Из оценки (2.1.4) вытекает следующий результат.
Теорема 2.1.2. Пусть F (z) принадлежит классу [ρ2(r), σ2] (ρ2 >

1, 0 < σ2 < ∞) и пусть β2 — фиксированное число, большее σ2.
Обозначим γ число, сопряженное с β2:

(γρ1)
1
ρ1 (βρ2)

1
ρ2 = 1.

Тогда имеется последовательность {λn} (λn — нули целой функции
некоторого типа σ̃1 < σ1 при порядке ρ1(r)), такая, что имеет место
разложение (2.1.3), причем для любого ε > 0

∞∑
n=1

|An|errn < exp
[
(β2 + ε)rρ2(r)

]
, r > r0(ε), (2.1.5)

где r = |z|, rn = |λn|. Точки λn можно выбрать на лучах: arg λ =
ϕ0 + 2nπ

m (n = 0, 1, . . . , m− 1), где целое m удовлетворяет условиям:
m > 2ρ1 и cos πρ1

m > γ
σ1
. При этом их можно выбрать еще так, что

|λn| будут лежать вне заданного множества нулевой относительной
меры.

Замечание 2.1.1. При фиксированном β2 > σ2 для всех функций
F (z) из класса [ρ2(r), σ2] последовательность {λn} будет одной и той
же.
Из теоремы 2.1.2 вытекают следующие два предложения, касающиеся

целых функций F (z) обычного порядка ρ2 и типа σ2.
Предложение 2.1.1. Пусть F (z) — целая функция обычного по-

рядка ρ2 > 1 (ее тип σ2 может быть равен и бесконечности). Тогда
имеется последовательность {λn},

lim
n→∞

n

|λn|ρ1
= 0,
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такая, что имеет место разложение (2.1.3), причем для любого ε > 0

∞∑
n=1

|An|errn < exp rρ2+ε, r = |z|, rn = |λn|, r > r0(ε).

Точки λn можно выбрать на m лучах: arg λ = ϕ0 + 2nπ
m (n =

0, 1, . . . , m− 1), где m > 2ρ1, причем так, что |λn| будут лежать
вне заданного множества нулевой относительной меры.

Предложение 2.1.2. Пусть F (z) — целая функция обычного по-
рядка ρ2 > 1 и нулевого типа. Тогда имеется последовательность
{λn} (λn — нули целой функции L(λ) конечного типа при порядке
ρ1(r), lim

r→∞
ρ1(r) = ρ1), такая, что имеет место разложение (2.1.3),

причем для любого ε > 0
∞∑
n=1

|An|errn < exp(εrρ2), r = |z|, rn = |λn|, r > r0(ε).

Точки λn можно выбрать на m лучах: arg λ = ϕ0 + 2nπ
m (n =

0, 1, . . . , m− 1), где m > 2ρ1, причем так, что |λn| будут лежать
вне заданного множества нулевой относительной меры.
Идея вывода, например, предложения 2.1.2 из теоремы 2.1.2 — следу-

ющая. Имеем

|F (z)| < exp [β(r)rρ2] , |z| = r, lim
r→∞

β(r) = 0.

Положим β1(r) = max
t>r

β(t), α(r) = max
[
β1(r),

1
ln r

]
. Имеем

0 < α(r) ↓ 0, α(r) >
1

ln r
.

При этих условиях существует уточненный порядок

ρ2(r) = ρ2 −
ψ(ln r)

ln r
, ψ(x) ↑ ∞, ψ(x)

x
→ 0, x→∞,

такой, что α(r)rρ2 < rρ2(r). В силу этого, функция F (z) принадлежит
классу [ρ2(r), σ2], σ2 = 1.
Возьмем целое m > 2ρ1, но подберем γ столь малым, чтобы выпол-

нялось условие cos πρ1

m > γ
σ1
. Получаем разложение (2.1.3) с оценкой

(2.1.5). Но

(β2 + ε)rρ2(r)

rρ2
= (β2 + ε)e−ψ(ln r) → 0, r →∞,

откуда и следует предложение 2.1.2.
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Теорема 2.1.3. Пусть F (z) — целая функция обычного порядка
ρ2 > 1 и типа не выше σ2, 0 < σ2 <∞. Тогда имеется последователь-
ность {λn},

lim
n→∞

n

|λn|ρ1
<∞,

такая, что имеет место разложение (2.1.3), причем для любого ε > 0

∞∑
n=1

|An|errn < B(ε) exp [(σ2 + ε)rρ2] , r = |z|, rn = |λn|.

Точки λn при этом можно выбрать так, что |λn| будут лежать
вне заданного множества нулевой относительной меры.
Эта теорема не вытекает из теоремы 2.1.2. Она доказывается особо.

1.4. Оценка производных. Пусть L(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n — целая функ-

ция из класса [ρ1, γ], γ 6 σ1 (ρ1 > 1), F (z) ∈ [ρ2, τ2], τ2 < σ2, где ρ1, ρ2

— сопряженные порядки, а σ1, σ2 — сопряженные типы. Тот факт, что
тип σ2 сопряжен с типом σ1, будем отмечать записью: σ2 = ψ(σ1).
Введем функцию

ML(F ) =
∞∑
n=0

cnF
(n)(z).

Предложение 2.1.3. При указанных условиях верна оценка: для
любого ε > 0

|ML(F )| 6
∞∑
n=0

|cnF (n)(z)| < C(ε) exp [(β + ε)rρ2] ,

где β = ψ(τ1 − γ), τ2 = ψ(τ1).
Функция F (z), согласно теореме 2.1.1, представляется рядом

F (z) =
∞∑
n=1

Ane
µnz, |z| <∞,

где µ1, µ2, . . . — нули некоторой целой функции L0(λ) порядка ρ1 и
типа τ1, причем для любого ε > 0

|An| < A(ε) exp[−(τ1 − ε)|µn|ρ1], n > 1.

Далее,

ML(F ) =
∞∑
n=1

AnL(µn)e
µnz,
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и для любого ε > 0

|AnL(µn)| < B(ε) exp[−(τ1 − γ − ε)|µn|ρ1], n > 1.

Отсюда и вытекает искомая оценка.
Из найденной оценки получаем

|F (n)(z)| < C(ε)

|cn|
exp[(β + ε)rρ2].

Отсюда вытекает
Предложение 2.1.4. Пусть F (z) ∈ [ρ2, τ2], τ2 < σ2. Пусть, далее,

dn (n > 0) — числа, удовлетворяющие условиям: dn > 0 (n > 0),

lim
n→∞

n
1
ρ1

n
√
dn = (σ1eρ1)

1
ρ1 .

Тогда для любого ε > 0 имеет место оценка (при любых z)

|F (n)(z)| < C(ε)

dn
exp[(β+ε)rρ2] (n > 0), β = ψ(τ1−σ1), τ2 = ψ(τ1).

1.5. Однородное уравнение бесконечного порядка. Рассмат-
ривается уравнение

ML(F ) =
∞∑
n=0

cnF
(n)(z) = 0. (2.1.6)

Для него функция L(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n — характеристическая. Предполага-

ем, что L(λ) — целая функция из класса [ρ1, σ1] (ρ1 > 1), 0 6 σ1 <∞ с
нулями λ1, λ2, . . . , причем они могут быть и кратными, их кратность
обозначим, соответственно, m1, m2, . . . .
Исследование уравнения (2.1.6) основано на следующих свойствах

интерполирующей функции (2.1.1):
1) Если F (z) ∈ B(L) и нули λn функции L(λ) — простые, то

|ωn(λn, F )| < C

|L′(λn)|
, n > 1;

2) Пусть L1(λ), L2(λ) — целые функции из классов [ρ1, τ1] и [ρ1, τ2],
соответственно, σ1 = τ1 + τ2, F (z) — целая функция из класса [ρ2, b],
b < σ2 (ρ1 и ρ2 — сопряженные порядки, σ1 и σ2 — сопряженные типы).
Тогда

ωL1L2
(µ, F ) = L2(µ)ωL2

(µ, F ) + ωL1
(µ, Φ), Φ(z) = ML2

(F )
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(через ωL(µ, F ) обозначена функция (2.1.1)).
Согласно второму свойству, если F (z) удовлетворяет уравнению

(2.1.6), то
ωLN(µ, F )

L(µ)N(µ)
=
ωL(µ, F )

L(µ)
.

Здесь N(µ) — произвольная целая функция из класса [ρ1, a], где a
подобрано так, чтобы F (z) ∈ B(LN).
При соответствующем выборе функции N(µ) с хорошими оценками

снизу удается представить F (z) в виде

F (z) = lim
m→∞

1

2πi

∫
|µ|=rm

ωLN(µ, F )

L(µ)N(µ)
eµzdµ,

где |µ| = rm ↑ ∞ — некоторые окружности.
Прежде, чем сформулировать соответствующий результат, введем

определение.
Будем говорить, что последовательность целых функций fn(z) из

класса [q, p] сходится в смысле [q, p], если она сходится равномерно на
компактах и выполняется условие: для каждого ε > 0 имеется r0(ε), не
зависящее от n, такое, что

|fn(z)| < exp[(p+ ε)|z|q], |z| > r0(ε), n > 1.

Предложение 2.1.5. Пусть L(λ) ∈ [ρ1, σ1], ρ1 > 1, 0 6 σ1 < ∞
и F (z) — решение уравнения (2.1.6) из класса

[
ρ2,

σ2

Rρ2

]
, R > 1. Тогда:

1) если |λ| = rm ↑ ∞ — окружности, на которых для каждого ε > 0
и m > m0(ε)

|L(λ)| > e(γ−ε)|λ|ρ1 , −∞ < γ 6 σ1, |λ| = rm, (2.1.7)

и R >
(

1− γ
σ1

)1/ρ1

, σ1 > 0, то

F (z) = lim
m→∞

Pm(z), Pm(z) =
∑
|λν |<rm

mν−1∑
n=0

ανnz
neλνz, (2.1.8)

причем сходимость {Pm(z)} будет в смысле
[
ρ2,

σ2

qρ2

]
,

q =
[
Rρ1 − (1− γ

σ1
)
]1/ρ1

;
2) если в оценке (2.1.7) величина γ = σ1, то последовательность
{Pm(z)} будет сходится в смысле

[
ρ2,

σ2

Rρ2

]
;

3) если σ1 = 0 и F (z) ∈ [ρ2, p] (p <∞), то имеет место представ-
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ление (2.1.8) со сходимостью {Pm(z)} в смысле [ρ2, p];.
4) если F (z) ∈ [ρ2, 0], то (σ1 > 0) имеет место представление

(2.1.8) со сходимостью Pm(z) в смысле [ρ2, 0].
Здесь речь шла о сходимости подпоследовательности частных сумм

ряда (его члены вычисляются по указанной выше формуле), причем
сходимость зависит от оценки (2.1.7).
Сейчас приведем теорему аппроксимационного характера.
Теорема 2.1.4. Пусть L(λ) ∈ [ρ1, σ1], 0 6 σ1 <∞, F (z) — решение

уравнения (2.1.6) из класса [ρ2, p], p <∞. Тогда

F (z) = lim
n→∞

pn∑
ν=1

mν−1∑
n=0

αnνnz
neλνz,

причем сходимость — в смысле [ρ2, p].
Доказательство основано на иных соображениях.
В случае простых нулей представляет интерес следующая теорема.
Теорема 2.1.5. Пусть L(λ) ∈ [ρ1, σ1] и у L(λ) только простые

нули λn (n > 1). Для того, чтобы любое решение уравнения (2.1.6) из
класса [ρ2, 0] представлялось рядом

F (z) =
∞∑
n=1

Ane
λnz,

сходящимся в смысле [ρ2, 0], необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялось условие

lim
n→∞

1

|λn|ρ1
ln

∣∣∣∣ 1

L′(λn)

∣∣∣∣ <∞.
1.6. Неоднородное уравнение бесконечного порядка. Рас-

сматривается уравнение

ML(F ) =
∞∑
n=0

cnF
(n)(z) = Φ(z). (2.1.9)

Его любое решение есть сумма сумма решений однородного уравнения
и какого-нибудь решения неоднородного уравнения. Поэтому речь идет
о существовании какого-нибудь решения неоднородного уравнения.

Предложение 2.1.6. Пусть L(λ) ∈ [ρ1, σ1], ρ1 > 1, 0 6 σ1 <∞, а
Φ(z) ∈ [ρ2, p], p <∞. Тогда:
1) если p = 0, то имеется решение F (z) уравнения (2.1.9) из класса

[ρ2, 0];
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2) если для любого ε > 0

|L(λ)| > A(ε)e(σ1−ε)|λ|ρ1 , |λ| /∈ E0, σ1 > 0,

(E0 — некоторое множество нулевой относительной меры), то урав-
нение (2.1.9) имеет решение F (z) из класса [ρ2, q], где

q = p
[
1 +

(
pσ2

−1
)α]− 1

α , α = ρ1ρ2
−1

(величина q < σ2);
3) если σ1 = 0, то имеется решение из класса [ρ2, p].

§ 2. Представление целых функций с учетом индикатрисы
роста

Результаты этого параграфа взяты из работы А.Ф. Леонтьева [38].

2.1. Постановка задачи. Мы видели (теорема 2.1.3), что любую
целую функцию f(z) порядка ρ2 > 1 и типа σ2 <∞ можно разложить
в ряд экспонент

f(z) =
∞∑
n=1

ane
λnz (2.2.1)

так, что будет выполняться условие: для каждого ε > 0

F (z) ≡
∞∑
n=1

|aneλnz| < e(σ2+ε)|z|ρ2 , |z| > r0(ε).

Пусть теперь f(z) — целая функция порядка ρ2 с индикатрисой роста
h(ϕ). Положим

H(ϕ) = lim
r→∞

lnF (zeiϕ)

rρ2
, F (z) =

∞∑
n=1

|aneλnz|.

Задача 2.2.1. Можно ли получить такое разложение (2.2.1), что-
бы выполнялось условие H(ϕ) = h(ϕ)?
Ответ, как увидим, — вообще отрицательный: существуют такие h(ϕ),

что совпадение H(ϕ) с h(ϕ) невозможно.
Обозначим Aρ класс функций h(ϕ) — индикатрис роста всевозможных

целых функций порядка ρ конечного типа. Характерное свойство h(ϕ)
— ρ-тригонометрическая выпуклость:

h(ϕ1) sin ρ(ϕ2 − ϕ3) + h(ϕ2) sin ρ(ϕ3 − ϕ1) + h(ϕ3) sin ρ(ϕ1 − ϕ2) 6 0
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при ϕ1 < ϕ2 < ϕ3 и ϕ3 − ϕ1 <
π
ρ .

Будем говорить, что H(ϕ) ∈ Bρ, если H(ϕ) <∞, и существуют {bn}
и {µn}, 0 < |µn| ↑ ∞, такие, что

H(ϕ) = lim
r→∞

ln Φ(reiϕ)

rρ
, Φ(z) =

∞∑
n=1

|bneµnz|.

Видим, что если ρ < 1, то Φ(z) ≡ 0, а если ρ = 1, то Φ(z) — конечная
комбинация. Эти случаи неинтересны. Поэтому будем считать ρ > 1.
Нам надо выяснить свойства функции H(ϕ).

2.2. Свойства функции H(ϕ). Отметим следующие свойства.
1) Пусть argz = ψj (j = 1, 2, 3) — лучи, удовлетворяющие условию:

углы между соседними лучами меньше π. Если

H(ψj) <∞ (j = 1, 2, 3),

то при всех ϕ будет H(ϕ) 6 a <∞.
2) Всегда H(ϕ) > 0.
3) Пусть µn > 0. Тогда

H(ϕ) =

{
H(0) cosρ ϕ, |ϕ| 6 π

2 ,

0, для остальных ϕ.

4) Пусть H(ϕ) имеет наибольшее значение при ϕ = 0. Тогда

H(ϕ) > H(0) cosρ ϕ, |ϕ| 6 π

2
.

5) Пусть µn расположены на лучах argz = ψj (1 6 j 6 m). Тогда

H(ϕ) = max
j

[σj c̃osρ(ϕ+ ψj)], (2.2.2)

где

c̃osϕ =

{
cosϕ, |ϕ| 6 π

2 ,

0, для остальныхϕ.
Функцию H(ϕ) вида (2.2.2) будем называть простейшей функцией из

класса Bρ. Она — непрерывная функция.
6) Пусть H(ϕ) ∈ Bρ. По данному ε > 0 можно найти простейшую

функцию H̃(ϕ) из класса Bρ, удовлетворяющую условию

|H(ϕ)− H̃(ϕ)| < ε, 0 6 ϕ 6 2π.

7) Пусть H(ϕ) ∈ Bρ. Тогда H(ϕ)rρ — выпуклая функция переменного
z = reiϕ.
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Утверждение 7) очевидно, если H(ϕ) = σc̃osρϕ, ибо в этом случае

H(ϕ)rρ =

{
σxρ, x > 0,

0, x < 0.

Но тогда утверждение верно, если H(ϕ) — простейшая функция вида
(2.2.2) (максимум из выпуклых функций есть выпуклая функция). В
общем случае в справедливости утвержения убеждаемся на основании
свойства 6).
8) Пусть H(ϕ) ∈ Bρ. Тогда H(ϕ) ∈ Aρ. Иными словами, Bρ ⊂ Aρ.
Действительно, в силу свойства 7), функция H(ϕ)rρ — субгармони-

ческая. Но тогда функция H(ϕ) — ρ-тригонометрически выпуклая и,
следовательно, принадлежит классу Aρ.
9) Существуют неотрицательные функции h(ϕ), которые не являются

функциями H(ϕ).
Примером такой функции h(ϕ) может служить индикатриса роста

функции Миттаг-Леффлера

Eρ(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ
(
n
ρ + 1

) .
Для этой функции индикатриса роста равна

h(ϕ) =

{
cos ρϕ, |ϕ| 6 π

2ρ ,

0, для остальныхϕ.

Если бы h(ϕ) = H(ϕ), то, в силу свойства 4), мы имели бы H(ϕ) >
cosρ ϕ, |ϕ| 6 π

2 , и, значит, выполнялось бы соотношение

cosρ ϕ 6 cos ρϕ.

Но оно не выполняется и при малых ϕ 6= 0. Действительно, функция
α(r) = cosρ ϕ− cos ρϕ обладает свойствами:

α(0) = 0, α′(r) = ρ(sin ρϕ− cosρ−1 ϕ sinϕ) > 0, 0 < ϕ <
π

2ρ

(мы здесь учли, что ρ > 1). Поэтому α(r) > 0, если 0 < ϕ < π
2ρ .

10) Пусть H(ϕ) ∈ Bρ и H(ϕ) > 0. Положим

h(ϕ)rρ1 = max
t∈C

[Re(zt)−H(ψ)|z|ρ], z = reiϕ, t = |t|eiψ,

где 1
ρ + 1

ρ1
= 1. Тогда h(ϕ) ∈ Bρ1

, и

H(ϕ)rρ = max
t∈C

[Re(zt)− h(ψ)|z|ρ1].
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Функции H(ϕ) и h(ϕ) будем называть сопряженными функциями
(сопряженными по Юнгу).
Тот факт, что H(ϕ)rρ — выпуклая функция переменного z = reiϕ —

характерное свойство функций H(ϕ) ∈ Bρ.

2.3. Конструкция ряда. Задача ставится так. Пусть f(z) — це-
лая функция порядка ρ > 1 с индикатрисой h(ϕ) и пусть H(ϕ) функция
из Bρ, такая, что h(ϕ) 6 H(ϕ). Требуется разложить f(z) в ряд экспо-
нент таким образом, чтобы индикатриса роста ряда из модулей членов
не превосходила H(ϕ).
Вопрос сводится к тому, как построить соответствующий ряд.

Пусть L(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n — целая функция порядка ρ1

(
1
ρ + 1

ρ1
= 1
)
с

индикатрисой роста hL(ϕ). Положим

γ(t) =
∞∑
n=0

cnΓ
(
n
ρ1

+ 1
)

tn+1
.

Эта функция называется ассоциированной с L(λ) по функции
Миттаг-Леффлера Eρ1

(z). Ряд сходится при |t| > σ
1/ρ1

1 , если σ1 —
тип L(λ). Будем предполагать, что hL(ϕ) > 0 при всех ϕ.
Рассмотрим кривую

r =

(
a

cos ρ1(ϕ− ϕ0)

)1/ρ1

, |ϕ− ϕ0| <
π

2ρ1
.

При больших a > 0 она лежит в области |z| > σ
1/ρ1

1 . Будем уменьшать
величину a до тех пор, когда кривая не соприкоснется с особенностями
функции γ(t). Пусть соприкосновение произошло, когда a = a0 =
K(ϕ0). Показывается (см. [5], с. 335), что если hL(−ϕ0) > 0 (а это мы
предполагаем), то K(ϕ0) = hL(−ϕ0).
Функция K(ϕ) называется опорной функцией, а кривая

r =

(
K(ψ)

cos ρ1(ϕ− ψ)

)1/ρ1

, |ϕ− ψ| < π

2ρ1
, t = reiϕ (2.2.3)

— опорной кривой. При нашем предположении всегда K(ψ) = hL(−ψ).
При изменении ψ область Dψ, ограниченная кривой (2.2.3) (области
Dψ не принадлежит начало координат), заметет внешность некоторой
замкнутой конечной областиD. ОбластьD — наименьшая ρ1 - выпуклая
область, содержащая все особенности функции γ(t). Кривая (2.2.3)
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— опорная кривая области D, K(ψ) — опорная функция области D.
Заметим, что при условии hL(ϕ) > 0 всегда 0 ∈ D (D — открытая часть
области D).
Введем функции

L(λ)− L(µ)

λ− µ
=

∞∑
m=0

αm(µ)λm,

Φ(λ, z, Γ) = L(λ)
1

2πi

∫
Γ

eµzdµ

(λ− µ)L(µ)
=

∞∑
m=0

Amλ
m

(здесь Γ — замкнутый контур, на котором L(µ) 6= 0, а λ лежит внутри
Γ),

γ(µ, t) =
∞∑
m=0

αm(µ)Γ
(
m
ρ1

+ 1
)

tm+1
,

γ(t, z, Γ) =
∞∑
m=0

Am(z)Γ
(
m
ρ1

+ 1
)

tm+1
.

Показывается, что функции γ(µ, t) и γ(t, z, Γ) как функции пере-
менного t регулярны вне введенного выше множества D.

Пусть теперь f(z) =
∞∑
n=0

βmz
m — целая функция порядка ρ > 1 с

индикатрисой роста hf(ϕ). Положим

Φ(t) =
∞∑
m=0

m!βm

Γ
(
m
ρ1

+ 1
)tm.

Лемма 2.2.1. Если hf(ϕ) 6 H(ϕ), H(ϕ) ∈ Bρ и L(λ) такова, что
функция hL(ϕ) сопряжена с H(ϕ), то функция Φ(t) регулярна в обла-
сти D (открытой части введенного выше множества D).
Это — очень существенная лемма.
Возьмем фиксированное ε > 0. В классе Bρ всегда найдется функция

H1(ϕ), например, простейшая, которая удовлетворяет условию:

H(ϕ) < H1(ϕ) < H(ϕ) + ε.

Выберем функцию L(λ) так, чтобы функция hL(ϕ) была сопряжена с
функцией H1(ϕ). При этом условии функция Φ(z) будет регулярной на
множестве D.
Имея это в виду, положим
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ωL(µ, f) =
1

2πi

∫
C

γ(µ, t)Φ(t)dt, (2.2.4)

где C — замкнутый контур, охватывающий D, на котором и внутри
которого Φ(z) — аналитическая функция.
Оказывается, что если L(λ) ∈ [ρ1, σ1], f(z) ∈ [ρ, σ) (σ и σ1 — сопря-

женные типы, у f(z) тип меньше σ), то функция (2.2.4) совпадает с
интерполирующей функцией (2.1.1).
Формула (2.2.4) — распространение на более общий случай формулы

(2.1.1).
Лемма 2.2.2. Если λn — нули L(λ), то

|ωL(λn, f)| 6M (n > 1).

Лемма 2.2.3. Имеет место формула

f(z)− 1

2πi

∫
Γ

ωL(µ, f)eµzdµ

L(µ)
= − 1

2πi

∫
C

γ(t, z, Γ)Φ(t)dt,

где C — замкнутый контур, на котором L(µ) 6= 0, и C — замкнутый
контур, охватывающий D, на котором и внутри которого Φ(t) —
аналитическая функция.
Из леммы 2.2.3 выводится следующее утверждение.
Лемма 2.2.4. Пусть функция L(λ) удовлетворяет условиям:

lim
n→∞

1

|λn|
ln |L′(λn)| = +∞,

и имеются окружности |λ| = qn ↑ ∞, такие, что

lim
n→∞

1

qn
min
|λ|=qn

ln |L(λ)| = +∞.

Тогда во всей плоскости

f(z) =
∞∑
n=1

ane
λnz, an =

ωL(λn, f)

L′(λn)
. (2.2.5)

Лемма 2.2.5. Пусть

Φ(z) =
∞∑
n=1

|Ane
λnz|, lim

n→∞

lnn

|λn|
= 0,

причем для каждого ε > 0

|An| < B(ε) exp {[−h(ϕn) + ε] |λn|ρ1} , ϕn = arg λn.
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Тогда

lim
n→∞

ln Φ(reiϕ)

rρ
6 H(ϕ),

где H(ϕ) — функция, сопряженная с h(ϕ).
Выберем функцию L(λ) вполне регулярного роста с условием: для

любого ε > 0

ln |L′(λn)| > [hL(ϕn)− ε] |λn|, n > n0(ε).

Тогда, на основании леммы 2.2.2, формулы (2.2.5) и леммы 2.2.5,
получим следующий основной результат.

Теорема 2.2.1. Пусть f(z) — целая функция порядка ρ > 1 с ин-
дикатрисой роста hf(ϕ) 6 H(ϕ), H(ϕ) ∈ Bρ. Для данного ε > 0
существует последовательность {λn}, такая, что

f(z) =
∞∑
n=1

ane
λnz, an =

ωL(λn, f)

L′(λn)
,

причем

lim
r→∞

lnF (reiϕ)

rρ
6 H(ϕ) + ε,

где

F (z) =
∞∑
n=1

|aneλnz|.

Точки λn можно выбрать так, что |λn| будут лежать вне заданного
множества нулевой относительной меры.
Н.И. Рахимкулов [56], используя теорию достаточных и слабо доста-

точных множеств, освободился от ε и получил следующий результат.
Теорема 2.2.2. Пусть f(z) — целая функция порядка ρ > 1 с инди-

катрисой роста hf(ϕ) 6 H(ϕ), H(ϕ) ∈ Bρ. Тогда имеется представ-
ление

f(z) =
∞∑
n=1

bne
λnz,

причем

lim
r→∞

lnF (reiϕ)

rρ
6 H(ϕ),

где

F (z) =
∞∑
n=1

|bneλnz|.

Для коэффициентов bn формул нет.
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§ 3. Применения

Результаты взяты из работы А.Ф. Леонтьева [40].

3.1. Оператор бесконечного порядка. Рассмотрим оператор

ML(f) =
∞∑
n=0

cnf
(n)(z), L(λ) =

∞∑
n=0

cnλn.

Из предложения 2.1.3 следует, что если f(z) — целая функция порядка
ρ > 1 и типа σ, а L(λ) — целая функция из класса [ρ1, 0]

(
1
ρ + 1

ρ1
= 1
)
,

то ML(f) — целая функция из класса [ρ, σ]. Этот результат дополним
следующим результатом.

Предложение 2.3.1. Пусть L(λ) ∈ [ρ1, 0], а f(z) — целая функция
порядка ρ с индикатрисой роста h(ϕ). Тогда для каждого ε > 0

|ML(f)| 6
∞∑
n=0

|cnf (n)(z)| < A(ε) exp {[h0(ϕ) + ε] rρ} , z = reiϕ,

где

h0(ϕ) =

{
h(ϕ), h(ϕ) > 0,

0, h(ϕ) < 0.

Следствие 2.3.1. Пусть функция L(λ) =
∞∑
n=0

cnλn принадлежит

классу [ρ1, 0] и f(z) — целая функция порядка ρ с индикатрисой роста
h(ϕ). Тогда для каждого ε > 0 и при всех z

|f (n)(z)| < A(ε)

|cn|
exp {[h0(ϕ) + ε] rρ} , n > 0.

Доказательство предложения 2.3.1 основано на теореме 2.2.1, лемме
2.2.5 и следующей лемме.

Лемма 2.3.1. Пусть h(ϕ) — индикатриса роста некоторой целой
функции порядка ρ1 > 1 и пусть h(ϕ0) > 0. Тогда существует функция
H(ϕ) из класса Bρ1

, такая, что

h(ϕ) 6 H(ϕ), h(ϕ0) = H(ϕ0).

Следующая теорема дополняет предложение 2.1.6.
Теорема 2.3.1. Пусть L(λ) ∈ [ρ1, 0], и F (z) — целая функция

порядка ρ с индикатрисой роста hF (ϕ). Если hF (ϕ) 6 H(ϕ), H(ϕ) ∈
Bρ и H(ϕ) > 0, то уравнение
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§ 3. Применения

ML(f) ≡
∞∑
n=0

cnf
(n)(z) = F (z)

имеет решение f(z) порядка ρ с индикатрисой hf(ϕ) 6 H(ϕ).
При доказательстве правая часть представляется в виде

F (z) =
∞∑
n=1

ane
µnz,

а решение — в виде

f(z) =
∞∑
n=1

bne
µnz, bn =

an
L(µn)

.

3.2. Ряды экспонент с редкими показателями. Рядом экспо-
нент с редкими показателями называем ряд

f(z) =
∞∑
n=1

ane
λnz (2.3.1)

со следующими свойствами: коэффициенты удовлетворяют оценкам:

|an| < e−δ|λn|
ρ1
, δ > 0, n > n0, ρ1 > 1, (2.3.2)

а показатели λn — условиям: 0 < |λn| ↑ ∞,

lim
n→∞

n

|λn|ρ1
= 0, (2.3.3)

и существует целая функция L(λ) из класса [ρ1, 0] такая, что L(λn) = 0
(n > 1) (у L(λ) могут быть и другие нули), и

lim
n→∞

1

|λn|ρ1
ln

∣∣∣∣ 1

L′(λn)

∣∣∣∣ = 0. (2.3.4).

Заметим, что если L(λ) ∈ [ρ1, 0] и L(λn) = 0 (n > 1), то выполняется
условие (2.3.3). Заметим еще, что если выполнено условие (2.3.3) и при
некотором α > 0

|λn+1| − |λn| > d|λn|1−ρ1 (n > 1),

то имеется целая функция L(λ) ∈ [ρ1, 0] с нулями в точках λn (n > 1),
удовлетворяющая условию (2.3.4).
Класс рассматриваемых функций f(z) обозначим Pρ.
В [39, с. 125] доказано: для того, чтобы функция (2.3.1) из класса Pρ

была функцией порядка ρ и типа σ, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялось условие
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lim
n→∞

|λn|ρ1

ln
∣∣∣ 1
an

∣∣∣ =
1

σ1
, (2.3.5)

где
1

ρ
+

1

ρ1
= 1, (σρ)

1
ρ (σ1ρ1)

1
ρ1 = 1. (2.3.6)

Видим, что тип σ определяется модулями коэффициентов.
Эта теорема усиливается следующим образом.
Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия (2.3.1), (2.3.3), (2.3.4) и

пусть функция (2.3.1) — целая функция порядка ρ > 1 с индикатрисой
роста hf(ϕ). Тогда при всех ϕ, при которых hf(ϕ) > 0, имеет место
соотношение

hf(ϕ) ≡ lim
r→∞

ln |f(reiϕ)|
rρ

= lim
r→∞

ln |F (reiϕ)|
rρ

≡ H(ϕ),

где

F (z) =
∞∑
n=1

|aneλnz|.

Принципиально новое здесь в том, что в точках ϕ, где hf(ϕ) > 0,
индикатриса роста hf(ϕ) определяется через модули коэффициентов
ряда.
Когда все λn > 0, индикатриса H(ϕ) функции F (z) имеет вид H(ϕ) =

σc̃osρϕ, где σ определяется из формул (2.3.5) и (2.3.6). Следовательно,
в этом случае

hf(ϕ) = σ cosρ ϕ, |ϕ| 6 π

2
.

Когда λn расположены на лучах argz = ψj (1 6 j 6 m),

H(ϕ) = max
j

[σj c̃osρ(ϕ+ ψj)] .

Здесь σj также вычисляются через модули тех коффициентов an, кото-
рые соответствуют λn, лежащим на луче argz = ψj. В тех точках, где
H(ϕ) > 0, имеем hf(ϕ) = H(ϕ).
Любопытно отметить, что, какова бы ни была функция H(ϕ) ∈ Bρ,

H(ϕ) > 0, имеется функция (2.3.1) из класса Pρ с индикатрисой роста
hf(ϕ) = H(ϕ).
Это утверждение устанавливается в виде следующей леммы.
Лемма 2.3.2. Пусть H(ϕ) ∈ Bρ, H(ϕ) > 0 и h(ϕ) — функция,

сопряженная с H(ϕ). Пусть, затем, |λn| ↑ ∞,

lim
n→∞

lnn

|λn|
= 0,
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и множество {ϕn : ϕn = arg λn} всюду плотно на [0, 2π]. Если для
каждого ε > 0 при некоторых B1(ε) > 0 и B2(ε) > 0

B1(ε)e
−[h(ϕn)+ε]|λn|ρ1 < |an| < B2(ε)e

−[h(ϕn)−ε]|λn|ρ1 (n > 1),

то

lim
r→∞

ln Φ(reiϕ)

rρ
= H(ϕ), Φ(z) =

∞∑
n=1

|aneλnz|.

Остановимся еще на вопросе о необходимости условий (2.3.3) и (2.3.4)
для справедливости теоремы 2.3.2.

Предложение 2.3.2. Пусть λn > 0 (n > 1), λn+1 − λn > dλ1−ρ1
n

(n > 1), d > 0 и

lim
n→∞

n

λρ1
n

= ∆ > 0.

Тогда существует функция (2.3.1) с коэффициентами, удовлетворяю-
щими условию (2.3.2), такая, что hf(0) < H(0), H(0) > 0.

Предложение 2.3.3. Пусть выполнено условие (2.3.3), а вместо
условия (2.3.4) — условие

lim
n→∞

1

|λn|ρ1
ln

∣∣∣∣ 1

L′(λn)

∣∣∣∣ = q, 0 < q <∞.

Тогда существует функция (2.3.1) с коэффициентами, удовлетворяю-
щими условию (2.3.2), такая, что hf(0) < H(0), H(0) > 0.

3.3. Об одном свойстве решения неоднородного уравнения
бесконечного порядка. В связи с теоремой 2.3.1 возникает вопрос:
если L(λ) ∈ [ρ1, 0], F (z) — целая функция порядка ρ

(
1
ρ + 1

ρ1
= 1
)
с

индикатрисой роста hF (ϕ), то уравнение
∞∑
n=0

cnf
(n)(z) = F (z) (2.3.7)

не всегда ли имеет решение f(z) порядка ρ с индикатрисой роста hf(ϕ) =
hF (ϕ)?
Ответ — отрицательный.

Строится следующий пример. Пусть λn > 0,
∞∑
n=1

λ−1
n < ∞, λn+1 −

λn > 1 (n > 1).
Положим

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
.
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Функция L(λ) из класса [1, 0] ⊂ [ρ1, 0]. Возьмем в качестве F (z)
функцию

F (z) =

+∞∫
0

eztdt

eα1tρ1
, ρ1 > 1, α1 > 0.

Показывается, что

hF (ϕ) 6 αc̃osρϕ, |ϕ| 6 π, (αρ)
1
ρ (α1ρ1)

1
ρ1 = 1.

Положим теперь

f(z) =

∫
Γ

eztdt

L(t)eα1tρ1
,

где Γ — луч: argz = ϕ0, 0 < ϕ0 < π
2 . Функция f(z) — решение

уравнения (2.3.7), причем f(z) порядка ρ с индикатрисой роста hf(ϕ) =
α cos ρϕ (0 6 ϕ 6 π

2ρ), hf(ϕ) = α cosρ ϕ (−π
2 6 ϕ 6 0).

Пусть Γ1 — луч: argz = −ϕ0, и

f1(z) =

∫
Γ1

eztdt

L(t)eα1tρ1
.

Функция f1(z) — тоже решение уравнения (2.3.7), она — порядка ρ и
ее индикатриса роста

hf1
(ϕ) = α cosρ ϕ (0 6 ϕ 6

π

2
), hf1

(ϕ) = α cos ρϕ (− π

2ρ
6 ϕ 6 0).

Показывается, на основании теоремы 2.1.5, что всякое другое решение
ψ(z) уравнения (2.3.7) обладает свойством: либо hψ(ϕ) > hf(ϕ) (−π

2 6
ϕ 6 π

2ρ), либо hψ(ϕ) > hf1
(ϕ) (− π

2ρ 6 ϕ 6 π
2 ).

Поскольку cosρ ϕ > cos ρϕ (0 < |ϕ| < π
2ρ) и hF (ϕ) 6 α cos ρϕ(

|ϕ| 6 π
2ρ

)
, то, следовательно, либо hψ(ϕ) > hF (ϕ) (− π

2ρ < ϕ < 0),
либо hψ(ϕ) > hF (ϕ) (0 < ϕ < π

2ρ).
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ГЛАВА III

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
ПОЛИНОМОВ ИЗ ЭКСПОНЕНТ

Рассматривается система экспонент {eλnz} в области G, в которой эта
система не полна. Пусть

Pn(z) =

pn∑
ν=1

a(n)
ν eλνz (n = 1, 2, . . .).

Основная задача, исследуемая в главе, — изучение свойств последова-
тельностей {Pn(z)}, сходящихся равномерно внутри области G.
Многие результаты взяты из монографии А.Ф. Леонтьева [37].

§ 1. Оценка полинома из экспонент с вещественными
показателями

Предполагаем, что система {eλkz} не полна во всей плоскости. Это
имеет место тогда и только тогда, когда

lim
k→∞

k

|λk|
<∞.

При этом условии всегда имеются функции L(λ) экспоненциального
типа, которые имеют в точках λk простые нули (у L(λ) могут быть и
другие нули).

1.1. Общие результаты.
Предложение 3.1.1. Пусть система {eλkz} не полна в односвязной

области E. Если последовательность

Pm(z) =

pm∑
ν=1

a(m)
ν eλνz (m = 1, 2, . . .) (3.1.1)

равномерно сходится внутри E, то существуют пределы

lim
m→∞

a(m)
ν = aν (ν = 1, 2, . . .).

Предложение 3.1.2. Пусть система {eλkz} не полна в односвязной
области E. Если последовательность (3.1.1) и последовательность
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Qm(z) =

qm∑
ν=1

b(m)
ν eλνz (m = 1, 2, . . .)

равномерно сходятся внутри E к одной и той же функции P (z), то
пределы соответствующих коэффициентов равны:

aν = lim
m→∞

a(m)
ν = lim

m→∞
b(m)
ν = bν (ν = 1, 2, . . .).

При дополнительном условии, что E — выпуклая область, верно и
обратное утверждение: если последовательности {Pm(z)} и {Qm(z)}
равномерно сходятся внутри E и пределы соответствующих коэффи-
циентов равны, то эти последовательности сходятся к одной и той же
функции.
Предложение 3.1.1 и первая часть предложения 3.1.2 доказываются

просто. Вторая часть предложения 3.1.2 доказывается с помощью
теоремы единственности (теорема 1.1.1 из гл. I).

1.2. Интерполирующая функция. Пусть L(λ) — какая-нибудь
целая функция экспоненциального типа, которая в точках λk имеет
простые нули; γ(t) — функция, ассоциированная по Борелю с L(λ).
Введем функцию

ωL(µ, α, F ) = e−αµ
1

2πi

∫
C

γ(t)

 t∫
0

F (t+ α− η)eµηdη

 dt, (3.1.2)

где α — параметр, C — замкнутый контур, на котором и вне которого
γ(t) — аналитическая функция.
Пусть

P (z) =
n∑
k=1

ake
λkz. (3.1.3)

Предложение 3.1.3. Пусть P (z) — полином (3.1.3). Имеют ме-
сто формулы

ak =
ωL(λk, α, P )

L′(λk)
(k > 1),

ake
λkt =

1

2πi

∫
Ck

ωL(µ, α, P )eµtdµ

L(µ)
(k > 1) (3.1.4)

(при k > n считаем ak = 0), где Ck — окружность с центром в точке
λk, внутри которой нет нулей L(µ), кроме λk.
В силу первой из формул, функцию (3.1.2) называем интерполирую-
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щей функцией. В отличие от интерполирующей функции, рассмотрен-
ной ранее, она содержит параметр α.

Предложение 3.1.4. Пусть D — наименьшее выпуклое замкнутое
множество, содержащее все особенности функции γ(t), причем 0 ∈ D,
C — замкнутый контур, охватывающий D, Cα — смещение C на
вектор α, F (z) — функция, аналитическая на Cα и внутри Cα. Тогда
функция (3.1.2) имеет оценку

|ωL(µ, α, F )| < A(ε)
∣∣e−αµ∣∣ e[h(ϕ)+ε]r max

u∈Cα
|F (u)|, µ = reiϕ, (3.1.5)

где ε > 0 — любое и h(ϕ) — индикатриса роста функции L(λ).

1.3. Оценка полинома из экспонент при наличии плотности.
Пусть λk > 0, существует

lim
k→∞

k

λk
= σ <∞

(величина σ называется плотностью {λk}). Положим

L(λ) =
∞∏
k=1

(
1− λ2

λ2
k

)
.

Эта функция обладает свойствами:
1) для λ = reiϕ, ϕ 6= 0, π существует

lim
r→∞

ln |L(reiϕ)|
r

= πσ| sinϕ|;

2) имеются число p и числа rn, rn ↑ ∞, rn+1

rn
→ 1 при n → ∞, такие,

что при любом ε > 0

ln |L(reiϕ)| > [πσ| sinϕ| − ε]r, rn − p 6 r 6 rn + p, n > N(ε).

Особенности функции γ(t) лежат на отрезке [−πσi, πσi] мнимой оси.
Положим

P (z) =
n∑
ν=1

aνe
λνz, Q(z) =

n∑
ν=1

bνe
−λνz,

R(z) = P (z) +Q(z).

Теорема 3.1.1. Пусть {λk} имеет плотность σ. Обозначим E
односвязную область, которая внутри содержит вертикальный за-
мкнутый отрезок длины 2πσ с серединой в начале координат, E(z0) —
смещение E на вектор z0. Тогда при малом ε0 > 0 верны оценки:
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1) в угле |π − arg[z − (z0 + ε0)]| < ψ0 <
π
2

|P (z)| < A max
z∈E(z0)

|R(z)|;

2) в угле |arg[z − (z0 − ε0)]| < ψ0 <
π
2

|Q(z)| < A max
z∈E(z0)

|R(z)|,

где постоянные A и ε0 не зависят от P (z), Q(z), R(z) и z0.
Утверждение 1) основано на формуле

P (z) =
1

2πi

∫
Γ

ωL(µ, α, R)eµzdµ

L(µ)

(она следует из (3.1.4) и оценки (3.1.5)). Здесь Γ — граница угла
| arg µ| < ϕ0 <

π
2 . Утверждение 2) основано на аналогичной формуле.

Положим

Pn(z) =

pn∑
ν=1

a(n)
ν eλνz, Qn(z) =

qn∑
ν=1

b(n)
ν e−λνz,

Rn(z) = Pn(z) +Qn(z) (n = 1, 2, . . .).

Из теоремы 3.1.1 вытекает
Теорема 3.1.2. Пусть последовательность {λk} имеет плотность

σ и пусть E(z0) — область, содержащая внутри себя замкнутый
вертикальный отрезок длины 2πσ с серединой в точке z0. Если после-
довательность {Rn(z)} равномерно сходится внутри области E(z0),
то:
1) последовательность {Pn(z)} сходится в некоторой полуплоскости

Re z < β, β > Re z0, причем в любом угле |π − arg(z − z1)| < ψ0 <
π
2 ,

Re z1 < β, сходится равномерно;
2) последовательность {Qn(z)} сходится в некоторой полуплоско-

сти Re z > α, α < Re z0, причем в любом угле |arg(z − z2)| < ψ0 <
π
2 ,

Re z2 > α, сходится равномерно;
3) в силу 1) и 2), последовательность {Rn(z)} сходится в полосе

α < Re z < β, причем на любом компакте из этой полосы сходится
равномерно.
Теорема 3.1.2 установлена в [29], при Rn(z) = Pn(z) — также Каханом

[81].
Теорема 3.1.3. Пусть {Pn(z)} — последовательность из теоремы

3.1.2 и P (z) — ее предельная функция. Тогда:
1) функция P (z) регулярна в некоторой полуплоскости Re z < β,
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β 6 b 6∞, причем при b <∞ в каждом замкнутом отрезке длины
2πσ прямой Re z = b у P (z) имеется хотя бы одна особая точка;
2) в полуплоскости Re z < b имеет место представление

P (z) = lim
n→∞

∑
λν<rn

aνe
λνz,

причем сходимость в любом угле |π − arg(z − z1)| < ψ0 <
π
2 , Re z1 < β,

— равномерная. Здесь aν = lim
n→∞

a
(n)
ν и rn — числа, фигурирующие в

свойстве 2) функции L(λ).
Полуплоскость Re z < b называется полуплоскостью голоморфизма

функции P (z), прямая Re z = b — прямой голоморфизма функции P (z),
число b — абсциссой голоморфизма функции P (z).
Отметим еще следующие факты:
1) для того, чтобы последовательность {Pn(z)} из теоремы 3.1.3 схо-

дилась равномерно в полуплоскости Re z < γ − ε, где ε > 0 — любое,
необходимо и достаточно, чтобы имели место оценки: для любого ε > 0∣∣∣a(n)

ν

∣∣∣ < A(ε)e−(γ−ε)λν (ν = 1, 2, . . . , pn; n = 1, 2, . . .),

где A(ε) не зависит от ν и n;
2) для того, чтобы функция P (z) — предельная для последователь-

ности {Pn(z)}, была ограниченной в полуплоскости Re z < γ − ε, где
ε > 0 — любое, необходимо и достаточно, чтобы она имела вид

P (z) =
∞∑
ν=1

aνe
λνz, Re z < γ. (3.1.6)

Следующий результат представляет собой теорему о суммировании.
Теорема 3.1.4. Пусть P (z) — предельная функция последователь-

ности {Pn(z)} из теоремы 3.1.3. Тогда

P (z) = lim
n→∞

n∑
ν=1

aνLn(λν)e
λνz, Re z < b,

где Ln(λ) =
∞∏

k=n+1

(
1− λ2

λ2
k

)
. Сходимость в любом угле

|π − arg(z − z1)| < ψ0 <
π
2 , Re z1 < b, — равномерная.

Введем величину

δ = lim
k→∞

1

λk
ln

∣∣∣∣ 1

L′(λk)

∣∣∣∣
— индекс конденсации последовательности {λk}.
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Оказывается, что разность между абсциссой голоморфизма функции
P (z) из теоремы 3.1.3 и абсциссой сходимости ряда (3.1.6) не превосходит
величины δ.
Для функции

Ф(z) = lim
n→∞

∑
λν<rn

eλνz

L′(λν)

(последовательность равномерно сходится внутри полуплоскости Re z <
0) эта разность в точности равна δ.
В случае δ = ∞ класс функций, представимых в форме пределов

последовательностей {Pn(z)} вида (3.1.1), шире класса функций, пред-
ставимых рядами экспонент.
При δ = ∞ имеются даже целые функции P (z) = lim

n→∞
Pn(z) (Pn(z)

имеет вид (3.1.1), сходимость — равномерная на компактах), для кото-
рых соответствующие ряды всюду расходятся.
Пусть H{λn} — класс целых функций P (z) = lim

n→∞
Pn(z) (Pn(z) имеют

вид (3.1.1), сходимость — равномерная на компактах).
Справедливо утверждение:
Для того, чтобы ряды, соответствующие функциям P (z) ∈ H{λn},

сходились, необходимо и достаточно, чтобы индекс конденсации δ

последовательности {λn} был конечен.

1.4. Связь с интерполяцией. Рассмотрим класс A целых функ-
ций экспоненциального типа. Пусть λk > 0, и последовательность
{λk} имеет плотность σ <∞. Ставится задача об отыскании функции
f(z) ∈ A, удовлетворяющей условиям

f(λk) = ak (k > 1), (3.1.7)

где {ak} — заданная последовательность комплексных чисел. Если
функция f(z) ∈ A, удовлетворяющая условию (3.1.7), существует, то
необходимо

lim
n→∞

ln |ak|
λk

<∞. (3.1.8)

Верна
Теорема 3.1.5. Для того, чтобы для данной последовательности
{ak} имелась функция f(z) ∈ A со свойством (3.1.7), необходимо и
достаточно, чтобы последовательность полиномов

Pn(z) =
∑
λν<rn

aν
L′(λν)

eλνz (n = 1, 2, . . .)
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или последовательность

Qn(z) =
n−1∑
ν=1

aνLn(λν)

L′(λν)
eλνz (n = 1, 2, . . .)

сходились равномерно внутри некоторой полуплоскости Re z < b.
Доказательство достаточности просто: если P (z) — предельная функ-

ция последовательности {Pn(z)} и Reα < b, то функция

f(z) = ωL(z, α, P )

искомая.
Теорема 3.1.6. Пусть последовательность {λk} фиксирована. Для

того, чтобы интерполяционная задача (3.1.7) была всегда разрешима
в классе A при любой последовательности {ak}, удовлетворяющей
естественному условию (3.1.8), необходимо и достаточно, чтобы
индекс конденсации δ последовательности {λk} был конечен.
Зная величины δ <∞ и

lim
k→∞

ln |ak|
λk

= a <∞,

можно дать оценку для типа интерполирующей функции: при дан-
ном ε > 0 имеется интерполирующая функция f(z), тип τ которой
удовлетворяет условию

τ 6

{
πσ, a+ δ < 0,√

(a+ δ + ε)2 + (πσ)2, a+ δ > 0.

Существует в то же время последовательность {ak}, такая, что не
имеется интерполирующей функции, тип τ которой был бы меньше
величины √

(a+ δ)2 + (πσ)2.

1.5. О целых функциях с нулями в точках измеримой по-
следовательности. Пусть F (z) — целая функция экспоненциального
типа, γF (t) — функция, ассоциированная по Борелю, hF (ϕ) — индика-
триса роста F (z), KF (ϕ) — опорная функция наименьшего выпуклого
замкнутого множества DF , содержащего все особенности γF (t). Извест-
но, что KF (ϕ) = hF (−ϕ). Отсюда, в частности, следует, что прямая
Re t = hF (0) есть правая вертикальная опорная прямая к множеству
DF .

Теорема 3.1.7. Пусть λk > 0 и {λk} имеет плотность σ <∞.
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Если целая функция экспоненциального типа F (z) 6≡ 0 обращается в
нуль в точках λk (k > 1), то на правой опорной вертикальной прямой
Re t = hF (0) у функции γF (t) имеются особые точки, расстояние
между которыми не меньше 2πσ.
Эта теорема доказывается на основе следующего утверждения (кото-

рое имеет и самостоятельный интерес):
Пусть

ML(f) =
1

2πi

∫
C

γ(t)f(t+ z)dt

(γ(t) — функция, ассоциированная по Борелю с L(λ), C охватывает
вертикальный отрезок длины 2πσ с центром в начале координат).
Пусть, далее, функция f(z) регулярна на вертикальном интервале
(a, b), Im(b − a) > 2πσ. Если точка a — особая для f(z), то точка
a+ πσi — особая для функции ML(f); если же b — особая точка для
f(z), то b− πσi — особая точка для ML(f).
Сформулированное утверждение, в свою очередь, может быть доказа-

но на основе теоремы 1.3.3 гл. I.
Из теоремы 3.1.7 можно вывести следующее заключение:
Пусть {λk} имеет плотность σ и конечный индекс конденсации δ.

Пусть, затем, F (z) — целая функция экспоненциального типа. Если

lim
k→∞

ln |F (λk)|
λk

< hF (0)− δ,

то на правой опорной прямой Re t = hF (0) у функции γF (t) имеются
особые точки, расстояние между которыми не меньше 2πσ.

Следствие 3.1.1. Если все особенности функции γF (t) на правой
опорной прямой Re t = hF (0) расположены в отрезке длины, меньшей
2πσ, то

lim
k→∞

ln |F (λk)|
λk

> hF (0)− δ.

Здесь содержится следующий результат Бернштейна В. [74] (см. также
[75], с. 185):
Если {λk} имеет плотность σ, λk+1 − λk > h > 0 (k > 1) и если

hF (ϕ) 6 a cosϕ+ b| sinϕ|, |ϕ| 6 α, b < πσ, a = hF (0), то

lim
k→∞

ln |F (λk)|
λk

= hF (0).

Заметим, что при условии λk+1 − λk > h > 0 (k > 1) величина δ = 0.
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На основании теоремы 3.1.7 доказывается теорема о полноте системы
экспонент в криволинейной полосе.

Теорема 3.1.8. Пусть λk > 0 и {λk} имеет плотность σ. Тогда
система {eλkz} полна в полосе

f(x) < y < f(x) + 2πσ, z = x+ iy, −∞ < x <∞,

где y = f(x) — непрерывная кривая, определенная на всей веществен-
ной оси.
Теорема доказана в [30], независимо и другим путем Левиным Б.Я.

[26], а в случае прямолинейной полосы — Карлеманом [76].
Из теоремы 3.1.8 вытекает, что в теореме 3.1.2 требование, чтобы

область E(z0) содержала в себе замкнутый вертикальный отрезок длины
именно 2πσ, является существенным.

1.6. Полиномы с показателями, имеющими конечную верх-
нюю плотность. Пусть

0 < λk ↑ ∞, lim
k→∞

k

λk
= τ <∞.

Величину τ называем верхней плотностью последовательности {λk}.
Положим, как и выше,

L(λ) =
∞∏
k=1

(
1− λ2

λ2
k

)
и для этой функции наряду с индикатрисой роста h(ϕ) введем новую
характеристику [31]

H(ϕ) = lim
r→∞

1

r
ln

∣∣∣∣ 1

L(reiϕ)

∣∣∣∣ , ϕ 6= 0, π.

Если {λk} имеет плотность, то H(ϕ) = −h(ϕ). В общем случае
функция H(ϕ) неограничена при ϕ→ 0.
При оценке H(ϕ) при малых ϕ нам понадобится величина

L = lim
ξ→1−0

lim
r→∞

n(r)− n(rξ)

r

(она была введена Байетт [72]), где n(r) — число чисел λk, меньших r.
Имеем: L 6 τ . Отсюда, если τ < ∞, то L < ∞. Верно и обратное:

если L <∞, то и τ <∞. В случае, когда {λk} имеет плотность, L = 0.
Справедлива следующая
Лемма 3.1.1. При любом ε > 0 верно соотношение
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(L− ε) ln
1

|ϕ|
< H(ϕ) < (L+ ε) ln

1

|ϕ|
, 0 < |ϕ| < ϕ0(ε). (3.1.9)

Лемма приведена в [72], [73], а в [31] ранее было показано, что всегда

H(ϕ) < (τ + ε) ln
1

|ϕ|
,

и при данном τ можно так подобрать {λk} с

lim
k→∞

k

λk
= τ,

что при любом ε > 0 и малых |ϕ| будет

H(ϕ) > (τ − ε) ln
1

|ϕ|
.

Возьмем ε > 0, затем ϕ, 0 < ϕ < ϕ0(ε), где ϕ0(ε) взято из неравенства
(3.1.9). Обозначим E(ϕ, ε) угол

| arg(z − a)| < π

2
− ϕ, a =

L1 ln 1
ϕ

cosϕ
, L1 = L+ ε.

Пусть D(ϕ, ε, δ) — объединение угла E(ϕ, ε) и угла

| arg z| < π

4
− δ, δ > 0.

Теорема 3.1.9. Пусть {λk} имеет конечную верхнюю плотность
τ . Пусть, далее, D — наименьшее выпуклое замкнутое множество,
содержащее все особенности функции γ(t), ассоциированной по Борелю
с L(λ), E — область, содержащая D, и

Q(z) =
n∑
ν=1

bνe
−λνz.

Тогда имеется постоянная Aϕ, не зависящая от Q(z), такая, что

|Q(z)| < Aϕ max
t∈E
|Q(t)|, z ∈ D(ϕ, ε, δ).

Следствием этой теоремы является следующая
Теорема 3.1.10. Пусть последовательность

Qn(z) =

pn∑
ν=1

b(n)
ν e−λνz (n = 1, 2, . . .)

равномерно сходится внутри области G ⊃ D. Тогда она равномерно
сходится внутри некоторой области G{Qn}, обладающей свойством:
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область G{Qn} содержит область G, угол | arg z| < π
4 , а также

область G(α, x0) = {z = x + iy : |y| < eαx, x > x0} при любом α,
0 < α < 1

L, и любом достаточно большом x0.
Теорема доказана при замене L на τ в [31], в общем случае — в [73].
Если L > 0, то имеется последовательность {Qn(z)}, которая сходится

равномерно в области G ⊃ D и для которой соответствующая область
G{Qn} обладает следующим свойством: она не содержит в себе область
G(β, x0), если β > 1

L , и x0 — любое.
Возникает вопрос: при каких дополнительных условиях на {λk} об-

ласть G{Qn} всегда содержит в себе некоторую полуплоскость Re z > a.
Ответ состоит в следующем:
Для того, чтобы из равномерной сходимости {Qn(z)} в области

G ⊃ D вытекала всегда ее равномерная сходимость внутри неко-
торой полуплоскости Re z > a, необходимо и достаточно, чтобы
индикатриса роста H(ϕ) функции 1

L(λ) была ограниченной: H(ϕ) < M .
Пусть ∆σ(x) — круг {t : |t − x| < σh}, nσ(x) — число точек λk в

круге ∆σ(x). Красичков И.Ф. [13] доказал следующую теорему.
Теорема 3.1.11. Для того, чтобы было H(ϕ) < M , необходимо и

достаточно, чтобы

lim
ε→0

lim
x→∞

1

x

1∫
ε

nσ(x)

σ
dσ <∞.

Из теоремы 3.1.9 можно вывести еще следующее утверждение:
Пусть Q(z) — предельная функция последовательности {Qn(z)},

указанной в теореме 3.1.10, — целая. Если в горизонтальной полосе
S, содержащей область D(α0) (D(α0) — смещение D на вектор α),

|Q(z)| < H(x), z = x+ iy,

где H(x) — невозрастающая функция, то в полосе S1 = {z : | Im z| < γ}

|Q(z)| < H(x− q), q > 0,

где q зависит от полос S и S1, но не зависит от Q(z) и H(x).

1.7. Оценки целых функций с помощью оценок на оси. От-
метим результаты, когда поведение целой функции, представленной в
виде последовательности полиномов из экспонент, оценивается через
поведение этой функции на вещественной оси.

Предложение 3.1.5. Пусть 0 < λk ↑ ∞, причем
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lim
k→∞

k

λk
= τ <∞.

Если последовательность

Pn(z) =

pn∑
ν=1

a(n)
ν eλνz (n = 1, 2, . . .) (3.1.10)

сходится на вещественной оси и на вещественной оси

|Pn(x)| < A exp (αeρx) (n > 1)

(A и α не зависят от n), причем ρ < 1
2τ , то тогда {Pn(z)} сходится

во всей плоскости (равномерно внутри) и в любой горизонтальной
полосе

|Pn(z)| < B exp (βeρx) , z = x+ iy, |y| < h,

где B и β не зависят от n (они зависят от h).
С помощью замены t = eρz имеем:

Pn(z) =

pn∑
ν=1

a(n)
ν tµν = Rn(t), µν =

λν
ρ
.

Тогда применением преобразования

γn(u) =

+∞∫
0

Rn(t)e
−utdt =

pn∑
ν=1

a(n)
ν Γ(µν + 1)u−(µν+1),

γ̃n(s) = γn(e
s) =

pn∑
ν=1

a(n)
ν Γ(µν + 1)e−(µν+1)s,

доказательство сводится к исследованию последовательности γ̃n(s),
используя теорему 3.1.9.
Если выполняется более сильное условие — {λk} имеет плотность τ ,

то в любой горизонтальной полосе

|Pn(z)| < A(ε) exp

[(
α

cos πτρ
+ ε

)
eρx
]
, n > 1,

где A(ε) не зависит от n и ε > 0 — любое.
Отметим следующее дополнение к предложению 3.1.5:
Пусть выполнены условия теоремы 3.1.5 и пусть предельная функ-

ция последовательности {Pn(z)} на вещественной оси удовлетворяет
условию

|P (x)| < A1 exp (α1e
ρ1x) , ρ1 < ρ. (3.1.11)
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Тогда в любой горизонтальной полосе

|P (z)| < A2 exp (α2e
ρ1x) , α2 = α1γ,

где γ не зависит от α1 и P (z).
Если вместо условия (3.1.11) выполняется более сильное условие

|P (x)| < Ceµx, µ > 0, x > x0,

то
P (z) =

∑
λν6µ

aνe
λνz, aν = lim

n→∞
a(n)
ν ,

а при µ < λ1 имеем P (z) ≡ 0.
В этом последнем утверждении содержится следующая теорема един-

ственности из работы Евграфова М.А., Чегис И.А. [7]:
Пусть

F (z) =
∞∑
k=1

ake
λkz,

причем λk > 0,

|ak|
1
k <

C

k2+ε0
, ε0 > 0 (k > 1), lim

k→∞

k

λk
= α, 0 < α <∞.

Если
|F (x)| < C <∞, −∞ < x <∞,

то F (z) ≡ 0.
Теорема 3.1.12. Пусть λk, 0 < λk ↑ ∞, являются нулями целой

функции L(λ) 6≡ 0 экспоненциального типа, такой, что

|L(±ir)| 6 BeAr.

Пусть, далее, последовательность (3.1.10) равномерно сходится на
компактах к функции P (z). Если в любой горизонтальной полосе

|P (z)| < exp
[
o
(
e
π

2Ax
)]
, x→ +∞, z = x+ iy,

а на вещественной оси

|P (x)| < eµx, x > x0,

то
P (z) =

∑
λν6µ

aνe
λνz, aν = lim

n→∞
a(n)
ν ,

а при µ < λ1 имеем P (z) ≡ 0.
С помощью теоремы 3.1.12 доказана следующая теорема относительно
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гармонических функций.
Теорема 3.1.13. Пусть u(r, ϕ, x) — гармоническая функция в

цилиндре
0 6 r 6 a, 0 6 ϕ 6 2π, −∞ < x <∞.

Если выполнены условия

u(a, ϕ, x) = 0, max
r, ϕ
|u(r, ϕ, x)| < exp

[
o
(
e
π|x|
2a

)]
,∣∣∣∣∂u(a, ϕ, x)

∂r

∣∣∣∣ < Ceµ|x|, µ <
λ01

a
,

где λ01 — наименьший положительный нуль функции Бесселя J0(x),
то

u(r, ϕ, x) ≡ 0.

При условиях

u(a, ϕ, x) = 0,

∣∣∣∣∂u(a, ϕ, x)

∂r

∣∣∣∣ < C,

max
r, ϕ
|u(r, ϕ, x)| < C1 exp e

π|x|
2(a+ε) , ε > 0,

теорема доказана в [7], а в случае, когда вместо последнего условия
выполняется условие

max
r, ϕ
|u(r, ϕ, x)| < C1 exp e

π|x|
2a −(1+ε) ln|x|, ε > 0,

— в работе [66].

1.8. Квазианалитические классы функций на кривой.
Пусть Γ — кусочно-гладкая кривая. Рассмотрим точку z ∈ Γ. По
определению, производная функции f(z) в точке z на Γ есть

f ′(z) = lim
t→z
t∈Γ

f(t)− f(z)

t− z
.

Тогда f ′′(z) = (f ′(z))′ и т.д.
Пусть C {mn} — класс бесконечно дифференцируемых на Γ функций

f(z), удовлетворяющих условию∣∣∣f (k)(z)
∣∣∣ 6 Kk

fmk (k > 0), z ∈ Γ.

Класс C {mn} назовем квазианалитическим, если из того, что f, ϕ ∈
C {mn} и f (n)(z0) = ϕ(n)(z0) (n > 0), z0 ∈ Γ, следует f(z) ≡ ϕ(z).
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Теорема 3.1.14. Каждое из следующих условий является доста-
точным для квазианалитичности класса C {mn} на кусочно-гладкой
дуге Γ :

1) если βn = inf
k>n

m
1
k
n , то

∞∑
n=1

1
βn

=∞;

2) если T (r) = sup
k>0

rk

mk
, то

∞∫
1

lnT (r)
r2 dr =∞.

Упоминание об этой теореме (без доказательства) имеется в работе
Коревара [82].
Условия 1) и 2) — необходимые и достаточные для квазианалитичности

класса C {mn} на отрезке вещественной оси [a, b] .
Условие 1) — условие Карлемана, условие 2) — условие Островского.

1.9. Теорема о стирании особенностей. На основе теоремы
3.1.14 доказывается следующая

Теорема 3.1.15. Пусть Γ — гладкая дуга, удовлетворяющая усло-
вию: в каждой своей точке z0 = r0e

iψ0 она пересекается с лучом
arg z = ψ0 под углом, меньшим π/4. Положим R0 = min

z∈Γ
|z| , R =

max
z∈Γ
|z| . Пусть, далее,

f(z) =
∞∑
k=1

akz
−pk, |z| > R,

где pk — целые положительные числа. Положим {µk} = {k}∞1 \ {pk} .
Если

∞∑
k=1

µ−1
k =∞ и функция f(z) регулярна и ограничена при |z| > R0

вне дуги Γ, то f(z) регулярна при |z| > R0.
Угол π/4 здесь появился в силу следующего обстоятельства: если

L0(λ) =
∞∏
k=1

(
1− λ2

µ2
k

)
,

1

mn
= min

r>0

∣∣L0(re
iϕ0)
∣∣

rn
(n > 0),

то при ϕ0 > π/4 ∫ ∞
1

lnT (r)

r2
dr =∞

— этот факт и был использован при доказательстве теоремы 3.1.15.

1.10. О росте целой функции экспоненциального типа на
последовательности точек. Известна теорема (см., например, [75],
с. 109):
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Пусть σ(t) — функция ограниченной вариации на отрезке [a, b] веще-
ственной оси, причем вблизи точки b слева она не является постоян-
ной. Тогда для функции

F (λ) =

b∫
a

eλtdσ(t)

выполняется равенство

lim
λ→+∞

ln |F (λ)|
λ

= b.

Известна также следующая теорема (см. [75], с. 200):
Пусть f(z) — функция, регулярная и экспоненциального типа в

полуплоскости Re z > 0, удовлетворяющая условию
∞∫

−∞

ln+ |f(iy)|
1 + y2

dy <∞.

Если 0 < λn, λn+1 − λn > h > 0 (n > 1),
∞∑
n=1

λ−1
n =∞, то

lim
n→∞

ln |f(λn)|
λn

= lim
x→∞

ln |f(x)|
x

.

Из этих двух результатов получаем, что если

F (λ) =

b∫
a

eλtdσ(t),

причем σ(t) не является постоянной вблизи точки b, то

lim
n→∞

ln |F (λn)|
λn

= b, 0 < λn, λn+1 − λn > h > 0,
∞∑
n=1

λ−1
n =∞.

Следующая теорема обобщает этот результат.
Теорема 3.1.16. Пусть C — конечная гладкая дуга, удовлетворя-

ющая условию: угол между касательной к C в любой точке и веще-
ственной осью по абсолютной величине меньше π/4. Пусть, далее,
σ(t) — функция ограниченной вариации на C, не равная постоянной
вблизи правого конца b дуги C. Тогда для функции

F (λ) =

∫
C

eλtdσ(t)
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выполняется равенство

lim
n→∞

ln |F (λn)|
λn

= Re b, 0 < λn, λn+1 − λn > h > 0,
∞∑
n=1

λ−1
n =∞.

Теорема доказывается с помощью теоремы 3.1.15 и теоремы 3.1.7.

1.11. Полнота системы экспонент на дуге. Из теоремы 3.1.16
вытекает следующий результат о полноте.

Предложение 3.1.6. Пусть γ : y = f(x) — непрерывная кривая,
составленная из конечного числа гладких дуг γs : y = fs(x), причем

|f ′s(x)| < 1. Если 0 < λn, λn+1 − λn > h > 0 (n > 1),
∞∑
n=1

λ−1
n =∞, то

система
{
eλnz

}
полна на γ в метрике C.

В [82] показано, что для полноты
{
eλnz

}
на кусочно гладкой кривой

γ достаточно лишь условия
∞∑
n=1

λ−1
n =∞. С другой стороны, Коревар

[82], Маллявен и Сиддики [84] показали, что если γ — аналитическая

дуга и
∞∑
n=1

λ−1
n <∞, то система

{
eλnz

}
на γ не полна.

§ 2. Полиномы из экспонент с комплексными показателями

2.1. Оценка полинома в случае
∑
|λn|−1 <∞. Пусть

∞∑
n=1

1

|λn|
<∞.

Тогда система
{
eλnz

}
не полна ни на каком отрезке, в частности, ни на

каком отрезке [a, b] вещественной оси. Поэтому имеется функция

L(λ) =

b∫
a

eλtdσ(t)

(σ(t) — ограниченной вариации на [a, b]), не равная тождественно нулю,
для которой точки λ1, λ2, ... — нули.
Этой функции соответствует следующая интерполирующая функция

ωL(µ, α, f) =

b∫
a

dσ(t)

 t∫
0

f(t+ α− ξ)eµξdξ

 .
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Обозначим R(z) конечную линейную комбинацию из экспонент
eλnz, P (z) — сумму слагаемых из R(z), соответствующих λν, у ко-
торых Reλν > 0, Q(z) — сумму остальных слагаемых. С помощью
интерполирующей функции устанавливается

Теорема 3.2.1. Пусть
∞∑
n=1
|λn|−1 <∞ и λn (n > 1) лежат в углах

|arg λ| 6 ϕ0 <
π

2
, |π − arg λ| 6 ϕ0. (3.2.1)

Если [a, b] — отрезок вещественной оси, то имеют место неравен-
ства:
1) в угле |π − arg(z − b1)| 6 ψ0 <

π
2 − ϕ0, a < b1 < b,

|P (z)| 6 A max
t∈[a, b]

|R(t)| ;

2) в угле |arg(z − a1)| 6 ψ0, a < a1 < b,

|Q(z)| 6 A max
t∈[a, b]

|R(t)| ,

где постоянная A не зависит от P (z), Q(z) и R(z).
В случае вещественных λν теорема доказана Шварцем Л. [88].
Пусть Rn(z) (n > 1) — конечные линейные комбинации функций

eλνt, Pn(z) — сумма слагаемых из Rn(z), соответствующих λν, у которых
Reλν > 0, Qn(z) — сумма слагаемых с Reλν < 0.
Следствием теоремы 3.2.1 является следующий результат:
Пусть последовательность {Rn(z)} равномерно сходится на отрезке

[a, b]. Тогда последовательность {Pn(z)} равномерно сходится в любом
угле

|π − arg(z − b1)| 6 ψ0 <
π

2
− ϕ0, a < b1 < b,

а последовательность {Qn(z)} равномерно сходится в любом угле

|arg(z − a1)| 6 ψ0, a < a1 < b.

При вещественных λν этот результат установлен в [88], в случае
комплексных λν, лежащих в угле |arg λ| 6 ϕ0 <

π
2 , в работе Джрбашя-

на М.М. [4].
Дополнением к теореме 3.2.1 будет следующее утверждение:
В условиях теоремы 3.2.1 область существования предельной функ-

ции R(z) последовательности {Rn(z)} выпукла. В этой области

R(z) = lim
n→∞

∑
|λν |<rn

aνe
λνz,
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где aν — пределы при n→∞ соответствующих коэффициентов.

Пусть теперь λν > 0,
∞∑
ν=1

λ−1
ν < ∞ и функция P (z) = lim

n→∞
Pn(z) —

целая. Можно утверждать следующее:
1) если на вещественной оси

|P (x)| 6 H(x), −∞ < x <∞, (3.2.2)

где H(x) — положительная неубывающая функция, то для данных
ε > 0 и h > 0 имеется постоянная, не зависящая от P (z) и H(z),
такая, что в полосе {z : |y| 6 h (z = x+ iy)} имеет место оценка

|P (z)| < AH(x+ ε), |y| 6 h;

2) если выполняется условие (3.2.2) и

δ = lim
n→∞

1

λn
ln

∣∣∣∣ 1

L′(λn)

∣∣∣∣ <∞, L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
,

то для любого ε > 0 имеется постоянная A, не зависящая от P (z) и
H(x), такая, что во всей плоскости

|P (z)| < AH(x+ δ + ε).

2.2. О квазианалитической непродолжаемости. В силу тео-
ремы 3.1.3, в случае

0 < λn ↑ ∞, lim
n→∞

n

λn
= 0,

представление
P (z) = lim

n→∞

∑
λν<rn

aνe
λνz (3.2.3)

имеет место либо во всей плоскости, либо в полуплоскости Re z < b,

в последнем случае прямая Re z = b сплошь состоит из особых точек
функции P (z), значит, функция P (z) аналитически не продолжает-
ся через прямую голоморфизма Re z = b. Оказывается, при условии
∞∑
n=1

λ−1
n < ∞ можно высказать более сильное утверждение: функция

P (z) и квазианалитически не продолжатся через прямую Re z = b.
Пусть функция f(z) регулярна в полуплоскости Re z < a. Будем

говорить, что f(z) продолжается квазианалитически через прямую
Re z = a, если имеется горизонтальный отрезок ∆ : Im z = y0, α 6
Re z 6 β (α < a < β) и на нем бесконечно дифференцируемая функция
F (z) из некоторого квазианалитического класса C {mn} , такая, что
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F (z) = f(z), z ∈ ∆, Re z < a.

Если продолжения в указанном смысле нет, будем говорить, что функ-
ция f(z) через прямую Re z = a квазианалитически не продолжается.

Теорема 3.2.2. Пусть λn > 0 (n > 1),
∞∑
n=1

λ−1
n < ∞ и функция

(3.2.3) имеет конечную абсциссу голоморфизма. Тогда функция P (z)
квазианалитически не продолжается через прямую Re z = b.
Доказательство основано на следующем результате:
Пусть система {eµnx} не полна ни на каком отрезке вещественной

оси. Если f(x) аппроксимируется с любой точностью линейными
комбинациями экспонент из {eµnx} внутри интервала (a, b) и при-
надлежит некоторому квазианалитическому классу C {mn} на ин-
тервале (c, d), причем c < b < d, то f(x) аппроксимируется с любой
точностью линейными комбинациями экспонент из {eµnx} внутри
интервала (c, d).
Интересно отметить, что если

0 < λn ↑ ∞, lim
n→∞

n

λn
= 0,

∞∑
n=1

λ−1
n <∞,

то функция

f(z) = lim
n→∞

∑
λν<rn

eλνz

L′(λν)
, L(λ) =

∞∏
ν=1

(
1− λ2

λ2
ν

)
(сходимость имеет место в Re z < 0, прямая Re z = 0 — прямая голо-
морфизма для f(z)), продолжается квазианалитически через прямую
голоморфизма (продолжается на всю вещественную ось).

2.3. Случай, когда система
{
eλnz

}
не полна на вертикаль-

ном отрезке. Пусть |arg λν| 6 ϕ0 < π/2 (ν > 1) и система
{
eλνz

}
не

полна на отрезке мнимой оси длинны 2q. Пусть, далее, [ai, bi] — отрезок
мнимой оси длины b− a > 2q, l1 — луч: arg [z − (b− ε0)i] = π/2 + ε, l2
— луч: arg [z − (a+ ε0)i] = − (π/2 + ε) , ε0 > 0, ε > 0, G — область,
ограниченная лучами l1 и l2 и отрезком [(a+ ε0)i, (b− ε0)i] , P (z) —
конечная линейная комбинация экспонент из системы

{
eλnz

}
.

Теорема 3.2.3. Имеется постоянная A, не зависящая от P (z),
такая, что

|P (z)| 6 A max
t∈[ai, bi]

|P (t)| , z ∈ G.
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Ясно, что оценка имеет место и на границе области G.
Это — не простая теорема.
Не будем приводить очевидных результатов относительно области

сходимости {Pn(z)} , если {Pn(z)} равномерно сходится на [ai, bi].

2.4. Общий случай, когда показатели лежат в углах. Пусть
λν (ν > 1) лежат в углах (3.2.1). Пусть, затем, P (z), Q(z), R(z) обозна-
чают те же линейные комбинации экспонент, что и в п. 2.1, и

lim
n→∞

n

|λn|
<∞.

При этом условии система
{
eλnz

}
не полна во всей плоскости.

Предложение 3.2.1. Пусть система
{
eλnz

}
не полна в области E,

звездообразной относительно начала координат. Тогда при некотором
a > 0 имеют место неравенства:
1) в угле |π − arg(z + a)| 6 ψ0 <

π
2 − ϕ0

|P (z)| 6 Amax
u∈E
|R(u)| ;

2) в угле |arg(z − a)| 6 ψ0

|Q(z)| 6 Amax
u∈E
|R(u)| ;

3) при ε0 < π/4 в качестве a можно взять любое положительное
число. Здесь A — постоянная, не зависящая от P (z), Q(z), R(z).
Пусть

Pn(z) =

pn∑
ν=1

a(n)
ν eλnz (n = 1, 2, ...) (3.2.4)

Если {Pn(z)} сходится равномерно в E, то, в силу утверждения 1), она
равномерно сходится в соответствующем угле.
Предположим, что последовательность (3.2.4) равномерно сходится

в угле |π − arg(z + a0)| 6 ψ0 <
π
2 − ϕ0 к функции P (z). Пусть T —

горизонтальная звезда голоморфности функции P (z) (точка z0 ∈ T,
если функцию P (z) можно аналитически продолжить в точку z0 по
горизонтали из указанного угла). Речь пойдет о представлении P (z) в
звезде T.
Положим

Sq(z, α) = lim
n→∞

pn∑
ν=1

a
(n)
ν

Γ(1 + αλν)

 q∫
0

e−ξξαλνdξ

 eλνz, α > 0, q > 0.
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Оказывается, функция Sq(z, α) — целая относительно переменного z.
Теорема 3.2.4. Пусть K — компакт, K ⊂ T, S — расстояние от

K до границы звезды T. Тогда при α < 2δ/π на компакте K равномерно

lim
q→∞

Sq(z, α) = P (z).

Это — распространение на последовательности полиномов из экспо-
нент известного метода Рисса М. суммирования ряда Дирихле.

2.5. Полиномы с произвольными комплексными показате-
лями. Предположим, что λν (ν > 1) — простые нули целой функции
экспоненциального типа L(λ), причем других нулей у L(λ) нет. Пусть,
затем, γ(t) — функция, ассоциированная по Борелю с L(λ), D — наи-
меньшее замкнутое выпуклое множество, содержащее все особенности
γ(t), {ψk(t)} — система, биортогональная к системе

{
eλνz

}
и построен-

ная с помощью функции L(λ). Система {ψk(t)} , согласно теореме 1.1.2
гл. I, полна вне D в классе функций, аналитических вне D и равных
нулю в бесконечности. В силу этого,

1

t
= lim

m→∞

qm∑
k=1

α
(m)
k ψk(t), t ∈ C \D.

Пусть последовательность (3.2.4) равномерно сходится к P (z) внутри
области E ⊃ D и пусть G0(P ) — следующая (связная) область: ей
принадлежит начало координат и всякая другая точка α, такая, что
D(α) (смещение D на вектор α) лежит в области регулярности P (z).

Предложение 3.2.2. Внутри области G0(P ) равномерно

P (z) = lim
m→∞

qm∑
k=1

α
(m)
k ake

λkz, ak = lim
n→∞

a
(n)
k .

Пусть выполнено условие

δ = lim
n→∞

1

|λn|
ln

∣∣∣∣ 1

L′(λn)

∣∣∣∣ <∞. (3.2.5)

Тогда ряд
∞∑
k=1

ake
λkz, ak = lim

n→∞
a

(n)
k , (3.2.6)

при δ > 0 сходится во всякой точке α ∈ G0(P ), удаленной от границы
области G0(P ) на расстояние ρ(α) > δ, а при δ < 0 сходится в круге
|z − α| < |δ| с центром в любой точке α ∈ G0(P ).
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Пусть h(ϕ) — индикатриса роста функции L(λ). Если выполнено
условие

|L′(λn)| > e[h(ϕn)−ε]rn, λn = rne
iϕn, n > n0(ε), ε > 0 — любое,

то ряд (3.2.6) сходится к функции P (z) во всяком случае в области

Q =
⋃

α∈G0(P )

D(α).

Эта область — выпуклая.
Пусть H {λn} — класс целых функций P (z), представленных в виде

пределов последовательностей (3.2.4), сходящихся в области E ⊃ D.
Тогда, для того, чтобы соответствующие ряды (3.2.6) сходились, необхо-
димо и достаточно, чтобы величина δ, определяемая формулой (3.2.5),
была конечной.
В том случае, когда

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
(у L(λ) могут быть и кратные нули), последние утверждения формули-
руются иначе. С этой целью возьмем три угла G1, G2, G3 с вершиной в
начале координат, которые удовлетворяют условиям: они покрывают
плоскость (кроме начала координат), любые два соседние угла имеют
общую часть (в виде угла), каждый угол имеет раствор меньше π.
Положим

Lν(λ) =
∏
λk∈Gν

(
1− λ2

λ2
k

)
(ν = 1, 2, 3)

(у функции Lν(λ) нули простые). Введем величины

δν = lim
n→∞
λn∈Gν

1

|λn|
ln

∣∣∣∣ 1

L′ν(λn)

∣∣∣∣ (ν = 1, 2, 3).

Предложение 3.2.3. Для того, чтобы функции P (z) ∈ H {λn}
представлялись рядами (3.2.6), необходимо и достаточно, чтобы вы-
полнялись условия: δν <∞ (ν = 1, 2, 3).
Отметим еще один результат.
Пусть |λ| = rn ↑ ∞ — окружности, на которых

|L(λ)| > e−h|λ|, h > 0. (3.2.7)

Пусть, далее, Γ — путь, начинающийся и оканчивающийся в ∞ (ле-
жащий в своей бесконечной части в угле раствора, меньшего π), на
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котором также выполняется оценка (3.2.7), причем длина части Γ, лежа-
щей в круге |λ| 6 r, есть, например, O(r2); G — область, ограниченная
контуром Γ.

Предложение 3.2.4. Если P (z) — предельная функция последова-
тельности (3.2.4), является целой функцией, то последовательность

Qm(z) =
∑
|λν |<rm

aνe
λνz (m = 1, 2, ...)

сходится во всей плоскости (равномерно внутри). Если последова-
тельность (3.2.4) сходится во всей плоскости (равномерно внутри),
то последовательность

P̃n(z) =

pn∑
ν=1
λν∈G

a(n)
ν eλνz (n = 1, 2, ...)

также сходится во всей плоскости (равномерно внутри).
Отметим, что окружности и путь Γ, на которых имеет место оценка

(3.2.7), всегда имеются. В частности, каждую из бесконечных ветвей
контура Γ можно выбрать лежащей (в своей бесконечной части) в сколь
угодно малом угле.
Из последнего предположения вытекает утверждение:
Пусть P (z) — предельная функция последовательности (3.2.4), яв-

ляется целой. Тогда во всей плоскости (равномерно внутри)

P (z) = lim
m→∞

∑
|λν |<rm

aνe
λνz.

2.6. Полиномы с показателями, являющимися нулями
функции вполне регулярного роста. Пусть точки λν (ν > 1) —
нули целой функции экспоненциального типа и вполне регулярного
роста L(λ). Пусть, как и ранее, γ(t) — функция, ассоциированная по
Борелю с L(λ), D — наименьшее выпуклое множество, содержащее все
особенности γ(t), D(α) — смещение D на вектор α.

Теорема 3.2.5. Пусть α1, α2 — произвольные фиксированные точ-
ки, D1 и D2 — области, такие, что D1 ⊃ D(α1), D2 ⊃ D(α2). Тогда в
некоторой области G, содержащей множество⋃

α∈[α1, α2]

D(α),

для полинома P (z) =
∑n

ν=1 aνe
λνz имеет место оценка
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|P (z)| 6 N max(M1, M2), z ∈ G, Mj = max
t∈Dj

|P (t)| (j = 1, 2),

где N не зависит от P (z) (зависит от D1, D2 и L(λ)).
Отметим следствия из этой теоремы.
Введем множество Q0. Считаем, что α ∈ Q0, если имеется область

E ⊃ D(α), в которой последовательность (3.2.4) ограничена.
Положим

A0 =
⋃
α∈Q0

D(α).

Утверждается, что A0 — выпуклая область.
Введем множество Qc. Будем считать, что α ∈ Qc, если имеется

область E ⊃ D(α), в которой последовательность (3.2.4) сходится рав-
номерно. Положим

Ac =
⋃
α∈Qc

D(α).

Утверждается, что Ac — выпуклая область.
Введем еще следующее связное множество Qp : точка α ∈ Qp, ес-

ли имеется область E ⊃ D(α), в которой предельная функция P (z)
последовательности (3.2.4) (последовательность (3.2.4) предполагается
сходящейся в некоторой области E0 ⊃ D(α0)) регулярна. Положим

Ap =
⋃
α∈Qp

D(α).

Утверждается, что Ap — выпуклая область и во всей области Ap

P (z) = lim
m→∞

∑
λν<rm

aνe
λνz, aν = lim

n→∞
a(n)
ν .

Последний результат установлен (другим методом) И.Ф. Красичко-
вым-Терновским [16].
Если

lim
n→∞

n

λn
= 0, L(λ) =

∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
,

то Ap — область регулярности функции P (z). Следовательно, в этом
случае область регулярности – выпуклая область.

2.7. О сходимости подпоследовательностей. Из теоремы 3.1.2
следует, что когда последовательность Rn(z) сходится в полосе, под-
последовательности Pn(z) и Qn(z) также сходятся в этой полосе. Это
явление можно распространить и на случая произвольных показателей.
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Приведем ряд результатов.
Пусть H{µn} — класс целых функций F (z), представимых в виде

F (z) = lim
n→∞

pn∑
ν=1

a(n)
ν eµνz.

Предположим сначала, что λk (k > 1) — простые нули некоторой
целой функции экспоненциального типа L(λ) (других нулей у L(λ) нет)
и

L(λ) = L1(λ)L2(λ),

где L1(λ), L2(λ) — функции экспоненциального типа. Нули L1(λ)
обозначим λ′n (n > 1), нули L2(λ) обозначим λ′′n (n > 1). Из работы
Напалкова В.В. [47] вытекает следующий результат.

Теорема 3.2.6. Для того, чтобы выполнялось соотношение

H{λn} = H{λ′n}+H{λ′′n}, (3.2.8)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

1 = L1(λ)ϕ1(λ) + L2(λ)ϕ2(λ), ϕ1(λ), ϕ2(λ) ∈ [1, ∞).

Теперь рассмотрим общин случай, когда λn удовлетворяют лишь
условию

lim
n→∞

n

λn
<∞.

В этом случае не всегда существует функция экспоненциального типа
L(λ) , для которой λn (n > 1) были бы простыми нулями и у L(λ) не
было бы других нулей. Пусть {λn} = {λ′n}

⋃
{λ′′n}. Возьмем три угла

G1, G2, G3 с вершинами в начале координат, которые удовлетворяют
условиям: они покрывают всю плоскость (кроме начала координат),
любые два соседних угла имеют общую часть (а виде угла), каждый
угол имеет раствор меньше π.
Положим

Lν,1(λ) =
∏
λ′n∈Gν

(
1− λ2

(λ′n)
2

)
, Lν,2(λ) =

∏
λ′′n∈Gν

(
1− λ2

(λ′′n)
2

)
, ν = 1, 2, 3.

Имеет место утверждение [41]:
Теорема 3.2.7. Для того, чтобы выполнялось соотношение (3.2.8),

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:
1 = Lν,1(λ)ϕν,1(λ) + Lν,2(λ)ϕν,2(λ),

ϕν,1(λ), ϕν,2(λ) ∈ [1, ∞) (ν = 1, 2, 3).
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Если эти условия выполняются и P (z) ∈ H(λν) представляется в виде

P (z) = lim
n→∞

pn∑
ν=1

a(n)
ν eλνz,

то соответствующие функции P1(z), P2(z) из H{λ′n} и H{λ′′n} представ-
ляются в виде

P1(z) = lim
n→∞

pn∑
ν=1

λν∈{λ′n}

a(n)
ν eλνz, P2(z) = lim

n→∞

pn∑
ν=1

λν∈{λ′′n}

a(n)
ν eλνz.

Заметим, что условие

1 = L1(λ)ϕ1(λ) + L2(λ)ϕ2(λ),

где все участвующие функции экспоненциального типа, эквивалентно
(см. работу Хёрмандера [30]) условию: имеются постоянные a > 0,
A > 0, такие, что при любых λ

|L1(λ)|+ |L2(λ)| > Ae−a|λ|.

Рассмотрим случай, когда

lim
n→∞

n

λn
= 0.

В этом случае максимальная область D, внутри которой последователь-
ность

lim
n→∞

pn∑
ν=1

a(n)
ν eλνz (n = 1, 2, . . . )

сходится равномерно, — выпукла. Пусть D —выпуклая область и
H (λn, D) — класс функций F (z), аналитических в D, которые в D
представляются в виде

F (z) = lim
n→∞

pn∑
ν=1

a(n)
ν eλνz, z ∈ D

(сходимость внутри — равномерная).
Имеет место следующее утверждение, доказанное Тимофеевым А.Ю.

[65].
Теорема 3.2.8. Пусть {λn} = {λ′n}

⋃
{λ′′n}. Чтобы имело место со-

отношение

H ({λn}, D) = H ({λ′n}, D) +H ({λ′′n}, D) , (3.2.9)
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необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

1 = Lν,1(λ)ϕν,1(λ) + Lν,2(λ)ϕν,2(λ),

где ϕν,1(λ), ϕν,2(λ) ∈ [1, 0].
Функции Lν,1(λ), Lν,2(λ) были введены выше.
Отметим еще случай, рассмотренный также в [65], когда λn > 0 и

имеется плотность
lim
n→∞

n

λn
= σ <∞.

В этом случае область сходимости последовательности из полиномов из
экспонент — полуплоскость Rez < c.

Теорема 3.2.9. Пусть {λn} = {λ′n}
⋃
{λ′′n}, причем

lim
n→∞

n

λ′n
= σ1 > 0, lim

n→∞

n

λ′′n
= σ2 > 0, σ1 + σ2 = σ.

Пусть, далее, D — полуплоскость Re z < c. Чтобы имело место
соотношение (3.2.9), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
условие: при любом ε > 0

|L1(λ)|+ |L2(λ)| > A(ε)e−ε|λ|, A(ε) > 0,

где

L1(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

(λ′n)
2

)
, L2(λ) =

∞∏
n=1

(
1− λ2

(λ′′n)
2

)
.

§ 3. Разрешимость интерполяционной задачи

В п. 1.4 из §1 рассматривался вопрос о решении интерполяционной за-
дачи (3.1.7), когда узлы λn лежат на положительной части вещественной
оси. Здесь будет рассмотрен случай произвольных узлов.

3.1. Интерполирование в классе функций экспоненциаль-
ного типа. Пусть

lim
n→∞

n

|λn|
<∞.

Пусть, далее, δν (ν = 1, 2, 3) — величины, введенные в п. 2.5 из §2.
Предположим, что

lim
n→∞

ln |an|
|λn|

<∞. (3.3.1)
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Предложение 3.3.1. Для того, чтобы для любой системы {an},
удовлетворяющей естественному условию (3.2.1), нашлась целая функ-
ция экспоненциального типа f(z) со свойством

f(λn) = an (n = 1, 2, ...), (3.3.2)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия: δν <∞ (ν =
1, 2, 3).

3.2. Разрешимость в классе [ρ, ∞). Предположим, что

lim
n→∞

n

|λn|ρ
<∞, 0 < ρ <∞. (3.3.3)

Пусть целое m > 2ρ, Gs (s = 1, 2, ..., p) — углы с вершинами
в начале координат и раствора, меньшего 2π

m , причем смежные углы
имеют общие части. Положим µn = λρn. Пусть λn ∈ Gs. Если arg z = ϕ0

s

— биссектриса угла Gs, ϕn = arg λn, то считаем, что
∣∣ϕn − ϕ0

s

∣∣ < π
m .

Имея это в виду, полагаем µm = |λn|ρ eiψn, ψn = ρϕn, λn ∈ Gs. Эти
точки µn лежат в угле Ds раствора, меньшего π, ибо∣∣ψn − ρϕ0

s

∣∣ < πρ

m
<
π

2
.

Положим

Ls(z) =
∏
µn∈Ds

(
1− z2

µ2
n

)
(s = 1, 2, ..., p).

Это — функции экспоненциального типа. Пусть |z| = r
(s)
n (n = 1, 2, ...)

— окружности, на которых имеет место оценка

|Ls(z)| > e−a|z|, |z| = r(s)
n (n > 1), a <∞

(такие окружности всегда существуют).
Предложение 3.3.2. Для того, чтобы имелась целая функция

f(z) ∈ [ρ, ∞) со свойством (3.3.2), необходимо и достаточно, чтобы
последовательность

Pn,s(z) =
∑
|µν |<r(s)

n

µν∈Ds

aνe
µνz

L′s(µν)
(n = 1, 2, ...)

равномерно сходилась в некотором угле Ks.
Если f(z) ∈ [ρ, ∞) со свойством (3.3.2) имеется, то необходимо

lim
n→∞

ln |an|
|λn|ρ

<∞. (3.3.4)
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Введем величины

δs = lim
n→∞
µn∈Ds

1

|µn|
ln

∣∣∣∣ 1

L′(µn)

∣∣∣∣ (s = 1, 2, ..., p).

Предложение 3.3.3. Для того, чтобы по любой системе чисел
{an} , удовлетворяющей естественному условию (3.3.4), можно было
найти функцию f(z) ∈ [ρ, ∞) со свойством (3.3.2), необходимо и
достаточно, чтобы выполнялись условия

δs <∞ (s = 1, 2, ..., p).

3.3. Другие условия разрешимости интерполяционной за-
дачи. Разрешимость в классе [ρ, ∞]. Пусть узлы λn (n > 1)
удовлетворяют условию

lim
n→∞

lnn

ln |λn|
6 ρ.

Выясним, каковы должны быть числа an (n > 1), чтобы в классе [ρ, ∞]
имелась по крайней мере одна функция f(z) со свойством (3.3.2).
Обозначим µ

(n)
1 (µ

(n)
1 = λn), µ

(n)
2 , ..., µ

(n)
qn — те точки из {λm} , кото-

рые лежат в круге |z − λn| < |λn|−h (h > 0 — фиксированное число),
а α(n)

1 (α
(n)
1 = an), α

(n)
2 , ..., α

(n)
qn — те числа из {am} , которые соот-

ветствуют указанным точкам в силу соответствия λm → am. Введем
величины

A
(n)
1 = µ

(n)
1 α

(n)
1 , ..., A

(n)
k = µ

(n)
1 ... µ

(n)
k

k∑
p=1

α
(n)
p

k∏
j=1
j 6=p

(
µ

(n)
j − µ

(n)
p

) (k = 2, ..., qn)

(3.3.5)
(сумма справа — разделенная разность) и обозначим βn максимум из
их модулей.

Теорема 3.3.1. Для того, чтобы в классе [ρ, ∞] имелась функция
f(z) со свойством (3.3.2), необходимо и достаточно, чтобы было

lim
n→∞

ln ln βn
ln |λn|

6 ρ.

Если такая функция со свойством (3.3.2) имеется, то необходимо

lim
n→∞

ln ln |an|
ln |λn|

6 ρ. (3.3.6)
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Теорема 3.3.2. Для того, чтобы по любой системе чисел {an} удо-
влетворяющей условию (3.3.6), можно было найти функцию f(z) ∈
[ρ, ∞] со свойством (3.3.2), необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялось условие

lim
n→∞

ln ln 1
|ηn|

ln |λn|
6 ρ, ηn =

∏
|λm−λn|<|λn|−h

m6=n

|λm − λn| (h > 0).

3.4. Разрешимость в классе [ρ, ∞). Пусть узлы удовлетворяют
условию (3.3.3). Обозначим µ

(n)
1 (µ

(n)
1 = λn), µ

(n)
2 , ..., µ

(n)
qn те точки из

{λm} , которые лежат в круге {z : |z − λn| < δ |λn|}, где δ, 0 < δ < 1,

— фиксированное число, а α(n)
1 (α

(n)
1 = an), α

(n)
2 , ..., α

(n)
qn — те числа из

{am} , которые соответствуют указанным точкам в силу соответствия
λm → am.
Введем величины A

(n)
k по формулам (3.3.5). Максимум из их модулей

обозначим βn.

Теорема 3.3.3. Для того, чтобы в классе [ρ, ∞) имелась интер-
полирующая функция f(z) со свойством (3.3.2), необходимо и доста-
точно, чтобы было

lim
n→∞

ln βn
|λn|ρ

<∞.

Теорема 3.3.4. Для того, чтобы по любой системе чисел {an} , удо-
влетворяющей условию (3.3.4), можно было найти функцию f(z) ∈
[ρ, ∞) со свойством (3.3.2), необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялось условие

lim
n→∞

ln 1
|ηn|

|λn|ρ
<∞, ηn =

∏
|λm−λn|<δ1|λn|

m6=n

∣∣∣∣1− λn
λm

∣∣∣∣ , δ1 > 0.

В работах [1], [2], [24], [25] рассматривается кратная интерполяция, т.е.
учитываются не только значения в узлах, но и значения производных
до определенного порядка в этих узлах.

§ 4. Уравнение свертки в действительной области

Уравнение свертки в действительной области — это уравнение
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b∫
a

f(x+ t)d σ(t) = 0, (3.4.1)

где [a, b] — отрезок вещественной оси и σ(t) — функция ограничен-
ной вариации на [a, b] . Если f(x) непрерывна на (a1, b1) ⊃ [a, b] , то
левая часть в (3.4.1) имеет смысл для x ∈ (a1 − a, b1 − b). Решения
уравнения (3.4.1) называются периодическими в среднем функциями.
Периодические в среднем функции были введены Дельзартом [77].
Не нарушая общности рассуждений, можно считать, что a = −q, b =

q, q > 0 и вблизи концов −q и q функция σ(t) не являетcя постоянной.
Из этого будет следовать, что характеристическая функция

L(λ) =

q∫
−q

eλtd σ(t)

обладает свойствами: для почти всех ϕ существует предел

lim
r→∞

ln
∣∣L(reiϕ)

∣∣
r

= q |cosϕ| ; (3.4.2)

имеются число p и числа rk, 0 < rk ↑ ∞, rk+1

rk
→ 1 при k →∞, такие,

что для любого ε > 0

ln
∣∣L(reiϕ)

∣∣ > [q |cosϕ| − ε] r, rk − p 6 r 6 rk + p, k > K(ε).

Пусть λν (ν > 1) — нули L(λ) кратности mν. Функции

eλνz, zeλνz, ..., zmν−1eλνz (ν = 1, 2, ...)

— частные решения уравнения (3.4.1).
Положим

ω(µ, f) =

q∫
−q

d σ(t)

 t∫
0

f(t− η)eµηdη

 ,

1

2πi

∫
Cν

ω(µ, f)

L(µ)
eµzdµ =

mν−1∑
k=0

aν,kz
keλνz = Pν(z)eλνz,

где Cν — окружность малого радиуса (с центром в точке λν), в которой
нет других нулей L(µ), кроме точки λν. Функции f(x), непрерывной
на (c, d) ⊃ [−q, q] и удовлетворяющей уравнению (3.4.1), сопоставляем
ряд

f(x) ∼
∑

Pν(x)eλνx. (3.4.3)
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4.1. Суммирование ряда. Сформулируем результат о суммиро-
вании этого ряда методом Абеля к f(x) :

Теорема 3.4.1. Пусть β > 0 — малое число, такое, что на лучах
arg λ = β, arg λ = π − β функция L(λ) не обращается в нуль (за ис-
ключением, быть может, точки λ = 0, где она может быть равной
нулю), и существует предел (3.4.2). Указанные лучи (в окрестности
начала координат их соединим дугой, на которой L(λ) 6= 0) разобьют
круг |λ| 6 rk на две области: нижнюю D−k и верхнюю D+

k . Пусть f(x)
— функция, непрерывная на интервале (c, d) > [−q, q] и удовлетворяю-
щая уравнению (3.4.1) на меньшем интервале (c+ q, d− q). При этих
условиях, каково бы ни было δ > 0, в области y > 0, −|c|+δ < x < d−δ
существует предел

lim
n→∞

∑
λv∈D+

k

Pr(z)eλvz = F+(z)

(стремление к пределу в области y > δ1, −|c|+ δ < x < d− δ, 0 < δ1 <
δ, — равномерно), в области

− δ

4 sin β
< y < 0, −|c|+ δ < x < d− δ

существует предел

lim
n→∞

∑
λn∈D−n

Pv(z) eλvz = F−(z)

(стремление к пределу в области

− δ

4 sin β
< y < −δ1, −|c|+ δ < x < d− δ, 0 < δ1 <

δ

2
,

— равномерное). Наконец, при y → 0 для всех x, −|z|+ δ < x < d− δ,
равномерно

lim
y→0

[
F−(x− iy) + F+(x+ iy)

]
= f(x).

В случае, когда f(x) непрерывна на всей оси и удовлетворяет уравне-
нию (3.4.1) на всей оси, результат установлен Шварцем Л.[90].

Следствие 3.4.1 (теорема единственности). Пусть f(x) непрерывна
на (c, d) ⊃ [−q, q] и удовлетворяет уравнению (3.4.1). Если все
Pv(x) ≡ 0, то f(x) = 0 в интервале (c, d).

Следствие 3.4.2. Пусть f(x) непрерывна на (c, d) ⊃ [−q, q] и
удовлетворяет уравнению (3.4.1). Если f(x) = 0 в интервале [−q, q],
то f(x) = 0 и в интервале (c, d).
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Пусть {λn} = {λ′n} ∪ {λ
′′

n}, Imλ′n > 0, Imλ
′′

n < 0, и пусть

lim
n→−∞

arg λ′n =
π

2
, lim

n→∞
arg λ

′′

n = −π
2
.

При этих условиях, если функция f(x) регулярна на (c, d) ⊃ [−q, q]
и удовлетворяет уравнению (3.4.1) в (c+ q, d− q), то подпоследова-
тельность частных сумм ряда (3.4.3)∑

|λv|<rk

Pv(z)eλvz (n = 1, 2, ..., )

равномерно сходится внутри полосы

−∞ 6 y1 < Im z < y2 6 +∞, y1 < 0 < y0,

содержащей вещественную ось, причем сходится к f(x) (следователь-
но, функция f(z) — аналитическая в указанной полосе).

4.2. Продолжение на полуось. Пусть f(x) непрерывна на
(c, d) ⊃ [−q, q] и удовлетворяет уравнению (3.4.1) в (c + q, d − q).
Возникает вопрос: можно ли f(x) продолжить непрерывно на больший
интервал (c1, d1) ⊃ (c, d) так, чтобы уравнения (3.4.1) удовлетворялись
в (c1 + q, d1 − q)?
Ответ на этот вопрос в общем случае отрицательный. Чтобы получить

положительный ответ, надо ввести ограничения.
Приведем результаты А.М. Седлецкого (они имеются в [37] ).
Теорема 3.4.2. Пусть функция σ(t) имеет скачок в точке q. Тогда:
1) функцию f(x), непрерывную на [−q, q] и удовлетворяющую усло-

вию ∫ q

−q
f(t)dσ(t) = 0, (3.4.4)

можно продолжить периодически в среднем (единственным образом)
на полуось [−q, ∞);
2) каким бы ни был интервал [−q, p] (p > q), имеется постоянная

A, не зависящая от f(x), такая, что

|f(x)| 6 A max
−q6t6q

|f(t)|, x ∈ [−q, p];

3) если в [−q, q]

max
|x2−x1|6δ

|f(x2)− f(x1)| = M0(δ),

то и в интервале [−q, p] (p > q),

110
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max
|x2−x1|6δ

|f(x2)− f(x1)| = AM0(δ),

где A не зависит от f(x);
4) если f(x) в [−q, q] имеет ограниченную вариацию v0, то и в ин-

тервале [−q, p] (p > q), она имеет ограниченную вариацию v, причем
v < Av0, где A не зависит от f(x).
Аналогичное утверждение имеет место, когда σ(t) имеет скачок в

левом конце −q.
Видим, что когда σ(t) имеет скачки в левом и правом концах, непре-

рывная функция f(x), произвольным образом заданная на [−q, q] так,
чтобы выполнялось условие (3.4.4), продолжается(единственным обра-
зом) периодически в среднем на всю вещественную ось. Отсюда следует,
что решение уравнения (3.4.1) единственным образом определяется за-
данием произвольным образом f(x) на [−q, q], лишь бы соблюдалось
условие (3.4.4).
В последующем будем предполагать, что σ(t) имеет скачки в точках
−q и q.
При этих условиях функция L(λ) обладает свойствами:
1)все нули L(λ) лежат в некоторой вертикальной полосе |Reλ| 6 h,

причем число нулей в прямоугольнике |Reλ| 6 h, k 6 Imλ 6 k + 1
ограничено постоянной, не зависящей от k = 0, ±1, ±2, ... ;
2)для данного δ > 0 имеется постоянная ms, такая, что вне кружков

радиуса δ с центрами в нулях L(λ) справедлива оценка

|L(λ)| > mse
q|Reλ|;

3) для данного p > 0 найдутся окружности |λ| = rk ↑ ∞, rk+1 − rk <
p (k = 1, 2, ...), такие, что

|L(λ)| > m0e
q|Reλ|, |λ| = rk (k > 1), m0 > 0.

Положим

SR(x, f) =
1

2πi

∫
|µ|=R

U(m, f)

L(µ)
eµxdµ.

Это — частная сумма ряда (3.4.3), соответствующая тем λν, которые
лежат в круге {λ : |λ| < R}.

Теорема 3.4.3. Пусть функция f(x) непрерывна и удовлетворяет
уравнению (3.4.1) на всей оси. Тогда разность

Srk(x, y)− 1

π

∫ d

c

f(η)
sin rk(x− η)

x− η
dη
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стремится к нулю при k → ∞ равномерно в интервале (c + ∆, d −
∆), ∆ > 0, где (c, d) — произвольный интервал вещественной оси.

Следствие 3.4.3. Если f(x) непрерывна на всей вещественной оси,
имеет ограниченную вариацию в [−q, q] и удовлетворяет уравнению
(3.4.1) на всей оси, то в любом интервале вещественной оси равно-
мерно

lim
k→∞

Srk(x, γ) = f(x).

Заметим, что частным случаем уравнения (3.4.1) является разностное
уравнение

a1f(x+ h1) + ...+ anf(x+ hn) = 0,

где a1, ..., an — постоянные коэффициенты, а h1, ..., hn (h1 < h2 <
... < hn) — постоянные разности. Чтобы записать зто уравнение в
виде (3.4.1), надо взять функцию σ(t) со скачками aj в точках hj
и постоянную в интервалах (hj, hj+1). Здесь тот случай, когда σ(t) в
концевых точках имеет скачки. Следовательно, к решениям разностного
уравнения применимы указанные выше результаты.

§ 5. Инвариантные подпространства

Пусть G — односвязная область, H — пространство функций, анали-
тических в G, наделенное топологией равномерной сходимости на ком-
пактах. Замкнутое подпространство W ⊂ H назовем инвариантным,
если оно инвариантно относительно оператора дифференцирования:
если f(z) ∈ W, то и производная f ′(z) ∈ W.
Все H и подпространство, состоящее из тождественного нуля, — три-

виальные инвариантные подпространства.
Примером нетривиального инвариантного подпространства является

замкнутая линейная оболочка неполной системы экспонент
{
eλnz

}
.

Другой пример — совокупность решений уравнения свертки в ком-
плексной области. Уравнение свертки — это уравнение

1

2πi

∫
C

γ(z)f(t+ z)dt = 0. (3.5.1)

Здесь γ(t) — функция, аналитическая вне некоторого замкнутого вы-
пуклого множества D, причем γ(∞) = 0. C — замкнутый контур,
охватывающий D. Пусть G ⊃ D и W — совокупность решений урав-
нения (3.5.1), аналитических в G. Ясно, что если f(z) удовлетворяет
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уравнению (3.5.1), то и f ′(z) удовлетворяет этому уравнению. Поэтому
W — инвариантное подпространство.
Заметим, что если инвариантное подпространство W содержит экспо-

ненциальный одночлен zneλz, то W содержит экспоненциальные одно-
члены

eλz, zeλz, ..., zn−1eλz.

В связи с этим естественно ввести понятие спектра инвариантного
подпространства.
Пусть Λ — множество пар (λi, ni) из точек λi в комплексной плоскости

и целых чисел ni. Это множество называется спектром нетривиального
подпространства W , если W содержит экспоненциальные одночлены

eλiz, . . . , zni−1eλiz, (λi, ni) ∈ Λ, (3.5.2)

и не содержит никаких других.
Спектр нетривиального инвариантного подпространства всегда дис-

кретный.
Будем говорить, что W допускает спектральный синтез, если W

совпадает с замкнутой линейной оболочкой системы экспоненциальных
одночленов (3.5.2).
Задача спектрального синтеза: выяснить условия, при которых W

допускает спектральный синтез.
В случае, когда G — вся плоскость,W допускает спектральный синтез.

Это — результат Шварца Л. [90].
Приводимые ниже результаты принадлежат И.Ф. Красичкову-Тер-

новскому ([14], [15], [16]).

5.1. Условия спектрального синтеза. Введем понятие аннуля-
торного подмодуля инвариантного подпространства.
Пусть H∗ — пространство, сопряженное с W . Рассмотрим отображе-

ние T , которое каждому линейному непрерывному функционалу S ста-
вит в соответствие его характеристическую функцию ϕ(λ) =< S, eλz >.
Функция ϕ(λ) — целая экспоненциального типа, у функции, ассоции-
рованной с ней по Борелю, все особенности лежат внутри G. Когда S
пробегает все H∗, ϕ пробегает класс P всех таких функций. Класс P
представляет собой линейное пространство над полем C; кроме того, P
выдерживает умножение на многочлены. Таким образом, с алгебраиче-
ской точки зрения P — модуль над кольцом многочленов. Наделим P
локально выпуклой топологией, индуцированной изH∗ отображением T .
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Алгебраические операции в этом модуле согласованы с его топологией.
Поэтому P — топологический модуль.
Пусть W 0 — ортогональное подпространство:

W 0 = {S ∈ H∗ : < S, f >= 0 ∀f ∈ W}

и I = T (W 0) — образ W 0 при отображении T . Оказывается, что I
обладает структурой замкнутого подмодуля модуля P . I называется
аннуляторным подмодулем инвариантного подпространства W .
Точка λ называется нулем подмодуля I ⊂ P кратности n, если любая

функция f из I обращается в точке λ в нуль с кратностью не ниже,
чем n и существует функция f ∈ I, которая обращается в точке λ в
нуль с кратностью, точно равной n.

Предложение 3.5.1. Спектр инвариантного подпространства W
совпадает с множеством нулей, с учетом их кратностей, его анну-
ляторного подмодуля I.
Пусть I — подмодуль в P , Λ = (λi, ni) — множество его нулей.

Подмодуль I называется обильным, если из того, что f ∈ P обращается
в каждой точке λi в нуль с кратностью не ниже ni, следует f ∈ I.

Предложение 3.5.2. Для того, чтобы инвариантное подпростран-
ство допускало спектральный синтез, необходимо и достаточно, что-
бы его аннуляторный подмодуль был обильным.
Указанные утверждения верны для произвольной односвязной обла-

сти G.
В случае выпуклой области G свойство обильности можно охаракте-

ризовать в терминах устойчивости.
Пусть f(z) — целая функция, a — точка комплексной плоскости.

Обозначим mf(a) — целое число, равное нулю, если a не есть нуль f(z),
и равное m, если a — нуль f(z) кратности m. Аналогично, если I —
подмодуль в P , то mI(a) = 0, если a не есть нуль I и mI(a) = m, если
a есть нуль f(z) кратности m.
Подмодуль I ⊂ P устойчив в точке a, если из того, что f ∈ I, mf(a) >

mI(a), следует f(z)(z−a)−1 ∈ I . Подмодуль устойчив, если он устойчив
в любой точке.
Следующее утверждение является центральным в теории спектраль-

ного синтеза.
Теорема 3.5.1. Пусть G — выпуклая область. Для того, чтобы

замкнутый подмодуль I ⊂ P был обильным, необходимо и достаточно,
чтобы он был устойчив.
Доказательство этого результата опирается на следующий аналитиче-
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ский факт, представляющий самостоятельный интерес.
Пусть ϕ, Φ —целые функции экспоненциального типа с индикатриса-

ми роста
hϕ(θ), hΦ(θ) < H(θ),

где H(θ) — заданная тригонометрически выпуклая функция. Пред-
положим, что ϕ и Φ обращаются в нуль (с учетом кратностей) на
последовательности Λ = (λi, ni) кратных точек.

Предложение 3.5.3. Существует последовательность рациональ-
ных функций pnqn−1, такая, что:
1) функции pnqn−1Φ — целые и обращаются в нуль на Λ;
2) pnqn−1Φ→ ϕ равномерно на компактах;
3) выполняется равномерная оценка∣∣∣∣pn(z)

qn(z)
Φ(z)

∣∣∣∣ < A exp [H(θ)|z|], z = |z|eiθ.

На основании предположения 3.5.2 и теоремы 3.5.1 получаем:
Теорема 3.5.2. Пусть G — выпуклая область. Для того, что-

бы инвариантное подпространство W ⊂ H допускало спектральный
синтез, необходимо и достаточно, чтобы аннуляторный подмодуль
I ⊂ P подпространства W был устойчив.
Теорема 3.5.2 позволяет разрешать задачи спектрального синтеза в

случаях, когда область G — выпуклая.

5.2. Решение уравнения свертки в комплексной области.
Рассмотрим уравнение (3.5.1). Положим

ϕ(λ) =
1

2πi

∫
C

γ(t)eλtdt. (3.5.3)

Это — характеристическая функция уравнения (3.5.1). Пусть W —
совокупность решений уравнения, аналитических в области G ⊃ D.
Аннуляторный подмодуль I подпространства W является главным с
образующей ϕ (I представляет собой замыкание в топологии P мно-
жества функций pϕ, где p — многочлен). Для главных подмодулей
устойчивость легко проверяется. Применяя теорему 3.5.2, получаем
следующий результат.

Теорема 3.5.3 (аппроксимационная теорема). Пусть G — выпуклая
область, G ⊃ D. Каждое решение уравнения (3.5.1), аналитическое в
G, аппроксимируется равномерно внутри G линейными комбинациями
элементарных решений zneλiz.
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Аналогичное утверждение для системы уравнений свертки уже не
верно. Приводится пример системы двух уравнений свертки, подпро-
странство решений которой нетривиально, а решений в виде экспонен-
циальных одночленов не содержит.

Замечание 3.5.1. Если нули функции (3.5.3) — простые, то ре-
шение f(z) уравнения (3.5.1) в выпуклой области G ⊃ D представ-
ляется в виде предела последовательности вида (3.2.4). Поскольку
система {eλnz} в области G не полна, то, значит, на указанные по-
следовательности распространяются соответствующие результаты,
установленные в предыдущих параграфах.

5.3. Другие результаты. Теорема 3.5.2 используется и при дока-
зательстве следующего результата.

Теорема 3.5.4. Если область G — выпуклая и неограниченная, то
всякое замкнутое инвариантное подпространство W допускает спек-
тральный синтез.
Это утверждение позднее другим методом было доказано в [37].
Следующие результаты касаются аппроксимации функций из W в

области более широкой, чем G.
Теорема 3.5.5. Пусть G — выпуклая область, W ⊂ H — нетри-

виальное инвариантное подпространство, допускающее спектральный
синтез и f ∈ W . Обозначим через Gf полный след, оставляемый G
при непрерывном и поступательном движении G как геометриче-
ской фигуры по римановой поверхности f . Тогда Gf — однолистная и
односвязная область и функция f(z) равномерно внутри Gf аппрокси-
мируется полиномами из экспонент из W .

Теорема 3.5.6. Пусть f — решение однородного уравнения свертки
(3.5.1), D — наименьшее выпуклое замкнутое множество, содержа-
щее все особенности функции, ассоциированной по Борелю с функцией
(3.5.3), Df — полный след, оставляемый D при непрерывном и по-
ступательном движении по римановой поверхности f . Тогда Df —
однолистная и односвязная область; функция f равномерно внутри
Df аппроксимируется полиномами экспонент из W .
Дальнейшее развитие задачи спектрального синтеза можно найти в

работах [17] – [23].

5.4. Решение неоднородного уравнения свертки. Рассмот-
рим уравнение
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1

2πi

∫
C

γ(t)f(t+ z)dt = F (z). (3.5.4)

Пусть D — наименьшее выпуклое замкнутое множество, содержащее все
особенности функции γ(t). Предположим, что правая часть регулярна
в выпуклой области G. Если

F (z) =
∞∑
n=1

ane
λnz, z ∈ D,

то решением уравнения (3.5.4) будет функция

f(z) =
∞∑
n=1

an
ϕ(λn)

eλnz,

где ϕ(λ) — характеристическая функция (3.5.4).
Ю.Ф. Коробейник показал, что верна
Теорема 3.5.7. Если ϕ(λ) — функция вполне регулярного роста, то

при подходящем выборе показателей λn функция f(z) будет регулярной
в области D+G (точка z принадлежит этой области, если z = u+ v
и u ∈ D, v ∈ G).
В.В. Напалков [48] доказал следующее утверждение.
Теорема 3.5.8. Если уравнение (3.5.4) имеет решение f(z), анали-

тическое в области D +G, какова бы ни была выпуклая область G,
то характеристическая функция ϕ(λ) — функция вполне регулярного
роста.
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