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УДК 519.62

МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД КОНЕЧНЫХ ОБЪЕМОВ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОДНОМЕРНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ

ЗАДАЧ
Арисова О. Г. (Уфа, БашГУ)

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим одномерные эллиптические задачи вида:

d

dx
(−k(x)du

dx
) = f(x),

0 ≤ x ≤ 1, u(0) = u(1) = 0.
(1)

С условиями сопряжения типа идеального контакта.

[u] = u2 − u1 = 0,

[W · n] = (W,n)+ − (W,n)− = −(k
du

dx
)+ + (k

du

dx
)− = 0,

k(+)du2
dx

= k(−)du1
dx

,

(2)

где W (x) = −k(x)du
dx

- поток вещества k(x) - коэффициент диффузии.
Задача (1), (2) называется задачей с условиями сопряжения типа

идеального контакта [1].

МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД КОНЕЧНЫХ
ОБЪЕМОВ

Постороим сетку: x0 = 0, x1 = h/2, xi = xi−1 + h, i = 2, 3, ..., N − 1,
xN = 1 − h

2 , xN+1 = 1, где h = 1/N – это шаг сетки. Пусть Vi =

(xi− 1
2
; xi+ 1

2
) , где xi− 1

2
= xi− h

2
, xi+ 1

2
= xi+

h
2

- конечные объемы, обозна-
чим через xξ точку, где функция k(x) терпит разрыв.
Запишем уравнение баланса на отрезке xi− 1

2
< xξ < xi+ 1

2
:

Wi+0.5 −Wi−0.5 = hϕi, где ϕi =
1

h

x
i+1

2∫

x
i− 1

2

f(x)dx, i = 1, .., N, (3)

5

a W = −ku′. Выразим u′: u′ = −W
k

. Проинтегрируем получившееся
равенство по x от xi до xi+1 [2],[3]:

−(ui+1 − ui) = −
xi+1∫

xi

u′dx =

xi+1∫

xi

W (x)

k(x)
dx (4)

Предположим, что функция W (x) ∈ C2(x = ξ), тогда её можно разло-
жить в ряд Тейлора в точке xi+ 1

2
:

W (x) =Wi+ 1
2
+ (x− xi+ 1

2
)
∂Wi+ 1

2

∂x
+

(x− xi+ 1
2
)2

2

∂2W (η)

∂x2

где η ∈ (xi, xi+1). Также разложим функцию W (x) точке xi− 1
2
:

W (x) =Wi− 1
2
+ (x− xi− 1

2
)
∂Wi− 1

2

∂x
+

(x− xi− 1
2
)2

2

∂2W (η)

∂x2

где η ∈ (xi−1, xi).
Заменяя первую производную Wi+ 1

2
в точке xi+ 1

2
и Wi− 1

2
в точке

xi− 1
2

конечной разностью, получим следующую аппроксимацию уравне-
ния (3):

−(ui+1− ui) =Wi+ 1
2

xi+1∫

xi

dx

k(x)
+
Wi+0.5 −Wi−0.5

h
·
xi+1∫

xi

(x− xi+ 1
2
)

k(x)
dx+O(h3)

(5)

−(ui− ui−1) =Wi− 1
2

xi∫

xi−1

dx

k(x)
+
Wi+0.5 −Wi−0.5

h
·

xi∫

xi−1

(x− xi− 1
2
)

k(x)
dx+O(h3)

(6)
Или, по-другому

−ki+ 1
2
· ui+1 − ui

h
=Wi+ 1

2
+ ai+ 1

2
(Wi+ 1

2
−Wi− 1

2
)+ + ψi, (7)

−ki− 1
2
· ui − ui−1

h
=Wi− 1

2
+ ai− 1

2
(Wi+ 1

2
−Wi− 1

2
)− + ψi, (8)
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где ψi = O(h2), коэффициенты k и a выражаются следующим образом:

ki+ 1
2
=


1

h

xi+1∫

xi

dx

k(x)




−1

;

ai+ 1
2
= ki+ 1

2
· 1

h2
·

xi+1∫

xi

(x− xi+ 1
2
)

k(x)
dx;

ki− 1
2
=


1

h

xi∫

xi−1

dx

k(x)




−1

;

ai− 1
2
= ki− 1

2
· 1

h2
·

xi∫

xi−1

(x− xi− 1
2
)

k(x)
dx.

(9)

Отбросим остаточный член ψi в (7). Введем следующие обозначе-
ния: yi- аппроксимация исходного потока ui, а приближенные значения
Wi обозначим через F−

i+ 1
2

, F+
i− 1

2

, где знаки ± означают значение пото-
ка справа и слева соответственно. Отметим, что исходные потоки явля-
ются непрерывными, а аппроксимирующие потоки могут иметь разные
значенияF±

i± 1
2

. Таким образом из (7) получаем:

−ki+ 1
2

yi+1 − yi
h

= F−
i+ 1

2

+ ai+ 1
2
(F−

i+ 1
2

− F+
i− 1

2

), (10)

−ki− 1
2

yi − yi−1

h
= F+

i− 1
2

+ ai− 1
2
(F−

i+ 1
2

− F+
i− 1

2

), (11)

Уравнения (3),(10),(11) аппроксимируют уравнение (1) с локальной по-
грешностью метода O(h2). Схему (3) (10),(11) назовем модифицирован-
ный метод конечных объемов.
Далее вычтем (11) из (10), тогда

(1 + ai+ 1
2
− ai− 1

2
)(F−

i+ 1
2

− F+
i− 1

2

) = −ki+ 1
2

yi+1 − yi
h

+ ki− 1
2

yi − yi−1

h
. (12)

Объединяя (12) с аппроксимацией исходного уравнения (3), имеем

−(1 + ai+ 1
2
− ai− 1

2
)−1 · 1

h

(
ki+ 1

2

yi+1 − yi
h

− ki− 1
2

yi − yi−1

h

)
= ϕi. (13)

7

С другой стороны из (10) и (11):

W−
i+ 1

2

=
−ki+ 1

2

yi+1−yi
h (1− ai− 1

2
)− ki− 1

2

yi−yi−1

h (ai+ 1
2
)

(1 + ai+ 1
2
− ai− 1

2
)

,

W+
i− 1

2

=
ki+ 1

2

yi+1−yi
h ai− 1

2
− ki− 1

2

yi−yi−1

h (1 + ai− 1
2
)

(1 + ai+ 1
2
− ai− 1

2
)

.

(14)

Схема (14) аппроксимирует поток со вторым порядком точности, неза-
висимо от расположения разрыва коэффициента k(x).

Пусть теперь ξ точка, в которой функция k(x) терпит разрыв, имеет
вид ξ = xi + θh для некоторого i и 0 ≤ θ ≤ 1. Рассмотрим частные
случаи этой схемы.

ki+ 1
2
=


1

h

xi+1∫

xi

dx

k(x)




−1

=


1

h

xξ∫

xi

dx

k(x)
+

1

h

xi+1∫

xξ

dx

k(x)




−1

=

=

[
θ

2

(
1

ki
+

1

kξ−0

)
+

1− θ

2

(
1

kξ+0
+

1

ki+1

)]−1

(15)

При вычислении интеграла здесь и в дальнейшем мы использовали фор-
мулу трапеций, то есть определенный интеграл от линейной функции
равен полусумме значений функции на концах интервала интегриро-
вания, умноженной на длину интервала интегрирования. Параметр θ:
ξ − xi
h

= θ; 1− θ =
ξ − xi+1

h
.

Аналогично находим ki− 1
2
:

ki− 1
2
=


1

h

xi∫

xi−1

dx

k(x)




−1

=


1

h

xξ∫

xi−1

dx

k(x)
+

1

h

xi∫

xξ

dx

k(x)




−1

=

=

[−1 + θ

2

(
1

ki−1
+

1

kξ−0

)
− θ

2

(
1

kξ+0
+

1

ki

)]−1

.

(16)

Параметр θ:
xi − ξ

h
= −θ; −1+θ =

ξ − xi
h

. Причем kξ−0 и kξ+0 известны
из условия сопряжения.

Теперь рассмотрим второй интеграл в (9):

ai+ 1
2
= ki+ 1

2

1

h2

xi+1∫

xi

x− xi+ 1
2

k(x)
dx⇒ 1

h2

xi+1∫

xi

x− xi+ 1
2

k(x)
dx =

8



1

h2

xi+1∫

xi

x− xi+ 1
2

k(x)
dx =

1

h2




xξ∫

xi

x− xi+ 1
2

k(x)
dx+

xi+1∫

xξ

x− xi+ 1
2

k(x)
dx


 =

=
1

h2

(
θh

2

(
xi − xi+ 1

2

ki
+
ξ − 0− xi+ 1

2

kξ−0

))
+

+
1

h2

(
(1− θ)h

2

(
ξ + 0− xi+ 1

2

kξ+0
+
xi+1 − xi+ 1

2

ki+1

))
+ O(h2).

Учитывая, что

xi − xi+ 1
2
= xi − xi −

h

2
= −h

2
; xi+1 − xi+ 1

2
= xi + h− xi −

h

2
=
h

2
;

ξ − 0− xi+ 1
2
= xi + θh− xi −

h

2
= h(θ − 0.5)

ξ + 0− xi+ 1
2
= xi + θh− xi −

h

2
= h(θ − 0.5),

получаем:

ai+ 1
2
= ki+ 1

2

θ

2

(
θ − 0.5

kξ−0
− 0.5

ki

)
+

1− θ

2

(
θ − 0.5

kξ+0
+

0.5

ki+1

)
. (17)

Аналогичное выражение получаем для ai− 1
2
:

ai− 1
2
= ki− 1

2

1

h2

xi∫

xi−1

x− xi− 1
2

k(x)
dx⇒ 1

h2

xi∫

xi−1

x− xi− 1
2

k(x)
dx =

при xi−1 − xi− 1
2
= xi − h − xi +

h
2
= −h

2
; xi − xi− 1

2
= xi − xi +

h
2
= h

2
;

ξ−0−xi− 1
2
= xi−θh−xi+ h

2 = h(−θ+0.5); ξ+0−xi− 1
2
= xi−θh−xi+ h

2 =

h(−θ + 0.5).

=
1

h2

(−1 + θh

2

(
xi−1 − xi− 1

2

ki
+
ξ − 0− xi− 1

2

kξ−0

))
−

− 1

h2

(
(θ)h

2

(
ξ + 0− xi− 1

2

kξ+0
+
xi − xi− 1

2

ki

))
+O(h2).

ai− 1
2
= ki− 1

2

θ

2

(
θ + 0.5

kξ−0
− 0.5

ki−1

)
+

1− θ

2

(
θ + 0.5

kξ+0
+

0.5

ki

)
. (18)

9

если коэффициент k(x) - кусочно-постоянный, то эти формулы точ-
ные и имеют вид:

ki+ 1
2
=

(
θ

ki
+

1− θ

ki+1

)−1

, ki− 1
2
=

(
θ − 1

ki−1
+
θ

ki

)−1

, (19)

ai+ 1
2
=

1

2

θ(1− θ)(ki − ki+1)

(1− θ)ki + θki+1
, ai− 1

2
=

1

2

θ(θ − 1)(ki + ki−1)

(θ − 1)ki + θki−1
. (20)

Если же ξ - середина отрезка [xi; xi+1], то есть ξ = xi+ 1
2
, тогда θ = 1

2

и из (19)-(20) имеем:

ki+ 1
2
= 2

(
1

ki
+

1

ki+1

)−1

, ki− 1
2
= 2

(
− 1

ki−1
+

1

ki

)−1

, (21)

ai+ 1
2
=

1

4

(ki − ki+1)

(ki + ki+1)
, ai− 1

2
= −1

4

(ki + ki−1)

(−ki + ki−1)
, (22)

ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР

Задача с условиями сопряжния типа идеального контакта (1), (2)
при k1 = 0.01, k2 = 0.001, для ξ = 0.87, n = 20. Коэффициенты были
подобраны так, что функция u имеет следующий вид:

u(x) =




k1(x(i)) · sin(

π · x(i)
2

), если x ∈ [0, ξ),

k2(x(i)) · sin(
π · x(i)

2
), если x ∈ (ξ, 1].

Шаг точное
значение

ММКО Невязка МКО Невязка

0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.000016 0.000006 0.000009 0.075344 0.075329
0.2 0.000062 0.000021 0.000040 0.070991 0.070930
0.3 0.000136 0.000046 0.000090 0.065264 0.065127
0.4 0.000235 0.000081 0.000154 0.058379 0.058144
0.5 0.000354 0.000125 0.000228 0.050564 0.050211
0.6 0.000485 0.000179 0.000307 0.042048 0.041563
0.7 0.000624 0.000241 0.000382 0.033062 0.032438
0.8 0.000761 0.000313 0.000448 0.023831 0.023070
0.9 0.000889 0.000393 0.000496 0.014573 0.013684
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
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Для n = 40:

Шаг точное
значение

ММКО Невязка МКО Невязка

0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.000016 0.000005 0.000010 0.033651 0.033636
0.2 0.000062 0.000020 0.000041 0.028707 0.028645
0.3 0.000136 0.000045 0.000091 0.024201 0.024065
0.4 0.000235 0.000080 0.000155 0.020036 0.019801
0.5 0.000354 0.000124 0.000230 0.016163 0.015809
0.6 0.000485 0.000178 0.000308 0.012556 0.012071
0.7 0.000624 0.000240 0.000383 0.009208 0.008584
0.8 0.000761 0.000312 0.000449 0.006119 0.005358
0.9 0.000889 0.000392 0.000497 0.003294 0.002405
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
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УДК 517.9

ВАЖНЕЙШИЕ СВОЙСТА РЕЗОЛЬВЕНТЫ ОПЕРАТОРА
ЛАПЛАСА-БЕЛЬТРАМИ

Атнагулов А. И. (Уфа, БГАУ)

Введение

Работа посвящена исследованию спектральных свойств возмущения
оператора Лапласа-Бельтрами Hu = H0u + V u = − 1

sin θ
∂
∂θ(sin θ

∂u
∂θ ) −

1
sin2 θ

∂2u
∂ϕ2 + V u. А именно, доказательству формулы регуляризованного

следа Гельфанда - Левитана для оператора Лапласа - Бельтрами, воз-
мущённого оператором умножения на функцию ν(ω), ω ∈ S2. Впер-
вые формула следа для оператора Лапласа - Бельтрами, возмущённого
нечётной функцией ν(ω) ∈ C∞(S2) была получена в 1993-1996 годах в
работах [1],[2](хотя задача была поставлена И. М. Гельфандом в 1962
году). Отметим, что для метода, применяемого в этих работах, условие
нечётности функции ν(ω) и принадлежности классу C∞(S2) является
существенным. Следующее продвижение в этой задаче было сделано в
работах [3]-[5], основанных на одном способе суммирования второй по-
правки теории возмущений. В которых для любой функции (не обяза-
тельно нечётной) ν(ω) конечной гладкости получена классическая фор-
мула следа Гельфанда - Левитана, причем в работе [5] ν(ω) ∈ C2(S2).

Для дальнейшего ослабления требований на возмущения ν(ω),
как оказалось, необходимо более подробное исследование свойств яд-
ра R0(ω, ω0, λ) резольвенты оператора Лапласа - Бельтрами, ядра
R0n(ω, ω0, λ) приведённой резольвенты. На основе этих исследований и
методике работы [5] формула следа для оператора Лапласа - Бельтрами
получена для возмущений ν(ω) из класса W 1

2 (S
2).

Отметим, что параграфы 1 и 2 посвящены развёрнутому изложению
результатов работы [6]. Также необходимо понятие регуляризованного
следа. Его подробно изучили Кордюков Ю.А. и Павленко В.А. в работе
[7].

§ 1. Представление ядра R0(ω, ω0, λ) резольвенты оператора
Лапласа-Бельтрами

Хорошо известно, что ядро R0(ω, ω0, λ) резльвенты R0(λ) = (H0 −
λ)−1 оператора H0 (Лапласа-Бельтрами) в L2(S2) равно

R0(ω, ω0, λ) =
1

4π

∞∑

n=0

(2n+ 1)Pn(cosα)

n(n+ 1)− λ
, (1.1)

12



где α — угол между векторами ω, ω0 ∈ S2, Pn(cosα) — полином Ле-
жандра, а Pn(ω, ω0) =

2n+1
4π

Pn(cosα) есть ядро ортогонального проектора
Pn, проектирующего на собственное подпространство, соответствующее
собственному числу λn = n(n + 1) оператора H0, причем кратность λn
равна 2n+ 1.

С другой стороны, известно, что последовательность

fn(α) =
√
n+ 1/2

√
sinαPn(cosα), n = 0, 1, . . . (1.2)

образует ортнормированный базис из собственных функций задачи Ди-
рихле обыкновенного дифференциального оператораMf(α) = −f ′′(α)−
(4 sin2 α)−1f(α) в пространстве L2[0, π], причем Mfn(α) = (n +
1/2)2fn(α), µn = (n+ 1/2)2.

Так что, согласно (1.2), ядро G(α, α0, z) интегрального оператора
G(z) = (M − z)−1 представляется в виде:

G(α, α0, z) =

∞∑

n=0

fn(α)fn(α0)

µn − z
=

=

∞∑

n=0

(n+ 1
2)
√
sinα sinα0Pn(cosα)Pn(cosα0)

(n+ 1
2)

2 − z
(1.3)

Откуда, полагая,

Γ(α, α0, z) = (sinα sinα0)
− 1

2G(α, α0, z), (1.4)

и, учитывая, что Pn(1) = 1, получим:

Γ(α, 0, z) =
∞∑

n=0

(n+ 1/2)Pn(cosα)

(n+ 1/2)2 − z
=

1

2

∞∑

n=0

(2n+ 1)Pn(cosα)

n(n+ 1)− (z − 1/4)
(1.5)

Сравнивая (1.1) и (1.5) между собой, мы приходим к следующим
утверждениям.

Лемма 1. Для всех ω, ω0 ∈ S2 и λ /∈ {n(n + 1)}∞n=0 ядро R0(ω, ω0, λ)
представляется в виде:

R0(ω, ω0, λ) =
1

2π
Γ(α, 0, λ+ 1/4) (1.6)

Сформулируем основной результат данного параграфа.
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Теорема 1. Для всех вещественных λ, λ /∈ {n(n + 1)}∞n=0 ядро
R0(ω, ω0, λ) представляется в виде

R0(ω, ω0, λ) =
1

2π
√
sinα

[u2(α, λ+1/4)−A(λ+1/4)u1(α, λ+1/4)], (1.7)

где
A(z) =

1

2

[
u′2(

π
2 , z)

u′1(
π
2 , z)

+
u2(

π
2 , z)

u1(
π
2 , z)

]
(1.8)

§ 2. Представление ядра R0n(ω, ω0, λ) приведенной резольвенты

Представление ядра R0(ω, ω0, λ) в виде (1.7) позволяет вычислить яд-
ро приведенной резольвенты в терминах оператораH0 функций uk(α, z),
а также их производных по переменной z

ϕk(α, z) =
∂

∂z
uk(α, z), ψk(α, z) =

∂

∂z
ϕk(α, z) (k = 1, 2)

в точке α = π
2 . Спектр оператора H0 совпадает с полюсами функции

A(λ + 1
4) (A(z), то есть нулями функции u1(

π
2 , λ + 1

4) и u′1(
π
2 , λ + 1

4),
причем нетрудно убедиться, что

u1(
π

2
, λn +

1

4
) = 0, n = 2k + 1, k = 0, 1, 2, . . . (2.1)

u′1(
π

2
, λn +

1

4
) = 0, n = 2k, k = 0, 1, 2, . . . (2.2)

Пусть также
0
ϕk (α, z) = ∂

∂z

0
uk (α, z), ψ(α, z) = ∂

∂z
ϕ(α, z) (k = 1, 2),

тогда функции ϕk(α, z) и ψk(α, z) на отрезке [0, π2 ] являются решениями
вольтерровых уравнений. Основной результат параграфа это следующая
теорема.

Теорема 2. Пусть zn = λn + 1
4
. Ядра Pn(ω, ω0) = (2n+1)Pn(cosα)

4π
и

R0n(ω, ω0, λn) представляются в виде

Pn(ω, ω0) =
(2n+ 1)u1(α, zn)

4π
√
sinα

и

R0n(ω, ω0, λn) =
1

2π
√
sinα

[
u2(α, zn)−

2n+ 1

2
ϕ1(α, zn)− anu1(α, zn)

]
,
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где при n = 2k + 1

an =
u′2(

π
2 , zn)

2u′1(
π
2 , zn))

+
(2n+ 1)ϕ2(

π
2 , zn))

2u2(
π
2 , zn))

− (2n+ 1)2ψ1(
π
2 , zn))

4u2(
π
2 , zn))

,

а при n = 2k

an =
u2(

π
2 , zn)

2u1(
π
2 , zn))

+
(2n+ 1)ϕ′

2(
π
2 , zn))

2u′2(
π
2 , zn))

− (2n+ 1)2ψ′
1(

π
2 , zn))

4u′2(
π
2 , zn))

.

Справедливы леммы.

Лемма 2. Существуют постоянные c0 > 0 и c1 > 0, не зависящие от
z и α, такие, что для всех α ∈ [0, π

2
], z > 0, k = 1, 2

uk(α, z) =
0
uk (α, z) + ωk(α, z) (2.3)

Причем
| 0
uk (α, z)| ≤ c0z

−1/4 |ωk(α, z)| ≤ c1z
−3/4α

Лемма 3. Для всех α ∈ [0, π2 ], z > 0, k = 1, 2

0
ϕk (α, z) =

α

2z

0
u
′
k (α, z)−

1

4z

0
uk (α, z) (2.4)

Лемма 4. Для всех вещественных z > 0 и k = 1, 2

max
0≤α≤π

2

| 0
ϕk (α, z)| ≤ c0|z|−3/4,

где c0 > 0 — постоянная, не зависящая от z.

Лемма 5. При k = 1, 2 для всех α > 0 и z > 0

0

ψk (α, z) =
∂

∂z

0
ϕk (α, z) = −1

z

0
ϕk (α, z)−

α2

4z

0
uk (α, z) =

=

(
1

4z2
− α2

4z

)
0
uk (α, z)−

α

4z2
0
u
′
k (α, z) (2.5)

Лемма 6. При k = 1, 2 для всех α > 0 и z > 0

0
ϕ
′
k (α, z) =

∂

∂α

0
ϕk (α, z) = − 1

4z

0
u
′
k (α, z)−

(
1

8αz
+
α

2

)
0
uk (α, z). (2.6)
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Лемма 7. При k = 1, 2 для всех α > 0 и z > 0

0,

ψk (α, z) =
∂

∂α

0

ψk (α, z) =

(
1

16αz2
− α

4z

)
0
uk (α, z)−

α2

4z

0
u
′
k (α, z). (2.7)
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УДК 517.9

ПОСТРОЕНИЕ ФОРМУЛЫ ПРОДОЛЖЕНИЯ ДЛЯ
ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С

ПОТЕНЦИАЛОМ РИССА

Белевцов Н. С. (Уфа, УГАТУ)

Введение

В последние годы аппарат дробного интегро-дифференцирования на-
ходит все более широкое применение в качестве эффективного средства
описания физических, химических и биологических процессов в слож-
ных неупорядоченных и неоднородных средах. Примерами могут слу-
жить процессы переноса в турбулентной плазме, диффузии радионук-
лидов в геологических формациях и т.д.

Естественным расширением понятия дробной производной на много-
мерный случай является потенциал Рисса [1], общий вид которого запи-
сывается как

Rαϕ =
1

γn(α)

∫

Rn

ϕ(y)

|x− y|n−α
dy, (1)

где γn(α) - известная постоянная.
В последние годы потенциал Рисса активно используется в математи-

ческих моделях, описывающих физические процессы с аномальной ки-
нетикой. Например, уравнение

ut = ∆(Rαu) , u = u(x, y, t), (2)

где ∆ - оператор Лапласа, описывает процессы аномального диффузи-
онного переноса.

Методы аналитического решения дифференциальных уравнений с
потенциалами Рисса все еще недостаточно разработаны. Одним из эф-
фективных подходов к построению решений уравнений с производными
целого порядка является использование методов современного группово-
го анализа . Однако до сих пор эти методы не применялись для дробно-
дифференциальных уравнений с потенциалом Рисса. Первым шагом на
этом пути является построение формулы продолжения для группы то-
чечных преобразований на потенциал Рисса, что и является целью дан-
ной работы.
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Рассмотрим однопараметрическую группу точечных преобразований
вида

x̄ = ϕ(x, y, u, a), ȳ = ψ(x, y, u, a), ū = Θ(x, y, u, a).

Для вывода формул продолжения будем следовать подходу, впервые
продемонстрированному в работе [2]. Пусть инфинитезимальное преоб-
разование для однопараметрической группы точечных преобразований
имеет вид

x̄ ≈ x+ aξ1(x, y, u(x, y)),

ȳ ≈ y + aξ2(x, y, u(x, y)),

ū ≈ u+ aη(x, y, u(x, y)).

где

ξ1(x, y) =
∂ϕ(x, y, u, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

,

ξ2(x, y) =
∂ψ(x, y, u, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

,

η(x, y) =
∂Θ(x, y, u, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

.

Для упрощения записи обозначим

f [x, y] = f(x, y, u(x, y)).

Рассмотрим инфинитезимальное преобразование потенциала Рисса в
двумерном случае, т.е.:

Rαū(x̄, ȳ) ≈
∞∫

−∞

∞∫

−∞

ū(µ̄, ν̄)

((x̄− µ̄)2 + (ȳ − ν̄)2)
2−α
2

dµ̄dν̄. (3)

Здесь

µ̄ ≈ µ+ aξ1[µ, ν], ν̄ ≈ ν + aξ2[µ, ν], ū ≈ u+ aη[µ, ν].

Рассмотрим преобразование подынтегрального выражения. Числи-
тель преобразуется следующим образом :

ū(µ̄, ν̄) ≈ u(µ, ν) + aη[µ, ν].

Вычислим якобиан замены переменных:

J(µ, ν) ≈ ∂(µ̄, ν̄)

∂µ, ν)
=

∣∣∣∣∣
∂µ̄
∂µ

∂ν̄
∂µ

∂µ̄
∂ν

∂ν̄
∂ν

∣∣∣∣∣ = 1 + aDµ(ξ
1) + aDν(ξ

2).
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Таким образом
dµ̄dν̄ ≈ 1 + aDµ(ξ

1) + aDν(ξ
2).

Рассмотрим теперь преобразование знаменателя подынтегрального
выражения:

(
(x̄− µ̄)2 + (ȳ − ν̄)2

) 2−α
2 ≈ ((x+ aξ1[x, y]− µ− aξ1)2+

+ (y + aξ2[x, y]− ν − aξ2)2)
2−α
2 =

(
(x− µ)2 + (y − ν)2

) 2−α
2 ×

×
(
1 + 2a

(x− µ)(ξ1[x, y]− ξ1) + (y − ν)(ξ2[x, y]− ξ2)

(x− µ)2 + (y − ν)2

) 2−α
2

.

Подставляя преобразованные подынтегральные выражения в инте-
грал (3), получим:

Rαū(x̄, ȳ) ≈

≈
∞∫

−∞

∞∫

−∞

(u + aη)
(
1 + aDµ(ξ

1)
) (

1 + aDν(ξ
2)
)
(1 + 2ak)

α−2
2

((x− µ)2 + (y − ν)2)
2−α
2

dµdν =

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

(u+ aη)
(
1 + aDµ(ξ

1) + aDν(ξ
2)
)
(1 + a(α− 2)k)

((x− µ)2 + (y − ν)2)
2−α
2

dµdν,

где

k =
(x− µ)(ξ1[x, y]− ξ1) + (y − ν)(ξ2[x, y]− ξ2)

(x− µ)2 + (y − ν)2
.

Преобразуем полученный интеграл, пренебрегая членами порядка
o(a). Имеем

Rαū(x̄, ȳ) =

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

(u + aη)
(
1 + aDµ(ξ

1) + aDν(ξ
2)
)
(1 + a(α− 2)k)

((x− µ)2 + (y − ν)2)
2−α
2

dµdν =

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

u+ aη + auDµ(ξ
1) + auDν(ξ

2)

((x− µ)2 + (y − ν)2)
2−α
2

dµdν+

+ a(α− 2)

∞∫

−∞

∞∫

−∞

u(x− µ)(ξ1[x, y]− ξ1) + (y − ν)(ξ2[x, y]− ξ2)

((x− µ)2 + (y − ν)2)
4−α
2

dµdν.

(4)
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Заметим, что:

a

∞∫

−∞

∞∫

−∞

uDµ(ξ
1)

((x− µ)2 + (y − ν)2)
2−α
2

dµdν =

= a

∞∫

−∞

∞∫

−∞

uµξ
1

((x− µ)2 + (y − ν)2)
2−α
2

dµdν+

+ a(α− 2)

∞∫

−∞

∞∫

−∞

u(x− µ)ξ1

((x− µ)2 + (y − ν)2)
4−α
2

dµdν. (5)

С учетом (4) инфинитезимальное преобразование примет вид

Rαū(x̄, ȳ) = Rαu+ aRαη − a

∞∫

−∞

∞∫

−∞

uµξ
1 + uνξ

2

((x− µ)2 + (y − ν)2)
2−α
2

dµdν+

+ a(α− 2)

∞∫

−∞

∞∫

−∞

u(x− µ)ξ1 + u(y − ν)ξ2

((x− µ)2 + (y − ν)2)
4−α
2

dµdν+

+ a(α− 2)

∞∫

−∞

∞∫

−∞

u(x− µ)(ξ1[x, y]− ξ1) + (y − ν)(ξ2[x, y]− ξ2)

((x− µ)2 + (y − ν)2)
4−α
2

dµdν =

= Rαu + a
(
Rα(η − ξ1ux − ξ2uy) + ξ1DxR

αu + ξ2DyR
αu

)
. (6)

Таким образом была доказана следующая

Теорема 3. Инфинитезимальное преобразование потенциала Рисса
порядка α для функции u(x, y) может быть представлено в виде

Rαū(x̄, ȳ) = Rαu(x, y) + aζα[x, y],

где ζα[x, y] определяется формулой продолжения

ζα[x, y] = Rα(η − ξ1ux(x, y)− ξ2uy(x, y)) +DxR
αu(x, y) +DyR

αu(x, y).

Когда же рассматривается n−мерное пространство, справедлива сле-
дующая

Теорема 4. Инфинитезимальное преобразование потенциала Рисса
порядка α для функции u(x1, ..., xn) может быть представлено в виде

Rαū(x̄1, ..., x̄n) = Rαu(x1, ..., xn) + aζα[x1, ..., xn],
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где ζα[x1, ..., xn] определяется формулой продолжения

ζα[x1, ..., xn] = Rα(η − ξ1ux1(x1, ..., xn)− ...− ξ2uxn(x1, ..., xn))+

+Dx1R
αu(x1, ..., xn) + ...+DxnR

αu(x1, ..., xn).

Её доказательство абсолютно аналогично доказательству теоремы 1.

ЛИТЕРАТУРА

[1] Самко С. Г., Килбас А. А., Маричев О. И. Интегралы и производ-
ные дробного порядка и некоторые их приложения. –Минск: Наука
и техника, 1987.

[2] Газизов Р. К., Касаткин А. А., Лукащук С. Ю. Уравнения с про-
изводными дробного порядка: замены переменных и нелокальные
симметрии. Уфимск. матем. журн., 2012, Т. 4, В. 4, С. 54–68.

21

УДК 517.53 : 517.537.72

ФОРМУЛА ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОРЯДКА СУММЫ РЯДА
ДИРИХЛЕ, СХОДЯЩЕГОСЯ В ПОЛУПЛОСКОСТИ

Гайсина Г. А. (Уфа, БашГУ)

Целые функции являются непосредственным обобщением многочле-
нов. Если

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n (1)

– целая функция, по принципу максимума модуля, имеем

Mf(r)
def
= max

|z|=r
|f(z)| = max

|z|≤r
|f(z)|.

Так что Mf(r) – неубывающая на [0,∞) функция, причем если f(z) 6≡
const, то Mf(r), строго возрастая, стремится к +∞ при r → ∞. Для
многочлена f степени n

lim
r→∞

lnMf(r)

ln r
= n.

Для целых трансцендентных функций (т. е. функций, отличных от мно-
гочлена) отношение lnMf (r)

ln r стремится к ∞. Поэтому рост lnMf(r) срав-
нивают не с ln r, а с более быстро растущими функциями, например,
со степенными. Поступая таким образом, в 1896 г. Э. Борель пришел к
понятию порядка ρ целой функции, полагая

ρ = lim
r→∞

ln lnMf(r)

ln r
.

Было показано, что порядок целой функции (1) равен

ρ = lim
n→∞

n lnn

ln |1/an|
.

Пусть функция f , определенная рядом (1), аналитична только в кру-
геD(0, 1) = {z : |z| < 1} (в этом случае радиус сходимости ряда (1) равен
единице). Будем предполагать, что функция f не ограничена в D(0, 1).
Так что Mf(r) ↑ ∞ при r ↑ 1. Порядком ρ неограниченной аналитиче-
ской в круге D(0, 1) функции f называется величина

ρ = lim
r↑1

ln lnMf(r)

− ln (1− r)
.
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Как известно (см., например в [1] – [3]),

ρ

ρ+ 1
= lim

n→∞
ln+ ln+|an|

lnn
, a+ = max(a, 0).

Если положить z = e−s(s = σ + it), то имеем:

F (s) = f(e−s) = a0 +

∞∑

n=1

ane
−ns. (2)

Так как при указанной замене полуплоскость Π0 = {s = σ + it : σ > 0}
отображается в единичный круг D(0, 1), то

M(σ)
def
= sup

|t|<∞
|F (σ + it)| =Mf(r),

где σ > 0, r = e−σ < 1. Проверяется, что − ln(1 − r) ∼ − lnσ при r ↑ 1
(при этом, очевидно, σ ↓ 0). Учитывая это, имеем:

ρ = ρF
def
= lim

σ↓0
ln lnM(σ)

− lnσ
.

Таким образом, порядок ρ функции f в D(0, 1) равен характеристике
ρF роста ряда Тейлора-Дирихле (2). Ее называют обычным порядком 1

или просто порядком функции F . Это наблюдение приводит к понятию
порядка общего ряда Дирихле, сходящегося лишь в некоторой полуплос-
кости.

Пусть Λ = {λn}(0 < λn ↑ ∞) – произвольная последовательность
вещественных чисел, удовлетворяющая условию

lim
n→∞

lnn

λn
= 0. (3)

Предположим, что область сходимости ряда Дирихле

F (s) =
∞∑

n=1

ane
−λns (4)

есть полуплоскость Π0. В силу условия (3), ряд (4) сходится в Π0 абсо-
лютно, и потому его сумма F аналитична в этой полуплоскости [5]. Здесь

1В отличие от так называемого порядка ρR по Ритту (R-порядка) в полуплоскости Π0 [4]:

ρR = lim
σ↓0

ln lnM(σ)

|σ|−1 .
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изучается рост функции F в зависимости от поведения коэффициентов
an ряда (4), поэтому естественно предположить, что MF (σ) → ∞ при
σ ↓ 0, где

MF (σ) = sup
|t|<∞

|F (σ + it)|(σ > 0).

Класс всех таких функций F , представленных рядами Дирихле (4), обо-
значим D0(Λ). Величина

ρF = lim
σ↓0

ln lnMF (σ)

− ln σ

называется порядком суммы ряда Дирихле (4). Именно так порядок
определяется, например, в работах [6] – [10]. В [11], [12] порядок функции
F ∈ D0(Λ) определяется по формуле

ρF = lim
σ↓0

ln lnMF (σ)

− ln (1− e−σ)
,

что, очевидно, совпадает с выше введенным порядком. В перечисленных
работах [7] – [9], [11], [12] без доказательства приводится формула

ρF
ρF + 1

= lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

, (5)

справедливость которой утверждается в них лишь при некоторых до-
полнительных ограничениях на показатели λn и коэффициенты an ряда
(4). Эти ограничения весьма разные, порой очень жесткие. Так, в [11],
[12] предполагается, что последовательность Λ имеет конечную верхнюю
плотность, т. е.

lim
n→∞

n

λn
= D <∞.

Это условие, как будет видно, слишком сильное. С другой стороны, в [9]
утверждается, что формула (5) верна при выполнении условий

lim
n→∞

lnn

λn
= lim

n→∞
ln |an|
λn

= 0. (6)

Как известно, лишь при этих требованиях формула (5) не верна [10]. В
статье [6] формула (5) доказана, но при

lim
n→∞

lnn

lnλn
= γ <∞. (7)

Оказывается, это условие может быть существенно ослаблено (см. ни-
же).
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Обозначим
α = lim

n→∞
ln lnn

lnλn
. (8)

Как видно из (3), 0 ≤ α ≤ 1. Далее, положим

µ = lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

. (9)

В статье [7] утверждается, что если α фиксировано, а параметр µ удовле-
творяет требованию µ ≥ α, то µ = ρF

ρF+1 , т. е. верна формула (5). Полное
доказательство этого утверждения приведено в [13]. Недостатком этого
результата является то, что условие α ≤ µ при фиксированном Λ содер-
жит дополнительное ограничение на коэффициенты an ряда Дирихле
(4). Поэтому формула для порядка ρF может не иметь места для какой-
то функции F из класса D0(Λ). Поэтому естественно ставить вопрос о
существенности условия µ ≥ α для справедливости формулы (5). Цель
статьи – дать ответ на этот вопрос.

Равенство µ = ρF
ρF+1 доказано в [10] при α = 0. Это условие слабее

условия (7). Действительно, если γ <∞, то

α = lim
n→∞

lnn

lnλn
· ln lnn

lnn
= 0.

С другой стороны, для последовательности {λn}, λn = ln2(n+1), имеем:
α = 1/2, но γ = ∞. При этом, очевидно,

lim
n→∞

lnn

λn
= 0.

В [10] показано еще следующее: существует последовательность Λ с α >
0, существует функция F ∈ D0(Λ), для которой µ 6= ρF

ρF+1 .
Оказывается, условие α = 0 на самом деле является необходимым:

для любой последовательности Λ такой, что α > 0, существует функция
F ∈ D0(Λ), для порядка ρF которой формула (5) не верна [14]. Таким
образом, справедлива

Теорема 5. Для того, чтобы для любой функции F ∈ D0(Λ) порядок
ρF вычислялся по формуле

ρF
ρF + 1

= lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

,

необходимо и достаточно, чтобы

α
def
= lim

n→∞
ln lnn

lnλn
= 0.
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Д о с т а т о ч н о с т ь теоремы 1 доказана в [10]. При этом формула
верна и для случая ρF = ∞.

Пусть µ(0 ≤ µ ≤ 1), α(0 ≤ α ≤ 1) заданные числа. Через D0(µ, α)
обозначим подкласс класса D0(Λ) рядов Дирихле (4), коэффициенты an
которых удовлетворяют равенству (9), а показатели λn – равенству (8).
Как было сказано выше (см. [14]) при α ≤ µ порядок ρF любой функции
F ∈ D0(µ, α) может быть вычислен при помощи формулы (5).

Отметим, что ограничения 0 ≤ µ ≤ 1 и 0 ≤ α ≤ 1 следуют из
равенств (6). Для µ = 1 формула (5) верна, так как в этом случае α ≤ µ.
При этом µ = ρF

ρF+1
= 1, т. е. ρF = ∞. Поэтому в дальнейшем будем

предполагать, что µ < 1. Будет показано, что для любых чисел α(0 ≤
α ≤ 1), µ(0 ≤ µ < 1) таких, что µ < α, всегда существует функция
F ∈ D0(µ, α), для которой порядок ρF не может быть найден по формуле
(5). Это будет означать, что справедлива

Теорема 6. Пусть заданы µ(0 ≤ µ < 1), α(0 ≤ α ≤ 1). Для того,
чтобы порядок ρF любой функции F ∈ D0(µ, α) вычислялся по формуле
(5), необходимо и достаточно, чтобы α ≤ µ.

Д о с т а т о ч н о с т ь данной теоремы доказана в [13].
Н е о б х о д и м о с т ь у с л о в и я α ≤ µ. Пусть µ < α. Это означает,

что для любого ε > 0 найдется последовательность {nm} натуральных
чисел nm, nm ↑ ∞ такая, что

β1 ≤
ln lnnm
lnλnm

≤ β2(m ≥ 1), (10)

где β1 = α− ε, β2 = α + ε (0 < ε < α).
Фиксируя последовательность {nm}, построим соответствующий

пример функции F ∈ D0(µ, α). Для этого выберем коэффициенты an
и показатели λn ряда Дирихле вида (4) специальным образом, но удо-
влетворяющим соответственно условиям (8) и (9).

Положим an =exp[(lnnm)
µ
α ] (0 ≤ µ ≤ α), nm ≤ n < nm+1 (m ≥ 1)

(показатели λn ряда (4) выберем позже). Ясно, что для ряда (4) с такими
коэффициентами область сходимости (и абсолютной сходимости) естьΠ0

[5]. Обозначая для выбранных таким образом коэффициентов an

ν = lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

,

убедимся, что ν = µ. Действительно, пусть nm ≤ n < nm+1. Тогда

ln ln |an|
lnλn

=
µ

α

ln lnnm
lnλn

≤ µ

α

ln lnnm
lnλnm

.
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Учитывая (10), отсюда получаем, что ν ≤ µ
α(α + ε). Так как ε > 0 –

любое, то ν ≤ µ. С другой стороны,

ν ≥ lim
m→∞

ln+ ln+|an|
lnλnm

=
µ

α
lim
m→∞

ln lnnm
lnλnm

.

Следовательно, учитывая левую оценку в (10), отсюда получаем, что
ν ≥ µ

α(α− ε), т. е. ν ≥ µ. Таким образом, действительно ν = µ.
Если бы порядок ρF ряда Дирихле

F (s) =
∞∑

n=1

ane
−λns(s = σ + it, σ > 0) (11)

вычислялся бы по формуле (5), имели бы

ρF =
µ

1− µ
. (12)

Убедимся, что при подходящем выборе показателей ряда (11) это не
так. Действительно, так как an > 0, то имеем

MF (σ) = sup
|t|<∞

|F (σ + it)| ≥ |F (σ)| =
∞∑

n=1

ane
−λnσ (σ > 0).

Следовательно,

MF (σ) ≥
2nm∑

n=nm

ane
−λnσ ≥ nmexp[(lnnm)

µ
α − λ2nm

σ]. (13)

Положим теперь λn = (lnn)
1
α (n ≥ 2). Тогда для последовательности

Λ = {λn} условие (8) выполнено, а λ2nm
= (ln 2nm)

1
α . Таким образом, из

(13) получаем

lnMF (σ) ≥ lnnm + (lnnm)
µ
α − (ln 2nm)

1
ασ(σ > 0). (14)

Выберем σ = σm как решение уравнения

(lnnm)
µ
α = (ln 2nm)

1
ασ. (15)

Так как (ln 2nm)
1
α = (1 + o(1))(lnnm)

1
α при m → ∞, то из (15) следует,

что при m→ ∞
1

σ
= (1 + o(1))(lnnm)

1−µ
α . (16)
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Таким образом, учитывая (15), (16) из (14) получаем, что при m→ ∞

lnMF (σm) ≥ lnnm = (1 + o(1))

(
1

σ

) α
1−µ

.

Это означает, что ρF ≥ α
1−µ. Но, согласно (12), ρF = µ

1−µ. Значит, если
учесть предыдущую оценку, то

µ

1− µ
≥ α

1− µ
(0 ≤ µ < 1),

что противоречит предположению µ < α.
Пример построен.

Замечание. Пусть D(0, 1) – круг сходимости степенного ряда (1). Для
ряда Тейлора-Дирихле

∞∑

n=1

ane
−ns

обычный порядок ρF совпадает с порядком ρ функции f вида (1). Так
как в данном случае λn = n, то

α = lim
n→∞

ln lnn

lnλn
= 0,

и поэтому из теоремы 1 как следствие вытекает упомянутая в самом
начале формула Говорова – Мак-Лейна – Шереметы для вычисления
порядка ρ функции f , заданной в круге D(0, 1) рядом (1).

В заключение автор благодарит лектора по спецкурсам «Целые
функции» и «Ряды Дирихле» профессора А. М. Гайсина за постанов-
ку задачи и предоставленные источники по теме исследования.
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УДК 519.2

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ СУШКИ
ЗЕРНА

Павленко В. А. (Уфа, БГАУ)

Введение

В большинстве случаев зерно (зерновка) находится в равновесии на
дне лотка в горизонтальном состоянии. Но в некоторых случаях перера-
ботки, сушки или транспортировки зерновки могут оказаться в наклон-
ном положении, касаясь одновременно боковой стенки и дна транспорти-
рующего лотка. Если силы трения достаточны по величине, то зерновка
будет находиться в равновесном состоянии, в противном случае она из
равновесия выйдет. Задача данной работы - установить условия равно-
весия зерновок пшеницы и ржи в наклонном положении.

Для решения поставленной задачи применялся расчетный аналити-
ческий метод исследования. Была разработана расчетная схема, состав-
лялись и решались аналитические уравнения равновесия твердого тела
под действием плоской системы сил, учитывались силы трения, действу-
ющие на зерновку со стороны дна и боковой стенки поддона. Контур
зерновки описывали эллиптической кривой с полуосями a и b.

§ 1. Составление расчётной схемы

Зерновка весом ~G, большая ось которой наклонена под углом α к
вертикали, касается дна и боковины лотка соответственно в точках P1 и
P2. Нормальные реакции на зерновку в этих точках ~N1 и ~N2, силы тре-
ния ~FTP1

и ~FTP2
направлены против направлений возможного движения

точек касания по поверхностям лотка. На схеме ~v1 и ~v2 — возможные
скорости точек P1 и P2 зерновки при потере состояния равновесия; Cv

— мгновенный центр скоростей при таком движении; ~δS1, ~δS2, ~δSC —
возможные перемещения соответственно точек P1, P2, C приложения
сил.

Пусть xOy — декартовы оси координат, связанные с лотком; x′Oy′ —
наклонные оси, параллельные главным осям x′′Cy′′ зерновки.
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§ 1. Условия равновесия зерновки

От возможного скольжения по лотку зерновку удерживают силы тре-
ния. Но по мере увеличения наклона зерновки, начиная с определенного
угла α, состояние ее равновесия нарушится. При скольжении по дну и
боковине лотка силы трения будут иметь максимально большие значе-
ния, определяемые законом Кулона: FTP1

= µN1, FTP2
= µ2N2, где µ —

коэффициент трения скольжения зерна по стальному листу.
Составим уравнения равновесия зерновки в ее предельном состоянии.

Спроектируем силы на координатные оси Ox и Oy и получим:
{
−FTP1

+N2 = 0

FTP2
−mg +N1 = 0

. (1)

Отсюда получаем:

N1 =
mg

µ2 + 1
, N2 =

µmg

µ2 + 1
. (2)

Составим для зерновки уравнение принципа возможных перемеще-
ний. При повороте зерновки вокруг оси CV на малый угол δα сумма
элементарных работ активных сил системы на ее малом перемещении
при равновесии будет равна:

mg · δ · δα − FTP1
· P1CV · δα− FTP2

· P2CV · δα ≤ 0. (3)

После подстановки выражений сил трения получим условие равно-
весия зерновки

µ2 · CVP2

µ2 + 1
+
µ · CVP1

µ2 + 1
− δ > 0. (4)

Для проведения расчетов по полученной зависимости (4) необходимо
знать размеры CVP1, CVP2 и δ. Для определения плеч были выполнены
математические (геометрические) вычисления.

§ 2. Вычисление плеч действующий сил

Для краткости изложения некоторые промежуточные математиче-
ские выкладки опущены. Выразим плечи CVP1, CVP2 и δ через a, b и α.
Уравнение кривой второго порядка имеет вид:

cx2 + dy2 + 2exy + 2mx+ 2ny + r = 0. (5)
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С учетом того, что прямые x = 0 и y = 0 являются касательными
в точках P2(0, y0) и P1(x0, 0) соответственно, выражаем коэффициенты
уравнения (5) через x0 и y0. Получаем:

c = y20, d = x20, m = −x0y20, n = −x20y0, r = x20y
2
0.

Выполним преобразование поворота координатных осей, перейдем от
осей xOy к осям x′Oy′. После подстановок x = x′ cosα − y′ sinα; y =
y′ cosα + x′ sinα в уравнение (5) получим:

x′2(c cos2 α + d sin2 α + e sin 2α) + y′2(d cos2 α + c sin2 α− e sin 2α)+

+x′y′(d sin 2α− c sin 2α + 2e(cos2 α− sin2 α)) + 2x′(m cosα + n sinα)+

+2y′(n cosα−m sinα) + r = 0. (6)

Приведем уравнение (6) эллипса к каноническому виду. Для этого
положим в (6) коэффициент при x′y′ равным нулю и будем рассматри-
вать только случай α 6= π

4 , соответствующий положению зерновки на
рисунке 1. Убедимся, что для этого случая e = 0.5(x20 − y20) tan 2α.

С обозначениями

c1 = c cos2 α+ d sin2 α + e sin 2α, d1 = d cos2 α + c sin2 α− e sin 2α

c2 = m cosα + n sinαd2 = n cosα−m sinα

уравнение эллипса (6) приводится к виду:

c1

(
x′ +

c2
c1

)2

+ d1

(
y′ +

d2
d1

)2

=
c22
c1

+
d22
d1

− r. (7)

Выполним процедуру параллельного переноса осей, перейдем к си-
стеме осей координат x′′Cy′′. Для этого положим:

x′′ = x′ +
c2
c1
, y′′ = y′ +

d2
d1
.

Таким образом, получаем следующее уравнение эллипса:

x′′2

a2
+
y′′2

b2
= 1,

где

a2 =
s

c1
, b2 =

s

d1
, s =

c22
c1

+
d22
d1

− r.
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Получается система уравнений:
{
a2c1 = b2d1

a2c21d1 = c22d1 + c1d
2
2 − c1d1r

. (8)

Решение системы (8) имеет вид:

x0 =

√√
u22 − 4u1u3 − u2

2u1
, y0 = h

√√
u22 − 4u1u3 − u2

2u1
,

где

h =

√
b2 cos2 α− a2 sin2 α+ 0.5(a2 + b2) tan 2α sin 2α

a2 cos2 α− b2 sin2 α+ 0.5(a2 + b2) tan 2α sin 2α
,

u1 = b2h2(h sinα− cosα)2 + a2h2(h cosα + sinα)2,

u2 = −a4(h2 cos2 α+ sin2 α + 0.5(h2 − 1) tan 2α sin 2α)2,

u3 = −a2(h2 cos2 α + sin2 α + 0.5(h2 − 1) tan 2α sin 2α).

Координаты центра эллипса:

C

(
−c2
c1

cosα+
d2
d1

sinα,−c2
c1

sinα− d2
d1

cosα

)

Окончательно искомые плечи в уравнении равновесия (4) будут рав-
ны:

CVP1 = h

√√
u22 − 4u1u3 − u2

2u1
; CVP2 =

√√
u22 − 4u1u3 − u2

2u1
;

δ =

√√
u22 − 4u1u3 − u2

2u1
+
c2
c1

cosα− d2
d1

sinα

§ 3. Анализ полученных результатов

Неравенство (4) было решено с помощью пакета Mathcad. Данные
для зёрен мы брали из источника [1]. Получено, что зерновки пшеницы
и ржи выходят из состяния равновесия прнаи наклонах 37...38 градусов.
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§ 4. Дальнейшие преспективы

В дальнейшем поланируется изучить изменение давления, темпера-
туры, влагосодержания с течением времени. Это описывается системой
дифференциальных уравнений с частными производными, решение ко-
торых трудоёмко. Решать эти уравнения придётся либо с помощью чис-
ленных алгоритмов, либо изучит асимптотику. Для некоторых случаев
изменнение выше приведённых параметров с течением времени описы-
вается с помощью оператора Лапласа-Бельтрами. Аисмптоика такого
оператора уже изучена. См, например, [2]. Так что это является слож-
ной, но интересной задачей.
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УДК 517.95

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ
НА ИНВАРИАНТНОМ РЕШЕНИИ МОДЕЛИ РАНГА 2

ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ТИПА
Сираева Д. Т. (Уфа, УГАТУ)

Введение

Рассматриваются уравнения газовой динамики [1]:

~ut + (~u · ∇)~u+ ρ−1∇p = 0,

ρt + (~u · ∇)ρ+ ρ div~u = 0, (1)

pt + (~u · ∇)p+ ρfρdiv~u = 0,

где ~u(t, ~x) – вектор скорости частицы; ρ(t, ~x) – плотность, S(t, ~x) –
энтропия, p(t, ~x) – давление связаны уравнением состояния p = f(ρ) +
g(S).

Уравнения (1) инвариантны при действии группы преобразований:

~x ′ = ~x+ ~a (переносы по пространству),

t ′ = t+ a0 (перенос по времени),
~x ′ = O~x, ~u ′ = O~u,OOT = 1, detO = 1 (вращения), (2)

~x ′ = ~x+ t~b, ~u ′ = ~u+~b (Галилеевы переносы),
t ′ = tc, ~x ′ = c~x (равномерное растяжение),

p′ = p+ a0 (перенос по p),
где ~x = (x, y, z), ~x′ = (x′, y′, z′), ~u = (u, v, w), ~u′ = (u′, v′, w′), ~a =

(a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3), a0 – постоянная. Группе преобразований (2)
соответствует двенадцатимерная алгебра Ли L12 с базисом:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,

X4 = t∂x + ∂u, X5 = t∂y + ∂ν, X6 = t∂z + ∂w,

X7 = y∂z − z∂y + ν∂w − w∂ν, (3)

X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w,

X9 = x∂y − y∂x + u∂ν − ν∂u, X10 = ∂t,

X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z, Y1 = ∂p.

Оптимальная система неподобных подалгебр алгебры Ли L12 построена
в работе [2].
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§ 1. Инвариантная подмодель ранга 2

Рассматривается двумерная подалгебра с номером 2.36 из оптималь-
ной системы неподобных подалгебр [2]:

X3 +X4 = ∂z + t∂x + ∂u, X1 + Y1 = ∂x + ∂p. (4)

Инварианты подалгебры (4) имеют вид:

t, y, u− z, v, w, ρ, p− x+ tz. (5)

Инварианты (5), содержащие зависимые функции, назначаются новыми
функциями u1, v1, w1, ρ, p1 от инвариантов t, y. Представление инвари-
антного решения имеет вид:

u = v1 + z, v = u1, w = w1, ρ, p = p1 + x− tz. (6)

Подстановка (6) в (1) дает инвариантную подмодель ранга 2:

Du1 + ρ−1p1y = 0, Dv1 = −w1 − ρ−1,

Dw1 = tρ−1, Dρ+ ρu1y = 0, Dp1 + ρfρu1y = tw1 − v1, (7)

где D = ∂t + u1∂y.
Вводится замена независимых переменных: t = t(ξ, η), y = y(ξ, η)

таким образом, чтобы D = ∂ξ, то есть ξ, η – лагранжевы переменные. В
этом случае справедливы равенства:

D = ∂ξ = tξ∂t + x1ξ∂x1
⇒ x1ξ = u1, tξ = 1 ⇒ t = ξ + η.

Якобиан обратной замены ξ = ξ(t, y), η = η(t, y) имеет вид I = x1η −
x1ξ 6= 0. Справедливы равенства между производными:

ξy = −tηI−1, ξt = yηI
−1, ηy = I−1, ηt = −yξI−1.

Инвариантная подмодель (7) принимает вид:

yξξ +
p1η − p1ξ
ρ(yη − yξ)

= 0,

v1ξ = −w1 − ρ−1, w1ξ = (ξ + η)ρ−1, ρξ + ρ(ln(yη − yξ))ξ = 0, (8)

p1ξ + ρfρ(ln(yη − yξ))ξ = (ξ + η)w1 − v1.

Из четвертого уравнения системы (8) следует интеграл:

ρ(yη − yξ) = R(η) > 0. (9)
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Три последних уравнения системы (8) дают интеграл:

p1 = f(ρ)− w1 − (ξ + η)v1 +Q(η). (10)

Система (8), учитывая интегралы (9), (10), принимает вид:

v1ξ + w1 + V = 0, w1ξ = (ξ + η)V, (11)

u1ξ + RVξ = u1η,−Ru1ξ + g′Vξ = g′Vη − w1η − (ξ + η)(v1η + w1) +Q′,

где V = ρ−1, f(ρ) = g(V ), f ′(ρ) = −g′V V 2 > 0. Система (11) типа Коши
при g′ + R2 6= 0. Если функция g(V ) линейная, то система (11) линей-
ная с переменными коэффициентами и неоднородная, что облегчает ее
исследование.

§ 2. Точное решение уравнений газовой динамики

Система (11) в случае:

g′ + R2 = 0, R = R(η) ⇒ V = V (η)

переопределена

u1ξ = u1η, v1ξ = −w1 − V, w1ξ = (ξ + η)V, (12)

−Ru1ξ = −R2V ′ − w1η − (ξ + η)(v1η + w1) +Q′.

Интегрированием по ξ последних трех уравнений в (12) определяются
функции

v1 = −1

6
ξ3V − 1

2
ξ2ηV − ξ(V +W ) + V1(η),

w1 =
1

2
ξ2V + ξηV +W (η), (13)

u1 =
1

5
A4ξ

5 +
1

4
A3ξ

4 +
1

3
A2ξ

3 +
1

2
A1ξ

2 + A0ξ + U1(η),

где A4 = −1

6
R−1V ′, A3 = −2

3
ηV ′R−1,

A2 = (−1

2
V ′ −W ′ + ηV − 1

2
η2V ′)R−1, (14)

A1 = ((1+η)2V+V ′
1+W−ηW ′)R−1, A0 = (−Q′+W ′+ηV ′

1+ηW )R−1+RV ′.
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Функции V , R, Q, W , V1, U1 от одной переменной η подлежат даль-
нейшему определению. В силу первого уравнения системы (12) и выра-
жения для u1 из (13) следуют равенства:

A4 = A40, A3 = 4A40η +A30, A2 = 6A40η
2 + 3A30η + A20,

A1 = 4A40η
3 + 3A30η

2 + 2A20η +A10,

A0 = A40η
4 + A30η

3 + A20η
2 + A10η + A00,

U1 =
1

5
A40η

5 +
1

4
A30η

4 +
1

3
A20η

3 +
1

2
A10η

2 + A00η + U10,

где Ai0, U10 – постоянные, i = 0, 1, 2, 3, 4. Эти выражения для Ai срав-
ниваются с выражениями из (14):

V ′ = −6RA40, A30 = 0, RA20 =
1

2
V ′(η2 − 1)−W ′ + ηV,

(1 + η2)V + V ′
1 +W − ηW ′ = (4A40η

3 + 2A20η + A10)R, (15)

−Q′ +W ′ + ηV ′
1 + ηW + R2V ′ = (A40η

4 + A20η
2 + A10η + A00)R.

Система (15) определяет функции V ,W ,R,Q, V1 в двух взаимоисключа-
ющих случаяхA40 = 0 и A40 6= 0. Далее рассматривается случайA40 = 0,
тогда V = V0, R = R0. Условие R = R(η) нарушено. Из уравнений (11)
все равно следует представление решения (13), где

V = V0, R = R0,W =
1

2
η2V0 − ηR0A20 +W0,

V1 = −1

6
V0η

3 +R0A20η
2 + (R0A10 −W0 − V0)η + V10,

Q = Q0 +W0 − R0(A00 + A20)η.

Тогда из представления (6) определяется частное решение уравнений
газовой динамики

u = z − t(
1

6
t2 + 1)V0 − tW0 + V10 + (y − 1

12
A20t

4 − 1

6
A10t

3−

−1

2
A00t

2 − U10t− x10)(tA20 +A10)V
−1
0 ,

v =
1

3
A20t

3 +
1

2
A10t

2 + A00t+ U10,

w =
1

2
V0t

2 +W0 − V −1
0 A20(y −

1

12
A20t

4 − 1

6
A10t

3 − 1

2
A00t

2−
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−U10t− x10), ρ =
1

V0
,

p = x− tz + g(V0) +
1

2
t2(

1

3
t2 + 1)V0 +W0t

2 − V10t+Q0 − V −1
0 ·

·(A20t
2 + A10t+A00)(y −

1

12
A20t

4 − 1

6
A10t

3 − 1

2
A00t

2 − U10t− x10).

Уравнения газовой динамики инвариантны при действии группы преоб-
разований (2). Если рассматривать решение с точностью до этих преоб-
разований, то можно считать W0 = V10 = U10 = x10 = g(V0) = Q0 = 0 и
остается 4 существенные постоянные V0, A00, A10, A20.

Простейшее решение при A40 = A20 = A10 = 0 имеет вид:

u = z − t(
1

6
t2 + 1)V0, v = A00t, w =

1

2
V0t

2, (16)

ρ =
1

V0
, p = x− tz +

1

2
t2(

1

3
t2 + 1)V0 −A00V

−1
0 (y − 1

2
A00t

2).

Далее исследуется движение частиц решения (16).

§ 3. Распространение возмущений звуковой волны

Движение частиц определяется из равенств
d~x

dt
= ~u, ~x(0) = ~x0. Для

решения (16) уравнений (1) движение частиц задается формулами:

x = −1

2
V0t

2 + z0t+ x0, y =
1

2
A00t

2 + y0, (17)

z =
1

6
V0t

3 + z0, V0 > 0.

Звуковая поверхность задается уравнением:

u2 + v2 + w2 = a2, (18)

где a =
√
fρ – скорость звука. Для решения (16) a2 = f ′ = −g′V V 2 =

R2
0V

2
0 = I2 = 1. Тогда звуковая поверхность из (18) задается равенством:

(z − (
1

6
t3 + t)V0)

2 + A2
00t

2 +
1

4
V 2
0 t

4 = 1.

Замена z =
z

V0
в последнем равенстве приводит к формуле:

(z − (
1

6
t3 + t))2 = −1

4
t4 − A2

00

V 2
0

t2 + V −1
0 . (19)
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Формула (19) задает две параллельные плоскости, между которыми
находится дозвуковая область, на самих плоскостях частицы двигаются
со скоростью звуа, в остальных точках пространства движение сверхзву-
ковое. При t2 =

√
4
V 2
0
+ 4(A00

V0
)4− 2(A00

V0
)2 = t2∗ две плоскости схлопывают-

ся в одну, то есть дозвуковая область исчезает. При t > t∗ все частицы
двигаются со сверхзвуковыми скоростями.

Для отыскания звуковых характеристик уравнений (1) вида h(t, ~x) =
const следует решить задачу Коши [3]:

ht + uhx + vhy + whz = ±
√
h2x + h2y + h2z, (20)

h(0, ~x) = h0(~x).

Характеристики уравнений (20) называются бихарактеристиками исход-
ных уравнений газовой динамики (1). Уравнения бихарактеристик име-
ют вид:

d~x/dt = ~u+ c∇h/|∇h|,
dhj/dt = −~uj · ∇h± cj|∇h| (j = x, y, z), (21)

где символами с нижним индексом j обозначены частные производные
по указанным аргументам.

Особый вид характеристической поверхности получается, если обра-
зовать геометрическое место всех бихарактеристик, выходящих из дан-
ной точки P ( ~x0, 0). Чтобы представить совокупность всех таких биха-
рактеристик, необходимо учесть начальные данные к системе (21):

~x(0) = ~x0, hj(0) = hj0 (j = x, y, z), (22)

где (hx0
, hy0, hz0) – единичный вектор. Звуковой коноид на решении (16)

определяется решением задачи (21), (22)

x = x0−
1

2
V0t

2+z0t+(±t∓ 1

2
s)
√
1 + r2 + s2± 1

2
(s−t)

√
1 + r2 + (s− t)2±

±1

2
(1− r2) ln |t− s+

√
1 + r2 + (s− t)2√

1 + r2 + s2 − s
|, (23)

y =
1

2
A00t

2 ± r ln
t− s+

√
1 + r2 + (s− t)2√

1 + r2 + s2 − s
+ y0,

z =
1

6
V0t

3 ∓
√

1 + r2 + (s− t)2 ±
√
1 + r2 + s2 + z0,
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где r =
hy0

hx0
, s =

hz0

hx0
– параметры двумерной поверхности. Для постро-

ения поверхности (23) вводятся сферические координаты: hx0
= cos θ,

hy0 = sin θ cosϕ, hz0 = sin θ sinϕ, 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π. Результаты
построений приведены на Рис.1-6, где (x0, y0, z0) = (1, 1,±0.5).

Рис. 3. Звуковые коноиды при

A00 = 2, V0 = 1, (x0, y0, z0) =

(1, 1, 0.5), t = 0.3, 0.41, 0.7

Рис. 4. Звуковые коноиды при

A00 = 2, V0 = 1, (x0, y0, z0) =

(1, 1,−0.5), t = 0.3, 0.41, 0.7

Рис. 1. Звуковые коноиды в

разрезе при A00 = 2, V0 =

1, (x0, y0, z0) = (1, 1, 0.5), t =

0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.1, 0.2

Рис. 2. Звуковой коноиды в

разрезе при A00 = 2, V0 = 1,

(x0, y0, z0) = (1, 1,−0.5), t =

0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.1, 0.2

При t = 0 звуковые плоскости находятся в точке (x0, y0,± 1
V0
), ко-

ноид является точкой с координатами (x0, y0, z0). При возрастании вре-
мени звуковые плоскости движутся навстречу друг к другу. Звуковые
коноиды для разных моментов времени представляют собой вложен-
ные друг в друга эллипсоиды в области дозвукового движения (Рис.
1, 2). С течением времени эллипсоиды пересекаются в области сверх-
звукового движения (Рис. 3,4,5). Для параметров A00 = 2, V0 = 1 при
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Рис. 5. Звуковые коноиды при

A00 = 2, V0 = 1, (x0, y0, z0) =

(1, 1,−0.5), t = 0.3, 0.41, 0.7,

проекция на плоскость XOZ

Рис. 6. Звуковые коноиды в

разрезе при A00 = 2, V0 =

1, (x0, y0, z0) = (1, 1, 0.5), t =

0.7, 1, 1.3

t = t∗ = 0.4961967876 дозвуковая область исчезает. При t < t∗ дви-
жение частиц дозвуковое между звуковыми плоскостями. При t > t∗
движение только сверхзвуковое, звуковой коноид как трехмерная ги-
перповерхность в R4 есть огибающая непересекающихся эллипсоидов в
R3(t). Проекции эллипсоидов в R3 пересекаются (Рис. 6).

Заключение

Для уравнений газовой динамики с уравненим состояния в виде сум-
мы функций плотности и энтропии построена инвариантная подмодель
ранга 2. Найдено частное решение уравнений газовой динамики c мест-
ной дозвуковой зоной, которая исчезает со временем. На полученном
решении построен звуковой коноид, задающий распространение слабого
разрыва.

Работа поддержана грантом РФФИ 14-01-97027 р_поволжье_а.
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