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ÓÄÊ 368

ÀÊÒÓÀÐÍÛÅ ÐÀÑ×ÅÒÛ Â ÑÒÐÀÕÎÂÀÍÈÈ ÆÈÇÍÈ È
ÇÄÎÐÎÂÜß

Àðñëàíîâà Ð. Ð. (Óôà, ÁàøÃÓ)

Ââåäåíèå

Æèçíü ÷åëîâåêà â îáùåñòâå ñâÿçàíà ñ ðèñêîì ïîòåðÿòü çäîðî-
âüå, æèçíü è èìóùåñòâî, ïî ïðè÷èíå èçìåíåíèÿ ðûíî÷íûõ óñëîâèé
ìîãóò íå îïðàâäàòüñÿ ðàñ÷åòû ïðèáûëè. Ïðè÷åì âðåìÿ è ìàñøòà-
áû ïîäîáíûõ ñîáûòèé çàðàíåå íå ìîãóò áûòü îöåíåíû. Îíè îïðå-
äåëÿþòñÿ øèðîêèì íàáîðîì ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ.

Íàëè÷èå íåïðåäâèäåííûõ îáñòîÿòåëüñòâ, ñîïðîâîæäàþùèõ õî-
çÿéñòâåííóþ è áûòîâóþ äåÿòåëüíîñòü ÷åëîâåêà, îïðåäåëÿåò íåîá-
õîäèìîñòü â ìåðàõ ïðåäóïðåæäåíèÿ èëè âîçìåùåíèÿ ïîòåðü, âîç-
íèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Ðàçðàáîòêà, âíåäðå-
íèå â ïðàêòèêó è ïîâñåäíåâíîå ïðèìåíåíèå ñèñòåìû ïîäîáíûõ ìåð
ñòàíîâÿòñÿ ÷àñòüþ ÷åëîâå÷åñêîãî áûòà è êóëüòóðû.

Ñòðàõîâàíèå - ýòî òàêîé âèä íåîáõîäèìîé îáùåñòâåííî ïîëåç-
íîé äåÿòåëüíîñòè, ïðè êîòîðîé ãðàæäàíå è îðãàíèçàöèè çàðàíåå
ñòðàõóþò ñåáÿ îò íåáëàãîïðèÿòíûõ ïîñëåäñòâèé â ñôåðå èõ ìà-
òåðèàëüíûõ è ëè÷íûõ íåìàòåðèàëüíûõ áëàã ïóòåì âíåñåíèÿ äå-
íåæíûõ âçíîñîâ â îñîáûé ôîíä ñïåöèàëèçèðîâàííîé îðãàíèçàöèè
(ñòðàõîâùèêà), îêàçûâàþùåé ñòðàõîâûå óñëóãè, à ýòà îðãàíèçà-
öèÿ ïðè íàñòóïëåíèè óêàçàííûõ ïîñëåäñòâèé âûïëà÷èâàåò çà ñ÷åò
ñðåäñòâ ýòîãî ôîíäà ñòðàõîâàòåëþ èëè èíîìó ëèöó îáóñëîâëåííóþ
ñóììó.

Ñòðàõîâàíèå æèçíè ïîìèìî òîãî, ÷òî çàùèùàåò ãðàæäàí è èõ,
áëèçêèõ â òÿæåëûõ æèçíåííûõ ñèòóàöèÿõ, íî è ÿâëÿåòñÿ èíñòðó-
ìåíòîì íàêîïëåíèÿ è ñáåðåæåíèÿ äåíåæíûõ ñðåäñòâ â óñëîâèÿõ
èíôëÿöèè.
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� 1. Òåðìèíû è ïîíÿòèÿ ñòðàõîâàíèÿ.

Ñòðàõîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó (ñïîñîá) çàùèòû ìà-
òåðèàëüíûõ (èìóùåñòâåííûõ) èíòåðåñîâ ñóáúåêòîâ ñòðàõîâîãî
ðûíêà (ôèçè÷åñêèõ è þðèäè÷åñêèõ ëèö), óãðîçà êîòîðûì ñóùå-
ñòâóåò âñåãäà, íî íå íîñèò îáÿçàòåëüíîãî õàðàêòåðà.

Ñòðàõîâàíèå � ñèñòåìà çàùèòû ìàòåðèàëüíûõ èíòåðåñîâ. Òî,
÷òî ìàòåðèàëüíûå èíòåðåñû òðåáóþò çàùèòû, ñâÿçàíî ñ âåðîÿò-
íîñòüþ óãðîçû èõ ñóùåñòâîâàíèþ. Äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî âëà-
äåëüöà îíà (óãðîçà) íåâåëèêà, íî â öåëîì ïî çàêîíó áîëüøèõ
÷èñåë äîñòàòî÷íî ðåàëüíà. Îòñþäà îáúåêòèâíàÿ íåîáõîäèìîñòü
ñòðàõîâàíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ðèñêîâ, â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêàåò ïîíÿ-
òèå � ñòðàõîâîé ïðîäóêò, êîòîðûé âñåãäà äîëæåí ïðèñóòñòâîâàòü
íà ôèíàíñîâîì ðûíêå. Êàæäûé ñòðàõîâîé ïðîäóêò ñîîòíîñèòñÿ
ñ êîíêðåòíûì îáúåêòîì ñòðàõîâàíèÿ (÷òî ñòðàõóåòñÿ), îïðåäåëÿ-
åò ïðè÷èíû ñòðàõîâàíèÿ (ñòðàõîâîé ðèñê), åãî ñòîèìîñòü (ñòðàõî-
âóþ ñóììó), öåíó (ñòðàõîâîé òàðèô), óñëîâèÿ äåíåæíûõ ïëàòåæåé
(ðàñ÷åòîâ ïî ñòðàõîâàíèþ) â ïðåäâèäåíèè òåõ ñîáûòèé, îò êîòî-
ðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ñòðàõîâàíèå. Ñâèäåòåëüñòâîì (ñåðòèôèêàòîì)
ñòðàõîâîãî ïðîäóêòà ñëóæèò äîêóìåíò, íàçûâàåìûé ñòðàõîâîé ïî-
ëèñ. Ïîëèñ ïîäòâåðæäàåò ôàêò çàêëþ÷åííîãî äîãîâîðà ñòðàõîâà-
íèÿ (êóïëè-ïðîäàæè ñòðàõîâîãî ïðîäóêòà), êîòîðûé âñåãäà ïðåä-
ìåòåí, àäðåñîâàí ó÷àñòíèêàì ñòðàõîâàíèÿ, ñîäåðæèò îñíîâíûå êî-
ëè÷åñòâåííûå ïàðàìåòðû ñäåëêè, ÿâëÿåòñÿ þðèäè÷åñêèì äîêó-
ìåíòîì.

Ñïåöèôèêà ñòðàõîâîãî ïðîäóêòà â òîì, ÷òî ñòðàõîâîé âçíîñ
âñåãäà ìåíüøå ñòðàõîâîé ñóììû. Òàêîå ñîîòíîøåíèå îáåñïå÷èâà-
åò ðûíî÷íóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü ñòðàõîâûõ ïðîäóêòîâ è ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñïðîñ íà íèõ. Íî íà ïåðâûé âçãëÿä íåâûãîäíîå ñîîòíî-
øåíèå äëÿ ïðîäàâöà íå îçíà÷àåò åãî ïîòåðè, òàê êàê ÷èñëî ïîëèñîâ
(ñëåäîâàòåëüíî, è ïîêóïàòåëåé) îáû÷íî áîëüøå, ÷åì ñòðàõîâûõ
ñëó÷àåâ.

Óðîâåíü ñòðàõîâîãî òàðèôà äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî íèçîê,
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÷òîáû îáåñïå÷èòü ñáûò ñòðàõîâîãî ïðîäóêòà, íî è äîñòàòî÷íî âû-
ñîê, ÷òîáû ïîêðûâàòü ðàñõîäû ñòðàõîâùèêà è îáåñïå÷èòü åìó ïðè-
áûëü.

Ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó íåðàâíîìåðíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ ñòðàõî-
âûõ ñîáûòèé è íåîáõîäèìîñòüþ ðàñ÷åòà ñðåäíåé âåëè÷èíû ñòðà-
õîâîãî òàðèôà ðåøàåòñÿ ïóòåì äèôôåðåíöèàöèè öåí ñòðàõîâîãî
ïðîäóêòà ïî êàòåãîðèÿì åãî ïîêóïàòåëåé, ñ ó÷åòîì èõ èíäèâèäó-
àëüíûõ ðèñêîâ.

Íåîáõîäèìîñòü ïðîäàòü ñòðàõîâîé ïðîäóêò âûíóæäàåò ñòðà-
õîâùèêà ê ñîâåðøåíñòâîâàíèþ ñòðàõîâûõ ïðîäóêòîâ, ñíèæåíèþ
öåí íà íèõ. Íåîáõîäèìîñòü æå ïîëó÷àòü ïðèáûëü, íàïðîòèâ,
òðåáóåò ïîâûøåíèÿ öåí. Îòñþäà, ñòðàõîâîé ðûíîê ðåãóëèðóåòñÿ
ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì íà ñòðàõîâûå ïðîäóêòû.

� 2. Àêòóàðíûå ðàñ÷åòû ñòðàõîâûõ òàðèôîâ.

Ñòðàõîâàíèå æèçíè � ïîäîòðàñëü ëè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ, âêëþ-
÷àþùàÿ â ñåáÿ ñîâîêóïíîñòü âèäîâ ñòðàõîâàíèÿ, ïî óñëîâèÿì êî-
òîðûõ ñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò çàñòðàõîâàííîìó ëèöó èëè åãî
ïðàâîïðååìíèêó îïðåäåëåííóþ äåíåæíóþ ñóììó ïðè äîæèòèè çà-
ñòðàõîâàííîãî äî îïðåäåëåííîãî âîçðàñòà, ñîáûòèÿ èëè äàòû, ëèáî
â ñëó÷àå åãî ñìåðòè.

Àêòóàðíûå ðàñ÷åòû â ñòðàõîâàíèè � ýòî ðàñ÷åò òàðèôíûõ ñòà-
âîê â ñòðàõîâàíèè æèçíè. Îíè ïðîèçâîäÿòñÿ íà îñíîâå ìåòîäîëî-
ãèè àêòóàðíîé îöåíêè ðèñêîâ è âåðîÿòíîñòåé íàñòóïëåíèÿ ñòðà-
õîâûõ ñëó÷àåâ. Îñíîâíûìè ôàêòîðàìè, âëèÿþùèìè íà ìåòîäèêó
ðàñ÷åòà òàðèôíûõ ñòàâîê ïî ñòðàõîâàíèþ æèçíè, ÿâëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå:

- Îáúåêòîì äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðóäîñïîñîáíîñòü
êëèåíòà, åãî çäîðîâüå è ñàìà æèçíü.

- Äîãîâîðû ñòðàõîâàíèÿ æèçíè çàêëþ÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà
äëèòåëüíûé ñðîê.

Îñíîâíûìè çàäà÷àìè àêòóàðíûõ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿþòñÿ:
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- Èññëåäîâàíèå è ãðóïïèðîâêà ðèñêîâ â ðàìêàõ ñòðàõîâîé ñî-
âîêóïíîñòè.

- Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ,
îïðåäåëåíèå ÷àñòîòû è ñòåïåíè òÿæåñòè ïîñëåäñòâèé ïðè÷èíåíèÿ
óùåðáà â îòäåëüíûõ ðèñêîâûõ ãðóïïàõ è â öåëîì ïî ñòðàõîâîé
ñîâîêóïíîñòè.

- Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìûõ ðàñõîäîâ íà âåäå-
íèå äåë ñòðàõîâùèêîì è ïðîãíîçèðîâàíèå òåíäåíöèé èõ ðàçâèòèÿ.

- Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìûõ ðåçåðâíûõ ôîí-
äîâ ñòðàõîâùèêà, ïðåäëîæåíèå êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ è èñòî÷íèêîâ
ôîðìèðîâàíèÿ ýòèõ ôîíäîâ.

Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òàðèôíûå ñòàâêè è
ðàçìåð ó÷àñòèÿ êàæäîãî ñòðàõîâàòåëÿ â ñîçäàíèè ñòðàõîâîãî ôîí-
äà.

Îïðåäåëåíèå ðàñõîäîâ, íåîáõîäèìûõ íà ñòðàõîâàíèå êîíêðåò-
íîãî îáúåêòà, íàçûâàåòñÿ ñòðàõîâîé (àêòóàðíîé) êàëüêóëÿöèåé.

� 3. Òàðèôíàÿ ñòàâêà.

Òàðèôíàÿ ñòàâêà (ñòðàõîâîé òàðèô)� ýòî öåíà ñòðàõîâîãî ðèñ-
êà è äðóãèõ ðàñõîäîâ ïî âåäåíèþ ñòðàõîâîãî äåëà. Îïðåäåëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ àêòóàðíûõ ðàñ÷åòîâ. Ñîâîêóïíîñòü òàðèôíûõ ñòàâîê
íàçûâàåòñÿ òàðèôîì.

Ðàñ÷åò òàðèôíûõ ñòàâîê ïî âèäàì ñòðàõîâàíèÿ æèçíè èìååò
îïðåäåëåííûå îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ îáúåêòîì ñòðàõîâàíèÿ.
Îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ èìóùåñòâåííûé èíòåðåñ, ñâÿçàííûé ñ äîæèòè-
åì ãðàæäàí äî îïðåäåëåííîãî ñðîêà èëè âîçðàñòà, ñî ñìåðòüþ èëè
èíûìè ñëó÷àÿìè â æèçíè ãðàæäàíèíà. Äëÿ ðàñ÷åòà òàðèôíûõ
ñòàâîê ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíî ñîñòàâëåííûå òàáëèöû ñìåðòíî-
ñòè.

Òàðèôíûå ñòàâêè áûâàþò:
- åäèíîâðåìåííûå;
- ãîäîâûå.
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Åäèíîâðåìåííàÿ ñòàâêà ïðåäïîëàãàåò óïëàòó ñòðàõîâûõ âçíî-
ñîâ â íà÷àëå ñðîêà ñòðàõîâàíèÿ. Ãîäîâàÿ ñòàâêà ïðåäïîëàãàåò ïî-
ñòåïåííîå ïîãàøåíèå ôèíàíñîâûõ îáÿçàòåëüñòâ ñòðàõîâàòåëÿ ïå-
ðåä ñòðàõîâùèêîì.

Òàðèôíàÿ ñòàâêà, ïî êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ äîãîâîð ñòðàõîâà-
íèÿ, íàçûâàåòñÿ áðóòòî-ñòàâêîé.

Áðóòòî-ñòàâêà = íåòòî-ñòàâêà + íàãðóçêà.
Íåòòî-ñòàâêà âûðàæàåò öåíó ñòðàõîâîãî ðèñêà: ïîæàðà, çåìëå-

òðÿñåíèÿ, âçðûâà è òàê äàëåå. Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ íåòòî-ñòàâêè
ëåæèò âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ.

Íàãðóçêà ïîêðûâàåò ðàñõîäû ñòðàõîâùèêà ïî îðãàíèçàöèè è
ïðîâåäåíèþ ñòðàõîâîãî äåëà.

Âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ À � Ð(À) � íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà
áëàãîïðèÿòíûõ äëÿ íåãî ñëó÷àåâ Ì ê îáùåìó ÷èñëó âñåõ ðàâíî-
âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ N:

P(A)=M
N

Íàïðèìåð, âîçüìåì 100 çàñòðàõîâàííûõ îáúåêòîâ. Ñòàòèñòèêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî åæåãîäíî 3 èç íèõ ïîäâåðãàþòñÿ ñòðàõîâîìó ñëó-
÷àþ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ ëþáûì èç ýòèõ 100 îáúåêòîâ ïðî-
èçîéäåò ðåàëèçàöèÿ ðèñêà, ðàâíà 0,03.

Êàê îïðåäåëèòü íåòòî-ñòàâêó? Åñëè áû êàæäûé èç ýòèõ îáúåê-
òîâ áûë çàñòðàõîâàí íà 200 ðóá., òî åæåãîäíûå âûïëàòû ñîñòàâèëè
áû 0,03∗100∗200 = 600 ðóá. Êàæäûé ñòðàõîâàòåëü äîëæåí çàïëà-
òèòü 600 ðóá./100 ÷åë. = 6 ðóá. � íåòòî-ñòàâêà ïî äàííîìó âèäó
ñòðàõîâàíèÿ â ðàìêàõ äàííîé ñòðàõîâîé ñîâîêóïíîñòè èëè 3 ðóá.
ñî 100 ðóá. ñòðàõîâîé ñóììû.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå íåòòî-ñòàâêà êîððåêòèðóåòñÿ íà êîýôôè-
öèåíò, îïðåäåëÿåìûé îòíîøåíèåì ñðåäíåé âûïëàòû ê ñðåäíåé
ñòðàõîâîé ñóììå íà îäèí äîãîâîð:

Tn=P(A)∗ K ∗ 100
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ãäå Tn � òàðèôíàÿ íåòòî-ñòàâêà; À � ñòðàõîâîé ñëó÷àé; Ð(À)
� âåðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ; Ê � êîýôôèöèåíò îòíîøåíèÿ
ñðåäíåé âûïëàòû ê ñðåäíåé ñòðàõîâîé ñóììå íà îäèí äîãîâîð.

Ïðåäñòàâèì ôîðìóëó â ðàçâåðíóòîì âèäå:

P(A)=M
N=

Kb

Kd
; K=Cb

Cc
; Tn=

Kb∗Cb
Kd∗Cc

ãäå Kb � êîëè÷åñòâî âûïëàò çà ãîä; Kd � êîëè÷åñòâî çàêëþ-
÷åííûõ äîãîâîðîâ â äàííîì ãîäó; Cb � ñðåäíÿÿ âûïëàòà çà îäèí
äîãîâîð; Cc �ñðåäíÿÿ ñòðàõîâàÿ ñóììà íà îäèí äîãîâîð.

Èëè

Tn=B
C

ãäå Â � îáùàÿ ñóììà âûïëàò ñòðàõîâîãî âîçìåùåíèÿ; Ñ � îáùàÿ
ñòðàõîâàÿ ñóììà çàñòðàõîâàííûõ îáúåêòîâ.

Ýòà ôîðìóëà åñòü ïîêàçàòåëü óáûòî÷íîñòè ñî 100 ðóá. ñòðàõî-
âîé ñóììû.

Áðóòòî-ñòàâêà ñî 100 ðóá. ñòðàõîâîé ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ ïðè-
áàâëåíèåì íàãðóçêè ê íåòòî-ñòàâêå:

Tb=Tn+Fabs

ãäå Fabc � íàãðóçêà.
Ðàñõîäû íà âåäåíèå äåëà îáû÷íî ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà 100 ðóá.

ñòðàõîâîé ñóììû (àíàëîãè÷íî íåòòî-ñòàâêå). Îñòàëüíûå íàäáàâêè
óñòàíàâëèâàþòñÿ â ïðîöåíòàõ ê áðóòòî-ñòàâêå.

Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå áðóòòî-ñòàâêà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå:

TB=
Tn+Fa
1−Fpr

ãäå TB � áðóòòî-ñòàâêà; Fa� ñòàòüè íàãðóçêè, óêàçûâàåìûå â òà-
ðèôå â íàòóðàëüíîì èñ÷èñëåíèè (ïîñòîÿííûå ðàñõîäû íà âåäåíèå
äåëà); Fpr� äîëÿ ñòàòåé íàãðóçêè, çàêëàäûâàåìûõ â ïðîöåíòàõ ê
áðóòòî-ñòàâêå (ïåðåìåííûå ðàñõîäû íà âåäåíèå äåëà).
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� 4. Ïîêàçàòåëè ñòðàõîâîé ñòàòèñòèêè.

Ñòðàõîâàÿ ñòàòèñòèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìàòèçèðîâàí-
íîå èçó÷åíèå è îáîáùåíèå ìàññîâûõ è òèïè÷íûõ ñòðàõîâûõ îïå-
ðàöèé íà îñíîâå âûðàáîòàííûõ ñòàòèñòè÷åñêîé íàóêîé ìåòîäîâ
îáðàáîòêè îáîáùåííûõ íàòóðàëüíûõ è ñòîèìîñòíûõ ïîêàçàòåëåé,
õàðàêòåðèçóþùèõ ñòðàõîâîå äåëî.

Ñòðàõîâóþ ñòàòèñòèêó (ïðèìåíèòåëüíî ê èìóùåñòâåííîìó
ñòðàõîâàíèþ) ìîæíî ñâåñòè ê àíàëèçó ñëåäóþùèõ ïîêàçàòåëåé:

÷èñëî îáúåêòîâ ñòðàõîâàíèÿ � n;
÷èñëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ � e;
÷èñëî ïîñòðàäàâøèõ îáúåêòîâ â ðåçóëüòàòå ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ

� m;
ñóììà ñîáðàííûõ ñòðàõîâûõ ïëàòåæåé -

∑
p;

ñóììà âûïëà÷åííîãî ñòðàõîâîãî âîçíàãðàæäåíèÿ �
∑
g;

îáùàÿ ñòðàõîâàÿ ñóììà (äëÿ âñåõ îáúåêòîâ ñòðàõîâàíèÿ) �∑
Sn;
ñòðàõîâàÿ ñóììà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ïîâðåæäåííûå îáúåêòû -∑
Sm.
Ðàñ÷åòíûå ïîêàçàòåëè ñòðàõîâîé ñòàòèñòèêè:
×àñòîòà ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ e

n .
Îïóñòîøèòåëüíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ (êîýôôèöèåíò êóìóëÿ-

öèè ðèñêà) m
e . Ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ïîâðåæäåííûõ îáúåêòîâ ïðè-

õîäèòñÿ íà îäèí ñòðàõîâîé ñëó÷àé.
Êîýôôèöèåíò óáûòî÷íîñòè (ñòåïåíü óùåðáíîñòè)

∑
g∑
Sm
.

Ñðåäíÿÿ ñòðàõîâàÿ ñóììà íà îäèí îáúåêò (äîãîâîð ñòðàõîâà-
íèÿ)

∑
Sn
n .

Ñðåäíÿÿ ñòðàõîâàÿ ñóììà íà îäèí ïîñòðàäàâøèé îáúåêò
∑
Sm
m .

Òÿæåñòü ðèñêà � îòíîøåíèå ñðåäíèõ ñóìì
∑
Sm
m ÷

∑
Sn
n .

Óáûòî÷íîñòü ñòðàõîâîé ñóììû (âåðîÿòíîñòü óùåðáà)
∑
g∑
Sn
.

Íîðìà óáûòî÷íîñòè
∑
g∑
p ∗ 100.

×àñòîòà óùåðáà m
n .
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Òÿæåñòü óùåðáà g=
∑
g∑
Sm
∗ (

∑
Sm
m ÷

∑
Sn
n )

Çàêëþ÷åíèå.

Íåîáõîäèìîñòü ñòðàõîâàíèÿ æèçíè äèêòóþò òåíäåíöèè ðàçâè-
òèÿ îáùåñòâà - ÷åì îíî áîëåå ðàçâèòî, òåì ìåíüøå áåðåò íà ñåáÿ
îáÿçàòåëüñòâ ïî îáåñïå÷åíèþ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâà-
íèÿ, ñîçäàâàÿ ãèáêóþ ñîöèàëüíóþ èíôðàñòðóêòóðó è ïðåäîñòàâ-
ëÿÿ ñâîèì ãðàæäàíàì âîçìîæíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî âûáèðàòü òå
ïóòè, êîòîðûå íàèáîëåå èì óäîáíû.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðàõîâàíèå æèçíè - ýòî âèä ëè÷íîãî ñòðàõîâà-
íèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ñòðàõîâùèê çà ïëàòó â âèäå ñòðàõî-
âîé ïðåìèè îáÿçóåòñÿ ïðè íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ, íàñòóï-
ëåíèå êîòîðîãî ïðîèçîéäåò îáÿçàòåëüíî è êîòîðûé íå îáóñëîâëåí
ïðè÷èíåíèåì âðåäà èìóùåñòâåííûì èíòåðåñàì ñòðàõîâàòåëÿ (çà-
ñòðàõîâàííîãî ëèöà), ïðåäîñòàâèòü ñòðàõîâàòåëþ (çàñòðàõîâàííî-
ìó ëèöó) äîïîëíèòåëüíûé äîõîä â âèäå îãîâîðåííîé ñòðàõîâîé
ñóììû.

Ñòðàõîâàíèå æèçíè, êàê óòâåðæäàþò ñïåöèàëèñòû, ìåäëåííî,
íî âåðíî ñòàíîâèòñÿ ÷àñòüþ íàøåé æèçíè. Âñå áîëüøåå ÷èñëî ðîñ-
ñèÿí ïîíèìàþò, ÷òî ýòî äåéñòâåííàÿ è ýôôåêòèâíàÿ çàùèòà ñåáÿ
è ÷ëåíîâ ñâîåé ñåìüè îò íåîæèäàííîñòåé, íà êîòîðûå òàê ùåäðà
íàøà æèçíü. Ê ñîæàëåíèþ, äàëåêî íå âñå íàøè ãðàæäàíå îò÷åò-
ëèâî ïðåäñòàâëÿþò ñåáå, ÷òî òàêîå ñòðàõîâàíèå æèçíè. Ïîýòîìó è
ïðèîáðåòàþò ñòðàõîâîé ïîëèñ ëèøü òîãäà, êîãäà ýòî ïðîñòî íåîá-
õîäèìî: äëÿ çàãðàíè÷íîãî ïóòåøåñòâèÿ èëè â ñëó÷àå îôîðìëåíèÿ
êðåäèòà.

À âåäü ñòðàõîâàíèå æèçíè - íå òîëüêî ñïîñîá ìàòåðèàëüíîé
ïîääåðæêè ñàìîãî ñåáÿ íà ñëó÷àé íåïðåäâèäåííûõ ñîáûòèé, à åùå
è ïðåêðàñíûé ñïîñîá ïðèóìíîæèòü ñîáñòâåííûå äîõîäû.
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ÓÄÊ 378

ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈÉ Ê ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÑÀÉÒÎÌ ÄËß

ONLINE-ÎÁÓ×ÅÍÈß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ.

Àñàäóëëèíà Ä. È. (Óôà, ÁàøÃÓ)

Ñ ðàçâèòèåì Èíòåðíåòà ó îáùåñòâà ïîÿâëÿåòñÿ âñå áîëüøå âîç-
ìîæíîñòåé äëÿ óäàëåííîé ó÷åáû. Ñ ïîìîùüþ Èíòåðíåòà ìîæíî
ëåãêî íàéòè ïðàêòè÷åñêè ëþáîé íàó÷íûé ìàòåðèàë, êíèãó, ñòàòüþ
èëè äèñêóññèþ íà íóæíóþ òåìó. Â ðÿäå ó÷åáíûõ çàâåäåíèé óæå
ñóùåñòâóåò èíòåðàêòèâíàÿ ôîðìà îáó÷åíèÿ ïî Èíòåðíåòó, ïîçâî-
ëÿþùàÿ ïîëó÷èòü íàñòîÿùèé äèïëîì îá îáðàçîâàíèè.

Ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî âèðòóàëüíîãî èñòî÷íèêà èíôîðìàöèè
ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè îáó÷åíèÿ ëþäÿì ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæ-
íîñòÿìè èëè íóæäàþùèõñÿ â ýòîì ëþäåé. Ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü-
íûõ äèñêîâ ñ ó÷åáíûìè ìàòåðèàëàìè øêîëüíèê ìîæåò ïîäòÿíóòü
ïðîáëåìíóþ äèñöèïëèíó, íå ïðèáåãàÿ ê äîðîãîñòîÿùèì çàíÿòè-
ÿì ñ ðåïåòèòîðîì. Ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà ìîìåíòàëüíî âûäàñò ìíî-
æåñòâî ññûëîê íà ëþáîé èíòåðåñóþùèé âàñ çàïðîñ, èçáàâèâ îò
íåîáõîäèìîñòè ðûòüñÿ â ó÷åáíèêå â ïîèñêå íóæíîé ãëàâû. Íåñî-
ìíåííî, Èíòåðíåò äåëàåò ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïðîùå, à ïîèñê èíôîð-
ìàöèè ëåã÷å è óäîáíåå. Íî âñåãäà ëè òàêîé ïîäõîä âî áëàãî?

Ìíîãèå ïðåïîäàâàòåëè ñêëîííû ñ÷èòàòü Èíòåðíåò çëîì, à íå
ïîìîùíèêîì â ó÷åáå - èç-çà âå÷íîé ïðîáëåìû ïëàãèàòà è ñïèñû-
âàíèÿ. Êàê ïîêàçûâàåò ñòàòèñòèêà îïðîñà, ïðîâåäåííîãî â Ñåòè ïî
èíèöèàòèâå Íàöèîíàëüíîãî Óçëà Èíòåðíåò-áåçîïàñíîñòè, îêîëî
80% ïîëüçîâàòåëåé Èíòåðíåòà ñäàâàëè ñêà÷åííûå ðåôåðàòû êàê
ñâîè, òðåòü èç íèõ äåëàåò ýòî ðåãóëÿðíî, à 50% îïðîøåííûõ ïðè-
áåãàþò ê ïëàãèàòó, òîëüêî åñëè òåìà ðåôåðàòà ñëèøêîì òðóäíà
èëè íåèíòåðåñíà. Â ëþáîì ñëó÷àå, ïîëîâèíà ñäàííûõ ðåôåðàòîâ
ÿâëÿþòñÿ ïåðåäåëàííîé êîïèåé ÷óæîé ðàáîòû. Ïî äàííûì ñîöè-
àëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ÃÓ-ÂØÝ, ÷àùå âñåãî ñêà÷èâàþò ðåôåðàòû,
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ýññå è êóðñîâûå ñòóäåíòû ÷åòâåðòûõ êóðñîâ ÂÓÇîâ � 52%. Ðåæå
ïåðâîêóðñíèêè - èõ 47%. Ïîêóïàþò ãîòîâûå ðàáîòû îò òðåõ äî
ñåìè ïðîöåíòîâ ñòóäåíòîâ � âèäèìî, òà ïðîñëîéêà ýòîãî òðàäèöè-
îííî áåäíîãî ñîñëîâèÿ, ÷òî èìååò â êàðìàíàõ ëèøíèå äåíüãè.

Èç ýòîé ñòàòèñòèêè ëîãè÷åí âîïðîñ: ðàçâå ïîäîáíîå îòíîøåíèå
ê ó÷åáå ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ? Êîíå÷íî,
íåò. Ïðàâäà, âèíèòü â ýòîì Èíòåðíåò áûëî áû îøèáî÷íûì. Äå-
ëî â òîì, ÷òî óïðîùåíèå ïðîöåññà îáó÷åíèÿ áóäåò ïî-íàñòîÿùåìó
ïîëåçíî ëèøü òåì, êòî äåéñòâèòåëüíî õî÷åò ïîëó÷èòü çíàíèÿ è
ñòðåìèòñÿ ê íèì, íî íå èìååò âîçìîæíîñòè ïðèõîäèòü, íàïðèìåð,
íà ïàðû. Òå æå, êòî íå çàèíòåðåñîâàí â ýòîì, íå ñòàë áû óñåðäíî
ðàáîòàòü è ïðè îòñóòñòâèè Èíòåðíåòà. Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñè-
ìîñòè îò ëè÷íûõ æåëàíèé ÷åëîâåêà è ôîðìèðóåòñÿ ðîëü Ñåòè â
åãî îáó÷åíèè.

À òàê êàê áîëüøèíñòâî ëþäåé ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿ-
ìè èëè ïðîñòî íóæäàþùèåñÿ ëþäè íå ìîãóò ïðèõîäèòü íà ïàðû,
à îáó÷åíèå èõ íà äîìó ÿâëÿåòñÿ çàòðàòíûì äëÿ ãîñóäàðñòâà, òî
òàêîå îáðàçîâàíèå ðåäêî ïðàêòèêóåòñÿ â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäå-
íèÿõ. Öåëüþ ìîåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òðåáîâàíèé
ê ñàéòó äëÿ îáó÷àþùåãî îíëàéí-ðåñóðñà.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà âûÿâëåííàÿ ìíîé ïðè èññëåäîâàíèè óæå
ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåì çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî ïðåïîäàâàòåëè ïå-
ðåæèâàëè, ÷òî ó÷åíèê áóäåò ñïèñûâàòü. Íî ðàçâèòèå òåõíîëîãèé,
ðàçâèòèå êàìåð, wi-�- âñå ýòî ïîçâîëÿåò íàì ñîçäàòü ðåñóðñ, êî-
òîðûé ïðåäîñòàâëÿë áû íàì âîçìîæíîñòü ïîëíîãî êîíòðîëÿ çà
îáðàçîâàíèåì êàæäîãî èç ñòóäåíòîâ. Íàïðèìåð, åñëè óñòàíîâèòü
ïëàíøåò â àóäèòîðèþ, ãäå èäåò ëåêöèÿ ïî êàêîìó-ëèáî ïðåäìåòó è
ñîçäàòü îíëàéí-êîíôåðåíöèþ ÷åðåç âèäåî ñâÿçü è ïîäâåñòè êîëîí-
êè òàê, ÷òîá ëþáîé ó÷åíèê èìåë âîçìîæíîñòü çàäàòü âîïðîñ ëåê-
òîðó, èëè æå âî âðåìÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò ïîïðîñèòü ðåøàòü êîí-
òðîëüíóþ âêëþ÷èâ êàìåðó, ìû ñìîãëè áû îáåñïå÷èòü êîíòðîëü.
Òàê æå ýòà ñèñòåìà äîëæíà èìåòü âîçìîæíîñòü õðàíèòü êàêèå-
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òî óæå ãîòîâûå ïðèìåðû è çàäà÷è, êîíòðîëüíûå, ïîñëàâ êîòîðûå,
ïðåïîäàâàòåëü ìîã áû ñàì ïðîâåðèòü îòâåòû èëè æå ñèñòåìà ñàìà
ìîãëà áû ýòî ñäåëàòü. Òåì áîëåå, êîãäà Áîëîíñêàÿ ñèñòåìà îáðàçî-
âàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà áàëëàõ è ìîäóëÿõ, è èìååò ÷¼òêóþ ñòðóêòóðó
è àëãîðèòìèçàöèþ íà÷èñëåíèÿ ýòèõ áàëëîâ ìîæíî çàïðîãðàììè-
ðîâàòü äàæå íà÷èñëåíèå ÷àñòè áàëëîâ çà ïîñåùåíèå è ðåøåííûå
ïðèìåðû.

Ìíîþ áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ óæå ïî ñóùåñòâóþùèì ïî-
ïóëÿðíûì èíòåðíåò-ðåñóðñàì è ïðîâåäåíà îöåíêà âîçìîæíîñòè èõ
èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ îíëàéí-îáó÷åíèÿ.

Öåëè Çàäà÷è Âêîíòàêòå Èíñòàãðàì Óoutube
Ïðåïîäàâàíèå Íàãëÿäíûå

ïîñîáèÿ è
äåìîíñòðà-
öèîííûå
ìàòåðèàëû

+ + +

Ýëåêòðîííàÿ
áèáëèîòåêà
(ìåäèàòåêà)

- + +

Âèðòóàëüíûå
ýêñêóðñèè

- + +

Îáó÷àþùèå
èãðû

+ + +

Ïðåçåíòàöèè - + +
Ïðàêòèêóìû
è ìàñòåð-
êëàññû

- - -

Ìåòîäè÷åñêàÿ
êîïèëêà

+ - -

Ïðîâåðêà
çíàíèé

Òåñòèðîâàíèå + - -

Çàäà÷è + + -
Òâîð÷åñêèå
çàäàíèÿ

+ + +
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Öåëè Çàäà÷è Âêîíòàêòå Èíñòàãðàì Óoutube
Ïðîåêòíàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü

Íàó÷íûå è
òâîð÷åñêèå
ïðîåêòû

+ + +

Ëè÷íûå äàííûå Ïîðòôîëèî
ó÷åíèêà

+ + +

Ïîðòôîëèî
ó÷èòåëÿ

+ + +

Èíôîðìàöèÿ è
ìîíèòîðèíã

Äîêóìåíòû + - -

Ðàñïèñàíèå, èç-
ìåíåíèÿ â ðàñ-
ïèñàíèè

+ + -

Àíîíñû ìåðî-
ïðèÿòèé

+ - +

Íîâîñòè ó÷åá-
íîãî çàâåäåíèÿ

+ + +

Îòâåòû íà âî-
ïðîñû

+ + -

Àíêåòèðîâàíèå + - -
Âíåóðî÷íàÿ äå-
ÿòåëüíîñòü

Êîììóíèêàöèÿ
ñóáúåêòîâ îá-
ðàçîâàòåëüíîãî
ïðîöåññà

+ + +

Íîâîñòè è àíà-
ëèòèêà îáðàçî-
âàíèÿ

+ - -

Ïîëåçíî-
ðàçâëåêàòåëüíûé
êîíòåíò

+ + +

Ðàáîòà ñ ðîäè-
òåëÿìè

Ýëåêòðîííàÿ
ïðèåìíàÿ

+ - -

Îòâåòû íà âî-
ïðîñû

+ + +

Õîòü è áîëüøèíñòâî ðåñóðñîâ ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ñâîè
âîçìîæíîñòè äëÿ îáó÷åíèÿ, îíè âñå íå ïðåäîñòàâëÿþò íåêóþ îá-
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ùóþ áàçó çíàíèé. È íå ìîãóò îáåñïå÷èòü îáðàòíóþ ñâÿçü, à òå
ðåñóðñû, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿþò îáðàòíóþ ñâÿçü, íå ìîãóò îáåñ-
ïå÷èòü õðàíåíèå óæå ïðîâåäåííûõ ëåêöèé, è íå àâòîìàòèçèðóþò
ñèñòåìó êîíòðîëÿ çà óñïåâàåìîñòüþ êàæäîãî ó÷åíèêà.

Âòîðàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ áûëà îáíàðóæåíà ìíîþ â ìîåì ïðî-
åêòå, ýòî ïðîáëåìà íàðóøåíèÿ ïðàâ ÷åëîâåêà. Âåäü ìîÿ ñèñòåìà
áóäåò îñóùåñòâëÿòü âèäåî ñëåæêó çà ó÷åíèêîì âî âðåìÿ ëåêöèé.
Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü ïîïðîñèâ ó÷åíèêà ïîäïèñàòü äîêó-
ìåíòû ñ ñîãëàñèåì íà ýòî.

Ñèñòåìà äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ, òåïåðü óæå íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìîé ïîëó÷åíèÿ ïîëíîöåííîãî îáðàçîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïî
ëþáîìó ïðåäìåòó äèñòàíöèîííî. Îíëàéí-îáó÷åíèå èìååò ðÿä ïðå-
èìóùåñòâ � îáó÷åíèå â èíäèâèäóàëüíîì òåìïå, ñâîáîäà è ãèáêîñòü,
äîñòóïíîñòü, ñîöèàëüíîå ðàâíîïðàâèå. Â ñåòè ïîÿâëÿåòñÿ âñå áîëü-
øå ñåðâèñîâ, ïîìîãàþùèõ ïîëó÷àòü íîâûå çíàíèÿ. Íî ýòè ñåðâèñû
íå ãàðàíòèðóþò êà÷åñòâî îáðàçîâàíèÿ. Íà ñåãîäíÿ åñòü ïðîáëåìà
ñ íåêà÷åñòâåííûìè òðåíèíãàìè, êíèãàìè, âåáèíàðàìè, êîíôåðåí-
öèÿìè, íà êîòîðûõ íåñêîí÷àåìûì äîæä¼ì ëü¼òñÿ âîäà. ß è ñàìà
ðåäêî, íî ìåòêî ïîïàäàþ íà ïîäîáíûå ìåðîïðèÿòèÿ. Êîãäà ýòî
áåñïëàòíî, æàëü ïîòðà÷åííîãî âðåìåíè. Êîãäà çà äåíüãè � áîëü
óäâàèâàåòñÿ. È î÷åíü ìàëî îíëàéí êóðñîâ íà óðîâíå Óíèâåðñèòåò-
Ñòóäåíò. Âîò òî íàïðàâëåíèå â êîòîðîì áóäåò äâèãàòüñÿ îáðàçî-
âàíèå. È âîò â êàêîì íàïðàâëåíèè íóæíî èçó÷àòü ïñèõîëîãèþ è
ìåòîäîëîãèþ ïðåïîäàâàíèÿ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] èíôîðìàöèÿ î ñòàòèñòèêàõ îïðîñà
http://saferunet.org/expert/article/589/
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ÓÄÊ 517.9

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ËÀÏËÀÑÀ-ÁÅËÜÒÐÀÌÈ

Àòíàãóëîâ À. È. (Óôà, ÁÃÀÓ)

Ââåäåíèå. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå L2(S

2):

L0f = −∆ϕ,θf = − 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
,

ãäå 0 ≤ θ ≤ π è 0 ≤ ϕ ≤ 2π � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà L0 ñîñòîèò èç

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk = k(k + 1), ãäå k = 0, 1, 2, . . ., ïðè÷åì
êàæäîå λk èìååò êðàòíîñòü µk = 2k + 1. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λk, åñòü ñôåðè÷åñêèå
ôóíêöèè Y`k.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå ñëîæåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿäðî
R0(ω, ω0, λ) ðåçîëüâåíòû R0(λ) = (H0 − λ)−1 îïåðàòîðà H0

(Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè) â L2(S2) ðàâíî

R0(ω, ω0, λ) =
1

4π

∞∑
n=0

(2n+ 1)Pn(cosα)

n(n+ 1)− λ
, (1)

ãäå Pn(x) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà, íîðìèðîâàííûé óñëîâèåì
Pn(1) = 1.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå äðóãîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÿäðà R(ω, ω0, λ) ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà L0, óäîáíîé
äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ðåçîëüâåíòû è ïðèâåäåííîé ðåçîëü-
âåíòû îïåðàòîðà L0.
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� 1. Ïðåäñòàâëåíèå ÿäðà R0(ω, ω0, λ) ðåçîëüâåíòû
îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2], ñ.66-71), ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

fn(α) =
√
n+ 1/2

√
sinαPn(cosα), n = 0, 1, ... (2)

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îáûêíî-
âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðàM â L2[0, π], ïîðîæäåííî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

−d
2y

dα2
− y

4 sin2 α

è íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â òî÷êàõ α = 0 è α = π, ïðè-
÷åì fn(α) åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà M , ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µn = (n+ 1/2)2.

Òàê ÷òî, ñîãëàñíî (2), ÿäðî G(α, α0, z) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
G(z) = (M − z)−1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

G(α, α0, z) =
∞∑
n=0

fn(α)fn(α0)

µn − z
=

=
∞∑
n=0

(n+ 1/2)
√

sinα
√

sinα0Pn(cosα)Pn(cosα0)

(n+ 1/2)2 − z
(3)

Ïîëîæèì

Γ(α, α0, z) =
1√

sinα sinα0

G(α, α0, z) (4)

Òîãäà èç (1.1.3) ñëåäóåò, ÷òî

Γ(α, 0, z) =
∞∑
n=0

(n+ 1/2)Pn(cosα)

(n+ 1/2)2 − z
=

1

2

∞∑
n=0

(2n+ 1)Pn(cosα)

n(n+ 1)− (z − 1/4)

(5)
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Ñðàâíèâàÿ (1) è (5) ìåæäó ñîáîé, ìû âèäèì, ÷òî åñëè ïîäñòà-
âèòü â Γ(α, α0, z) çíà÷åíèÿ α0 = 0 è z = λ + 1

4 , òî ïîëó÷èâøàÿñÿ
âåëè÷èíà áóäåò ñîâïàäàòü ñ R0(ω, ω0, λ) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòå-
ëÿ 1

2π . Ó÷èòûâàÿ âñ¼ âûøåñêàçàííîå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 1. Äëÿ âñåõ ω, ω0 ∈ S2 è λ /∈ {n(n + 1)}∞n=0 ÿäðî
R0(ω, ω0, λ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

R0(ω, ω0, λ) =
1

2π
Γ(α, 0, λ+ 1/4) (6)

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâ (4)-(6) âèäíî, ÷òî ÿäðî R0(ω, ω0, λ)
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ïîñðåäñòâîì ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u′′ +
1

4 sin2 α
u+ zu = 0 (7)

íà èíòåðâàëå (0, π).
Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå (0, π/2] ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî
1

4 sin2 α
=

1

4α2
+ q(α), (8)

ãäå q(α) ∈ C2[0, π/2]. Èç (2)-(8) âûòåêàåò, ÷òî ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ

ν ′′ +
1

4α2
ν + zν = 0 (9)

Â êà÷åñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé "íåâîçìóùåííîãî"óðàâíåíèÿ
(9) âîçüìåì ôóíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [1])

u0
1(α, z) =

√
αJ0(
√
zα), u0

2(α, z) =
√
αY0(
√
zα), (10)

ãäå J0 è Y0 � ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî
ðîäà, | arg | ≤ π− δ, δ > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî âðîíñêèàí

W (u0
1, u

0
2) = u0

1(α, z)u0′
2 (α, z)− u0′

1 (α, z)u0
2(α, z) ≡ 1 (11)
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Òåïåðü â êà÷åñòâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7)
íà ïðîìåæóòêå (0, π/2] ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ âîëü-
òåððîâûõ óðàâíåíèé

uk(α, z) = u0
k(α, z) +

α∫
0

g(α, t, z)q(t)uk(t, z)dt, (12)

ãäå
g(α, t, z) = u0

1(α, z)u0
2(t, z)− u0

1(t, z)u
0
2(α, z) (13)

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c0 > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò
z è α, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ α ≥ 0, z > 0, k = 1, 2 âåðíî
íåðàâåíñòâî:

|u0
k(α, z)| ≤ c0z

−1/4 (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì îöåíêó èç ([2], ñòð. ) Äëÿ z ≥ 0 âåð-
íî |
√
tJ0(t)| ≤ const. Ïðèìåíèì å¼ ê íàøåìó êîíêðåòíîìó ñëó÷àþ.

Òóò â ðîëè àðãóìåíòà t âûñòóïàåò âåëè÷èíà
√
zα, ñòàëî áûòü,

|
√√

zαJ0(
√
zα)| < const

Äåëÿ îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ íà
√
αz−1/4, ïîëó÷èì |J0(

√
zα)| <

c√
α
z−1/4. Òîãäà äëÿ u1(α, z) =

√
αJ0(
√
zα) â ñèëó íåðàâåíñòâ

äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ(ñì. [2] ) âåðíî |u0
1(α, z)| ≤

√
αJ0(
√
zα) ≤√

α c√
α
z−1/4.

Àíàëîãè÷íî è |u0
1(α, z)| ≤ cz−1/4, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c1 > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò z
è α, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ α ∈ [0, π/2], z > 0, k = 1, 2 âåðíî:

uk(α, z) = u0
k(α, z) + ωk(α, z), (15)

|ωk(α, z)| ≤ c1z
−3/4α (16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (15) ñëåäóåò èç (12), ãäå

ωk(α, z) = u0
1(α, z)

α∫
0

u0
2(t, z)q(t)uk(t, z)dt−u0

2(α, z)

α∫
0

u0
1(t, z)q(t)uk(t, z)dt

(17)
Òàê êàê, ñîãëàñíî (14), ïðè z > 0

|g(α, t, z)| ≤ c2
0z
−1/2, (18)

òî â óðàâíåíèè (1.1.12) íîðìà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà îöåíèâàåò-

ñÿ ñâåðõó ÷èñëîì 2c2
0z
−1/2

π/2∫
0

q(t)dt. Òîãäà äëÿ sup
z>0

z1/4||uk(z)|| <∞
èìååì îöåíêó

||uk(z)|| = max
0≥α≥π/2

|uk(α, z)| ≤ c0z
−1/4 + c2

0z
−1/2

π/2∫
0

q(t)dt||uk(z)||

(19)
Òåïåðü îöåíêà (16) ñëåäóåò èç (17)-(19). Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ïîñòðîåííûå íàìè íà îòðåçêå [0, π/2] ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé (12) ðåøåíèÿ uk(α, z) óðàâíåíèÿ (7) äîïóñêàþò ïðîäîë-
æåíèÿ íà ïðîìåæóòîê (π2 , π]. Î÷åâèäíî, ôóíêöèè

νk(α, z) = uk(π − α, z) (k = 1, 2), α ∈ (
π

2
, π] (20)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (7) íà
ýòîì ïðîìåæóòêå. Òîãäà ïðîäîëæåíèÿ uk(α, z) âûðàæàþòñÿ, êàê
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè νk(α, z) ïðè α ∈ (π2 , π]:

uk(α, z) = ak1(z)u1(π − α, z) + ak2(z)u2(π − α, z), (21)

ãäå aki(z) � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò z.
Ïðè α = π/2 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

uk(π/2, z) = ak1(z)u1(π/2, z) + ak2(z)u2(π/2, z)
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u′k(π/2, z) = ak1(z)u′1(π/2, z) + ak2(z)u′2(π/2, z), (22)

Î÷åâèäíî, èç ñîîòíîøåíèé (11)-(12) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

W (u1, u2) = W (u0
1, u

0
2) = 1 (23)

Ðåøàÿ ñèñòåìû (22) è ó÷èòûâàÿ (23), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì
óòâåðæäåíèÿì

Ëåììà 4. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7), ïîñòðîåííûå íà îòðåçêå
[0, π/2] êàê ðåøåíèÿ âîëüåððîâûõ óðàâíåíèé (12), ïðîäîëæàþòñÿ
íà ïðîìåæóòîê (π2 , π] ïî ôîðìóëàì (21), ãäå

a11(z) = u1(π/2, z)u
′
2(π/2, z) + u′1(π/2, z)u2(π/2, z) (24)

a12(z) = −2u1(π/2, z)u
′
1(π/2, z) (25)

a22(z) = −a11(z) (26)

a21(z) = −2u2(π/2, z)u
′
2(π/2, z) (27)

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî
ïàðàãðàôà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Îñíîâíàÿ Òåîðåìà. Äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ λ, λ /∈ {n(n +
1)}∞n=0 ÿäðî R0(ω, ω0, λ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

R0(ω, ω0, λ) =
1

2π
√

sinα
[u2(α, λ+ 1/4)−A(λ+ 1/4)u1(α, λ+ 1/4)],

(28)
ãäå

A(z) =
1

2

[
u′2(π/2, z)

u′1(π/2, z)
+
u2(π/2, z)

u1(π/2, z)

]
(29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÿäðî D(α, t, z) ðàâíî:

D(α, t, z) =

{
u2(α, z)u1(t, z), t ≤ α ≤ π

u2(t, z)u1(α, z), α ≤ t ≤ π
(30)
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Íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóÿ (7) è (23), íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ

ν(α, z) =
π∫
0

D(α, t, z)h(t)dt, ãäå h(t) ∈ L2[0, π] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

−ν ′′(α, z)− 1

4 sin2 α
ν(α, z)− zν(α, z) = h(α)

Òîãäà ôóíêöèÿ

u(α, z) =

π∫
0

G(α, t, z)h(t)dt, (31)

ãäå G(α, t, z) åñòü ÿäðî G(z) (ñì.(1.1.28)), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(α, z) =

π∫
0

D(α, t, z)h(t)dt+ cu1(α, z), (32)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî u1(α, z) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñóùåñòâî-
âàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
ε→0

u(α, z)√
π − α

(33)

Ïðè α < π, α ∼ π ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (30) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

u(α, z) = u2(α, z)

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt+ cu1(α, z) +W (α, z), (34)

ãäå W (α, z) = u1(α, z)
π∫
0

u2(t, z)h(t)dt − u2(α, z)
π∫
0

u1(t, z)h(t)dt,

ïðè÷åì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî W (α, z) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|W (α, z)| ≤ a1(π − α)(1 + | ln(π − α)|),

ãäå a1 > 0 � ïîñòîÿííàÿ.
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Òàê ÷òî W (α, z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim
α→π−0

W (α,z)√
π−α = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷à-
ñòè (33) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ. Ñîãëàñíî (1.1.21), ýòó
ñóììó ëåãêî ïðåäñòàâèòü â âèäå

c[a11(z)u1(π − α, z) + a12(z)u2(π − α, z)]+

+

π∫
0

u2(t, z)h(t)dt[a21(z)u1(π − α, z) + a22(z)u2(π − α, z)] =

= [ca11(z) + a21(z)

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt]u1(π − α, z)+

+[ca12(z) + a22(z)

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt]u2(π − α, z)

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ u1(π−α, z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (33), à
ïðåäåë u2(π−α,z)√

π−α ïðè α→ π−0 ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè (èç-çà íàëè÷èÿ
ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòè), òî êîýôôèöèåíò ïðè u2(π − α, z)
äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íóëü:

ca12(z) + a22(z))

π∫
0

u1(t, z)h(t)dt = 0 (35)

Èòàê, èç (1.1.30), (1.1.31) è (1.1.35) ñëåäóåò, ÷òî

G(α, t, z) = D(α, t, z)− a22(z)

a12(z)
u1(α, z)u1(t, z), (36)

ãäå, ñîãëàñíî (1.1.24)-(1.1.25)

A(z) = −a22(z)

a12(z)
=

1

2

[
u′2(π/2, z)

u′1(π/2, z)
+
u2(π/2, z)

u1(π/2, z)

]
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Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (4), (6) è óñëîâèå

lim
α→+0

u1(α, z)√
α

= lim
α→+0

u0
1(α, z)√
α

= 1,

ïîëó÷èì ôîðìóëó (28). Îñíîâíàÿ òåîðåìà äîêàçàíà.
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Äàâëåòîâ Ä. Á. (Óôà, ÁÃÏÓ èì. Ì. Àêìóëëû)
Ôàéçóëèíà Ê. È. (Óôà, ÁÃÓ)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Ïóñòü Ω, ω � îãðàíè÷åííûå ñâÿçíûå îáëàñòè â Rn, n ≥ 3, ñîäåð-
æàùèå íà÷àëî êîîðäèíàò, ∂ω, ∂Ω ∈ C∞, |Sn| � ïëîùàäü åäèíè÷íîé
ñôåðû â Rn, c(ω) > 0 � ãàðìîíè÷åñêàÿ åìêîñòü ω, aij, a ∈ C∞(Ω),

aij = aji, α1|ξ| ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ α2|ξ|, α1, α2 > 0,∀x ∈ Ω,∀ξ =

(ξ1, . . . , ξn), ωε = {x : xε−1 ∈ ω}, Ωε = Ω \ ωε, 0 < ε� 1.
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå

íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂uε
∂xj

)
+ a(x)uε = λεuε, x ∈ Ωε,

uε = 0, x ∈ ∂Ωε.

(1)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ0 � äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàå-
âîé çàäà÷è:

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u0

∂xj

)
+ a(x)u0 = λ0u0, x ∈ Ω,

u0 = 0, x ∈ ∂Ω,

ψ
(1)
0 è ψ

(2)
0 � ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω) ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî ψ
(1)
0 (0) 6= 0, ψ

(2)
0 (0) = 0. Òîãäà ñó-

ùåñòâóþò äâà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ
(1)
ε è λ

(2)
ε êðàåâîé



27

çàäà÷è (1), ñõîäÿùèåñÿ ê λ0, è îíè èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòî-
òèêè ñîîòâåòñòâåííî:

λ(1)
ε := λ0+ε

n−2
∞∑
i=0

εiλ
(1)
i+n−2,0+

d(n)ε2(n−2) ln ε
∞∑
p=0

∞∑
i=(n−2)p

εi lnp ελ
(1)
i+2(n−2),p+1,

(2)

λ(2)
ε := λ0+ε

n
∞∑
i=0

εiλ
(2)
i+n,0+

d(n)ε2(n−2)+2 ln ε
∞∑
p=0

∞∑
i=(n−2)p

εi lnp ελ
(2)
i+2(n−2)+2,p+1,

(3)

λ
(1)
n−2,0 = (n− 2)c(ω) |Sn|

∣∣∣ψ(1)
0 (0)

∣∣∣2 > 0,

λ
(2)
n,0 = |Sn| ∇ψ(2)

0 (0)C2(ω)∇ψ(2)
0 (0) > 0,

ãäå C2(ω) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (n× n)-ìàòðèöà, çàâè-
ñÿùàÿ òîëüêî îò ãåîìåòðèè îáëàñòè ω, à d(n) = 0 ïðè íå÷åò-
íûõ n è d(n) = 1 ïðè ÷åòíûõ n.

� 2. Ïîñòðîåíèå ïîëíûõ ôîðìàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé

Íà÷íåì ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñî ñëåäóþ-
ùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ:

ψ
(s)
0 (x) + εψ

(s∗)
0 (x)

∞∑
i=0

α
(s)
i+1ε

i,

ãäå s∗ = 2, åñëè s = 1 è, íàîáîðîò, s∗ = 1, åñëè s = 2, à α(s)
i+1

� ïîêà ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñëåäóÿ ìåòîäó ñîãëàñîâàíèÿ
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àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [1], ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì ñíà-
÷àëà àñèìïòîòèêè v(s)

p,0 è ãëàâíûå ÷ëåíû âíóòðåííèõ ðàçëîæåíèé:

v
(1)
0,0 ∼ ψ

(1)
0 (0), v

(1)
q,0(ξ) ∼ P (1)

q (ξ) + α
(1)
1 P (2)

q (ξ), q > 1,

v
(2)
1,0(ξ) ∼

n∑
m=1

∂ψ
(2)
0

∂ξm
(0)ξm + α

(2)
1 ψ

(1)
0 (0),

v
(2)
k,0(ξ) ∼ P

(2)
k (ξ) + α

(2)
1 P

(1)
k (ξ), k > 2,

v
(1)
0,0(ξ) =ψ

(1)
0 (0)z0(ξ),

v
(2)
1,0(ξ) =

n∑
m=1

∂ψ
(2)
0

∂ξm
(0)zm(ξ) + α

(2)
1 ψ

(1)
0 (0)z0(ξ),

ãäå ôóíêöèè z0, zm ∈ C∞(Rn \ ω) óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì çàäà-
÷àì:

∆zk = 0, x ∈ Rn \ ω, zk = 0, x ∈ ∂ω

è èìåþò ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèðóåìûå àñèìïòîòèêè íà áåñêî-
íå÷íîñòè:

z0 = 1− z̃0, zm = ξm − z̃m,

ãäå z̃k � ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â Rn \ ω è z̃k = 1 íà ∂ω ñ äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè àñèìïòîòèêàìè íà áåñêîíå÷íîñòè:

z̃k =ck,0ρ
−n+2 +

n∑
p=1

ck,pξpρ
−n +

∞∑
i=2

Z
(k)
i (ξ)ρ−2i−n+2, k = 0, ..., n,

c0,0 = c(ω) � ãàðìîíè÷åñêàÿ åìêîñòü îáëàñòè ω, ck,p � ïîñòîÿí-

íûå, ρ = |ξ|, à Z(k)
i (ξ) � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè i. Çàòåì

ïîëó÷àåì ñòðóêòóðû âíóòðåííèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé:

ψin,1ε,odd(ξ, ε) =
∞∑
i=0

εiv
(1)
i,0 (ξ), ψin,2ε,odd(ξ, ε) =

∞∑
i=1

εiv
(2)
i,0 (ξ). (4)
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Ïîòîì ïðåäïîëàãàåìûå ñòðóêòóðû âíåøíèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé:

ψex,1ε,odd(x, ε) = ψ
(1)
0 (x) + εn−2

∞∑
i=0

εiψ
(1)
i+n−2,0(x)+

εψ
(2)
0 (x)

∞∑
i=0

α
(1)
i+1ε

i,

ψex,2ε,odd(x, ε) = ψ
(2)
0 (x) + εn−1

∞∑
i=0

εiψ
(1)
i+n−1,0(x)+

εψ
(1)
0 (x)

∞∑
i=0

α
(2)
i+1ε

i,

(5)

è îæèäàåìûå ñòðóêòóðû (2), (3) àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (2), (3), (5) â (1), ïîëó÷àåì çàâåäîìî âûïîë-
íÿþùèåñÿ êðàåâûå çàäà÷è

Hψ
(s)
0 = λ0ψ

(s)
0 , x ∈ Ω, ψ

(s)
0 = 0, x ∈ ∂Ω,

è ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
âíåøíèõ ðàçëîæåíèé (5):

(H − λ0)ψ
(s)
n−2,0 = λ

(s)
n−2,0ψ

(s)
0 , x ∈ Ω \ {0} ,

ψ
(s)
n−2,0 = 0, x ∈ ∂Ω,

(H − λ0)ψ
(s)
n−2+i,0 = λ

(s)
n−2+i,0ψ

(s)
0 +

ψ
(s∗)
0

i∑
p=1

α(s)
p λ

(s)
i+n−2−p,0, x ∈ Ω \ {0} ,

ψ
(s)
n−2+i,0 = 0, x ∈ ∂Ω, 1 6 i 6 n− 3,
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(H − λ0)ψ
(s)
i+n−2,0 = λ

(s)
i+n−2,0ψ

(s)
0 +

i−n+2∑
k=0

λ
(s)
n−2+k,0ψ

(s)
i−k,0

+ ψ
(s∗)
0

i∑
p=1

α(s)
p λ

(s)
i+n−2−p,0, x ∈ Ω \ {0} ,

ψ
(s)
i+n−2,0 = 0, x ∈ ∂Ω, i > n− 2,

ãäå

ψ
(2)
n−2,0(x) = λ

(2)
n−2,0 = λ

(2)
n−1,0 = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (2), (3), (4) â (1), ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ âíóòðåííèõ ðàçëîæåíèé (4) ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è:

∆ξv
(2)
0,0 = 0, ξ ∈ Rn \ ω, v

(2)
0,0 = 0, ξ ∈ ∂ω,

∆ξv
(s)
1,0 = (Q1,2(ξ,Dξ) +Q0,1(ξ,Dξ)) v

(2)
0,0, ξ ∈ Rn \ ω,

v
(s)
1,0 = 0, ξ ∈ ∂ω,

∆v
(s)
2,0 = (Q2,2(ξ,D) +Q1,1(ξ,D) +Q0,0(ξ,D)) v

(2)
0,0+

(Q1,2(ξ,D) +Q0,1(ξ,D)) v
(s)
1,0 − λ0v

(2)
0,0, ξ ∈ Rn \ ω,

v
(s)
2,0 =0, ξ ∈ ∂ω,

∆v
(s)
k,0 =

k∑
i=2

(
Qi,2(ξ,D) +Qi−1,1(ξ,D) +Qi−2,0(ξ,D)

)
v

(s)
k−i,0+

(Q1,2(ξ,D) +Q0,1(ξ,D)) v
(s)
k−1,0−

k−3∑
j=0

v
(s)
j,0λ

(s)
k−2−j,0 − λ0v

(s)
k−2,0, ξ ∈ Rn \ ω,

v
(s)
k,0 =0, ξ ∈ ∂ω, k > 3,

ãäå

v
(2)
0,0(ξ) = λ

(2)
n−2,0 = λ

(2)
n−1,0 = 0.
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Êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé è âíåøíèõ ðàçëîæåíèé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé áóäåì ñòðî-
èòü â âèäå

λ
(s)
n−2+i,0 =

i∑
t=0

Λ
(t,s)
n−2+i,0, i > 0,

ψ
(s)
n−2+i,0(x) =

i∑
t=0

Ψ
(t,s)
n−2+i,0(x), i > 0,

α
(s)
i =

i∑
t=0

α
(t,s)
i , i > 0,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç Φex,s
ε,odd,N(x, ε) ðÿäû âèäà (5), ãäå ψ(s)

n−2+i,0(x) è

α
(s)
i çàìåíåíû íà

Φ
(N,s)
n−2+i,0(x) =

min{i,N}∑
t=0

Ψ
(t,s)
n−2+i,0(x),

Θ
(N,s)
i =

min{i,N}∑
t=0

α
(t,s)
i ,

ñîîòâåòñòâåííî. Äàëüíåéøåå ñîãëàñîâàíèå ðÿäîâ ψin,sε,odd(x, ε) è
ψex,sε,odd(x, ε) èç (4) è (5) è îáîñíîâàíèå àñèìïòîòèê (2), (3) ïðîâî-
äèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 12-01-
00445-à).
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ÓÄÊ 519.712.7

ÑÅÒÈ ØÒÅÉÍÅÐÀ Â ÌÀÍÕÝÒÒÅÍÑÊÎÉ ÌÅÒÐÈÊÅ

Åôèìîâ À. À. (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà çíàìåíèòîé ïðîáëåìå ßêîáà
Øòåéíåðà, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïðîáëåìà ß.Øòåéíåðà: Ïóñòü M � ôèêñèðîâàííîå êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Îïèñàòü âñå ìèíèìàëüíûå ñåòè
(ñåòè íàèìåíüøåé äëèíû), çàòÿãèâàþùèå ìíîæåñòâî M .

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà íà ïëîñêîñòè çàäàíà
ìàíõýòòåíñêàÿ ìåòðèêà, è ñîîòâåòñòâåííî âñå òî÷êè èìåþò öåëî-
÷èñëåííûå êîîðäèíàòû. ×åðåç L(M) îáîçíà÷èì ìîùíîñòü ìíîæå-
ñòâà M .

Ïóñòü L(M) = 2. M = {a1, a2}, ãäå a1 = {x1, y1}, a2 = {x2, y2}.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî x1 ≤ x2, y1 ≤ y2. ßñíî,
÷òî ìèíèìàëüíûé ïóòü γ ∈ F := {γ : äëèíà γ = |x1 − x2| + |y1 −
y2|, ïóòü ïðîõîäèò ïî ãðàíèöàì êëåòîê} (ñì. ðèñ. 4).

Ðèñ. 1: Ðèñ. 2:

Ïóñòü L(M) = 3. M = {a1, a2, a3}, ãäå a1 = {x1, y1}, a2 =
{x2, y2}, a3 = {x3, y3}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî
x1 ≤ x2, y1 ≤ y2. Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.
1 ñëó÷àé: òî÷êà a3 ïîïàëà â ïðÿìîóãîëüíèê, "îáðàçîâàííûé"

òî÷êàìè a1 è a2, (áîëåå ôîðìàëüíî, x1 ≤ x3 ≤ x2, y1 ≤ y3 ≤ y2).
Òîãäà ÿñíî, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü, çàòÿãèâàþùàÿ ìíîæåñòâî M
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� ýòî îäíà èç ñåòåé, ñîåäèíÿùàÿ a1 è a2 è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç a3

(ïîñêîëüêó íàøà ñåòü äîëæíà ñîåäèíÿòü â ÷àñòíîñòè òî÷êè a1 è a2,
è çíà÷èò åå äëèíà îöåíèâàåòñÿ ñíèçó äëèíîé ìèíèìàëüíîé ñåòè,
ñîåäèíÿþùåé a1 è a2, à â íàøåì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî,
çíà÷èò íàøà ñåòü ìèíèìàëüíà) (ñì. ðèñ. 2).
2 ñëó÷àé: òî÷êà a3 íå ïîïàëà â ïðÿìîóãîëüíèê, "îáðà-

çîâàííûé" òî÷êàìè a1 è a2. Òîãäà ðàññìîòðèì òî÷êó T =
{ñðåäíåå{x1, x2, x3}, ñðåäíåå{y1, y2, y3}}. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êó T
ìîæíî ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêè, íàéäÿ ïåðåñå÷åíèå òðåõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, "îáðàçîâàííûõ" òî÷êàìè a1, a2, a3 (ñì. ðèñ. 3). Èòàê,
ñîåäèíèì òî÷êè a1, a2, a3 c òî÷êîé T . Òîãäà ïîëó÷åííàÿ ñåòü áóäåò
ìèíèìàëüíîé. ×åðåç ρ(a1, a2) îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êà-
ìè a1, a2. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî ρ(a1, a2) ≤ ρ(a1, T )+ρ(T, a2) � íåðà-
âåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Àíàëîãè÷íî, ρ(a1, a3) ≤ ρ(a1, T ) + ρ(T, a3)
è ρ(a2, a3) ≤ ρ(a2, T ) + ρ(T, a3). Ñëîæèì âñå íåðàâåíñòâà è ðàçäå-
ëèì íà 2. Ïîëó÷èì (const = ρ(a1, a2) + ρ(a1, a3) + ρ(a2, a3))/2 ≤
ρ(a1, T ) + ρ(a2, T ) + ρ(a3, T ). Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå äîñòèãà-
åòñÿ ðàâåíñòâî, òî ïîëó÷àåì, ÷òî íàøà ñåòü ìèíèìàëüíà.

Ðèñ. 3: Ðèñ. 4:

Çàìå÷àíèå: Â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîãî ñëó÷àÿ ìû ïîëàãàëè,
÷òî íàøè òðè òî÷êè ñîåäèíåíû êàêîé-òî îäíîé âåðøèíîé ñî ñòå-
ïåíüþ èíöèäåíòíîñòè, ðàâíîé 3. Ñðàçó îãîâîðèìñÿ, ÷òî ìû íå áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êè Øòåéíåðà, ñ ñòåïåíüþ èíöèäåíòíîñòè,
ðàâíîé 2 (ïîñêîëüêó ìû ìîæåì ïðîñòî óäàëèòü ýòó òî÷êó, è ñîåäè-
íèòü ðåáðîì âåðøèíû, êîòîðûå îíà ñîåäèíÿëà è äëèíà ïðè ýòîì
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íå èçìåíèòñÿ). Èòàê, ïóñòü ó íàñ åñòü òðè âåðøèíû A, B, C. Òî-
ãäà ðàññìîòðèì ïóòè, ñîåäèíÿþùèå AB è AC. Èõ îáùåå íà÷àëî
îáîçíà÷èì ÷åðåç AT (âîçìîæíî, ÷òî T ñîâïàëî ñ A). Òîãäà TB
è TC íå ïåðåñåêàþòñÿ (èíà÷å èìååì öèêë). ßñíî, ÷òî òîãäà TA,
TB è TC åñòü ñåòü Øòåéíåðà, è îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè ðàâíî
3 (èëè æå T ñîâïàëî ñ A, è òîãäà ó íàñ åñòü òîëüêî îòðåçêè AB è
AC).

Çàìåòèì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ìèíèìàëüíûõ ñåòåé.
Ïóñòü Γ � ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà (âåðøèíàìè äåðåâà
ìîãóò áûòü êàê èñõîäíûå âåðøèíû ìíîæåñòâà M , òàê è äîïîë-
íèòåëüíûå âåðøèíû, íàçûâàåìûå òî÷êàìè Øòåéíåðà).
Ñâîéñòâî ëóíêè: Ïóñòü AB � ïðîèçâîëüíîå ðåáðî èç Γ.

Ëóíêîé L(A,B) íàçîâåì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ëåæà-
ùèõ â ïðÿìîóãîëüíèêå, "îáðàçîâàííûõ" âåðøèíàìè A è B. Áîëåå
ôîðìàëüíî, åñëè A = {a1, a2}, B = {b1, b2}, X = {x1, x2}, òî
L(A,B) := {X ∈ Z2 : (a1−x1)(b1−x1) ≤ 0, (a2−x2)(b2−x2) ≤ 0}.
Óòâåðæäåíèå 1.1: Åñëè AB � ðåáðî èç Γ, òî âñå âåðøèíû

äåðåâà Γ ëåæàò âíå L(A,B).
N
Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ∃S ∈ L(A,B). Òîãäà ðàññìîòðèì ñåòü,

ïîëó÷àþùóþñÿ èç íàøåé óäàëåíèåì ðåáðà AB è ïðîâåäåíèåì ðå-
áåð SA è SB. Ò.ê. S ∈ L(A,B) ⇒ ρ(A,B) = ρ(A, S) + ρ(S,B), à
çíà÷èò äëèíà íîâîé ñåòè íå èçìåíèëàñü, íî ïðè ýòîì èç òî÷êè A
â òî÷êó S ìû ìîæåì ïîïàñòü êàê ïî ïóòè èç ñòàðîé ñåòè, òàê è ïî
ðåáðó SA, òî â íîâîé ñåòè åñòü öèêë, à çíà÷èò îíî íå ìèíèìàëüíî
� ïðîòèâîðå÷èå. �
Çàìå÷àíèå: Åñëè â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1.1 îêàçà-

ëîñü, ÷òî ñòàðûé ïóòü èç S â A ñîäåðæàë ðåáðî AB, òî ðàññìîòðèì
ïóòü èç B â S, îí óæå íå ñîäåðæèò AB.
Óòâåðæäåíèå 1.2: Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Øòåéíåðà

èç Γ. Òîãäà ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè òî÷êè T ðàâíà 3 èëè 4.
N
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè AB � ðåáðî èç Γ, òî ìíîæåñòâî âåðøèí èç
Γ, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì ñ A èëè B, ëåæèò â ìíîæåñòâå
F (A,B) := {X ∈ Z2 : X ≤ A èëè B ≤ X ïîêîîðäèíàòíî}, (áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî A ≤ B). Ýòî âåðíî ïîòîìó
êàê èíà÷å, åñëè áû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà S íå ëåæàùàÿ â F , òî ìû
ìîæåì óëó÷øèòü íàøó ñåòü, óäàëèâ AB è ïîñòðîèâ ñåòü, ñîåäè-
íÿþùóþ S, A, B. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëü-
íîñòüþ Γ.

Èòàê, ðàññìîòðèì T = {t1, t2} è ëó÷è, âûõîäÿùèå èç òî÷êè T ,
è ïàðàëëåëüíûå îñÿì êîîðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òî íà îäíîì ëó÷å íå
ìîæåò íàõîäèòñÿ áîëåå îäíîé òî÷êè, èíöèäåíòíîé T . Òîãäà, åñ-
ëè âñå òî÷êè ëåæàò íà ëó÷àõ, òî èõ íå áîëåå 4. Ïóñòü åñòü òî÷êà
S, íå ëåæàùàÿ íè íà êàêîì ëó÷å èç T . Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî
âûøå, îñòàëüíûå òî÷êè, èíöèäåíòíûå T , ìîãóò íàõîäèòñÿ ëèøü â
îäíîé ÷åòâåðòè, ïðîòèâîïîëîæíîé (ò.å. íå ñîñåäíåé) òîé, ãäå ëå-
æèò S (â òîé æå ÷åòâåðòè, ÷òî è S îíè ëåæàòü íå ìîãóò). Òîãäà,
åñëè îñòàëüíûå òî÷êè ëåæàò íà ëó÷àõ, òî âñåãî òî÷åê íå áîëåå
3. Åñëè æå åñòü òî÷êà C, ëåæàùàÿ âíóòðè ëó÷à, òî â ñèëó âûøå
äîêàçàííîãî, îñòàëüíûå òî÷êè äîëæíû ëåæàòü â ïðîòèâîïîëîæ-
íîé ÷åòâåðòè, ê òîé, â êîòîðîé ëåæèò C, ò.å. òàì, ãäå ëåæèò S. À
çíà÷èò òîãäà òî÷åê íå áîëåå 2. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Çàìå÷àíèå: Åñëè ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè òî÷êè T ðàâíà 4, òî
èíöèäåíòíûå åé âåðøèíû ëåæàò íà ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ èç T è ïà-
ðàëëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò.

Ñâîéñòâî êëèíà: Ïóñòü U � âíóòðåííîñòü óãëà ðàâíîãî 90◦,
ïàðàëëåëüíîãî îñÿì êîîðäèíàò.

Óòâåðæäåíèå 1.3: Åñëè U íå ñîäåðæèò ãðàíè÷íûõ òî÷åê èç
Γ, òî îí íå ñîäåðæèò è òî÷åê Øòåéíåðà èç Γ.

N

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî U � ïåðâàÿ ÷åòâåðòü,
âåðøèíà óãëà åñòü òî÷êà {u1, u2}. Ïóñòü ∃T� òî÷êà Øòåéíåðà,
ëåæàùàÿ â U . Òîãäà, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, ñòåïåíü èíöèäåíòíî-
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ñòè òî÷êè T ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî 3 (èíà÷å ñïðàâà îò íåe
äîëæíà ëåæàòü èíöèäåíòíàÿ åé òî÷êà � ïðîòèâîðå÷èå óñëîâèþ).
Çíà÷èò, åñëè íàøà òî÷êà Øòåéíåðà ñîåäèíÿåò òðè òî÷êè A, B
è C, òî T = {ñðåäíåå{a1, b1, c1}, ñðåäíåå{a2, b2, c2}}. À ò.ê. ó ëþ-
áîé èç ýòèõ òî÷åê ëèáî àáñöèññà ìåíüøå u1, ëèáî îðäèíàòà ìåíü-
øå u2, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî a1, b1 < u1. Òîãäà
t1 = ñðåäíåå{a1, b1, c1} < u1, íî t1 > u1, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
�

Câîéñòâî äâîéíîãî êëèíà: Ïóñòü R = R1

⋃
R2 � âåðòèêàëü-

íûé óãîë, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, âåëè-
÷èíà ðàâíà 90◦, è X � åãî âåðøèíà.

Óòâåðæäåíèå 1.4: Åñëè âñå ãðàíè÷íûå âåðøèíû ìèíèìàëü-
íîãî äåðåâà Øòåéíåðà Γ ëåæàò â âåðòèêàëüíîì óãëå R, òî â R
ñîäåðæàòñÿ âñå òî÷êè Øòåéíåðà èç Γ. Áîëåå òîãî,

a) åñëè âåðøèíà X óãëà R íå ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê äåðåâà Γ, òî ñàìîå áîëüøîå îäíî ðåáðî èç Γ èìååò îäíó
êîíöåâóþ òî÷êó â R1, à äðóãóþ â R2, ò.å. íå â R ìîæåò ëåæàòü íå
áîëåå îäíîãî ðåáðà èç Γ;

á) åñëè âåðøèíà X óãëà R ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ãðàíè÷íûõ
òî÷åê äåðåâà Γ, òî äåðåâî Γ öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â R.

N

Ðàññìîòðèì äîïîëíåíèå ê R. Ýòî áóäåò óãîë P = P1

⋃
P2, ñòî-

ðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, à âåëè÷èíà ðàâíà
90 ◦. Òîãäà ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå 1.3 ê óãëàì P1 è P2, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå.

Òåïåðü äîêàæåì ïóíêò à). Ïóñòü íàøëèñü òî÷êè A1, B1 ∈
R1, A2, B2 ∈ R2 : A1A2, B1B2 ∈ Γ. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèêè
T1 è T2, "îáðàçîâàííûå" âåðøèíàìè A1, A2 è B1, B2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Çàìåòèì, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî, ò.ê. X ∈ T1, X ∈ T2,
çíà÷èò, ïóñòü îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ S1 ∈ R1 è S2 ∈ R2.
Òîãäà ðàññìîòðèì äðóãóþ ñåòü. Óáåðåì ðåáðà A1A2, B1B2 è ïðî-
âåäåì ðåáðà A1S1, B1S1, S1S2, S2A2, S2B2 (ñì. ðèñ. 4). Çàìåòèì,
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÷òî äëèíà ïîëó÷åííîé ñåòè áóäåò ìåíüøå èñõîäíîé íà S1S2. Ïîëó-
÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ. (Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà
B1 ∈ T1, òî ñ÷èòàåì S1 = B1, àíàëîãè÷íî, A1 ∈ T2, òî S1 = A1;
åñëè A2 ∈ T2, òî S2 = A2, åñëè B2 ∈ T1, òî S2 = B2)

Ïóíêò á). Îïÿòü æå, Ïóñòü íàøëèñü òî÷êè A1 ∈ R1, A2 ∈ R2 :
A1A2 ∈ Ã, X ∈ Γ. Íî òîãäà X ∈ L(A1, A2) � ïðîòèâîðå÷èå. �

Çàìåòèì, ÷òî ò.ê. ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè òî÷êè Øòåéíåðà ðàâ-
íà 3 èëè 4, è ìû çíàåì, ÷òî åå êîîðäèíàòû íå âûõîäÿò èç ìíîæå-
ñòâà àáñöèññ è îðäèíàò ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Òîãäà, åñëè ó íàñ äàíîN
òî÷åê, òî ÷èñëî âîçìîæíûõ ïîçèöèé òî÷åê Øòåéíåðà îöåíèâàåòñÿ
N 2. Ïîêàæåì, ÷òî èõ ÷èñëî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.
Ëåììà: Ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ ìèíèìàëüíîãî äåðåâàØòåé-

íåðà, òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà Øòåéíåðà èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì
2 òî÷êàì Øòåéíåðà.
N
1 ñëó÷àé: Ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè òî÷êè Øòåéíåðà ðàâíà 4.

Ïóñòü T èíöèäåíòíà 4 òî÷êàì Øòåéíåðà. Òîãäà âîçìîæíû 4 ïîä-
ñëó÷àÿ (ñì. ðèñ. 5, ðèñ. 6, ðèñ. 7, ðèñ. 8).

Ðèñ. 5: Ðèñ. 6:

a) Ó íàñ èìåþòñÿ äâà "îäíîíàïðàâëåííûõ îòðîñòêà" T2S2 è
T4S4; òî÷êè T2, T4 èíöèäåíòíîñòè 3 (ñì. ðèñ. 5). Òîãäà íà÷íåì ñäâè-
ãàòü íàøó ñåòü äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà ëèáî T íå ïåðåéäåò â S3

(òîãäà ìû ïðîñòî óáðàëè òî÷êó Øòåéíåðà), ëèáî T2 ïåðåéäåò â S2

(óáèðàåì T2), ëèáî T4 ïåðåéäåò â S4 (óáèðàåì T4). Åñëè òî÷êà S2

(S4) � ãðàíè÷íàÿ, òî âñå õîðîøî, ïðîâîäèì àíàëîãè÷íîå ðàññóæ-
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äåíèå äëÿ òî÷åê T1 è T3 (äâèãàåì ñ ðàçáîðîì ñëó÷àåâ), åñëè æå S2

(S4) � òî÷êà Øòåéíåðà, òî èíäóêòèâíî ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèå
(÷èñëî òî÷åê Øòåéíåðà óìåíüøèëîñü íà 1, à èõ êîíå÷íî).
b) Ó íàñ èìåþòñÿ äâà "ðàçíîíàïðàâëåííûõ îòðîñòêà" T2S2 è

T4S4; òî÷êè T2, T4 èíöèäåíòíîñòè 3 (ñì. ðèñ. 6). Çàìåíÿåì òî÷êó
T íà T ′ è T ′′. Îäíó òî÷êó äâèãàåì âëåâî (ïîêà T ′ íå ïåðåéäåò â
T1, èëè T4 â S4), à âòîðóþ âïðàâî (ïîêà T ′′ íå ïåðåéäåò â T3, èëè
T2 â S2). Â èòîãå ìû äîáàâèì îäíó òî÷êó Øòåéíåðà è óáåðåì äâå
òî÷êè.

Ðèñ. 7: Ðèñ. 8:

c) Ó íàñ èìåþòñÿ äâà "îäíîíàïðàâëåííûõ îòðîñòêà" T2S2 è
T4S4; òî÷êà T2 èíöèäåíòíîñòè 4, T4 èíöèäåíòíîñòè 3 (ñì. ðèñ. 7).
Òî÷êó T2 çàìåíÿåì íà äâå òî÷êè T ′2 è T ′′2 . Òî÷êó T ′2 îñòàâëÿåì
íà ìåñòå, T ′′2 ñäâèãàåì âïðàâî. Òîãäà ÷èñëî òî÷åê Øòåéíåðà íå
óâåëè÷èòñÿ, íî ÷èñëî òî÷åê, ñòåïåíè èíöèäåíòíîñòè 4 óìåíüøèòñÿ
õîòÿ áû íà 1 (ñîáñòâåííî, áëàãîäàðÿ ýòîìó ìû ìîæåì îáåùàòü, ÷òî
èíäóêòèâíûé àëãîðèòì çàêîí÷èòñÿ).
d) Ó íàñ èìåþòñÿ äâå òî÷êè T2, T4 èíöèäåíòíîñòè 4. Òî÷êó T2

çàìåíÿåì íà äâå òî÷êè T ′2 è T
′′
2 , S2 çàìåíÿåì íà äâå òî÷êè S ′2 è S

′′
2 .

T ′2 è S
′
2 îñòàâëÿåì íà ìåñòå, à T ′′2 è S ′′2 ñäâèãàåì, íàïðèìåð, âïðàâî.

Òîãäà ÷èñëî òî÷åê Øòåéíåðà èíöèäåíòíîñòè 4 óìåíüøèòüñÿ íà 2.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ðàç ó íàñ ëèáî óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî òî-

÷åê Øòåéíåðà èíöèäåíòíîñòè 4, ëèáî ïðîñòî ÷èñëî òî÷åê Øòåé-
íåðà.
2 ñëó÷àé: Ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè òî÷êè Øòåéíåðà ðàâíà 3.
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Òîãäà âîçìîæíû 4 ïîäñëó÷àÿ (ñì. ðèñ. 9, ðèñ. 10, ðèñ. 11, ðèñ. 12).
Âñå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî 1 ñëó÷àþ. �

Ðèñ. 9: Ðèñ. 10:

Ðèñ. 11: Ðèñ. 12:

Óòâåðæäåíèå 3.1: Ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ ìèíèìàëüíîãî
äåðåâà Øòåéíåðà äëÿ N ãðàíè÷íûõ òî÷åê, ãäå ÷èñëî òî÷åê Øòåé-
íåðà ≤ N − 2.
N
Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ, ïîëó÷åííóþ èç ïðåäûäóùåé ëåì-

ìû. Ðàññìîòðèì ãðàô, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç òî÷åê Øòåéíåðà è
ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Ñîãëàñíî ëåììå, ýòî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ
öåïî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ öåïî÷êà èç N ýëåìåíòîâ ìî-
æåò ñîåäèíÿòüñÿ ìèíèìóì ñ 1∗(N−2)+2∗2 = N+2 ãðàíè÷íûìè
òî÷êàìè. Òàêæå íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî äâå ðàçíûå öåïî÷êè ìîãóò
èìåòü ëèøü îäíó îáùóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó (èíà÷å öèêë). Ïðè÷åì,
åñëè â îäíîé öåïî÷êå N òî÷åê, à â äðóãîé M , òî îíè äîëæíû ñî-
åäèíÿòüñÿ ìèíèìóì ñ (N+2)+(M+2)−1 = N+M+3 ãðàíè÷íû-
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ìè òî÷êàìè. Òàêæå îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, ëþáàÿ öåïî÷êà ìîæåò
èìåòü ëèøü äâå îáùèå ãðàíè÷íûå òî÷êè ñ êàêèìè-òî äðóãèìè äâó-
ìÿ öåïî÷êàìè, ïðè÷åì, â ñèëó òîãî, ÷òî íàø ãðàô � äåðåâî, ýòè
ñâÿçè âûñòðàèâàþòñÿ â íîâûå ëèíåéíûå öåïî÷êè, ÷òî, ñîáñòâåííî,
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
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ÓÄÊ 517.984

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈß

Åðøîâ À. À. (×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ),
Ãàäûëüøèí Ð. Ð. (Óôà,ÁàøÃÏÓ)

Â [1, �1, ñ.17, �4, ñ.28] ïðèâåä¼í ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îáðàçöà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû:

R =
1

2εσ
+O(1), ε→ 0, (1)

ãäå ε � ðàäèóñ ìàëûõ êðóãëûõ êîíòàêòîâ íà óïëîù¼ííîé ÷àñòè
ãðàíèöû, σ � óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ìàòåðèàëà. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñîïðîòèâëåíèÿ,
ïðè÷åì, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîíòàêòîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Ïóñòü Ω � ñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3, ∂Ω ∈ C∞, êîòî-
ðàÿ èìååò äâà ïëîñêèõ ó÷àñòêà. Ñ íèìè ñâÿæåì äåêàðòîâû ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò: O+x è O−y. Ïóñòü îñè O+x3 è O−y3 íàïðàâëåíû
ïî âíóòðåííèì íîðìàëÿì îáëàñòè Ω â îêðåñòíîñòè ýòèõ ó÷àñòêîâ
ãðàíèöû, γ± � çàìûêàíèÿ îãðàíè÷åííûõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé
íà ïëîñêîñòÿõ x3 = 0 è y3 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, ∂γ± ∈ C∞. Ïóñòü
γε± := {z : ε−1z ∈ γ±}. Â ðàáîòå ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

R =
1

ε
·
Cγ+ + Cγ−
2πσCγ+Cγ−

− 1

2πσ

(
G+(O−) +G−(O+)

)
+O(ε). (2)

Çäåñü è âñþäó äàëåå, Cγ± > 0 � ¼ìêîñòè äèñêîâ γ± , G±(x) =
r−1
± + g±(x), ãäå r+ = |x|, r− = |y|, à ôóíêöèè g±(x) ∈ C∞(Ω)
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷:{ ∆g± = 0, x ∈ Ω,

∂g±
∂n

= −2π − ∂

∂n

(
1

r±

)
, x ∈ ∂Ω\O±, g±(O±) = 0.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êðóãîâûõ êîíòàêòîâ γε± ðàäèóñà ε èçâåñòíî

(ñì., íàïðèìåð, [2, ãë.1, �4]), ÷òî Cγ± =
2

π
. Ïîýòîìó äëÿ ýòîãî
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÷àñòíîãî ñëó÷àÿ â ñèëó (2) ïîëó÷àåì, ÷òî

R =
1

2σε
− 1

2πσ

(
G+(O−) +G−(O+)

)
+O(ε).

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí ñëåäóþùèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìó-
ëû (1).

� 1. Ñâåäåíèå ê êðàåâîé çàäà÷å

Ïî çàêîíó Îìà ñîïðîòèâëåíèå R =
∆U

I
, ãäå ∆U � ðàçíîñòü

ïîòåíöèàëîâ íà êîíòàêòàõ, I � ñèëà òîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
ïðîâîäíèê. Çíàÿ ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë u(x, ε) â êàæäîé òî÷-
êå ïðîâîäíèêà Ω, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ
∆U = |u(O+) − u(O−)| è ñèëó òîêà êàê ìîäóëü ïîâåðõíîñòíîãî
èíòåãðàëà ïî ëþáîìó ñå÷åíèþ H ïðîâîäíèêà

I =

∣∣∣∣σ ∫∫
H

∂u

∂nH
dS

∣∣∣∣, (3)

ãäå nH � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ñå÷åíèÿ H, à σ
∂u

∂nH
� ïëîòíîñòü

ñèëû òîêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ñå÷åíèå H.
Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë u(x, ε) ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðå-

øåíèÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:
∆u = 0, x ∈ Ω,
∂u

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω\{γε+ ∪ γε−},

u = U±, x ∈ γε±,
(4)

ãäå U+, U− � ïîòåíöèàëû íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, n � âíåø-
íÿÿ íîðìàëü. Èç ([3]) è òåîðåì î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèé
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [4, ãë. IV, �2, ï. 3]) ñëå-
äóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) â êëàññå
ôóíêöèé èç C∞(Ω\{∂γε+∪∂γε−})∩C(Ω). Ïîñêîëüêó èñêîìîå ñîïðî-
òèâëåíèå ïðîâîäíèêà íå çàâèñèò îò íàïðÿæåíèÿ, òî äëÿ óäîáñòâà
ïîëîæèì U+ = 1, U− = −1.
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� 2. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè

Îáîçíà÷èì ξ = (ξ1, ξ2, ξ3), ρ = |ξ|. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà
ξ ∈ R3

+, åñëè ξ3 > 0, è ÷òî ξ ∈ R3
+, åñëè ξ3 > 0. Ïóñòü γ �

çàìûêàíèå íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èç R2,
Cγ � ¼ìêîñòü äèñêà γ. Èç ([5], ëåììû 3) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

ðåøåíèÿ E(γ, ξ) ∈ C∞
(
R3

+\∂γ
)
∩ C

(
R3

+

)
êðàåâîé çàäà÷è

∆E = 0, ξ ∈ R3
+,

E = 1, ξ ∈ γ,
∂E

∂ξ3
= 0, ξ ∈ {ξ : ξ3 = 0, ξ 6∈ γ},

E → 0, ρ = |ξ| → ∞,
è êîòîðîå èìååò àñèìïòîòèêó

E(γ, ξ) = Cγρ
−1 +O

(
ρ−2
)
, ρ→∞,

Áóäåì èñêàòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) â âèäå

u(x, ε) = u0(x) + εu1(x) + ... ïðè r± >Mεα, α ∈ (0, 1). (5)

u(x, ε) = v+
0

(x
ε

)
+ εv+

1

(x
ε

)
+ ... ïðè r+ 6Mεα, (6)

u(x(y), ε) = v−0

(y
ε

)
+ εv−1

(y
ε

)
+ ... ïðè r− 6Mεα, (7)

Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (5) â (6) è ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è:{

∆uk = 0, x ∈ Ω,
∂uk
∂n

= 0, x ∈ ∂Ω\{O+ ∪O−}, k = 0, 1, ...
(8)

Îáîçíà÷èì ξ =
x

ε
â îêðåñòíîñòè O+, ξ =

x

ε
â îêðåñòíîñòè O−,

ρ = |ξ|. Ïîäñòàâèâ (6), (7) â (6) è ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííû ξ, ïîëó÷àåì
∆v±k = 0, ξ ∈ R3

+,
v±k = δ0k, ξ ∈ γ±,
∂v±k
∂ξ3

= 0, ξ ∈ {ξ : ξ3 = 0, ξ 6∈ γ±}, k = 0, 1, ...
(9)
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Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè

u0(x) ≡ A0, (10)

ãäå A0 � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ìåòî-
äó ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â îêðåñòíîñòÿõ γ±
ðåøåíèå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå:

v±0 (ξ) = A0 + o(1), ρ→∞. (11)

Èç îïðåäåëåíèÿ E(ξ) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè

v±0 (ξ) =A0(1− E(γ±, ξ))± E(γ±, ξ)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ (9) è èìåþò àñèìïòîòèêè

v±0 (ξ) = A0±
B±0
ρ

+
X±1 (ξ)

ρ3
+ ..., B±0 = (1∓A0)Cγ±, ρ→∞, (12)

êîòîðûå óòî÷íÿþò àñèìïòîòèêè (11). Çäåñü X±1 (ξ) � îäíîðîäíûå
ïîëèíîìû ïåðâîé ñòåïåíè. Ïåðåïèñûâàÿ àñèìïòîòèêè (12) â ïåðå-
ìåííûõ x è y, ïîëó÷àåì, ÷òî v±0 (ξ) = A0 ± εB±0 r−1

± + . . . .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

u1(x) = ±B
±
0

r±
+O(1), r± → 0. (13)

Åñëè B−0 = B+
0 , òî, âî-ïåðâûõ,

A0 =
Cγ+ − Cγ−
Cγ+ + Cγ−

, B−0 = B+
0 = B0 =

2Cγ+Cγ−
Cγ+ + Cγ−

, (14)

à, âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (5) ñ àñèìïòîòèêîé (13):

u1(x) = B0

(
G+(x)−G−(x)

)
+ A1, (15)

ãäå ïîñòîÿííàÿ A1 åù¼ íå îïðåäåëåíà. Ïåðåïèøåì ñóììó u0(x) +
εu1(x) â ïåðåìåííûõ ξ â îêðåñòíîñòÿõ O+ è O−:

u0(εξ) + εu1(εξ) = A0 ±
B0

ρ
+ ε
(
A1 ∓B0G∓(O±)

)
+O(ε2).
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Îòñþäà ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ v±1 (ξ):

v±1 (ξ)→ A1 ∓B0G∓(O±), ρ→∞. (16)

Èç îïðåäåëåíèÿ E(ξ) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè

v±1 (ξ) = (A1 ∓B0G∓(O±))(1− E(γ±, ξ))

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ (9) è èìåþò àñèìïòîòèêè

v±1 (ξ) = A1 ∓B0G∓(O±)± B±1
ρ

+ ..., ρ→∞,

B±1 = Cγ±
(
B0G∓(O±)∓A1

)
, (17)

êîòîðûå óòî÷íÿþò àñèìïòîòèêè (16). Ïåðåïèøåì ñóììó v+
0 (ξ) +

εv+
1 (ξ) â ïåðåìåííûõ x, à ñóììó v−0 (ξ) + εv−1 (ξ) â ïåðåìåííûõ y è

âûäåëèì åùå íå ñîãëàñîâàííûå ÷ëåíû:

v+
0

(x
ε

)
+ εv+

1

(x
ε

)
= ...+ ε2

(X+
1 (x)

r3
+

+
B+

1

r+

)
+ ...,

v−0

(y
ε

)
+ εv−1

(y
ε

)
= ...+ ε2

(X−1 (y)

r3
−
− B−1
r−

)
+ ...

Îòñþäà ñëåäóåò àñèìïòîòèêà

u2(x) =
X±1
r3
±
± B±1
r±

+ ..., r± → 0. (18)

Åñëè B+
1 = B−1 , òî, âî-ïåðâûõ, â ñèëó (14) è (17) ïîëó÷àåì, ÷òî

A1 =
2Cγ+Cγ−

(Cγ+ + Cγ−)2

(
Cγ+G−(O+)− Cγ−G+(O−)

)
,

B+
1 = B−1 = B1 = 2

( Cγ+Cγ−
Cγ+ + Cγ−

)2(
G+(O−) +G−(O+)

)
, (19)

âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u2 çàäà÷è (8) ñ àñèìïòîòèêîé (18).



46

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ðàçëîæåíèÿ (5), (6) è (7). Èõ
îáîñíîâàíèå ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ([5, ëåììà 4]). Ïîä-
ñòàâëÿÿ (6), (10), (15) è (18) â âûðàæåíèå (3) ïîëó÷èì, ÷òî

I = σ

∣∣∣∣(εB0 + ε2B1

)∫∫
H

∂

∂nH

( 1

r+
− 1

r−

)
dS

∣∣∣∣+O(ε3) =

= ε · 2πσB0 + ε2 · 2πσB1 +O(ε3).

Èòàê,

R =
∆U

I
=

1

ε
· 1

πσB0
− B1

πσB2
0

+O(ε).

Ó÷èòûâàÿ (14) è (19), ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó (2).

Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (14-31-
50424-ìîë_íð) è "Ôîíäîì ïîääåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Êîíêóðñ
Ì¼áèóñà". Âòîðîé àâòîð ïîääåðæàí ãðàíòîì ÐÔÔÈ (14-01-00322).
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ÇÀÄÀ×À ÄÈÐÈÕËÅ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ Ñ
ÁÛÑÒÐÎÎÑÖÈËËÈÐÓÞÙÈÌ È ÄÅËÜÒÎÎÁÐÀÇÍÛÌ

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀÌÈ

Ãàäûëüøèí Ò. Ð. (Óôà, ÓÃÀÒÓ)

� 1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ:

Lµ,εuµ,ε :=− d2uµ,ε
dx2

+

(
q

(
x,
x

µ

)
+ ε−1Q

(x
ε

))
uµ,ε

=f

(
x,
x

µ

)
, x ∈ (a, b), uµ,ε(a) = uµ,ε(b) = 0,

(1)

ãäå q(x, ξ), f(x, ξ) � 1-ïåðèîäè÷åñêèå ïî ξ ôóíêöèè èç C([a, b] ×
(−∞,∞)), a < 0 < b, Q(ξ) ∈ C0(−∞,∞), 0 < µ, ε � 1, ïðè÷åì,
q(x, ξ) > 0, Q(ξ) > 0.

Îáîçíà÷èì [g] (x) =
∫ 1

0 g(x, ξ)dξ, 〈Q〉 =
∫∞
−∞Q(ξ)dξ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäó-
þùåãî óòâåðæäåíèÿ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîãî èñïîëüçîâàíà
êîìáèíàöèÿ ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [1]
è ìåòîäà óñðåäíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
(1) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖uµ,ε − U‖C[a,b] = O(µ+ ε). (2)

ãäå U(x) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

−d2U

dx2
+ [q](x)U = [f ](x), x ∈ (a, 0) ∪ (0, b),

U(a) = U(b) = 0, U ′(+0)− U ′(−0) = 〈Q〉U(0).
(3)
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� 2. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ

Ïóñòü Uµ,0(x) è yµ,∓(x) ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷:

LµUµ,0 :=− d2Uµ,0
dx2

+ q

(
x,
x

µ

)
Uµ,0 = f

(
x,
x

µ

)
, x ∈ (a, b),

Uµ,0(a) = Uµ,0(b) = 0,

(4)

Lµyµ,− =0, x ∈ (a, 0), yµ,−(a) = 0, yµ,−(0) = 1,

Lµyµ,+ =0, x ∈ (0, b), yµ,+(b) = 0, yµ,+(0) = 1.
(5)

Òàê êàê 0 < q < κ, òî

‖Uµ,0‖C2[a,b] + ‖yµ,−‖C2[a,0] + ‖yµ,+‖C2[0,b] = O(1). (6)

Òàê êàê íîñèòåëü ôóíêöèè Q
(
x
ε

)
ëåæèò â îêðåñòíîñòè íóëÿ

ïîðÿäêà ε, òî Lµ,ε = Lµ âíå ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ
ìåòîäó ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, âíå îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ âíåøíåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (1) áóäåì èñêàòü â âèäå

Uµ(x) = Uµ,0(x) + Aµ

{
yµ,−(x), x ∈ [a, 0]
yµ,+(x), x ∈ (0, b] , (7)

ãäå Aµ � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà

Uµ(0) = Uµ,0(0) + Aµ, U ′µ(∓0) = U ′µ,0(0) + Aµy
′
µ,∓(0), (8)

à â ñèëó êðàåâûõ çàäà÷ (4) è (5) èìååì:

LµUµ =f, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), Uµ(a) = Uµ(b) = 0, (9)

Uµ ∈ C[a, b] ∩ C2[a, 0] ∩ C2[0, b]. (10)

Çäåñü è âñþäó äàëåå â çàïèñè (10) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîâïàäåíèå
ïðåäåëîâ ñëåâà è ñïðàâà â íóëå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Uµ(x). Íî,
ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (10) â ñèëó óðàâíåíèÿ èç (4) ñëåäóåò, ÷òî

U ′′µ(+0) = q(0, 0)Uµ(0)− f(0, 0) = U ′′µ(−0). (11)
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Ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ Uµ(x) â ðÿä Òåéëîðà â íóëå:

Uµ(x) = Uµ(0) +

{
U ′µ(−0)x+O(x2), x < 0
U ′µ(+0)x+O(x2), x > 0

è ïåðåõîäÿ â ê âíóòðåííåé ïåðåìåííîé ξ = x
ε , ïîëó÷àåì

Uµ(x) =Uµ(0) +

{
εU ′µ(−0)ξ +O(ε2ξ2), ξ < 0
εU ′µ(+0)ξ +O(ε2ξ2), ξ > 0

. (12)

Èç ðàâåíñòâ (12) è ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðèáëèæåíèå ñëåäóåò
èñêàòü â âèäå

Vµ(ξ, ε) = v0,µ(ξ) + εv1,µ(ξ), (13)

òðåáóÿ îò vj,µ(ξ) ñëåäóþùåãî ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè:

v0,µ(ξ) =Uµ(0) + o(1), ξ → ∓∞, (14)

v1,µ(ξ) =U ′µ(∓0)ξ + o(|ξ|), ξ → ∓∞. (15)

Òàê êàê d2

dx2 = ε−2 d2

dξ2 , òî â ñèëó (13) èìååì:

Lµ,εVµ

(x
ε
, ε
)

=− ε−2 d2v0,µ

dξ2

(
x

µ

)
+ ε−1

(
Q

(
x

µ

)
v0,µ

(
x

µ

)
− d2v1,µ

dξ2

(
x

µ

))
+

+ q

(
x,
x

µ

)
v0,µ

(
x

µ

)
+ εq

(
x,
x

µ

)
v1,µ

(
x

µ

)
+Q

(
x

µ

)
v1,µ

(
x

µ

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ
ε, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íà v1,µ:

v′′0,µ(ξ) = 0, (16)

v′′1,µ(ξ) = Q(ξ)v0,µ(ξ). (17)
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèè vj,µ(ξ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâ-
íåíèé (16) è (17), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Lµ,εVµ

(x
ε
, ε
)

=q

(
x,
x

µ

)
v0,µ

(x
ε

)
v1,µ

(x
ε

)
+ εq

(
x,
x

µ

)
v1,µ

(x
ε

)
+Q

(x
ε

)
.

(18)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ

v0,µ(ξ) ≡ Uµ(0) (19)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (16) ñ àñèìïòîòèêîé (14).
Ïîäñòàâëÿÿ (19) â ïðàâóþ ÷àñòü (17), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

v1,µ(ξ) =Uµ(0)

ξ∫
−∞

Q(τ)

ξ∫
τ

dtdτ + cµξ (20)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17) äëÿ ëþáûõ cµ è

v1,µ(ξ) =

{
cµξ, ξ → −∞,
(cµ + Uµ(0) 〈Q〉) ξ + Cµ, ξ → +∞ , (21)

ãäå

Cµ = −Uµ(0)

∞∫
−∞

τQ(τ)dτ. (22)

Ïðèðàâíèâàÿ â (21) è (15) êîýôôèöèåíòû ïðè ξ → ∓∞, ñ ó÷åòîì
(8) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ cµ è Aµ:

cµ =U ′µ,0(0) + Aµy
′
µ,−(0) = U ′µ(−0), (23)

cµ +
(
Uµ,0(0) + Aµ

)
〈Q〉 =U ′µ,0(0) + Aµy

′
µ,+(0) = U ′µ(+0). (24)

Îòñþäà íàõîäèì cµ è

Aµ =
Uµ,0(0) 〈Q〉

y′µ,+(0)− y′µ,−(0)− 〈Q〉
. (25)
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Òàêèì îáðàçîì, âûáðàâ Aµ è cµ â ñîîòâåòñòâèè ñ (25) è (23),
âî-ïåðâûõ, îêîí÷àòåëüíî îïðåäåëèëè Uµ(x) è vi,µ(ξ) èç (7), (19) è
(20), à âî-âòîðûõ, äîáèëèñü ðàâåíñòâ (14) è (15).

Áîëåå òîãî, òàê êàê Q(ξ) ∈ C0(−∞,∞), òî èç (20), (21), (23) è
(24) âûòåêàåò, ÷òî

v1,µ(ξ) ≡
{
U ′µ(−0)ξ ïðè ξ ëåâåå suppQ(ξ)
U ′µ(+0)ξ + Cµ ïðè ξ ïðàâåå suppQ(ξ) . (26)

Ïóñòü U0(x), y±(x) � ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

−d2U0

dx2
+ [q](x)U0 =[f ](x), x ∈ (a, b), U0(a) = U0(b) = 0,

−d2y−
dx2

+ [q](x)y− =0, x ∈ (a, 0), y−(a) = 0, y−(0) = 1,

−d2y+

dx2
+ [q](x)y+ =0, x ∈ (0, b), y+(b) = 0, y+(0) = 1.

Èç ìåòîäà óñðåäíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2]) âûòåêàåò, ÷òî

‖Uµ,0−U0‖C1[a,b]+‖yµ,−−y−‖C1[a,0]+‖yµ,+−y+‖C1[0,b] = O(µ). (27)

Îáîçíà÷èì

Wµ,ε(x) =Uµ(x) + Vµ

(x
ε
, ε
)
−
(
Uµ(0) +

{
U ′µ(−0)x, x 6 0,
U ′µ(+0)x, x > 0

)
− ε2ṽ2,µ

(x
ε

)
,

(28)
ãäå

ṽ2,µ(ξ) = ξ

ξ∫
−∞

v1,µ(τ)Q(τ)dτ −
ξ∫

−∞

τv1,µ(τ)Q(τ)dτ. (29)

Èç îïðåäåëåíèÿ Wµ,ε è ðàâåíñòâ (13), (19), (20) è (29) â ñèëó (10)
è (11) ïîëó÷àåì, ÷òî

Wµ,ε(x) ∈ C2[a, b],
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à èç (1), (28), (9), (18) è (29) â ñèëó (20), (23), (26), (22), (7), (27)
è (6) ñëåäóåò, ÷òî

‖Lµ,ε(uµ,ε −Wµ,ε)‖C[a,b] = O(ε)

(uµ,ε(a)−Wµ,ε(a)) = O(ε), (uµ,ε(b)−Wµ,ε(b)) = O(ε).

À òàê êàê
(
q
(
x, xµ

)
+ ε−1Q

(
x
ε

))
> 0, òî, ïîëó÷àåì, ÷òî

‖uµ,ε −Wµ,ε‖C[a,b] = O(ε). (30)

Ïîëîæèì

U(x) := U0(x) + A

{
y−(x), x ∈ [a, 0]
y+(x), x ∈ (0, b] , (31)

ãäå

A =
U0(0) 〈Q〉

y′+(0)− y′−(0)− 〈Q〉
, (32)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ U(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
êðàåâîé çàäà÷è (3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

‖Wµ,ε − U‖C[a,b] = O(ε)

â ñèëó (31), (32), (7), (25) è (27), îïðåäåëåíèÿ (28) è ðàâåíñòâ (20),
(23), (26), (22), (29), è (27). Îòñþäà è èç (30) âûòåêàåò ðàâåíñòâî
(2).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Èëüèí À. Ì. Ñîãëàñîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðå-
øåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà, 1989.

[2] Èëüèí À. Ì., Äàíèëèí À. Ð. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â àíà-
ëèçå. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2009.



53

ÓÄÊ 534.113

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÄËÈÍÛ È ÏËÎÒÍÎÑÒÈ
ÊÎÐÐÎÇÈÎÍÍÎÃÎ Ó×ÀÑÒÊÀ ÑÒÅÐÆÍß ÏÎ

ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ×ÀÑÒÎÒÀÌ ÏÐÎÄÎËÜÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

Àõòÿìîâ À. Ì., Ãàëååâà Ä. Ð. (Óôà, ÁàøÃÓ)

Ââåäåíèå

Íåñìîòðÿ íà èçîëÿöèîííîå ïîêðûòèå, áîëüøèíñòâî ïîäçåìíûõ
òðóáîïðîâîäîâ ïîäâåðæåíî ïîñòåïåííîìó êîððîçèîííîìó ðàçðó-
øåíèþ ïîä âëèÿíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû. Ïîýòîìó åñòü íåîáõî-
äèìîñòü íå òîëüêî â ýôôåêòèâíîé ïðîòèâîêîððîçèîííîé çàùèòå
òðóá, íî è â ñâîåâðåìåííîé ïðîâåðêå òðóá íà íàëè÷èå êîððîçèè
è ñòåïåíü èçíîñà. Â ðàáîòàõ [1�2] ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è èäåí-
òèôèêàöèè ïîâðåæäåíèé (òðåùèí) â òðóáàõ ïî ñîáñòâåííûì ÷à-
ñòîòàì êîëåáàíèé. Â îòëè÷èå îò íèõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâ-
ëåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé òðóáû
äëèíû è ïëîòíîñòè êîððîçèîííîãî ó÷àñòêà. Ðåøåíû çàäà÷è äâóõ
âèäîâ: ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ. Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé íåîäíîðîäíîãî ñòåðæ-
íÿ. Â îáðàòíîé çàäà÷å íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äëèíó è ïëîòíîñòü
êîððîçèîííîãî ó÷àñòêà ñòåðæíÿ ïî äâóì ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì
ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé.

1. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëûé ñòåðæåíü äëèíû L. Îäèí êîíåö ñòåðæ-
íÿ (x = 0) ñâîáîäåí, äðóãîé (x = L) � æåñòêî çàêðåïëåí. Èç-
âåñòíî, ÷òî êîððîçèîííûé ó÷àñòîê íà÷èíàåòñÿ ñ êîîðäèíàòû xc ,
äëèíà ó÷àñòêà ðàâíà l, äèàìåòð ó÷àñòêà ðàâåí äèàìåòðó òðóáû
(ñì. ðèñ.1).
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Ðèñ. 1: Ðèñ.1. Íåîäíîðîäíûé ñòåðæåíü ñ

êîððîçèîííûì ó÷àñòêîì.

Ïî ñâîáîäíîìó êîíöó ïðîèçâîäèòñÿ óäàð âäîëü îñè x, îò êî-
òîðîãî â ñòåðæíå âîçíèêàþò ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ. Íåîáõîäè-
ìî íàéòè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ
wk, k = 1, 2.... Ìîäóëè óïðóãîñòè ó÷àñòêîâ E1, E2 è ïëîòíîñòè
ρ1, ρ2 ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.

Òàê êàê ñòåðæåíü íåîäíîðîäåí, óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáà-
íèé èìååò âèä [3, c.160]:

∂2u1

∂x2
− 1

c2
1

∂2u1

∂t2
= 0,

∂2u2

∂x2
− 1

c2
2

∂2u2

∂t2
= 0,

∂2u3

∂x2
− 1

c2
1

∂2u3

∂t2
= 0,

(1)

ãäå u1, u2, u3 � ïðîäîëüíûå ñìåùåíèÿ òî÷åê ñòåðæíÿ îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â ñå÷åíèè x, c1, c2 � ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä: ∂u1

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0

u3(L, t) = 0.
(2)


u1(xc, t) = u2(xc, t),

E1
∂u1

∂x

∣∣∣∣
x=xc

= E2
∂u2

∂x

∣∣∣∣
x=xc

, (3)


u2(xc + l, t) = u3(xc + l, t),

E2
∂u2

∂x

∣∣∣∣
x=xc+l

= E3
∂u3

∂x

∣∣∣∣
x=xc+l

, (4)
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Ðåøàÿ çàäà÷ó (1) � (4), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå:

E2c1 sin(
wk(L− l − xc)

c1
)[E1c2 sin(

wkxc
c1

) cos(
wkl

c2
) + E2c1 cos(

wkxc
c1

) sin(
wkl

c2
)] +

+E1c2 cos(
wk(L− l − xc)

c1
)[E1c2 sin(

wkxc
c1

) sin(
wkl

c2
)− E2c1 cos(

wkxc
c1

) cos(
wkl

c2
)] = 0 (5)

Åñëè èçâåñòíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: xc, l, E1, E2, ρ1, ρ2, òî íàé-
òè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû wk, k = 1, 2... ìîæíî èç óðàâíåíèÿ (5).
Óðàâíåíèå òðàíñöåíäåíòíîå, ðåøåíèé áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Â
äàëüíåéøåì (ñì. Ïðèìåð 1) ìû âû÷èñëèì ïåðâûå òðè ÷àñòîòû
äëÿ ïðåäñòàâëåííîãî îáðàçöà ñòåðæíÿ.

2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è

Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå äëèíû l è ïëîòíîñòè ρ2

ó÷àñòêà, ïîäâåðãøåãîñÿ êîððîçèîííîìó ðàçðóøåíèþ ïî çàôèêñè-
ðîâàííûì äàííûì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò wk, k = 1, 2... ïðîäîëüíûõ
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ. Íà÷àëî êîððîçèîííîãî ó÷àñòêà èçâåñòíî � xc.
Èçâåñòíû òàêæå ñðåäíèå ìîäóëè óïðóãîñòè âñåõ ó÷àñòêîâ E1, E2, è
ïëîòíîñòü ó÷àñòêîâ, íå ïîäâåðæåííûõ êîððîçèè � ρ1. ×òîáû íàé-
òè ñðåäíþþ ïëîòíîñòü êîððîçèîííîãî ó÷àñòêà, íåîáõîäèìî îïðå-
äåëèòü, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ íà íåì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà.

Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è àíàëîãè÷íà ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1)
� (4). Èñêîìûå ïàðàìåòðû l, c2 íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû
äâóõ íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî äâóì èçâåñò-
íûì ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé w1, w2:



E2c1 sin(
w1(L− l − xc)

c1
)[E1c2 sin(

w1xc
c1

) cos(
w1l

c2
) + E2c1 cos(

w1xc
c1

) sin(
w1l

c2
)]+

+E1c2 cos(
w1(L− l − xc)

c1
)[E1c2 sin(

w1xc
c1

) sin(
w1l

c2
)− E2c1 cos(

w1xc
c1

) cos(
w1l

c2
)] = 0,

E2c1 sin(
w2(L− l − xc)

c1
)[E1c2 sin(

w2xc
c1

) cos(
w2l

c2
) + E2c1 cos(

w2xc
c1

) sin(
w2l

c2
)]+

+E1c2 cos(
w2(L− l − xc)

c1
)[E1c2 sin(

w2xc
c1

) sin(
w2l

c2
)− E2c1 cos(

w2xc
c1

) cos(
w2l

c2
)] = 0.

(6)
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Ïî c2 îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòü êîððîçèîííîãî ó÷àñòêà:

ρ2 =
E2

c2
2

(7)

3. Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïîëóþ æåëåçíóþ òðóáó äëèíîé

L = 3 ì. Òðóáà ñäåëàíà èç æåëåçà: ρ1 = 7.87 · 103 êã/ì3,
E1 = 21 · 1010 Ïà, îòñþäà c1 = 5166 ì/ñåê. Ó÷àñòîê, ïîäâåðã-
øèéñÿ êîððîçèè, íà÷èíàåòñÿ ñ êîîðäèíàòû xc = 0.75 ì, ïëîòíîñòü
ó÷àñòêà ðàâíà ρ2 ≈ 6, 6 · 103 êã/ì3, à ìîäóëü óïðóãîñòè ó÷àñòêà
E2 = 15, 8 · 1010 Ïà, c2 = 4900 ì/ñ.
Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé l ∈ [0, 2] ÷èñëåííî ðåøàÿ óðàâíåíèå (5),
ìîæíî îïðåäåëèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû wk, k = 1, 2.... Íà ðèñ.2
ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ÷àñòîò îò äëèíû êîððîçèîí-
íîãî ó÷àñòêà.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñòåðæíÿ w1(x)
óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì êîîðäèíàòû l. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ÷à-
ñòîòû èçìåíÿþòñÿ âîëíîîáðàçíî. Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ÷àñòîòû
ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé çàâèñÿò íå òîëüêî îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ,
èç êîòîðûõ ñäåëàíû ÷àñòè ñòåðæíÿ, íî è îò ñîîòíîøåíèÿ äëèí
ýòèõ ÷àñòåé.
Ïðèìåð 2. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ îáðàçöà èç ïðåäûäóùåãî ïðè-

ìåðà. Çíàÿ äâå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé w1, w2, íàéäåì
èç ñèñòåìû (6) äëèíó êîððîçèîííîãî ó÷àñòêà l è ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû c2. Íà ïðåäñòàâëåííîé íèæå òàáëèöå ïîêà-
çàíû âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ l, c2, äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
l, w1, w2, à òàêæå ïëîòíîñòü ó÷àñòêà ρ2, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå
(7).

Èç òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî èñêîìûå ïàðàìåòðû âîññòàíàâëèâàþò-
ñÿ îäíîçíà÷íî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïî ïåðâûì äâóì ñîáñòâåííûì
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Ðèñ. 2: Ðèñ.1. Íåîäíîðîäíûé ñòåðæåíü ñ

êîððîçèîííûì ó÷àñòêîì.

÷àñòîòàì ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ.
Òàáëèöà 1:

l, ì wi, ðàä/ñ Âû÷èñëåííûå l′ Ñêîðîñòü c2 Ïëîòíîñòü ρ2
0,5 2723,500 0,500000291 4900,003733 6580,591

7739,333
0,75 2713,088 0,7497900015 4899,911245 6580,830

7667,065
1 2689,394 0,9999998639 4899,999586 6580,594

7708,275

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü íå òîëüêî l, c2, ρ2, íî
òàêæå è ìîäóëü óïðóãîñòè êîððîçèîííîãî ó÷àñòêà E2, åñëè îí
íåèçâåñòåí. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ¾ïîéìàòü¿ òðè ÷àñòîòû ïðî-
äîëüíûõ êîëåáàíèé w1, w2.w3 è ðåøèòü ñèñòåìó èç òðåõ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â òàáëèöå 2 ïîêàçàíû âû÷èñëåííûå çíà-
÷åíèÿ l, E2, c2, ρ2 ïî òðåì èçâåñòíûì ÷àñòîòàì.
Òàáëèöà 2:

l, ì wi, ðàä/ñ l′, ì E2 ∗ 1010, Ïà c2, ì/ñ ρ2, êã/ì3

1 2689,394 0,999998 15,800013 4900,003733 6580,591
7708,275
13447,384
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ÓÄÊ 517.95

ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÍÓËÅÂÎÃÎ È ÏÅÐÂÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÎÂ ÄËß ÎÄÍÎÉ ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ.

Ãàéñèíà Ð. Í. (Óôà, ÁàøÃÓ)

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà :

ut = uxx + f(x, t, u, v, ux, vx),
vt = −vxx + ϕ(x, t, u, v, ux, vx).

(1)

×àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1)
ðàññìàòðèâàëèñü â ñòàòüÿõ [1] - [3], â êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû
óðàâíåíèé óêàçàííîãî âèäà, îáëàäàþùåé áîãàòûì íàáîðîì çàêî-
íîâ ñîõðàíåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëåíû ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), êîòî-
ðûå îáëàäàþò çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ.

Òàêæå â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (1). Íàïðèìåð, íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

iut = uxx + f(|u|2)u,
−iūt = ūxx + f(|u|2)ū, (2)

ãäå |u|2 = uū è f 6= 0 .

�1. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), êî-
òîðàÿ îáëàäàåò çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà:

DtA(x, t, u, v) = DxB(x, t, u, v, ux, vx). (3)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), êîòîðàÿ èìååò çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà (3) , òî÷å÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðè-
âîäèòñÿ ê ñèñòåìå âèäà:

ut = Dx[ux + a(x, t, u, v)vx + b(x, t, u, v)],
vt = −vxx + ϕ(x, t, u, v, ux, vx).

(4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà
(3) â âèäå:
At + Auut + Avvt = Bx +Buux +Bvvx +Buxuxx +Bvxvxx .
Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ñ ó÷åòîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), à èìåí-

íî, çàìåíèì ïðîèçâîäíûå ut è vt .
At +Au(uxx + f) +Av(−vxx +ϕ) = Bx +Buux +Bvvx +Buxuxx +

Bvxvxx
Ïðèðàâíèâàÿ ïðè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ uxx è vxx ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Au = Bux,
−At = Bvx,
At + Au + Avϕ = Bx +Buux +Bvvx.

(5)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

1. 1. Av = 0, Au 6= 0,

2. 2. Au = 0, Av 6= 0,

3. 3. Au· Av 6= 0 .

Ïóñòü âûïîëíåí ñëó÷àé 1, òî åñòü Av = 0 , à Au = 0 .
Òîãäà èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (5), èìååì: B =

Au(x, t, u)ux + b(x, t, u, v).
Äàëåå ôóíêöèþB çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:B = Au(x, t, u)ux+

Ax − Ax + b(x, t, u, v) èëè B = DxA+ E, ãäå E = b− Ax.
Ñäåëàåì òî÷å÷íóþ çàìåíó:

A(x,t,u)=U , v=v. (6)

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ñîãëàñíî (3) ïðèìåò âèä:

Ut = Uxx +DxE,
vt = −vxx + Φ(x, t, U, v, Ux, vx),

(7)
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ãäå E = E(x, t, U, v) .
Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (7) èìååò çàêîí ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïî-

ðÿäêà (3), èìåþùèé âèä: DtU = Dx(Ux + E) .
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà Au = 0, à Av 6= 0 .
Åñëè Au = 0 , òî èç (5) ñëåäóåò, ÷òî B èìååò âèä: B =

−Av(x, t, v)vx + b(x, t, u, v) .
Ôóíêöèþ B çàïèøåì â âèäå: B = −Av(x, t, v)vx + Ax − Ax +

b(x, t, u, v) èëè B = −DxA+ E, ãäå E = b− Ax

è òîãäà òî÷å÷íàÿ çàìåíà âèäà:

A(x,t,v)=V , u=u (8)

èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòå-
ìå óðàâíåíèé:

ut = uxx + F (x, t, u, V, ux, Vx),
Vt = −Vxx +DxE,

(9)

ãäå E=E(x,t,u,V) .
Ïðè ýòîì çàêîí ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà (3) èìååò âèä:

DtV = −Dx(Vx + E) .
Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé, êîãäà Au · Av 6= 0 , òîãäà èç

ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (5) ñëåäóåò, ÷òî: B = uux− vvx +
b1(x, t, u, v) .

Òåïåðü çàêîí ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà (3) ïåðåïèøåì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
DtA = Dx(Auux−Avvx + b1) = Dx(Auux +Avvx +Ax− 2Avvx−

Ax + b1) = Dx(DxA− 2Avvx − Ax + b1) .
Äàëåå ñäåëàåì òî÷å÷íóþ çàìåíó:

A(x,t,u,v)=U , v=v. (10)

Òîãäà ïîñëåäíåå ïðèìåò âèä: Ut = Dx[Ux + a(x, t, U, v)vx +
b(x, t, U, v)] ,

ãäå −2Av = a ,b = b1 − Ax.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàÿ U = u èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
(1) çàïèøåì â âèäå:

ut = Dx[ux + a(x, t, u, v)vx + b(x, t, u, v)],
vt = −vxx + ϕ(x, t, u, v, ux, vx).

(11)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (7) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé (11),åñëè ïîëîæèòü a = 0. Äàëåå, åñëè â óðàâíåíèÿõ
(9) ñäåëàòü çàìåíó t −→ −t , u←→ v , òî ïîëó÷èì ñèñòåìó (7).

Èòàê, ñèñòåìà (1), èìåþùàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿä-
êà, òî÷å÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (11).Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

�2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà
(11). Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (11) ñäåëàåì çàìåíó:
p = ux + a(x, t, u, v)vx + b(x, t, u, v) ,
òîãäà îíà çàïèøåòñÿ â âèäå:

ut = px,
vt = −vxx + ϕ(x, t, u, v, p, vx). (12)

Äàëåå ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ x, t, u, v, ux, vx, uxx, vxx ê ïåðå-
ìåííûì x, t, u, v, p, vx, px, vt .

Òîãäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ñëåäóþùåì âèäå:

DtA(x, t, u, v, p, vx) = DxB(x, t, u, v, p, vx, px, vt). (13)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (12) èìååò çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà (13) , åñëè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

B(x, t, u, v, p, vx, px, vt) = Appx + vt(aAp +Avx) +K(x, t, u, v, p, vx),
(14)

At + Ap[atvx + bt] = Kx + (p− avx − b)Ku + vxKv + ϕKvx, (15)
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Av+Ap[avvx+bv] = axAp+aApx+Avxx+(p−avx−b)(auAp+aApu+Avxu)

+ vx(avAp + aApv + Avxv) + ϕ(aApvx + Avxvx)−Kvx, (16)

Au+Ap[auvx+bu] = Apx+Apu(p−avx−b)+vxApv+Kp+ϕApvx, (17)

aApp + Avxp − Apvx = 0, (18)

App = 0, (19)

−aApvx − Avxvx = 0. (20)

Ïðîâåäåì àíàëèç óðàâíåíèé (15) - (20).
Èç òðåõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî A èìååò âèä:

A(x, t, u, v, p, vx) = γ(x, t, u, v)vxp+ δ(x, t, u, v)p

− 1

2
aγ(x, t, u, v)vx

2 + β(x, t, u, v)vx + ε(x, t, u, v). (21)

Òåïåðü ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (15) - (17):

Kx + (p− avx− b)Ku + vxKv +ϕKvx −At−Ap[atvx + bt] = 0, (22)

Kvx = −Av−Ap[avvx+bv]+axAp+aApx+Avxx+(p−avx−b)(auAp

+ aApu + Avxu) + vx(avAp + aApv + Avxv), (23)

Kp = Au+Ap[auvx+bu]−Apx−Apu(p−avx−b)−vxApv−ϕApvx. (24)

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè:

Kvxp = Kpvx (25)

ñîãëàñíî (21),(23) è (24) ïðèìåò âèä:

2(p− avx − b)γu + 2vxγv − γ(auvx + bu) + ϕvxγ + 2γx = 0. (26)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ γ , îïðåäåëÿþùàÿ ôóíê-
öèþ A ïî ôîðìóëå (21), ðàâíà íóëþ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïóñòü γ = 0 è Bvx 6= 0 . Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé
(12) èìååò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (13), ãäåA, B è ϕ
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:
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A(x, t, u, v, p, vx) = δ(x, t, u, v)p+ β(x, t, u, v)vx + ε(x, t, u, v), (27)

B(x, t, u, v, p, vx, px, vt) = δpx+vt(aδ+β)+K(x, t, u, v, p, vx), (28)

ϕ =
1

Kvx

[Kx+(p−avx−b)Ku+vxKv−(δtp+βtvx+εt)−δ(atvx+bt)].

(29)
Çäåñü

K(x, t, u, v, p, vx) = F (x, t, u, v)+
a

2
J1(x, t, u, v)vx

2−J1(x, t, u, v)vxp

+ J2(x, t, u, v)p− J3(x, t, u, v)vx, (30)

J1(x, t, u, v) = δv − (aδ + β)′u, (31)

J2(x, t, u, v) = (ε+ δb)′u − δx, (32)

J3(x, t, u, v) = (ε+ δb)′v − bJ1 − axδ − aδx − βx, (33)

F (x, t, u, v) = r(x, t, u, v). (34)

Ëåììà 3. Ïóñòü γ = 0 è Bvx = 0 . Òîãäà ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (12) èìååò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (13), ãäå A è B
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

A(x, t, u, v, p, vx) = δ(x, t, u, v)p+ β(x, t, u, v)vx + ε(x, t, u, v), (35)

B(x, t, u, v, p, px, vt) = δpx + vt(aδ + β) +K(x, t, u, v, p), (36)

à ϕ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðè ∂J2

∂x = 0 ôóíêöèè a è b ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, à ôóíêöèè
δ, β, ε è K îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì:

δ = Φu, β = −aΦu+Φv, ε = −bΦu+Φx+Ex, K = Φt+H(x, t)+pJ2(t),
(37)

à ïðè ∂J2
∂x 6= 0 , ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì:

a = − Hv
∂J2
∂x

,

b = 1
∂J2
∂x

[∂J2∂x u−Hx],

δ = Φu, β = −aΦu + Φv, ε = −bΦu + Φx + Ex,
K = Φt +H(x, t) + pJ2(t).

(38)
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Çäåñü Φ = Φ(x, t, u, v) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
È íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà γ 6= 0 . Ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü γ 6= 0 , òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (12) èìååò

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãäå ôóíêöèè A , B è ϕ èìåþò
âèä:

A(x, t, u, v, p, vx) = γ(x, t, u, v)vxp+δ(x, t, u, v)p−1

2
aγ(x, t, u, v)vx

2

+ β(x, t, u, v)vx + ε(x, t, u, v). (39)

B(x, t, u, v, p, vx, px, vt) = Appx + vt(aAp +Avx) +K(x, t, u, v, p, vx),
(40)

ϕ(x, t, u, v, ux, vx) =
vx

2

2
(au+2a

γu
γ
−2

γv
γ

)+vx(bu−2
γu
γ

(p−b)−2
γx
γ

)

+ Ψ(x, t, u, v, p). (41)

Çäåñü

Ψ(x, t, u, v, p) =
1

γ
(D − hp), (42)

K(x, t, u, v, p, vx) =
1

6
vx

3(avγ−aγv)+γuvxp2−apγu
vx

2

2
+H

vx
2

2
+Rpvx

+Qvx + h(x, t, u, v, p), (43)

H = −γbv − aauδ − a2δu − aβu + aδv, (44)

R = −δv + (aδ)′u + βu − bγu + γx, (45)

Q = −εv − δbv − b(aδ)′u − bβu + (aδ)′x + βx, (46)

D = εu + (bδ)′u − δx. (47)

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

−a
6
r′u +

1

6
r′v +

s

4
r = 0, (48)
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p

6
r′u+

a

2
p(aγu)

′
u−

a

2
Hu−

b

6
r′u−

p

2
(aγu)

′
v+

1

2
Hv+

1

2
S(H−aγup)+

1

2
χr

− γu
γ
pr +

1

6
r′x = 0, (49)

−p2
2

(aγu)
′
u+

1

2
pHu−a(γup2 +Rp+Q)′u−

b

2
(−aγup+H)′u+(γup

2

+Rp+Q)′v+
1

2
S(γup

2 +Rp+Q)+χ(−aγup+H)−2
γu
γ
p(−aγup+H)

+
1

2γ
(D − hp)r +

1

2
(−aγup+H)′x +

1

2
(aγ)′t − atγ = 0, (50)

p(γup
2 +Rp+Q)′u−ahu−b(γup

2 +Rp+Q)′u+hv+χ(γup
2+Rp+Q)

−2
γu
γ
p(γup

2 +Rp+Q)+(D−hp)
1

γ
(−aγup+H)+(γup

2 +Rp+Q)′x

− γtp− βt − γbt − δat = 0, (51)

phu−bhu+
1

γ
(D−hp)(γup2 +Rp+Q)+hx−δtp−εt−δbt = 0, (52)

ãäå

r = avγ − aγv, S = au + 2a
γu
γ
− 2

γv
γ
, χ = bu + 2

γu
γ
b− 2

γx
γ
. (53)

�3. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà. Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé ñèñòåìû
(1).

iut = uxx + f(|u|2)u,
−iūt = ūxx + f(|u|2)ū, (54)

ãäå |u|2 = uū è f 6= 0 .
Ñäåëàåì çàìåíó: τ = −it è òîãäà ñèñòåìà (54) çàïèøåòñÿ â âèäå:
uτ = uxx + f(|u|2)u,
−ūτ = ūxx + f(|u|2)ū.
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Ïîëîæèì τ = t è ū = v , òîãäà ñèñòåìà (54) ïðèìåò âèä:

ut = uxx + f(uv)u,
vt = −vxx − f(uv)v. (55)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
(54) èìååò çàêîí ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà âèäà:

Dt(uv) = Dx(vux − uvx) (56)

Â ðàâåíñòâå (56) ñäåëàåì çàìåíó: uv = U , òîãäà îíî çàïèøåòñÿ
â âèäå:
Ut = Dx(Dx(uv)− 2uvx) = Dx(Ux − 2Uv vx) .
Åñëè ïîëîæèì U −→ u , òîãäà íàøà ñèñòåìà (54) çàïèøåòñÿ â

âèäå:
ut = Dx(ux − 2uvvx),
vt = −vxx − f(u)v.

(57)

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (57) ñäåëàåì çàìåíó:

p = ux − 2
u

v
vx. (58)

Ñ ó÷åòîì (58) ñèñòåìà óðàâíåíèé (57) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

ut = px,
vt = −vxx − f(u)v. (59)

Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ u, v, ux, vx, uxx, vxx ê ïåðåìåííûì
u, v, p, vx, px, vt .

Òîãäà íàø çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

DtA(u, v, p, vx) = DxB(u, v, p, vx, px, vt). (60)

Ñîãëàñíî ëåììå 1(ñì.�2) ñèñòåìà óðàâíåíèé (57) èìååò çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãäå ôóíêöèè A è B îïðåäåëÿþòñÿ â
âèäå:
A(u, v, p, vx) = vxp

v + uvx
2

v2 −
∫
f(u)du ,

B(u, v, p, vx, px, vt) = vt
p
v + vx

px
v .
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Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Øðåäèíãåðà (55), èìååì ñëåäóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ íóëå-
âîãî ïîðÿäêà:
Dt(uv) = Dx(vux − uvx) ,
è ïåðâîãî ïîðÿäêà:
Dt(uxvx −

∫
f(uv)d(uv)) = Dx(vtux − utvx) .
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ÓÄÊ 159

×ÀÑÒÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÐÀÇÍÎÑÒßÕ.

Õàêèìîâà À. Ð. (Óôà, ÁÃÓ)

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé âèäà:{
un,m+1 − un+1,m + un+1,m+1((un,m+1 − un+1,m)vn+1,m + ε) = 0
vn+1,m − vn,m+1 + vn,m((vn+1,m − vn,m+1)un,m+1 + ε) = 0

(1)

ãäå èñêîìûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò äâóõ öåëî÷èñëåííûõ àðãóìåíòîâ
n,m. Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ïàðû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âèäà{

y(n+ 1,m) = f(n,m)y(n,m)
y(n,m+ 1) = g(n,m)y(n,m) ,

ãäå

f(n,m) =
(
λ+ un,mvn,m vn,m

un,m 1

)
,

g(n,m) =
(
λ+ ε+ un−1,m+1vn,m vn,m

un−1,m+1 1

)
,

à y(n,m) ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ . Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì äâà
óðàâíåíèÿ íà îäíó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ. Â îáùåì ñëó÷àå, òàêàÿ
ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò ðåøå-
íèå, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì êîììóòèðîâàíèÿ [L,M ] = 0, äâóõ
äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ L = D−1

n f è M = D−1
m g, ãäå Dn, Dm îïå-

ðàòîðû ñäâèãà àðãóìåíòà: Dny(n,m) = y(n + 1,m), Dmy(n,m) =
y(n,m + 1), èíûìè ñëîâàìè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
Dm(f)g = Dn(g)f.
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Â ðàáîòå ïðè ïîìîùè ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ [1]
ïîñòðîåíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1):{

un,m = (η−µ)pq
η(µn(µ+ε)mq−ηn(η+ε)mp)

vn,m = (η−µ)ηηn(η+ε)mµn(µ+ε)m

pq(ηµn(µ+ε)mq−µηn(η+ε)mp)

, (2)

ãäå p, q, µ, η êîíñòàíòû.

� 1. Îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ ðåøåíèé.

Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì
èññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè. Îí ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî íàõîäèòü ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ, à òàêæå àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà áîëüøèõ âðå-
ìåíàõ äëÿ øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Íà óìåðåííûõ
âðåìåíàõ êàêèõ-ëèáî àíàëèòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íàéòè íå óäàåòñÿ, íî
çäåñü ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðåäîñòàâëÿåò õîðîøèå
âîçìîæíîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

Â îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü êîýôôè-
öèåíòû
u = un, v = vn óðàâíåíèÿ

yn+1 = fnyn, fn =
(
λ+ unvn vn

un 1

)
ïî èçâåñòíîé ìàòðèöå ðàññåÿíèÿ S(λ) è ñîáñòâåííûì âåêòî-
ðàì h0 è d0 ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîñòûì íóëÿì µ è η ôóíêöèé
S11(λ) è S22(λ) ðàñïîëîæåííûì â îáëàñòè |λ| > 1 è |λ| < 1, ñîîò-
âåòñòâåííî. Àëãîðèòìè÷åñêè óäîáíî ðàçäåëèòü ðåøåíèå îáðàòíîé
çàäà÷è íà äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ïîñòðîèì íåêèé ìîäåëüíûé ïîòåí-
öèàë, íå èìåþùèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, à çàòåì ñîâåðøèì ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïîòåíöèàëà, ââîäÿùåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Âîçüìåì ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà S̃(λ) = ϕ̃ = ψ̃ = r̃ =
(

1 0
0 1

)
.
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Èñêîìûé ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé ìàò-
ðèöå ðàññåÿíèÿ

S̃(λ) = αS(λ)β, ãäå w(λ) = (λ− µ)/(λ− η), x =
√
µ/η, (3)

α =
(

1 0
0 xw−1(λ)

)
, β =

(
w(λ) 0

0 x

)
Âûðàçèì S(λ) â (3) è ïîëó÷èì:

S(λ) = α−1S̃(λ)β−1 =

(
λ−µ
λ−η 0

0 η(λ−µ)
µ(λ−η)

)
.

Ðàññìîòðèì

fn(λ) = ϕ(n+ 1, λ)Zϕ−1(n, λ) = ψ(n+ 1, λ)Zψ−1(n, λ), (4)

ãäå ôóíêöèè ϕ(n, λ) è ψ(n, λ) àíàëèòè÷íû â îáëàñòÿõ |λ| <

1 è |λ| > 1, ñîîòâåòñòâåííî.
Èç àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñîìíîæèòåëåé è òåîðåìû Ëèóâèëëÿ

ñëåäóåò, ÷òî fn(λ) - ïîëèíîì ïåðâîé ñòåïåíè ïî λ. Ïîëîæèì(
ϕ = A(n) + C(n)λ+ . . . , λ→ 0,
ψ = D(n) +B(n)λ−1 + . . . , λ→∞,

)
òî

(
ϕ−1 = A−1(n) + A−1(n)C(n)A−1(n)λ+ ...,
ψ−1 = D(n) +D−1(n)B(n)D−1(n)λ−1 + ...

)
(5)

Ïîäñòàâèì (5) â fn(λ) = ϕ(n+ 1, λ)Zϕ−1(n, λ) :

[A(n+1)+C(n+1)λ+. . .]
(
λ 0
0 1

)
[A−1(n)+A−1(n)C(n)A−1(n)λ+

. . .], âûïèøåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ :

λ : A(n+1)
(

1 0
0 0

)
A−1(n)+A(n+1)

(
0 0
0 1

)
A−1(n)C(n)A−1(n)

+ C(n+ 1)
(

0 0
0 1

)
A−1(n)
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λ0 : A(n+ 1)
(

0 0
0 1

)
A−1(n)

=

(
a11(n+ 1) a12(n+ 1)
a21(n+ 1) a22(n+ 1)(λ)

)
×
(

0 0
0 1

)
× 1

detA(n)

(
a22 −a12−a21 a11

)
=

1

detA(n)

(
−a21a12(n+ 1) a11a12(n+ 1)
−a21a22(n+ 1) a11a22(n+ 1)

)
(6)

Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
îïðåäåëèòåëåé èç

A(n+ 1)
(

0 0
0 1

)
A−1(n), ïîëó÷àåì, ÷òî

1

detA(n)

∣∣∣∣ −a21a12(n+ 1) a11a12(n+ 1)
−a21a22(n+ 1) a11a22(n+ 1)

∣∣∣∣ = 0.

Òàê êàê, 1
detA(n) 6= 0, òî a21a12(n + 1) × a11a22(n + 1) = a11a12(n +

1)× a21a22(n+ 1).
Îáîçíà÷èì

a11a22(n+1)
detA(n) = 1,

−a21a22(n+1)
detA(n) = u,

a11a12(n+1)
detA(n) = v,

⇒
 u = −a21

a11
,

v = a12(n+1)
a22(n+1) ,

uv = −a21a12(n+1)
detA(n) .

 (7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fn(λ) = ψ(n+ 1, λ)Zψ−1(n, λ)

[D(n+ 1) +B(n+ 1)λ−1 + . . .]
(
λ 0
0 1

)
[D−1(n)

+D−1(n)B(n)D−1(n)λ−1 + . . .],

âûïèøåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ :

λ : D(n+ 1)
(

1 0
0 0

)
D−1(n)

λ0 : D(n+ 1)
(

0 0
0 1

)
D−1(n)

+D(n+ 1)
(

1 0
0 0

)
D−1(n)B(n)D−1(n)

+B(n+ 1)
(

1 0
0 0

)
D−1(n) (8)
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Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî (6)=(8) è åñëè íàéòè ýëåìåíòû ìàòðèöû (6),
òî óçíàåì è âèä (8) è íàîáîðîò. Äëÿ ýòîãî ðåøèì çàäà÷ó Ðèìàíà
ϕ(n, λ)r(n, λ) = ψ(n, λ), ãäå r(n, λ) = znr(λ)z−n ñ óñëîâèÿìè(

ψ(n, η)d(n,m) = 0
ϕ(n, µ)h(n,m) = 0

)
, ãäå

(
d(n,m) = Zn+N0Λm+M0d(0)
h(n,m) = Zn+N0Λm+M0h(0)

)
,

(9)

Z =
(
λ 0
0 1

)
,Λ =

(
λ+ ε 0

0 1

)
, h(0) =

(
1
p

)
, d(0) =

(
1
q

)
.

(10)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [2])

r(λ) =
1

S22

(
1 −S12
S21 det(S(λ))

)
, ïîëó÷èì

r̃(λ) =
w(λ)

x
Xr(λ)X, ãäå X =

(
1 0
0 x

)
. (11)

Íàéä¼ì ñâÿçü ìåæäó ϕ è ϕ̃, ψ è ψ̃.Ïîäñòàâèâ r = ϕ−1ψ, r̃ =
ϕ̃−1ψ̃ â (8) è óìíîæàÿ ñëåâà íà ϕ, à ñïðàâà íà ψ̃−1, ïîëó÷èì

x(λ− η)ϕX−1ϕ̃−1 = (λ− µ)ψXψ̃−1 = (λ− µ)F (λ). (12)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ (λ−µ)F (λ) àíà-
ëèòè÷íà âñþäó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè
λ = ∞, ãäå îíà èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî ïî
òåîðåìå Ëèóâèëëÿ (λ − µ)F (λ) = (W + λ)Q. Òîãäà èç (11) ïîëó-
÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû ñâÿçè:

ϕ(n, λ) =
(W + λ)Q

x(λ− η)
ϕ̃X è ψ(n, λ) =

(W + λ)Q

(λ− µ)
ψ̃X−1.

ãäå

(W + λ)Q =
( w11 w12w21 w22

)
+
( q11 q12q21 q22

)
λ.
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Ýëåìåíòû ìàòðèö W è Q îïðåäåëèì èç (11), â êîòîðîì ïîëî-
æèì

ϕ = A(n) + C(n)λ+ . . . è ψ = D(n) +B(n)λ+ . . . .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó â (13) è ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè
(9) è (10) íàéä¼ì ϕ(n, λ) è ψ(n, λ).

Çíàÿ ϕ(n, λ) è ψ(n, λ) ìîæíî íàéòè ïîòåíöèàëû u è v îïðåäå-
ëåííûå â (7).

� 2. ßâíûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû (1) áûëè íàéäåíû
÷àñòíûå ðåøåíèÿ (2). Áîëåå ïîäðîáíî èçëîæåíî â ðàáîòå [5].
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ÓÄÊ 681.5.015

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ
Â ÇÀÄÀ×Å ÀÍÀËÈÇÀ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÑÊÂÀÆÈÍ

Õàøïåð Á. Ë. (Óôà, ÁàøÃÓ)

� 1. Ââåäåíèå.

Ïðè ðàçðàáîòêå íåôòÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé äëÿ ýôôåêòèâíîé
äîáû÷è íåôòè íåîáõîäèìî ïîääåðæèâàòü ïëàñòîâîå äàâëåíèå çà-
êà÷êîé â ïëàñò âîäû [1]. Âîçäåéñòâèå íà ïëàñò îñóùåñòâëÿåòñÿ
÷åðåç ñèñòåìó íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèí, ïðè ýòîì âîäà â ïëàñòå
ðàñïðåäåëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíî, ÷òî ìîæåò ñíèçèòü ýôôåêòèâíîñòü
çàâîäíåíèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ àíàëèç âçàèìî-
äåéñòâèÿ íàãíåòàòåëüíûõ è äîáûâàþùèõ ñêâàæèí, ÷òî ïðåäëàãà-
åòñÿ ñäåëàòü íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïðîöåññà.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñêâàæèí, ñîñòîÿùóþ èç m íàãíåòàòåëü-
íûõ ñêâàæèí è r äîáûâàþùèõ. Ïóñòü èçâåñòíû çàìåðû äåáèòîâ
ñêâàæèí. Íóæíî êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ñòåïåíü âîçäåéñòâèÿ íà-
ãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèí íà äîáûâàþùèå.

Ìàòåìàòè÷åñêè äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èäåíòèôèêà-
öèè � ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû è âîññòàíîâëå-
íèÿ åå ïàðàìåòðîâ ïî äàííûì íàáëþäåíèé çà åå ïîâåäåíèåì [2].

Â êà÷åñòâå ìîäåëè ìîæíî âçÿòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùóþ ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé [3]:{

Ẋ(t) = AX(t) +BU(t),

Y (t) = CX(t) +DU(t),
(1)
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ãäå âõîäíûå ñèãíàëû ìîäåëè � äåáèòû íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèí,
âûõîäíûå � äåáèòû äîáûâàþùèõ ñêâàæèí:

U(t) =

U1(t)
U2(t)
...

Um(t)

 , Y (t) =

Y1(t)
Y2(t)
...

Ym(t)

 ,
ãäå Ui(t) � äåáèò i -îé íàãíåòàòåëüíîé ñêâàæèíû â ìîìåíò âðåìåíè
t, i = 1,2,. . . ,m, Yj(t) � äåáèò j -îé äîáûâàþùåé ñêâàæèíû â ìîìåíò
âðåìåíè t, j = 1,2,. . . ,r, X(t) � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Ò.î., ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè-
ôèêàöèè. Äàíû çàìåðû âõîäíîãî ñèãíàëà U â ìîìåíòû âðåìå-
íè t, çàìåðû âûõîäíîãî ñèãíàëà Y â ìîìåíòû âðåìåíè t. Íóæ-
íî ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû Â, B̂, Ĉ, D̂ òàê, ÷òîáû
‖Y − Ŷ ‖ → min, ãäå Ŷ - ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ âûõîäíîãî ñèãíàëà
ñèñòåìû (1), ïðè ïîäñòàíîâêå â ñèñòåìó âìåñòî ìàòðèö A,B,C,D
ìàòðèö Â, B̂, Ĉ, D̂.

� 3. Ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì îáîáùåííîãî
íàñòðàèâàåìîãî îáúåêòà èçìåðåíèÿ (ÎÍÎÈ)

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìåòîäîì ÎÍÎÈ.
Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îøèáêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ðàññìîò-
ðèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñèñòåìû ìåòîäîì
ÎÍÎÈ äëÿ r = 1[4].

Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû íóëåâûå (íåíóëåâûå). Ââå-
äåì çàìåíó s = d/dt � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Âûðàçèì
X(t) èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1). Ïîëó÷èì âûðàæåíèå
äëÿ Y (t):

Y (t) = (C(sI − A)−1B +D)U(t)(+C((sI − A)−1AX0 +X0)). (2)
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Ñèñòåìó (2) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

Y (t) =
m∑
i=1

b0is
n−1 + b1is

n−2 + ...+ b(n−1)i

sn + a1sn−1 + ...+ an
Ui(t)(

+
c0s

n + c1s
n−1 + ...+ cn−1s

sn + a1sn−1 + ...+ an
1(t)

)
, (3)

ãäå 1(t) - åäèíè÷íûé âõîäíîé ñèãíàë.
Ïðåîáðàçóåì (3):

(sn + a1s
n−1 + ...+ an)Y (t) =

m∑
i=1

(b0is
n−1 + b1is

n−2 + ...+

+b(n−1)i)Ui(t)(+(c0s
n + c1s

n−1 + ...+ cn−1s)1(t)). (4)

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) íà ïîëèíîì n-îé ñòåïåíè
P (s) ñ êîðíÿìè −γ1,−γ2, . . . ,−γn.

Ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:(
α1

s+ γ1
+

α2

s+ γ2
+ ...+

αn
s+ γn

)
Y (t) + Y (t) =

=
m∑
i=1

(
β0i

s+ γ1
+

β1i

s+ γ2
+ ...+

β(n−1)i

s+ γn

)
Ui(t) +

+

(
ζ0

s+ γ1
+

(
ζ1

s+ γ2
+ ...+

ζn−1

s+ γn

)
s1(t)

)
. (5)

Ââåäåì çàìåíû:

gi(t) =
Y (t)

s+ γj
, fji(t) =

Ui(t)

s+ γj
,

(
wj(t) =

s

s+ γj
1(t)

)
,

j = 1, 2, ..., n, i = 1, 2, ...,m. (6)

Òîãäà ñèñòåìó (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

Y (t) =
m∑
i=1

n∑
j=1

β(j−1)ifji(t)

(
+

n∑
i=1

ζi−1wi(t)

)
−

n∑
i=1

αigi(t). (7)
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Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íà-

õîäèì A = [α1, α2, . . . , αn], B =

 β01β11...β(n−1)1

β02β12...β(n−1)2
............

β0mβ1m...β(n−1)m

 ,
(Z = [ζ0, ζ1, . . . , ζn−1]). Çíàÿ A,B, (Z), íàõîäèì êîýôôèöèåíòû ñè-
ñòåìû (3) a1, a2, ..., an,
b01, b11, ..., b(n−1)1, b02, b12, ..., b(n−1)2, ..., b0m, b1m, ..., b(n−1)m,
(c0, c1, ..., cn−1).

Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå, ìîæíî ïîëó÷èòü íàáëþäàå-
ìîå êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé A,B,C,D ïî ôîðìóëàì [3]:

A =


010...00
001...00
000...00

..................
000...01

−an − an−1 − an−2...− a2 − a1

 ,
C = [10...0],

D = 0,

B =

β1,1β1,2...β1,m
β2,1β2,2...β2,m
............

βn,1βn,2...βn,m

 ,
β1,l = b0l, βi,l = b(i−1)l −

(∑
j=1

i− 1)βj,lai−j,

l = 1, 2, ...,m, i = 2, 3, ..., n. (8)

Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íåíóëåâûå, óðàâíåíèÿ (3) ìîæíî ïðè-
âåñòè ê âèäó:

Y (t) =
m∑
i=1

b0is
n−1 + b1is

n−2 + ...+ b(n−1)i

sn + a1sn−1 + ...+ an
Ui(t) +

+
q0s

n−1 + q1s
n−2 + ...+ qn−1

sn + a1sn−1 + ...+ an
1(t) + k1(t). (9)
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Èç (9) ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì
q0, q1, . . . , qn−1 è k.

Äëÿ ïåðâûõ (m+1) ñëàãàåìûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (9) ïîëó÷àåì
íàáëþäàåìîå êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö A,B,C,D1 ïî
ôîðìóëàì [3]:

A =


010...00
001...00
000...00

..................
000...01

−an − an−1 − an−2...− a2 − a1

 ,
C = [10...0],

D1 = 0,

B =

β1,1β1,2...β1,(m+1)

β2,1β2,2...β2,(m+1)
............

βn,1βn,2...βn,(m+1)

 ,
β1,l = b0l, βi,l = b(i−1)l −

(∑
j=1

i− 1)βj,lai−j, β1,(m+1) = q0,

βi,(m+1) = qi−1 −
i−1∑
j=1

βj,(m+1)ai−j, l = 1, 2, ...,m, i = 2, 3, ..., n. (10)

Îáîçíà÷èì B1 ìàòðèöó B áåç ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, B2 � ïîñëåä-
íèé ñòîëáåö ìàòðèöû B. Òîãäà ñèñòåìó (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå:


Ẋ∗∗(t) = AX∗∗(t) +B1U(t),

Y (t) = CX∗∗(t) +D1U(t),

X0 = A−1B21(t),

ãäå X∗∗(t) = X(t) + X0,

ìàòðèöû A, B1, B2, C, D1 ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì (10).
Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ÎÍÎÈ äëÿ ìíîãîìåðíîé ñèñòåìû (r 6=

1).
Äëÿ êàæäîãî âûõîäà ìîäåëè yj íàéäåì Aj, Bj, Cj, Dj, X0j(j =

1, 2, . . . , r).
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Ẋj(t) = AjXj(t) +BjU(t),

yj(t) = CjXj(t) +DjU(t),

Xj(t0) = X0j.

Äëÿ âåêòîðíîãî âûõîäà ìîäåëè Ŷj ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

Ŷj(t) = CFjXj(t) +DFjU(t). (11)

Â óðàâíåíèè (11) CFj è DFj íåèçâåñòíû.
Ââåäåì çàìåíû AFj = [CFjDFj],Wj(t) = [Xj(t)U(t)] è ïîäñòà-

âèì â óðàâíåíèå (11). Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå.

Ŷj(t) = AFjWj(t). (12)

Ìàòðèöó AFj íàõîäèì ïî ôîðìóëå:

AFj = W−1
j (t)Ŷj(t). (13)

Ò.î., ïîëó÷àåì r âàðèàíòîâ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ñ r âûõîäàìè:
Ẋj(t) = AjXj(t) +BjU(t),

Ŷj(t) = CFjXj(t) +DFjU(t),

Xj(t0) = X0j.

Èç r âàðèàíòîâ âûáèðàåì ëó÷øóþ ìîäåëü ïî ñëåäóþùåìó êðè-
òåðèþ:

Err → min, ãäå Err =

√
1
N

∑N
i=1

(Yi−Ŷi)2
2 , N - ÷èñëî çàìåðîâ. (14)

� 4. Ïîâûøåíèå êà÷åñòâà èäåíòèôèêàöèè ïîñðåäñòâîì
Bootstrap-àíàëèçà

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
îäíó ìîäåëü. ×àñòî ïðè íàëè÷èè øóìîâ ïðîèñõîäèò ñìåùåíèå â
îöåíêå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà èäåíòèôè-
êàöèè ìîæíî ïðîâåñòè bootstrap-àíàëèç. Bootstrap-àíàëèç ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî ìîäåëåé è ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî îíè
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óñòîé÷èâû ê èçìåíåíèÿì â âûáîðêå. Ïðè ñîñòàâëåíèè îáîáùåííîé
ìîäåëè ïðèìåíèì bootstrap-àíàëèç. Äëÿ êàæäîé ìîäåëè ñëó÷àéíî
âûáåðåì óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (7). Ðåøèì ïîëó÷åííûå
ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è äëÿ êàæäîé
ïîëó÷èì ñâîè ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ bootstrap-ìåòîäà
ïîëó÷èì íå îäíó ìîäåëü, à ìíîæåñòâî ìîäåëåé (ðèñ.1).

Ðèñ. 1:

Íà ðèñóíêå 1 íà ëåâîì ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíà áàçîâàÿ ìîäåëü,
ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé
(7), íà ïðàâîì ãðàôèêå � àíñàìáëü ìîäåëåé, ïîëó÷åííûõ ðåøå-
íèåì ñèñòåì óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèõ èç ñëó÷àéíî âûáðàííûõ óðàâ-
íåíèé ñèñòåìû (7). Èç àíñàìáëÿ ìîäåëåé, ïîëó÷åííûõ bootstrap-
ìåòîäîì, âûáèðàåòñÿ ëó÷øàÿ ïî êðèòåðèþ (14).

� 5. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ìåòîä îáîáùåííîãî íàñòðàèâàåìîãî îáúåêòà èçìåðåíèÿ (ÎÍÎÈ)
ðåàëèçîâàí â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Matlab [5] è ïðîòåñòèðîâàí
íà ïðèìåðå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû 4-ãî ïîðÿäêà ñ 4 âõîäàìè è 3
âûõîäàìè, 1500 çàìåðîâ. Òàêæå äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ áûëà
ïðîâåäåíà èäåíòèôèêàöèÿ ýòîé æå ñèñòåìû ìåòîäîì ïðåäñêàçà-
íèÿ îøèáêè Pem (¾prediction error method¿), â êîòîðîì ïàðàìåòðû
ìîäåëè èùóòñÿ ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì, è ìåòîäîì, îñíîâàííîì íà
àíàëèçå ïîäïðîñòðàíñòâ N4sid (¾subspace method of identi�cation¿)
[2]. Â ñðåäå Matlab ýòè àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû ôóíêöèÿìè pem
è n4sid ñîîòâåòñòâåííî. Èäåíòèôèêàöèÿ ïðîâîäèëàñü ïðè íóëå-
âûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, áåç
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ó÷åòà øóìà è ñ ó÷åòîì øóìà â êàíàëàõ èçìåðåíèÿ è óïðàâëåíèÿ.
Äèñïåðñèÿ øóìà ñîñòàâëÿåò 0,2 äèñïåðñèè ñèãíàëà. Äëÿ êàæäîãî
àëãîðèòìà ðàññ÷èòàíà îøèáêà èäåíòèôèêàöèè. Ðåçóëüòàòû èäåí-
òèôèêàöèè ñèñòåìû (1) ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 2-15.

Ðèñ. 2: Ðèñ. 3:

Ðèñ. 4: Ðèñ. 5:

Ðèñ. 2-5. Ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè ñèñòåìû ìåòîäàìè ÎÍÎÈ,
ÎÍÎÈ ñ ïðèìåíåíèåì bootstrap-àíàëèçà, Pem è N4sid ïðè íóëå-
âûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áåç ó÷åòà øóìà
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Ðèñ. 6: Ðèñ. 7:

Ðèñ. 8: Ðèñ. 9:

Ðèñ. 6-9. Ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè ñèñòåìû ìåòîäàìè ÎÍÎÈ,
ÎÍÎÈ ñ ïðèìåíåíèåì bootstrap-àíàëèçà, Pem è N4sid ïðè íåíó-
ëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áåç ó÷åòà øóìà

Ðèñ. 10-11. Ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè ñèñòåìû ïðè íóëåâûõ è
íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñ ó÷åòîì øóìà

Ðèñ. 12-15. Êðèòåðèé êà÷åñòâà èäåíòèôèêàöèè ïðè íóëåâûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñ ó÷åòîì øóìîâ, ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ áåç ó÷åòà øóìîâ, ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áåç
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Ðèñ. 10: Ðèñ. 11:

ó÷åòà øóìîâ, ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñ ó÷åòîì øóìîâ

Èç ðèñóíêîâ 2-15 âèäíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè øóìîâ â êàíàëàõ èç-
ìåðåíèÿ è óïðàâëåíèÿ àëãîðèòì ÎÍÎÈ ñ ïðèìåíåíèåì bootstrap-
ìåòîäà ïðåâîñõîäèò àëãîðèòìû Pem è N4sid ïî êà÷åñòâó ìîäåëè.

� 6. Çàêëþ÷åíèå

Ò.î., â õîäå ðàáîòû ðàññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïà-
ðàìåòðîâ ìíîãîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Èññëåäîâàíû ñó-
ùåñòâóþùèå ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè. Â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Matlab ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ÎÍÎÈ è ïðîòåñòèðîâàí íà ïðèìåðå
èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ìåòîä ÎÍÎÈ ñ ïðèìå-
íåíèåì bootstrap-àíàëèçà ñ ó÷åòîì øóìîâ ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèÿõ ïðåâîñõîäèò ìåòîäû Pem è N4sid ïî êà÷åñòâó èäåí-
òèôèêàöèè. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ÎÍÎÈ
ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé èäåíòèôèöèðîâàòü íåñòàöè-
îíàðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.
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ÓÄÊ 517.929.8:517.984

ÇÀÄÀ×À ÑÒÅÊËÎÂÀ Â ÏÎËÓÖÈËÈÍÄÐÅ Ñ ÌÀËÛÌ
ÎÒÂÅÐÑÒÈÅÌ

Êîæåâíèêîâ Ä. Â. (Óôà, ÁÃÏÓ èì. Ì. Àêìóëëû)
Õóñíóëëèí È. Õ. (Óôà, ÁÃÏÓ èì. Ì. Àêìóëëû)

Ââåäåíèå

Ïóñòü Σ � n−1-ìåðíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíè-
öåé, Π := Σ×(a,+∞), a < 0, {0} ∈ Π, ω � îãðàíè÷åííàÿ, ñâÿçíàÿ
îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, ωε = {x : ε−1x ∈ ω}, 0 < ε� 1.
Îáîçíà÷èì Πε = Π \ ωε, Σa = Σ× {a}.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèåì Ñòåêëîâà
íà Σa:

∆ψε = 0, x ∈ Πε,

ψε = 0, x ∈ ∂Πε \ Σa, − ∂ψε
∂xn

= λεψε, x ∈ Σa.
(1)

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà
ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü z̃q(x), q = 0, n � óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè ãàðìîíè-
÷åñêèå â Rn \ ω ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

z̃0(x) = 1, z̃m(x) = xm, m = 1, n íà ∂ω.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòè ôóíêöèè èìåþò àñèìïòîòèêè

z̃q(x) =cq,0r
−n+2 +

n∑
p=1

cq,pxpr
−n +O(r−n), |x| = r →∞.

Ïîñòîÿííàÿ c0,0 = c(ω) > 0 íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé åìêî-
ñòüþ. ×åðåç C(ω) îáîçíà÷èì ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíóþ n×n-
ìàòðèöó ñ êîìïîíåíòàìè cm,q.
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Äëÿ ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü λ0 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé
çàäà÷è

∆ψ0 = 0, x ∈ Π,

ψ0 = 0, x ∈ ∂Π \ Σa, − ∂ψ0

∂xn
= λ0ψ0, x ∈ Σa,

ψ0 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìèðîâàííàÿ â L2(Σa) ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà åäèíñòâåííîå è, ê òîìó æå, ïðîñòîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå λε êðàåâîé çàäà÷è (1), ñõîäÿùååñÿ ê λ0, èìååò
àñèìïòîòèêó

λε = λ0 + εn−2
∞∑
i=0

εiλi+n−2,

ãäå

λn−2 = c(ω) |Sn| (n− 2)ψ2
0(0), (2)

à |Sn| � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn.
Åñëè ψ0(0) = 0, òî λn−2 = λn−1 = 0 è

λn = |Sn| ∇ψ0(0)C(ω)∇ψ0(0). (3)

� 2. Ïîñòðîåíèå ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ

Âíå îêðåñòíîñòè îòâåðñòèÿ ïðèáëèæåíèå U(x, ε) (âíåøíåå ðàç-
ëîæåíèå) ôóíêöèè ψε åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå U(x, ε) ≈ ψ0(x).
Â îêðåñòíîñòè æå ωε ïðèáëèæåíèå V (x, ε) (âíóòðåííåå ðàçëîæå-
íèå) ôóíêöèè ψε òàêæå åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
ôóíêöèÿì, çàâèñÿùèì îò ïåðåìåíîé ξ = xε−1.

Ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè ψ0 â íóëå èìååò âèä:

U(x, ε) ≈ ψ0(x) = ψ0(0) +
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)xm +O(x2), |x| = r → 0.
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Ïåðåïèñûâàÿ â ïåðåìåííûõ ξ = xε−1, ïîëó÷àåì:

U(x, ε) ≈ ψ0(x) = ψ0(0)+ε
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)ξm+O(ε2ρ2), |ξ|ε = r → 0.

Ñëåäóÿ ìåòîäó ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [1],[2],[3],
ïîëó÷àåì, ÷òî âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

V (ξ, ε) = v0(ξ) + εv1(ξ) + . . . , (4)

ãäå

v0(ξ) ∼ ψ0(0), v1(ξ) ∼
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)ξm, ρ = |ξ| → ∞. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (1), ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé ξ, ïîëó÷àåì êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ vk:

εk−2 : ∆ξvk = 0 ξ ∈ Rn \ ω, vk = 0 ξ ∈ ∂ω, (6)

ãäå ∆ξ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé ξ.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ z̃j ôóíêöèè

v0(ξ) = ψ0(0)(1− z̃0(ξ)), (7)

v1(ξ) =
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)(ξm − z̃m(ξ)) (8)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ (6) ñ àñèìïòîòèêàìè

v0(ξ) = ψ0(0) + c(ω)ψ0(0)ρ−n+2 +O(ρ−n+1), ρ→∞,

v1(ξ) =
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)ξm +

n∑
m=1

∂ψ0

∂xm
(0)cm,0ρ

−n+2

+
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)

n∑
p=1

cm,pξpρ
−n +O(ρ−n), ρ→∞,

êîòîðûå óòî÷íÿþò àñèìïòîòèêè (5).
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Ïåðåïèñûâàÿ (7) è (8) â ïåðåìåííûõ x = εξ, ïîëó÷àåì

v0(ξ) = ψ0(0) + εn−2c(ω)ψ0(0)r−n+2 +O(εn−1r−n+1)

v1(ξ) = ε−1
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)xm + εn−2

n∑
m=1

∂ψ0

∂xm
(0)cm,0r

−n+2

+ εn−1
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)

n∑
p=1

cm,pxpr
−n +O(εnr−n)

(9)

ïðè ε−1r →∞.
Ñëåäóÿ ìåòîäó ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è

ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (9), âíåøíåå ðàçëîæåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

U(x, ε) = ψ0(x) + εn−2ψn−2(x) + εn−1ψn−1(x) + εnψn(x) + . . . , (10)

ãäå

ψn−2(x) ∼ c(ω)ψ0(0)r−n+2, (11)

ψn−1(x) ∼ ψ0(0)
n∑

m=1

c0,mxmr
−n +

n∑
m=1

∂ψ0

∂xm
(0)cm,0r

−n+2, (12)

ψn(x) ∼
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)

n∑
p=1

cm,pxpr
−n (13)

ïðè r → 0.
Ïî àíàëîãèè ñ (10) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èùåì â âèäå

λε(ε) = λ0 + εn−2λn−2 + εn−1λn−1 + εnλn + . . . . (14)

Ïîäñòàâëÿÿ (10) è (14) â êðàåâóþ çàäà÷ó (1), ïîëó÷àåì êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ (10):

∆ψn−2 =0, x ∈ Π \ {0} ,
ψn−2 =0, x ∈ ∂Π \ Σa,

−∂ψn−2

∂xn
=λ0ψn−2 + λn−2ψ0, x ∈ Σa,

(15)
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∆ψi = 0, x ∈ Π \ {0} ,
ψi = 0, x ∈ ∂Π \ Σa,

−∂ψi
∂xn

= λ0ψi +
i∑

k=n−2

λkψi−k, x ∈ Σa, i > n− 1.

(16)

Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Ej(x), èìåþùèå àñèìïòî-
òèêè

E0(x) =r−n+2 +O(r−n+3), r → 0

Em(x) =xmr
−n +O(r−n+2), r → 0, m = 1, n,

(17)

è ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷

∆Ej = 0, x ∈ Π \ {0},

Ej = 0, x ∈ ∂Π \ Σa, − ∂Ej

∂xn
= λ0Ej + µjψ0, x ∈ Σa

(18)

ïðè

µ0 = |Sn|(n− 2)ψ0(0), µm = |Sn|
∂ψ0

∂xm
(0), m = 1, n. (19)

Òîãäà â ñèëó (17), (18) è (19) ôóíêöèÿ

ψn−2(x) = c(ω)ψ0(0)E0(x),

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (15) ñ àñèìïòîòèêîé (11) ïðè
λn−2, îïðåäåëÿåìîì ðàâåíñòâîì (2).

Çàìåòèì, åñëè ψ0(0) = 0, òî λn−2 = 0 â ñèëó (2). Ïîýòîìó äëÿ
ψn−1(x) êðàåâàÿ çàäà÷à (16) è àñèìïòîòèêà â íóëå (12) ïðèíèìàþò
ñëåäóþùèé âèä:

∆ψn−1 = 0, x ∈ Π \ {0} ,

ψn−1 =0, x ∈ ∂Π \ Σa, −
∂ψn−1

∂xn
= λ0ψn−1 + λn−1ψ0, x ∈ Σa,

ψn−1(x) ∼
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)cm,0r

−n+2.
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Â ñèëó (17), (18) è (19) ôóíêöèÿ

ψn−1(x) =
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)cm,0E0(x),

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè λn−1 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ψ0(0) = 0, òî λn−2 = λn−1 = 0 è êðàåâàÿ

çàäà÷à (16) äëÿ ψn(x) ïðèìåò âèä

∆ψn = 0, x ∈ Π \ {0} ,

ψn = 0, x ∈ ∂Π \ Σa, − ∂ψn
∂xn

= λ0ψn + λnψ0, x ∈ Σa.

Â ñèëó (17), (18) è (19) ôóíêöèÿ

ψn(x) =
n∑

m=1

∂ψ0

∂xm
(0)

n∑
p=1

cm,pEm(x)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé êðàåâîé çàäà÷è ñ àñèìïòîòèêîé (13) ïðè
λn, îïðåäåëÿåìîì ðàâåíñòâîì (3).

Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò No. 12-01-00445). Ðàáîòà âòî-
ðîãî àâòîðà âûïîëíåíà â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ â ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè.
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ÓÄÊ 534.112

ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÀÌÌÀ.

Êóìóøáàåâà Ý.Ý., Êóìóøáàâ Ð.Ð., Àõòÿìîâ À.Ì.(Óôà,
ÁàøÃÓ)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

−y′′ = λy, (1)

y(0) = 0, (2)

y′(1) = 0, (3)

ãäå x ∈ [0, 1], y = y(x, λ).
Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ

y = C1 cos(
√
λx) +

C2 sin
√
λx√

λ
(4)

Ïîäñòàâëÿÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (2) − (3) çàäà÷è â óðàâíåíèå (4),
ïîëó÷àåì:

C1 = 0, C2 cos(
√
λ) = 0.

Òîãäà, åñëè C2 6= 0, òî

cos(
√
λ) = 0.

Ðåøåíèåì äàííîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

λk = (
π

2
+ πk)2, k ∈ Z.

Â íàøåì ñëó÷àå,
√
λk = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)− (3),

äëÿ ëþáîãî k. Ðàññìîòðèì ýòî æå óðàâíåíèå òîëüêî ñ äðóãèìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

−y′′ = λy, (5)
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y(0) = 0, (6)

y′(1) + y(1)(k −mλ) = 0, (7)

Ïóñòü y1 = cos(
√
λx) è y2 = sin(

√
λ)x√
λ

� ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5). Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëè-
òåëü çàäà÷è (5)− (7).

∆(λ) =

∣∣∣∣ U1(y1) U1(y2)
U2(y1) U2(y2)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ 1 0
(−
√
λ) sin

√
λ+ (k −mλ) cos

√
(λ) cos

√
λ+ (k −mλ)sinλλ

∣∣∣∣ =

= cos
√
λ+ (k −mλ)

sinλ

λ
= 0. (8)

Èç óðàâíåíèÿ (8) ïîëó÷àåì ctg
√
λ = mλ−k

λ . Ðåøåíèÿ äàííîãî
óðàâíåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç λ∗k. Òîãäà ïóñòü λk ðåøåíèå ctg

√
λ.

Ðèñ. 1:

Èç ãðàôèêà, âèäíî, ÷òî åñëè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ctg
√
λ è mλ−k√

λ
ðàñïîëîæåíû íèæå îñè Oλ, òî èõ àáöèññû íàõîäÿòñÿ ïðàâåå íó-
ëåé ctg

√
λ, à åñëè òî÷êè ïðåïåñå÷åíèÿ ctg

√
λ è mλ−k√

λ
ðàñïîëîæåíû

âûøå îñè Oλ, òî àáöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ctg
√
λ ðàñïîëîæåíû

ëåâåå. Èç ýòîãî ñëåäóåò, äîêàçàííàÿ Ramm-îì òåîðåìà:
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Òåîðåìà 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λn � êîðíè ctg
√
λ, λ∗n � ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ , òîãäà

åñëè λ∗n <
k
m , λ∗n > λn;

åñëè λ∗n >
k
m , λ∗n < λn.

Îáîáùèì òåîðåìó Ramma íà ñëó÷àé, êîãäà ìíîæèòåëü ïðè y(1)
â êðàåâîì óñëîâèè (7) ÿâëÿåòñÿ íå ëèíåéíîé ôóíêèåé k −mλ , à
ïîëèíîìîì f(λ).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó

−y′′ = λy, (9)

y(0) = 0, (10)

y′(1) + f(λ)y(1) = 0, (11)

ãäå x ∈ [0, 1], y = y(x, λ).
Ïóñòü f(λ) ïîëèíîì ñëåäóþùåãî âèäà: f(λ) = f0 + f1λ+ f2λ

2 +
... + fnλ

n, êîòîðûé èìååò òîëüêî âåùåñòâåííûå êîðíè, ïðèíàäëå-
æàùèå îòðåçêó (0,+∞).

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9) ÿâëÿåòñÿ

y1 = cos(
√
λx), y2 =

sin(
√
λx)√
λ

.

Ñîñòàâèâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü äëÿ çàäà÷è (9) −
(11) ïîëó÷àåì ctg

√
λk = −f(λk)√

λk
, äëÿ ëþáîãî k ∈ Z. Êîðíè

f(λ)îçíà÷èì ÷åðåç zi, i = 1, .., n, ãäå zi ïîëîæèòåëüíûå íóëè ôóíê-
öèè íå ÿâëÿþùèìè òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âñå íóëè f(λ) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûìè è íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà è íå ñîâïàäàþò ñ
λk(íóëè ctg

√
λ). Îáîçíà÷èì ýòè íóëè zk; â êàæäûõ èíòåðâàëàõ(

(πk)2, [π(k + 1)]2
)
ãðàôèê ôóíêöèè −f(λ)√

λ
ïåðåñåêàåò âåòâü ôóíê-

öèè ctg
√
λ òîëüêî â îäíîé òî÷êå è ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà.
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Èíòåðâàë
(
(πk)2, [π(k + 1)]2

)
íàçîâåì ÷åòíûì, åñëè k-÷åòíîå

÷èñëî, è íå÷åòíûì, åñëè k-íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà:
1. Åñëè f(+0) > 0, òî â íå÷åòíîì èíòåðâàëå λ∗k > λk, à â

÷åòíîì èíòåðâàëå λ∗k < λk.

2. Åñëè f(−0) < 0, òî â íå÷åòíîì èíòåðâàëå λ∗k < λk, à â
÷åòíîì èíòåðâàëå λ∗k > λk.

3. Åñëè f(+0) = 0, òîãäà a) Ëèáî f(λ) > 0;

b) Ëèáî f(λ) < 0;

c) Ëèáî f(λ) = 0.

Åñëè f(λ) > 0, òî f(+0) > 0; åñëè f(λ) < 0, òî f(−0) < 0;
åñëè f(λ) = 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî f(λ) ≡ 0, äëÿ ëþáîãî λ ∈ (0,∞),
ñëó÷àé ñëåäóþùåé çàäà÷è:

−y′′ = λy, y(0) = 0, y′(1) = 0.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî λ∗k = λk.

Ïðèìåð 1.

Ðèñ. 2:

Íà (Ðèñ.2) èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöè x =
40∗sin(λ3 )√

λ
è x =

ctg
√
λ. Êàê âèäíî ïî ðèñóíêó, âñå íóëè x =

40∗sin(λ3 )√
λ

ÿâëÿþòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè,íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà, íå ñîâïàäà-
þò ñ íóëÿìè ctg

√
λ , ïåðåñåêàåò âåòâü ôóíêöèè ctg

√
λ òîëüêî â
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îäíîé òî÷êå è òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò.
Ïðèìåð 2.

Ðèñ. 3:

Íà (Ðèñ.3) èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöè x = (−λ2 + 12.5)2 − 55 è
x = ctg

√
λ. Èç ðèñóíêà âèäíî,÷òî âñå íóëè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûìè,íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà, íå ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè
ctg
√
λ , ïåðåñåêàåò âåòâü ôóíêöèè ctg

√
λ òîëüêî â îäíîé òî÷êå.

Ïðèìåð 3.

Ðèñ. 4:

Íà (Ðèñ.4) èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöè x =
35 cos(λ7 )√

λ
è x = ctg

√
λ.

Â äàííîì ñëó÷àå, òåîðåìà Ramma íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. èç òåîðåìû

ñëåäóåò, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè x =
35 cos(λ7 )√

λ
äîëæåí ïåðåñåêàòü âåòâü
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ôóíêöèè x = ctg
√
λ òîëüêî â îäíîé òî÷êå.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷å àêó-
ñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêè îá îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèÿ
ñëîæíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
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ÓÄÊ 81:002

ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈÅ ÎÁÐÀÇÀ ÑÒÂÎËÀ ÏÅÐÀ ÍÀ
ÖÈÔÐÎÂÎÌ ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÈ

Ìèöóêîâ Ä. Ñ. (Óôà, ÁàøÃÓ)

Ââåäåíèå

Ìû ÷àñòî ñòàëêèâàåìñÿ ñ çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Ñ
ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ýòà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ðåàëü-
íîé è íà äàííûé ìîìåíò ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ ïðèìåíÿåòñÿ âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ íåòðèâèàëüíà è â êàæäîì îò-
äåëüíîì ñëó÷àå îíà ìîæåò íîñèòü àáñîëþòíî ðàçíûé õàðàêòåð.

Ïîãîâîðèì î òîì, ÷òî æå òàêîå ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ â øèðî-
êîì ñìûñëå.

Ïðè ðåøåíèè êàêèõ-ëèáî çàäà÷, êàñàþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì: ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü, àëãîðèòì ðåøåíèÿ, ðàñ÷¼ò. Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü
ïîñòðîèòü íå âñåãäà ïðîñòî, à èíîãäà ýòà çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ïî-
ïðîñòó íåðàçðåøèìîé. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé, ðàñ÷¼òîâ ïðè ñî-
çäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè î÷åíü ÷àñòî äåëàþò ïðîöåññ ðåøå-
íèÿ ãðîìîçäêèì. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ
çàäà÷, îñíîâàííûå íà äðóãîì áàçîâîì ïðåäñòàâëåíèè. Çà÷àñòóþ
íå òðåáóåòñÿ ñòðîèòü âñ¼ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, à äîñòàòî÷íî
îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî êàêèìè-òî îñíîâíûìè, èíòåðåñóþùèìè íàñ,
ôðàãìåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, îòáðàñûâàþòñÿ ëèøíèå ðàñ÷¼òû,
ýêîíîìèòñÿ âðåìÿ è ðåñóðñû. Ýòî ïðèâîäèò ê çàäà÷å ðàñïîçíàâà-
íèÿ êàêîãî-òî îòäåëüíîãî èíòåðåñóþùåãî íàñ îáðàçà, à íå ê çàäà÷å
ñîçäàíèÿ âñåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è å¼ àíàëèçà.

Íàïðèìåð, â ñòàíöèÿõ ìåòðî, â àýðîïîðòàõ è äðóãèõ ìåñòàõ
ñêîïëåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ëþäåé ïðèìåíÿåòñÿ ðàñïîçíàâà-
íèå êàæäîãî ÷åëîâåêà â îòäåëüíîñòè, à òàê æå åãî ëèöà, íàïðèìåð,
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äëÿ ñðàâíåíèÿ âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ñ èçîáðàæåíèåì ïðåñòóïíè-
êà èëè äðóãèõ ëèö, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ðîçûñêå. Ýòî ñóùåñòâåííî
ïîâûøàåò áåçîïàñíîñòü.

Íà äîðîãàõ îáùåãî ïîëüçîâàíèÿ óæå ñòîÿò êàìåðû, ñëåäÿùèå
çà ñêîðîñòíûì ðåæèìîì ìèìî ïðîåçæàþùèõ àâòîìîáèëåé. Ïðè
ïðåâûøåíèè ñêîðîñòè êàìåðà ôîòîãðàôèðóåò àâòîìîáèëü è äàëåå
ïðîèñõîäèò ðàñïîçíàâàíèå åãî ãîñóäàðñòâåííîãî íîìåðà. Íî ñåé-
÷àñ è ñàìè àâòîìîáèëè îáîðóäîâàíû ðàñïîçíàâàíèåì äîðîæíûõ
çíàêîâ, ïðåäóïðåæäàþùèõ âîäèòåëÿ î ââîäèìûõ îãðàíè÷åíèÿõ.
Ìîæíî ïðèâåñòè åù¼ î÷åíü ìíîãî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ðàñïî-
çíàâàíèÿ îáðàçîâ â ñîâðåìåííîé æèçíè.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äîâîëüíî ïðîñòà: íóæíî íàéòè êîîðäèíàòû
ñòâîëà ïåðà íà èçîáðàæåíèè è âûäàòü ðåçóëüòàò â âèäå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (ìàññèâà) òî÷åê, îïèñûâàþùèõ òðàåêòîðèþ ñòâîëà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîñòàâëåííîé
çàäà÷å, ðàçóìååòñÿ, íóæíî ïîíÿòü íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ, êàñà-
þùóþñÿ ïåðà ïòèöû. Îá ýòîì ñåé÷àñ è ïîéä¼ò ðå÷ü.

Ïåðüÿ - íàêîæíîå ðîãîâîå îáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïðèñóòñòâóåò
òîëüêî ó ïòèö.

Ïåðüÿ îòëè÷àþò ïòèö îò âñåõ äðóãèõ æèâûõ ñóùåñòâ íà íàøåé
ïëàíåòå. Ïåðüÿ ïðîèñõîäÿò îò ÷åøóåê. Èìè ïîêðûòû ðåïòèëèè.
Îïåðåíèÿ äëÿ ïòèö êðàéíå âàæíî, òàê êàê îíè íåîáõîäèìû äëÿ
ñîõðàíåíèÿ òåïëà, äëÿ ïîë¼òà è ïðî÷åå. Ïåðüÿ ó ðàçíûõ ïòèö ìî-
ãóò î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ êàê öâåòîì, òàê è ôîðìîé. Çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñòåðæíÿ è î÷èíà ïåðà.

� 2. Ââîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ

Ëþáàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò ñîáîé êàêèå-òî
îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðà-



101

âèëüíûé, æåëàåìûé ðåçóëüòàò. Â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îãðà-
íè÷åíèÿ áóäó ñëåäóþùèìè:

Ïåðî íà öèôðîâîì èçîáðàæåíèè ïîìåùàåòñÿ ïîëíîñòüþ ñ íåêî-
òîðûìè îòñòóïàìè îò êðà¼â èçîáðàæåíèÿ.

Ïåðî äîëæíî ðàñïîëàãàòüñÿ ñòðîãî ñëåâà íàïðàâî. Òî åñòü íà
èçîáðàæåíèè ñëåâà äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ î÷èí (íà÷àëî ïåðà), à
ñïðàâà êîíåö ñòåðæíÿ (ñîáñòâåííî, ñàì êîíåö ïåðà).

Êàê ñëåäñòâèå � ïåðî äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî ñòðîãî ãîðè-
çîíòàëüíî, îòíîñèòåëüíî ñàìîãî èçîáðàæåíèÿ.

Íà èçîáðàæåíèè íå äîëæíî áûòü íèêàêèõ äðóãèõ ïðåäìåòîâ,
êðîìå ñàìîãî ïåðà (êîòîðîå íà èçîáðàæåíèè åäèíñòâåííî).

Ôîí, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ ïåðî, èìååò îòíîñèòåëüíî îäíîðîä-
íûé öâåò è íå èìååò ñèëüíûõ öâåòîâûõ ïåðåïàäîâ.

� 3. Ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ

Îòäåëüíîãî ìåòîäà ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçà â êàæäîì ïðèêëà-
äîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò, è ñïîñîá ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ôàíòàçèåé. Èòàê, ó íàñ åñòü èçîáðàæåíèå, íà
êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò ïåðî, ó÷èòûâàÿ âñå âûøåèçëîæåííûå îãðà-
íè÷åíèÿ.

Ñ ÷åãî íà÷àòü ðàñïîçíàâàíèå? Òàêèì âîïðîñîì çàäà¼òñÿ ëþáîé
÷åëîâåê, ðåøàþùèé ïîäîáíûå çàäà÷è. Êàê ïðàâèëî, ðàñïîçíàâà-
íèå îáðàçà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîíèìàíèÿ îòëè÷èòåëüíûõ ÷åðò, êîòîðû-
ìè íàäåëåí èñêîìûé îáðàç. Ýòè îòëè÷èòåëüíûå ÷åðòû äîëæíû
ïðèñóòñòâîâàòü íà êàæäîì èçîáðàæåíèè. Èìåííî îíè áóäóò îò-
ïðàâíîé òî÷êîé â íàõîæäåíèè æåëàåìîãî ðåçóëüòàòà.

Íà êàæäîì èçîáðàæåíèè áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ïåðî, ó÷èòûâàÿ
ââîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ. Ò.å. ìû ìîæåì òî÷íî ñêàçàòü, ÷òî åñòü íà-
÷àëî ïåðà � î÷èí è åñòü êîíåö ïåðà � êîíåö ñòåðæíÿ. Ìû ìîæåì
áûòü óâåðåíû, ÷òî î÷èí áóäåò ðàñïîëîæåí ãîðèçîíòàëüíî, êàê è
ñàìî ïåðî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåðæåíü òàê æå áóäåò ðàñïîëîæåí ãî-
ðèçîíòàëüíî. Íóæíî ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî ïåðüÿ ïòèö ñóùåñòâåí-
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íî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà è ñòåðæåíü ïåðà èìååò ñâîéñòâî èç-
ãèáàòüñÿ. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ïðåäåëû èçîãíóòîñòè ñòåðæíÿ
ïåðà.

� 4. Ïðåäåëû êðèâèçíû ïåðà

Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ìåðà åå èçî-
ãíóòîñòè � êðèâèçíà. Ìû âïîëíå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñòåðæåíü
ïåðà êàê êðèâóþ.

Ñëó÷àé, êîãäà ñòåðæåíü ïåðà àáñîëþòíî ïðÿìîé ðàññìàòðè-
âàòü íå ñòîèò, òàê êàê íà ïðàêòèêå òàêèõ ñëó÷àåâ ôàêòè÷åñêè
íåò. Ñòåðæåíü ìîæåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòü ïðÿìóþ, íî ïðè äå-
òàëüíîì ðàññìîòðåíèè âñ¼ ðàâíî îêàæåòñÿ, ÷òî ñòåðæåíü èìååò
êàêóþ-òî êðèâèçíó. Òàê èëè èíà÷å, ïðîãðàììà ñïîñîáíà ðàñïî-
çíàòü ñòåðæåíü ïåðà è ñ ïîëíîñòüþ ïðÿìûì ñòðîåíèåì.

Èòàê, ïåðâûé ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé íàèáîëåå ïðîñòîé �
èìååòñÿ ëèøü îäíà äóãà. Ýòî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó÷àé,
êîòîðûé ÷àùå âñåãî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Âòîðîé ñëó÷àé ðåæå âñòðå÷àåòñÿ � èìååòñÿ äâå äóãè íà êðèâîé.
Â òàêîì ñëó÷àå ðàñïîçíàâàíèå ïðèíèìàåò áîëåå ñëîæíûé õàðàê-
òåð, õîòÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ êàê äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, òàê è äëÿ
âòîðîãî îäèíàêîâûé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ � à ìîæåò ëè êðèâàÿ, îïèñûâàþùàÿ ñòåð-
æåíü, èìåòü òðè äóãè. Ó÷èòûâàÿ ñòðîåíèå ïåðà, íà ýòîò âîïðîñ
îòâåò ìîæíî äàòü îòðèöàòåëüíûé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìîòðåëè âîçìîæíóþ êðèâèçíó ñòåðæíÿ
ïåðà.

� 5. Ñëîæíîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ

Öâåòîâàÿ ãàììà îïåðåíèÿ ïòèö íå îãðàíè÷èâàåòñÿ â êàêèõ-òî
ïðåäåëàõ, ïîýòîìó ïåðî ïòèöû ìîæåò èìåòü àáñîëþòíî ëþáîé
öâåò. Ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ñòåðæíÿ ïåðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
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÷òî öâåò ñòåðæíÿ ïåðà è öâåò îïàõàëà ìîãóò ñîâïàäàòü, ÷òî, êñòà-
òè ãîâîðÿ, ÷àùå âñåãî è âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå. Òàêèì îáðàçîì,
ðàññ÷èòûâàòü íà êîíòðàñò ñòåðæíÿ è îïàõàëà íå ñòîèò.

Íå ñòîèò óïóñêàòü òîò ôàêò, ÷òî îïàõàëî ïåðà ìîæåò íå èìåòü
òî÷íîé ãðàíèöû. Îïàõàëî ìîæåò áûòü ñëåãêà ðàñòðåïàííûì ê êðà-
ÿì ïåðà, ÷òî ïðèâîäèò ê îïðåäåë¼ííûì ñëîæíîñòÿì.

Êîíåö ïåðà è êîíåö ñòåðæíÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñåãäà ñîâïàäà-
þò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñïåöèôèêîé ñòðîåíèÿ îïàõàëà, êîòîðîå ìî-
æåò âûñòóïàòü ÷óòü äàëüøå, ÷åì ñòåðæåíü.

� 6. Àëãîðèòì

Ìû ïîäîøëè ê ñàìîé ãëàâíîé ÷àñòè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ �
àëãîðèòìó. Ïåðüÿ èìåþò ðàçíûå ôóíêöèè, ðàçíóþ îêðàñêó, ðàç-
íóþ ôîðìó è òîìó ïîäîáíîå. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî çàäà÷à ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ îáðàçà ñòâîëà ïåðà íîñèò íåòðèâèàëüíûé õàðàêòåð.

Ñîçäàíèå àëãîðèòìà, êîòîðûé áû ðàáîòàë ñ ëþáûìè ïåðüÿìè,
ó÷èòûâàÿ ââîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ, ïîäðàçóìåâàåò ñîáîé, ÷òî îøèá-
êè ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ. ×òî æ, ïðåñòóïèì ê àëãîðèòìó ïðîãðàììû.
Íà âõîä ïðîãðàììû ïîäà¼òñÿ öèôðîâîå èçîáðàæåíèå â ôîðìàòå
bmp. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû ïîëó÷àåòñÿ ìàññèâ, êîòîðûé
ñîäåðæèò â ñåáå êîîðäèíàòû òî÷åê, îïèñûâàþùèõ ðàñïîëîæåíèå
ñòâîëà ïåðà íà èçîáðàæåíèè.

Âõîäíîå èçîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ öâåòíûì. Äëÿ íàèáîëåå ïðà-
âèëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè èñõîäíîå èçîáðàæå-
íèå â ïîëóòîíîâîå. Èìåííî òàê ñäåëàíî â ïðîãðàììå. Ïîëó÷åí-
íîå ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå áóäåò àíàëèçèðîâàòüñÿ äëÿ ïîèñêà
ñòåðæíÿ ïåðà.

Ïîèñê ñòåðæíÿ ïåðà âåñüìà òðóäîåìêèé ïðîöåññ ââèäó íåòðèâè-
àëüíîñòè âõîäíûõ èçîáðàæåíèé. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ìåòîäîâ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, íî ââèäó âñ¼ òîé æå ïðîáëåìû íåîäíîðîäíî-
ñòè âõîäíûõ äàííûõ, èìååò ñìûñë ðàçðàáîòàòü îòäåëüíûé ìåòîä.
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Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà ñòâîëà ïåðà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî èíäèâèäó-
àëüíî ñîçäàííûå ìåòîäû.

Èòàê, èìååòñÿ ïåðî. Îòïðàâíîé òî÷êîé â ïîèñêå ÿâëÿþòñÿ òðè
âàæíåéøèå òî÷êè: êîîðäèíàòà íà÷àëà î÷èíà, êîîðäèíàòà êîíöà
î÷èíà, êîîðäèíàòà êîíöà ïåðà. Èìåÿ ýòè òðè êîîðäèíàòû, ìû èìå-
åì âîçìîæíîñòü íàéòè ñòåðæåíü ïåðà.

Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, íà ïðàêòèêå íå âñòðå÷àåòñÿ ñëó÷à-
åâ, êîãäà ñòâîë ïåðà àáñîëþòíî ïðÿìîé. Äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷¼òû
ïðèâîäÿò ê âûâîäó î òîì, ÷òî îí èìååò îïðåäåë¼ííóþ êðèâèçíó.

Èäåÿ ïîèñêà ñòâîëà ïåðà ïðîñòà. Äëÿ íà÷àëà íóæíî ïðîâåñòè
êðèâóþ ÷åðåç òðè òî÷êè: êîîðäèíàòó íà÷àëà î÷èíà, êîîðäèíàòó
êîíöà î÷èíà, êîîðäèíàòó êîíöà ïåðà. Òóò ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ èí-
òåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà. Ðàññìîòðèì åãî îïðå-
äåëåíèå è ñòðóêòóðó.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà � ìíîãî÷ëåí ìèíè-
ìàëüíîé ñòåïåíè, ïðèíèìàþùèé äàííûå çíà÷åíèÿ â äàííîì íàáî-
ðå òî÷åê.

Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ:
L(x) =

∑n
i=0 yili(x)

ãäå áàçèñíûå ïîëèíîìû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:
li(x) =

∏n
j=0,j 6=i

x−xj
xi−xj

li(x) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
- ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè n
- li(xi) = 1

- li(xj) = 0, j 6= i

Ñóòü â çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ãëàäêîé êðèâîé, ò.ê. ñòâîë ïåðà íå
èìååò ðåçêèõ ïåðåïàäîâ, îñòðûõ èçìåíåíèé ñâîåé òðàåêòîðèè è
ïðî÷åãî.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òðè òî÷êè.
Ïðàâèëüíîñòü íàéäåííîãî î÷èíà âûçûâàòü ñîìíåíèé íå äîëæíà.
Îäíàêî, òåïåðü ó íàñ åñòü ñîìíåíèÿ â ïðàâèëüíîñòè íàéäåííî-
ãî ñòåðæíÿ ïåðà. È ñîìíåíèÿ îïðàâäàíû, ò.ê. êðèâèçíà ñòåðæíÿ
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íåòðèâèàëüíà. Ïîýòîìó íàì òðåáóåòñÿ ñêîððåêòèðîâàòü òðàåêòî-
ðèþ ÷àñòè êðèâîé, îïðåäåëÿþùóþ ñòåðæåíü ïåðà.

Íà ýòîé ÷àñòè êðèâîé îòìå÷àþòñÿ òðè òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòî-
ðûõ âûáèðàþòñÿ êàê òðåòü îò âñåé äëèíû êðèâîé, îïðåäåëÿþùóþ
ñòåðæåíü ïåðà. Íàøà çàäà÷à ñìåñòèòü êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ïî
îñè OY òàê, ÷òîáû îíè ëåæàëè íà ñòåðæíå ïåðà.

×òîáû èõ ñìåùàòü, íóæíî çíàòü ïðåäåëû ñìåùåíèÿ ïî îñè OY.
Ýòèìè ïðåäåëàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè êîíòóðà ïåðà. Òî åñòü äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè: âåðõíÿÿ
ãðàíè÷íàÿ è íèæíÿÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà êîíòóðå
ïåðà. Èõ ïîèñê äîâîëüíî ïðîñòîé: íóæíî â öèêëå ñìåùàòüñÿ îò
êðàÿ èçîáðàæåíèÿ ê èñõîäíîé òî÷êå äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò
ñèëüíîãî êîíòðàñòà, êîòîðûé ãîâîðèò î òîì, ÷òî äîñòèãíóò êîíòóð
ïåðà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ îñòàëüíûå êîíòóðíûå
òî÷êè.

Òåïåðü, èìåÿ ãðàíèöû, ìû ìîæåì ñìåùàòüñÿ ïî íàøåé âèðòó-
àëüíîé ïðÿìîé îò âåðõíåé ãðàíèöû ê íèæíåé è èñêàòü ïîòåíöè-
àëüíûå òî÷êè.

Ïîòåíöèàëüíûìè òî÷êàìè íàçûâàþòñÿ òå òî÷êè èñõîäíîé ïðÿ-
ìîé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
îíè ëåæàò íà êðèâîé, îïðåäåëÿþùåé ñòåðæåíü ïåðà. Ïðîùå ãîâî-
ðÿ, ýòî ïðåäïîëàãàåìûå èñêîìûå òî÷êè, â êîòîðûå áóäóò ñìåùåíû
êîîðäèíàòû èñõîäíûõ òî÷åê.

Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà ïîòåíöèàëüíîé ìîæíî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: ñìåùàÿñü îò âåðõíåé êðàéíåé òî÷êè ê íèæíåé, ñðàâ-
íèâàòü öâåò êàæäîãî ïèêñåëà ñ ïîñëåäóþùèì. Åñëè îíè äîâîëüíî
ñèëüíî êîíòðàñòèðóþò, òî òåêóùèé ïèêñåëü ìîæíî îòíåñòè ê ïî-
òåíöèàëüíîìó. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè íàáîð ïîòåíöèàëüíûõ
òî÷åê (ïèêñåëîâ).

Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê æå îòîáðàòü îäíó åäèíñòâåííóþ
òî÷êó èç ìíîæåñòâà ïîòåíöèàëüíûõ.

Ìåòîä îòáîðà îñíîâàí íà àíàëîãèè òîãî, êàê òå÷¼ò âîäà. Åñ-
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ëè ïðîëèòü âîäû íà êàêóþ-ëèáî ðèôëåíóþ ïîâåðõíîñòü, òî âîäà
ñíà÷àëà áóäåò çàïîëíÿòü ìàëåíüêèå êàíàëû ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ïå-
ðåíåñ¼ì ýòîò ïðèìåð íà ðàñïîçíàâàíèå îáðàçà ñòåðæíÿ ïåðà.

Îò êàæäîé ïîòåíöèàëüíîé òî÷êè ìû ïûòàåìñÿ ïðîâåñòè êðè-
âóþ â íàïðàâëåíèè êîíöà ïåðà (íàïðàâî). Ñóòü ïîñòðîåíèÿ êðè-
âîé î÷åíü ïðîñòàÿ: ñðàâíèâàåì ñòðîãî ïðàâûé ïèêñåëü îò òåêó-
ùåãî. Åñëè îíè íåñèëüíî îòëè÷àþòñÿ, òî ñðàâíèâàåìûé ïèêñåëü
ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì êðèâîé, êîòîðóþ ìû ñòðîèì. Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïàåì ñ ïðàâûì âåðõíèì è ïðàâûì íèæíèì
ïèêñåëåì. Äàëåå îò êàæäîãî ïèêñåëÿ, êîòîðûå ïðîøëè ïðîâåðêó
ñíîâà ïûòàåìñÿ ïðîäîëæèòü íàøó êðèâóþ. Òàê ìû ïîñòóïàåì äî
òåõ ïîð, ïîêà íå ñìîæåì íàéòè ïèêñåëü, ñëàáî îòëè÷àþùèéñÿ îò
òåêóùåãî. Ïîñòðîèâ êðèâóþ, ìû çàïîìèíàåì å¼ äëèíó. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ïûòàåìñÿ ïðîâåñòè êðèâûå îò âñåõ ïîòåíöèàëüíûõ
òî÷åê. Èñêîìîé ïîòåíöèàëüíîé òî÷êîé áóäåò òà òî÷êà, îò êîòîðîé
ìû ñìîãëè ïðîâåñòè êðèâóþ ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ò.å. ýòî ãîâîðèò
î òîì, ÷òî ýòà êðèâàÿ ïðîëåãàåò êàê ðàç íà ñòåðæíå ïåðà.

Îñòà¼òñÿ ëèøü ñìåñòèòü èñõîäíûå òî÷êè â èñòèííûå ïîòåíöè-
àëüíûå òî÷êè, êîòîðûå íàøëè ðàíåå.

Ïîñëåäíèì øàãîì â îïðåäåëåíèè ñòâîëà ïåðà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå Èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà óæå íå ïî òð¼ì
òî÷êàì, à ïî øåñòè òî÷êàì. Ïîñòðîåííàÿ êðèâàÿ áóäåò îïèñûâàòü
ñòâîë ïåðà.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîäâåä¼ì èòîã. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèå îáðàçà ñòâîëà ïåðà íåñ¼ò
íåòðèâèàëüíûé õàðàêòåð. Îïèñàííûé àëãîðèòì íå âñåãäà âûäà-
¼ò æåëàåìûé ðåçóëüòàò ââèäó ñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èé èñõîäíûõ
äàííûõ. Â öåëîì àëãîðèòì äîâîëüíî ïðîñòîé.

Ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíîé àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íå òðå-
áóåòñÿ íàõîäèòü âñåãî êîíòóðà ïåðà, à íóæíî âñåãî ëèøü øåñòü
òî÷åê, ëåæàùèõ íà êîíòóðå. Ò.å. ìû ìîæåì íå òðàòèòü âðåìÿ íà
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òðóäîåìêèé ïîèñê âñåõ òî÷åê êîíòóðà. Ýòî äà¼ò äîïîëíèòåëüíîå
âðåìÿ íà òî, ÷òîáû òî÷íåå îïðåäåëèòü øåñòü ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïðè
òîì, ÷òî ïðîãðàììà è ñ ó÷¼òîì ýòîãî áóäåò ðàáîòàòü áûñòðåå, ÷åì,
åñëè áû ìû îïðåäåëÿëè âåñü êîíòóð ïåðà.

Äðóãîé ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî øàíñ ïîëó-
÷èòü íåâåðíûé ðåçóëüòàò íèæå, ÷åì ó ïðîãðàììû, àíàëèçèðóþùåé
âñþ âíóòðåííþþ îáëàñòü ïåðà, êîòîðàÿ òàê æå áûëà íàïèñàíà, íî,
óâû, íå íàøëà ñâîåãî ïðèìåíåíèÿ ââèäó ÷àñòûõ ëîæíûõ ðåøåíèé.
Ýòî äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ ïîòåíöèàëüíûì òî÷êàì, ò.ê. èõ íå òàê
ìíîãî, ÷òîáû îøèáèòüñÿ.
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ÓÄÊ 515.14

ÔÎÐÌÓËÛ ËÅÔØÅÖÀ ÄËß ÏÎÒÎÊÎÂ Ñ
ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÒÎ×ÊÀÌÈ ÍÀ ÐÀÑÑËÎÅÍÍÛÕ

ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Ïàâëåíêî Â. À. (Óôà, ÁÃÀÓ)

Ââåäåíèå

ÏóñòüX - ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå,X0 - ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå
ìíîãîîáðàçèÿ X êîðàçìåðíîñòè 1. Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëèñü
èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû

A : C∞0 (X \X0)→ C∞(X \X0) . (1)

ñ ÿäðîì

kA ∈ C∞(X ×X \ ({X0 ×X} ∪ {X ×X0})) . (2)

Òàêæå â ðàáîòå [1] áûë ðàññìîòðåí ñïåöèàëüíûé êëàññ ôóíêöèé,
êîòîðûå ÿâëÿëèñü ãëàäêèìè íà X \ X0, à ïðè ïîäõîäå ê X0 äî-
ïóñêàëè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå îïðåäåë¼ííîãî âèäà. Òàêèå
ôóíêöèè íàçûâàëèñü êîíîðìàëüíûìè. Â ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî,
÷òî èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû (1) ïðîäîëæàþòñÿ äî îïåðàòîðîâ íà
êîíîðìàëüíûõ ôóíêöèÿõ. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàëü-
íûå îïåðàòîðû (1) îáðàçóþò àëãåáðó. Îïåðàòîðû èç ýòîé àëãåá-
ðû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ÿäåðíûìè. Îäíàêî, ïðè îïðåäå-
ë¼ííûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ââåñòè ôóíêöèîíàë ðåãóëÿðèçîâàí- íî-
ãî ñëåäà, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëîì ñëåäà íà ÿäåðíûõ
îïåðàòîðàõ. Ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðåãóëÿðèçîâàííûé èíòåãðàë ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

r-TrA =

r∫
X

kA

∣∣∣∣∣
∆

= lim
ε→0


∫
X

r(p)>ε

kA(p)dp+ 2 ln ε

∫
X0

kA

∣∣∣∣∣
X0

dp

 ,
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ãäå r(p) = %(p,X0). Äðóãèìè ñëîâàìè, r(p) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷å-
ñêèì ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè p äî ïîäìíîãîîáðàçèÿ X0.

� 1. Çàäàíèå ïîòîêà íà ðàññëîåííîì ìíîãîîáðàçèè è
àññîöèèðîâàííûõ ñ íèì îïåðàòîðîâ

Ïóñòü êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíûì ïðîñò-
ðàíñòâîì ðàññëîåíèÿ π : X → S1 íàä îêðóæíîñòüþ. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ðàññëîåíèÿ, äëÿ ëþáîé òî÷êè α ∈ S1 ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü U(α), òàêàÿ ÷òî π−1(U) ∼= F × U . Ïóñòü íà X çàäàí ïîòîê
Tt : X → X, ñîõðàíÿþùèé ðàññëîåíèå π. Ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå,
ïîðîæä¼ííîå äàííûì ïîòîêîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

V (y) = v0(y) + a(y)
∂

∂y
,

ãäå v0(y) � âåêòîðíîå ïîëå, êàñàþùååñÿ ñëî¼â ðàññëîåíèÿ π. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïîòîê èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê
α1, . . . , αk, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, ÷òî îçíà÷à- åò,
÷òî äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , k ñïðàâåäëèâî a(αj) = 0, ïðè ýòîì
a′(αj) 6= 0. Ñëó÷àé, êîãäà ïîòîê íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
áûë ðàññìîòðåí ìîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåìÞ.À. Êîðäþêîâûì
è åãî êîëëåãîé Õ.Ë. Àëüâàðåñîì. Ïóñòü K : C∞(X) → C∞(X) �
ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå:

Ku(x0
1, y) =

∫
F

k(x0
1, x

0
2, y)u(x0

2, y)dx0
2 ,

ãäå x0
1 ∈ F , x0

2 ∈ F , y ∈ U . Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C∞0 (R) îïðå-
äåëèì ëèíåéíû¼ îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Tf : C∞(X) → C∞(X)
ïî ôîðìóëå:

Tfu(x) =

+∞∫
−∞

f(t)T ∗t u(x)dt =

+∞∫
−∞

f(t)u ◦ Tt(x)dt ,

ãäå x ∈ X.
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� 1. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ îïåðàòîðà Tf ◦K ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðèçîâàí-
íûé ñëåä, êîòîðûé ðàâåí

r-Tr(Tf ◦K) = f(0)

r∫
X

k(x0, x0, y)

a(y)
dx0dy ,

ãäå x ∈ F , y ∈ U .
Ðàññìîòðèì ñëîåíèå F, çàäàâàåìîå ñëîÿìè ðàññëîåíèÿ π. ×èñ-

ëîì Ëåôøåöà ïîòîêà Tt íàçûâàåòñÿ ÷èñëî:

L(T ) =
n−1∑
s=0

(−1)s Tr(T ∗t : H
s
(F)→ H

s
(F)) ,

ãäå H
s
(F) � ïîñëîéíûå êîãîìîëîãèè äå Ðàìà. Â äàííîì ñëó÷àå

÷èñëî Ëåôøåöà íå îïðåäåëåíî, òàê êàê íå îïðåäåë¼í ñëåä îïåðà-
òîðà T ∗t . Îäíàêî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íåêîòîðûé àíàëîã ÷èñëà
Ëåôøåöà, êîòîðûé íàçîâ¼ì ðåãóëÿðèçîâàííûì ÷èñëîì Ëåôøåöà
è îïðåäåëèì åãî êàê îáîáù¼ííóþ ôóíêöèþ:

〈L(T ), f〉 =
n−1∑
s=0

(−1)s r-Tr(Tf ◦ PH(F)) ,

ãäå PH(F) � ïðîåêòîð íà ãàðìîíè÷åñêèå ôîðìû. Â äàííîì ñëó÷àå

〈L(T ), f〉 = f(0)χ(F)

r∫
S1

dy

|a(y)|
,

ãäå χ(F) � Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñëîÿ F , òî åñòü

χ(F) =
n−1∑
s=0

(−1)sdimHs(F ) .
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� 1. Îáîáùåíèå ôîðìóëû Ìàêêèíà-Çèíãåðà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ôóíêöèé ψ : R → C, êîòîðûå
ïðîäîëæàþòñÿ äî öåëûõ ôóíêöèé íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
è äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâàK ⊂ R ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé x 7→ ψ(x+ iy), ãäå y ∈ K îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà
S(R). Èç ìíîæåñòâà A âûáåðåì ÷¼òíóþ ôóíêöèþ ψ : x 7→ ψ(x2).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð Cs
t,ψ,f = Ωu(F)→ Ωu(F) ïî ôîðìóëå:

Cs
t,ψ,f = Tf ◦ ψ(t∆s

F)2,

ãäå ∆s
F � ïîñëîéíûé îïåðàòîð Ëàïëàññà, äåéñòâóþùèé íà s-

ôîðìàõ.
Ðåãóëÿðèçîâàííûì ñóïåðñëåäîì îïåðàòîðà Cs

t,ψ,f íàçûâàåòñÿ
÷èñëî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

r-TrsCt,ψ,f =
n−1∑
s=0

(−1)s r-TrCs
t,ψ,f

Îñíîâíàÿ Òåîðåìà. Ðåãóëÿðèçîâàííûé ñóïåðñëåä íå çàâèñèò
îò t > 0.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ïàâëåíêî Â. À. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñïåöèàëüíîãî âè-
äà è èõ ñâîéñòâà // Ñáîðíèê òðóäîâ Ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-
êîíôåðåíöèè "Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è å¼ ïðèëîæå-
íèÿ â åñòåñòâîçíàíèè-Ò. 1, Óôà. 2012, ñòð. 131 - 135.
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ÓÄÊ 517.929.8:517.984

Î ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÇÍÀ×ÅÍÈß ÏÐÈ
ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÌ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÈ ÇÀÄÀ×È ÍÅÉÌÀÍÀ ÄËß

ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ Â ÊÐÓÃÅ

Ðåïüåâñêèé Ñ. Â. (×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ)
Ãàäûëüøèí Ð. Ð. (Óôà, ÁÃÏÓ èì. Ì. Àêìóëëû)

Ââåäåíèå

Ïóñòü Ω � êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-
íàò, Γ := ∂Ω, x0 � òî÷êà ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (1, 0), (r, ϕ)
� ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Îáîçíà÷èì γε = {x ∈ Γ : εa < ϕ < εb},
ãäå 0 < ε� 1, Γε := Γ\γε.

Â ðàáîòå ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
[1], [2], [3] ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïà-
ðàìåòðó ε íåêîòîðûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λε êðàåâîé çàäà÷è

−∆ψε = λεψε, x ∈ Ω, ψε = 0, x ∈ γε,
∂ψε

∂r
= 0, x ∈ Γε, (1)

ñõîäÿùèõñÿ ê äâóêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñëåäóþùåé
êðàåâîé çàäà÷è:

−∆ψ0 = λ0ψ0, x ∈ Ω,
∂ψ0

∂r
= 0, x ∈ Γ. (2)

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà
ðåçóëüòàòîâ

Èç [4] ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε → 0 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (1) ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì êðàåâîé çàäà÷è (2)
ñ ó÷åòîì ñîâîêóïíîé êðàòíîñòè.

Â ñâîþ î÷åðåäü, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (2) èìååò ëèáî
ïðîñòûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ êâàäðàòàìè íóëåé
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ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà J0(z), ëèáî äâó-
êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ êâàäðàòàìè íóëåé
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Áåññåëÿ m-îãî ïîðÿäêà Jm(z), m > 1. Ñ
ó÷åòîì ðàâåíñòâà

1∫
0

J2
ν (αr) rdr =

α
[
J
′

ν(α)
]2 − αJν(α)J

′′

ν(α)− Jν(α)J
′

ν(α)

2α
,

(ñì., íàïðèìåð, [5, �4]) îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω) ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóêðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
çàäà÷è (2), èìåþò âèä

ψ
(1)
0 (x) =

√
1

π

[(
1− m2

λ0

)
Jm

(√
λ0

)]−1

Jm

(√
λ0r
)

cosmϕ,

ψ
(2)
0 (x) =

√
1

π

[(
1− m2

λ0

)
Jm

(√
λ0

)]−1

Jm

(√
λ0r
)

sinmϕ.

(3)

Èç [4], òàêæå, èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå äâóêðàòíîãî ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2), äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ê λ0 ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (1) âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: ëèáî
ýòî äâà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, ëèáî ýòî îäíî äâóêðàòíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðè÷åì, â ñëó÷àå êîãäà ê λ0 ñõîäÿòñÿ äâà
ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λε,(1) è λε,(2) êðàåâîé çàäà÷è (1),
íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå â L2(Ω)
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψε,(1), ψε,(2) èìåþò ïðåäåë. Â [1] áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk → 0 ìîæíî âûäåëèòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü εkm → 0 òàêóþ, ÷òî íà íåé èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü ψε,(n) → ψ

(n)
0 â L2(Ω). Îäíàêî, ýòè ïðåäåëû, âîîáùå

ãîâîðÿ, ìîãóò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè εkm → 0. Äðóãèìè ñëîâàìè áûëà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü
ïðîåêòîðà Pε, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðå λε,(1), λε,(2), ê ïðîåêòîðó P0,
ñîîòâåòñòâóþùåìó λ0, ïî íîðìå â L2(Ω).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äà¼ò îòâåò îá àñèìïòîòèêå îäíîãî èç
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ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (1), ñõîäÿùåãîñÿ ê äâóêðàò-
íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ êðàåâîé çàäà÷è (2).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü λ0 � äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðå-
äåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (2), ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì íóëÿ ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè Áåññåëÿ Jm.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λε êðàåâîé çàäà÷è (1)
ñõîäÿùååñÿ ê äâóêðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 êðàåâîé
çàäà÷è (2) êîòîðîå èìååò àñèìïòîòèêó

λε = λ0 + ε2
∞∑
i=0

[ i2 ]∑
k=0

εi lnk ε λi+2,k,

ãäå

λ2,0 = m2

(
1− m2

λ0

)−2
(a− b)2

8
, (4)

λ2k+2,k = −m2

(
1− m2

λ0

)−2(
−(a− b)2

8

)k+1(
λ0

2
+ 4

)k
.

� 2. Ïîñòðîåíèå ãëàâíîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ

Áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1),
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ψ(2)

0 (x) çàäà÷è (2). Ñîá-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ(2)

0 (x) íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.
Ïî ìåòîäó ñîãëàñîâàíèÿ àñèìòîïòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â îêðåñò-
íîñòè γε ñëåäóåò ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ ψ

(2)
0 (x) â ðÿä â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè x0. Áîëåå òîãî, ðàñêëàäûâàòü íóæíî íå ñàìó ôóíêöèþ
ψ

(2)
0 (x), à ñóììó ψ(2)

0 (x)+εκψ(1)
0 (x), ãäå êîíñòàíòà κ áóäåò îïðåäå-

ëåíà ïîçäíåå. Îáîçíà÷èì Φ1 = ψ
(1)
0 (x0), Φ2 = ∂ψ

(2)
0

∂ϕ (x0). Òîãäà ïðè
x→ x0 èìååì:

ψ
(2)
0 (x) + εκψ(1)

0 (x) = Φ2y1 + εκΦ1 +O(|y|2), |y| → 0.
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ãäå y := (ϕ, 1− r). Ïåðåïèñûâàåì â ïåðåìåííûõ ξ = yε−1:

ψ
(2)
0 (εξ) + εκψ(1)

0 (εξ) = Φ2εξ1 + εκΦ1 +O(ε2|ξ|2).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå ñëåäóåò èñêàòü â
âèäå

V (ξ, ε) = εV1(ξ) + . . . , (5)

ãäå
V1(ξ) ∼ Φ2ξ1 + κΦ1, ξ →∞. (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (1) è ïåðåõîäÿ ê
ïåðåìåííîé ξ, ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ V1(ξ):

∆V1 = 0, ξ2 > 0, V1 = 0, ξ ∈ γ, ∂V1

∂ξ2
= 0, ξ ∈ Γ, (7)

ãäå γ := {ξ|ξ2 = 0, ξ1 ∈ (a, b)}, Γ := {ξ2 = 0}\γ.
Äëÿ çàäà÷è (7) ñóùåñòâóåò ìîäåëüíîå ðåøåíèå

Υ(ξ) = Re
√

(z − a)(z − b)

ãäå z := ξ1 + iξ2, i � ìíèìàÿ åäèíèöà, èìåþùåå àñèìïòîòèêó

Υ(ξ) = ξ1 −
a+ b

2
− (b− a)2

8

ξ1

|ξ|2
+O(|ξ|−2), |ξ| → ∞.

Òîãäà ìîæíî ïîäîáðàòü êîíñòàíòó κ òàê, ÷òîáû

V1(ξ) = Φ2 ·Υ(ξ)

ÿâëÿëîñü ðåøåíèåì çàäà÷è (7) è èìåëî àñèìïòîòèêó

V1(ξ) = Φ2ξ1 − Φ2
a+ b

2
− Φ2

(b− a)2

8

ξ1

|ξ|2
+O(|ξ|−2), |ξ| → ∞,

êîòîðàÿ óòî÷íÿåò àñèìïòîòèêó (6). À èìåííî, κ ñëåäóåò âûáðàòü
ðàâíûì

κ = −(a+ b)Φ2

2Φ1
.
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Ïåðåïèñûâàÿ εV1(ξ) â ïåðåìåííûõ y = εξ, ïîëó÷àåì:

εV1(ξ) =Φ2y2 − εΦ2
a+ b

2
− ε2Φ2

(b− a)2

8

y1

|y|2
+O(ε3|y|−2).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5) è ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé, ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ êðàåâîé çàäà÷è (1) âíå îêðåñò-
íîñòè γε, ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

ψε(x) = ψ
(2)
0 (x) + ε2ψ2,0(x) + . . . , (8)

ψ2,0(x(y)) ∼ −Φ2
(b− a)2

8

y1

|y|2
, y → 0. (9)

Ïî àíàëîãèè ñ (9) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èùåì â âèäå

λε =λ0 + ε2λ2,0 + . . . . (10)

Ïîäñòàâëÿÿ (9) è (11) â (1), ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ψ2,0:

(∆ + λ0)ψ2,0 = λ2,0ψ
(2)
0 , x ∈ Ω,

∂ψ2,0

∂r
= 0, x ∈ Γ\{x0}. (11)

Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè E0(x) è E1(x), èìåþùèå
àñèìïòîòèêè

E0(x(y)) = ln |y|+O(1), E1(x(y)) =
y1

|y|2
+O(1), |y| → 0,

è ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷

(∆ + λ0)E0 = πΦ1ψ
(1)
0 , x ∈ Ω,

∂E0

∂r
= 0, x ∈ Γ\{x0},

(∆ + λ0)E1 = −πΦ̃2ψ
(1)
0 − πΦ2ψ

(2)
0 , x ∈ Ω,

∂E0

∂r
= 0, x ∈ Γ\{x0},

ãäå Φ̃2 = ∂ψ
(1)
0

∂ϕ (x0). Òîãäà, ïîëîæèâ

ψ2,0(x) = −Φ2
(b− a)2

8

(
E1(x) +

Φ̃2

Φ1
E0(x)

)
,
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ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (11) èìåþùåå àñèìïòîòèêó (9) ïðè

λ2,0 = πΦ2
2

(b− a)2

8
. (12)

Òàê êàê

Φ2 = m

√
1

π

(
1− m2

λ0

)−1

â ñèëó (3), òî èç (12) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4).

Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-
åêò � 12-01-00259-à). Âòîðîé àâòîð ÷àñòè÷íî ïîääåðæàí ÐÔÔÈ
(ïðîåêò � 12-01-00445-à).
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ÓÄÊ 519.8

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÛÕ ÏÎÒÎÊÎÂ Â
ÌÈËËÈÎÍÍÎÌ ÃÎÐÎÄÅ

À.Ô. Øàéõíóðîâà1, Ã. Ð. Êàðàìóòäèíîâà1, È. Ì.
Ãóáàéäóëëèí1,2ÁÃÓ1, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà2,

ã. Óôà, Ðîññèÿ

Òðàíñïîðòíûå ïîòîêè ãîðîäîâ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíûõ
ôàêòîðîâ, êîòîðûé âëèÿåò íà ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîå ðàçâèòèå
ñòðàíû. Ñîâåðøåíñòâîâàíèå òðàíñïîðòíîé ñåòè ïîâûøàåò êà÷å-
ñòâî æèçíè ãîðîæàí, óâåëè÷èâàåò ðîñò çàíÿòîñòè, óêðåïëÿåò áþä-
æåò ãîðîäà, ðàçâèâàåò áèçíåñ è ïðèâëåêàåò èíâåñòèöèè.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â Ðîññèè ñîñòîÿíèå äîðîæíî-òðàíñïîðòíîé
ñèñòåìû îñòàâëÿåò æåëàòü ëó÷øåãî. ×èñëî òðàíñïîðòà â ãîðîäàõ
íåèçáåæíî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ïðî-
áîê, çàòðóäíèòåëüíîìó ïåðåäâèæåíèþ, óõóäøåíèþ óñëîâèé äëÿ
íîðìàëüíîãî ðàçâèòèÿ ãîðîäà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ è çàãðóçêè ýëåìåíòîâ ñåòè ïîëüçóþò-
ñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé â áîëüøèí-
ñòâå äàííûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èíôîðìàöèè î ïå-
ðåäâèãàþùèõñÿ ïî ãîðîäó èíäèâèäóóìàõ. Ýòî èíôîðìàöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìàòðèöû êîððåñïîíäåíöèé.

Ìàòðèöà êîððåñïîíäåíöèé ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé èíôîðìàöè-
åé, õàðàêòåðèçóþùåé ðàñïðåäåëåíèå òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ïî
óëè÷íî-äîðîæíîé ñåòè, è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òðàíñïîðòíîì
ïëàíèðîâàíèè è ïðîåêòèðîâàíèè îðãàíèçàöèè äîðîæíîãî äâèæå-
íèÿ. Ýëåìåíòû ìàòðèöû îïðåäåëÿþò îáúåì ïîòîêà ìåæäó êàæäîé
ïàðîé ¾òî÷åê¿. ¾Òî÷êè¿ � ýòî óñëîâíûå çîíû, êîòîðûå ïîëó÷àþò-
ñÿ ïóòåì äåëåíèÿ ãîðîäà íà ñåãìåíòû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû êîððåñïîíäåíöèé äëÿ òðàíñïîðòíîé
ñåòè ìèëëèîííîãî ãîðîäà.



119

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíî ìíîãî ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ
ó÷åñòü îñîáåííîñòè ôîðìèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ. Â äàí-
íîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýíòðîïèéíàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ
ðàññ÷èòàòü ìàòðèöó êîððåñïîíäåíöèé.

Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëü:

min
Tij

(
N∑
i=1

M∑
j=1

Tijcij + β
N∑
i=1

M∑
j=1

lnTij) (1)

N∑
i=1

Tij = Dj, ∀i = 1, N (2)

M∑
j=1

Tij = Qi, ∀j = 1,M (3)

Tij ≥ 0, ∀i = 1, N, ∀j = 1,M (4)

Çäåñü Tij � êîððåñïîíäåíöèÿ èç çîíû i â çîíó j ,
β � ñðåäíåâçâåøåííàÿ ñòîèìîñòü ïðîåçäà,
cij � ñòîèìîñòü ïðîåçäà åäèíèöû ïîòîêà èç çîíû i â çîíó j ,
Qi � êîëè÷åñòâî ïîåçäîê èç çîíû i ,
Dj � êîëè÷åñòâî ïîåçäîê â çîíû j .
Óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíûé ïîòîê (ñóììà ÷èñëà ïî-

åçäîê), êîòîðûé âûåõàë èç âñåõ çîí i = 1 , . . . ,N â çîíó j äîëæåí
áûòü ðàâåí ïîòîêó, êîòîðûé ïðèáûë â çîíó j . Óñëîâèå (3) îçíà-
÷àåò, ÷òî ñóììàðíûé ïîòîê, êîòîðûé âûåõàë îáðàòíî èç âñåõ çîí
j = 1 , . . . ,M â çîíó i äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì ïðèáûâøèõ
â çîíó i . Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âûåõàâøèõ äîëæíî áûòü ðàâíî
ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó ïðèáûâøèõ, òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå

N∑
i

Qi =
N∑
j

Dj.
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Ïîòîêè íå äîëæíû áûòü îòðèöàòåëüíûìè.
Ôîðìóëó (1) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó (ïî íåìó

ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàòðèöà êîððåñïîíäåíöèé):

max
Tij

N∑
i

M∑
j

Tij ln
T 0
ij

Tij
(5)

T 0
ij = exp−

cij
β (6)

ãäå T 0
ij � ýòî ðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèè, êîòîðîå îáðàçó-

åòñÿ â ñèñòåìå ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé.
Äëÿ ðàñ÷åòà ìàòðèöû êîððåñïîíäåíöèé ýíòðîïèéíûì ìåòîäîì

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìàòðèöó îòïðàâëåíèÿ, ìàòðèöó ïðèáûòèÿ,
ìàòðèöó çàòðàò.

Äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü óñëîâíûå çîíû (ñåãìåíòû), èç êîòîðûõ
ëþäè ïîåäóò (íà ðàáîòó, ó÷åáó), è óñëîâíûå çîíû, â êîòîðûå îíè
áóäóò ïðèåçæàòü (ðàáîòà, ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ, îðãàíèçàöèÿ).

Òåððèòîðèÿ ãîðîäà äåëèòñÿ íà óñëîâíûå çîíû ñ îïðåäåëåííûì
øàãîì. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ýëåêòðîííàÿ êàðòà ãîðîäà. Êàæ-
äûé ïîëó÷èâøèéñÿ ñåãìåíò ãîðîäà áóäåò ÿâëÿòüñÿ è ¾òî÷êîé¿ îò-
ïðàâëåíèÿ è ¾òî÷êîé¿ ïðèáûòèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà îòïðàâ-
ëåíèÿ è ìàòðèöà ïðèáûòèÿ áóäóò èìåòü îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Ñåãìåíòû, ãäå íèêòî íå æèâåò è íå ðàáîòàåò, áóäóò ðàâíû íóëþ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû îòïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðè ïîìî-

ùè êàðòû ãîðîäà ïîäñ÷èòàòü ¾âðó÷íóþ¿ â êàæäîé çîíå ÷èñëî æè-
ëûõ äîìîâ ðàçíîé ýòàæíîñòè.

Êîëè÷åñòâî æèëûõ äîìîâ ðàçíîé ýòàæíîñòè, íàõîäÿùèåñÿ â
ñåãìåíòå (i ; j ), óìíîæàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ïðîæèâà-
þùèõ ëþäåé â äîìå äàííîé ýòàæíîñòè è çàòåì ñóììèðóåòñÿ.

Ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè òàêîãî ìåòîäà êîëè÷åñòâî æèòåëåé
ñðàâíèâàåòñÿ ñ èçâåñòíûì êîëè÷åñòâîì ïîñòîÿííîãî ïðîæèâàþ-
ùåãî íàñåëåíèÿ ãîðîäà äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòîâ.
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Íà òåððèòîðèè ãîðîäà, êðîìå æèòåëåé ãîðîäà, ðàáîòàþò (ó÷àò-
ñÿ) ëþäè ñ áëèçëåæàùèõ ïîñåëêîâ (ñåë, äåðåâåíü). Ïîýòîìó ó÷è-
òûâàåòñÿ ïîòîê èç ñåëüñêèõ íàñåëåííûõ ïóíêòîâ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû ïðèáûòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ìåñòà ïðè-
òÿæåíèÿ íàñåëåíèÿ è èõ åìêîñòü: ìåäèöèíñêèå ó÷ðåæäåíèÿ, ó÷åá-
íûå çàâåäåíèÿ, ïðåäïðèÿòèÿ è äðóãèå.

Â êà÷åñòâå ìàòðèöû çàòðàò íà ïåðåäâèæåíèå èç çîíû i â çîíó
j áåðóòñÿ âðåìåííûå çàòðàòû.

Ìàòðèöà âðåìåííûõ çàòðàò âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìó-
ëå:

Vij = dij ∗ sij (7)

ãäå sij � ñêîðîñòü ïåðåäâèæåíèÿ èíäèâèäóóìà â òðàíñïîðòíîé
ñåòè èç óñëîâíîé çîíû i â çîíó j , dij � ðàññòîÿíèå îò ñåãìåíòà i
äî ñåãìåíòà j .

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ìàòðèöû îòïðàâëåíèÿ Q , ïðèáûòèÿ D è
âðåìåííûõ çàòðàò, ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó êîððåñïîíäåíöèé ñ
ïîìîùüþ ýíòðîïèéíîé ìîäåëè. À íà îñíîâå ìàòðèöû êîððåñïîí-
äåíöèé ìîæíî:

• ñîñòàâèòü íàèáîëåå òî÷íîå ðàñïèñàíèå äâèæåíèÿ îáùåñòâåí-
íîãî òðàíñïîðòà;

• îïðåäåëèòü çàãðóçêè ýëåìåíòîâ óëè÷íî-äîðîæíîé ñåòè;
• îöåíèòü êîëè÷åñòâî ïåðåâîçèìûõ ïàññàæèðîâ ïî òèïàì ïàñ-
ñàæèðîâ, ïî âèäàì òðàíñïîðòà, ìàðøðóòàì è íàïðàâëåíèÿì;

• îöåíèòü èíòåíñèâíîñòü ïàññàæèðîïîòîêîâ ìåæäó ðàçëè÷íû-
ìè ïóíêòàìè.
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÊÐÀÅÂÎÉ
ÇÀÄÀ×È ÄËß ËÀÏËÀÑÈÀÍÀ Â ÊÐÓÃÅ ÑÎ ÑÌÅÍÎÉ

ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ

Øèøêèíà Å. À. (Óôà, ÁÃÏÓ èì. Ì. Àêìóëëû)

Ðåïüåâñêèé Ñ. Â. (×åëÿáèíñê, ×åëÃÓ)

Ãàäûëüøèí Ð. Ð. (Óôà, ÁÃÏÓ èì. Ì. Àêìóëëû)

Ââåäåíèå

Ïóñòü Ω � êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-
íàò, Γ := ∂Ω, x0 � òî÷êà ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (1, 0), (r, ϕ)
� ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Îáîçíà÷èì γε = {x ∈ Γ : εa < ϕ < εb},
ãäå 0 < ε� 1, Γε := Γ\γε.

Â ðàáîòå ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
[1], [2], [3] ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïà-
ðàìåòðó ε ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λε ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

−∆ψε = λεψε, x ∈ Ω, ψε = 0, x ∈ Γε,
∂ψε

∂r
= 0, x ∈ γε. (1)

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà
ðåçóëüòàòîâ

Èç [4] ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε → 0 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (1) ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì êðàåâîé çàäà÷è

−∆ψ0 = λ0ψ0, x ∈ Ω, ψ0 = 0, x ∈ Γ (2)

ñ ó÷åòîì ñîâîêóïíîé êðàòíîñòè.
Â ñâîþ î÷åðåäü, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (2) èìååò ëèáî

ïðîñòûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ êâàäðàòàìè íóëåé
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ôóíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà J0(z), ëèáî äâóêðàòíûå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ êâàäðàòàìè íóëåé ôóíêöèè
Áåññåëÿ m-ãî ïîðÿäêà Jm(z), m > 1. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

1∫
0

J2
ν (αr) rdr =

α
[
J
′

ν(α)
]2 − αJν(α)J

′′

ν(α)− Jν(α)J
′

ν(α)

2α
,

(ñì., íàïðèìåð, [5, �4]), íîðìèðîâàííàÿ â L2(Ω) ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ çàäà÷è (2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîñòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ λ0, èìååò âèä

ψ0(x) =

√
1

π

(
J′0(
√
λ0)
)−1

J0(
√
λ0r), (3)

à îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâó-
þùèå äâóêðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0, èìåþò âèä

ψ
(1)
0 (x) =

√
1

π

(
J′m

(√
λ0

))−1

Jm

(√
λ0r
)

cosmϕ,

ψ
(2)
0 (x) =

√
1

π

(
J′m

(√
λ0

))−1

Jm

(√
λ0r
)

sinmϕ.

Äëÿ ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λε êðàåâîé çàäà÷è (1), ñõîäÿ-
ùååñÿ ê ïðîñòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 êðàåâîé çàäà÷è (2),
èìååò àñèìïòîòèêó

λε =λ0 + ε2
∞∑
i=0

[ i2 ]∑
k=0

εi lnk ε λi+2,k,

ãäå

λ2,0 =− λ0(b− a)2

8
, (4)

λ2+2k,k =
(−λ0)

k+1 (b− a)2(k+1)

24k+3
, k > 1.
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Èç [4] èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λε êðà-
åâîé çàäà÷è (1) ñõîäèòñÿ ïðè ε→ 0 ê ïðîñòîìó ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ λ0 êðàåâîé çàäà÷è (2), òî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ λε ñîáñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ ψε ñõîäèòñÿ ê ψ0 â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω). Â ñëó÷àå
æå äâóêðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2), äëÿ
ñõîäÿùèõñÿ ê λ0 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (1) âîç-
ìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè: ëèáî ýòî äâà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèÿ, ëèáî ýòî îäíî äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðè-
÷åì, äàæå â ñëó÷àå êîãäà ê λ0 ñõîäÿòñÿ äâà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèÿ λε,(1) è λε,(2) êðàåâîé çàäà÷è (1), íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå â L2(Ω) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ψε,(1), ψε,(2) èìåþò ïðåäåë. Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èç ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè εk → 0 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
εkm → 0 òàêóþ, ÷òî íà íåé èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ψε,(n) → ψ

(n)
0 â

L2(Ω), ãäå ψ(n)
0 � îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω) ñîáñòâåííûå ôóíê-

öèè êðàåâîé çàäà÷è (2), ñîîòâåòñòâóþùèå λ0. Îäíàêî, ýòè ïðå-
äåëû, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè εkm → 0. Äðóãèìè ñëîâàìè áûëà äîêàçà-
íà ñõîäèìîñòü ïðîåêòîðà Pε, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðå λε,(1), λε,(2),
ê ïðîåêòîðó P0, ñîîòâåòñòâóþùåìó λ0, ïî íîðìå â L2(Ω).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äà¼ò îäíîçíà÷íûé îòâåò î êðàòíîñòè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü λ0 � äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðå-
äåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (2), ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì íóëÿ ôóíêöèè
Jm.

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λε,(1), λε,(2) âîçìóùåííîé êðàå-
âîé çàäà÷è (1), ñõîäÿùèåñÿ ê λ0, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è èìåþò
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àñèìïòîòèêè

λε,(1) =λ0 + ε2
∞∑
i=0

[ i2 ]∑
k=0

εi lnk ε λ
(1)
i+2,k,

λε,(2) =λ0 + ε4
∞∑
i=0

[ i4 ]∑
k=0

εi lnk ε λ
(2)
i+4,k

ãäå

λ
(1)
2,0 = −λ0(b− a)2

8
,

λ
(1)
2+2k,k =

(−λ0)
k+1 (b− a)2(k+1)

24k+3
, k > 1,

λ
(2)
4,0 = −m

2

64
λ0(b− a)2(5a2 + 6ab+ 5b2),

λ
(2)
4+2k,k = −m

2

4
λ0

(
(b− a)2(5a2 + 6ab+ 5b2)

16

)k+1(
λ0

8
− λ2

0

16

)k
ïðè k > 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψε,(1), ψε,(2) ñõîäÿò-
ñÿ ê ψ

(1)
0 , ψ

(2)
0 â L2(Ω).

� 2. Ïîñòðîåíèå ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèê

Òàê ∂ψ0

∂r 6= 0 íà γε 3 x0, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñîãëà-
ñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â îêðåñòíîñòè γε ââîäèòñÿ
âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå V ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì Φ = −∂ψ0

∂r (x0). Òîãäà ïðè x→ x0 èìååì:

ψ0(x) = Φy2 +O(|y|2), y := (ϕ, 1− r)→ 0.

Ïåðåïèñûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà â ïåðåìåííûõ ξ =
yε−1, ïîëó÷àåì:

ψ0(εξ) = εΦξ2 +O(ε2|ξ|2).
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Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå èìååò âèä

V (ξ, ε) =εV1(ξ) + . . . , (5)

V1(ξ) ∼Φξ2, ξ →∞. (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (1) è ïåðåõîäÿ ê
ïåðåìåííîé ξ, ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ V1:

∆V1 = 0, ξ2 > 0, V1 = 0, ξ ∈ Γ,
∂V1

∂ξ2
= 0, ξ ∈ γ, (7)

ãäå γ := {ξ : ξ2 = 0, ξ1 ∈ (a, b)}, Γ := {ξ2 = 0}\γ.
Ïóñòü z := ξ1 + iξ2, ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Òîãäà ôóíêöèÿ

V1(ξ) = Φ · Im
√

(z − a)(z − b)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (7) è èìååò àñèìïòîòèêó

V1(ξ) = Φξ2 + Φ
(b− a)2

8

ξ2

|ξ|2
+O(|ξ|−2), |ξ| → ∞,

êîòîðàÿ óòî÷íÿåò àñèìïòîòèêó (6).
Ïåðåïèñûâàÿ εV1(ξ) â ïåðåìåííûõ y = εξ, ïîëó÷àåì:

εV1(ξ) =Φy2 + ε2Φ
(b− a)2

8

y2

|y|2
+O(ε3|y|−2). (8)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5), (8) è ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ êðàåâîé çàäà÷è (1) âíå
îêðåñòíîñòè γε, ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

ψε(x) =ψ0(x) + ε2ψ2,0(x) + . . . , (9)

ψ2,0(x(y)) ∼Φ
(b− a)2

8

y2

|y|2
, y → 0. (10)

Ïî àíàëîãèè ñ (9) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λε èùåì â âèäå

λε =λ0 + ε2λ2,0 + . . . . (11)
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Ïîäñòàâëÿÿ (9) è (11) â (1), ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ψ2,0:

(∆ + λ0)ψ2,0 = λ2,0ψ0, x ∈ Ω, ψ2,0 = 0, x ∈ ∂Ω\{x0}.
Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (9), (10) ïîëó÷àåì, ÷òî

λ2,0 = −πΦ2 (b− a)2

8
(12)

Òàê êàê

Φ = −∂ψ0

∂r
(x0) = −

√
λ0

π
â ñèëó (3), òî èç (12) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4).

Ðàáîòà ïåðâîãî è òðåòüåãî àâòîðîâ âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå
ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-00445-à). Âòîðîé àâòîð ÷àñòè÷íî ïîääåð-
æàí ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-00259-à).
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ÓÄÊ 517.9

ËÈÍÅÉÍÛÅ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Âîðîíîâà Þ. Ã. (Óôà, ÓÃÀÒÓ)

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà

∂2

∂x∂y
U + a

∂

∂x
U + b

∂

∂y
U + cU = 0, (1)

ãäå a, b è c�ïîñòîÿííûå ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà, U�ñòîëáåö
íåèçâåñòíûõ

(
U 1(x, y), U2(x, y)

)T
.

Ïîëó÷åí îáùèé âèä îáîáùåííûõ èíâàðèàíòîâ Ëàïëàñà äëÿ ëè-
íåéíûõ ñèñòåì (1). Îïèñàíû ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), äëÿ êîòîðûõ
îáîáùåííûå èíâàðèàíòû Ëàïëàñà åñòü íóëåâûå ìàòðèöû è äëÿ
íèõ ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå. Òàêæå ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ
ñèñòåì óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, ó êîòîðûõ èíâàðèàíò H1 èìååò ðàíã 2, à îáîáùåííûé èíâà-
ðèàíò Ëàïëàñà X2 = 0.

� 1. Êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ èíâàðèàí-
òîâ Ëàïëàñà [1]�[3]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü èíâàðèàíòû Ëàïëàñà H1, H2, . . . , Hk óðàâ-

íåíèÿ (1)�íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû, à RangHk+1 = 1. Òîãäà
îáîáùåííûé èíâàðèàíò ïîðÿäêà n âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Xn = (α, β)n−k−1Xk+1, n = k + 1, k + 2, . . . (2)

çäåñü α = (α1, α2), β = (β1, β2), Hk+1 = αT · β.
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Çíàÿ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂2

∂x∂y
Uk + ak

∂

∂x
Uk + b

∂

∂y
Uk + ckUk = 0,

ïîëó÷åííîé èç (1) ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëàïëàñà, ñîãëàñíî ôîðìóëàì

( ∂
∂y + ai)Ui = Ui+1, ( ∂

∂x + b)Ui+1 = Hi+1Ui,
U0 = U, a0 = a, i = 0, 1, . . . , k − 1,

ìû ìîæåì ïîñòðîèòü è ðåøåíèå ñèñòåìû (1). Ïîýòîìó áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî ó èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ãëàâíûé èíâà-
ðèàíò H1�âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
òåîðåìû:
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ãëàâíûé èíâà-

ðèàíò H1 åñòü âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è Xn = 0. Òîãäà ìàòðèöû
a, b è c èìåþò âèä:

a = λE +

(
p1

p2

)
(β1 β2), b = µE +

(
α1

α2

)
(q1 q2),

c = λµE+λ

(
α1

α2

)
(q1 q2)+µ

(
p1

p2

)
(β1 β2)+((q, p)−1)

(
α1

α2

)
(β1 β2),

ãäå λ, µ�ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:{
α2

1 + α2
2 6= 0,

β2
1 + β2

2 6= 0,
α1β1 + α2β2 = 0.

Ïðè ýòîì X2 = 0.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è îáîá-

ùåííûé èíâàðèàíò Ëàïëàñà Ym = 0. Òîãäà ëèáî ïðè óñëî-
âèè (p, q) = 1 èìååì K1 = 0, ëèáî ïðè (p, q) 6= 1 èìååì
Y2 = K2K1 = 0.
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� 2. Ïîñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), äëÿ
êîòîðûõ RangH1 = 1, à òàê æå îáîáùåííûå èíâàðèàíòû Ëàïëàñà
X2 = 0 è K1 = 0. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü
îáùåå ðåøåíèå. Ñèñòåìó (1) çàïèøåì â âèäå(

∂

∂y
+ a

)(
∂

∂x
+ b

)
U = 0.

Îáîçíà÷èì
(
∂
∂x + b

)
U = V , òîãäà(

∂

∂y
+ a

)
V = 0

èëè {
V 1
y + λV 1 + p1(β1V

1 + β2V
2) = 0,

V 2
y + λV 2 + p2(β1V

1 + β2V
2) = 0.

(3)

Ïóñòü β2
1 + β2

2 6= 0 è β1 6= 0. Îáîçíà÷èì β1V
1 + β2V

2 = S. Òåïåðü
óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3) íà β1, âòîðîå óðàâíåíèå
íà β2 è ñëîæèì âìåñòå. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

Sy + λS + (p1β1 + p2β2)S = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

S = c(x)exp (−(λ+ p1β1 + p2β2)y) .

Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3) çàïèøåòñÿ â âèäå:

V 2
y + λV 2 + p2c(x)exp (−(λ+ p1β1 + p2β2)y) = 0.

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïî-
ñòîÿííîé, íàõîäèì V 2:

V 2 = f(x)exp(−λy) + c(x)
p2

p1β1 + p2β2
exp (−(λ+ p1β1 + p2β2)y)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, V 1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

V 1 = c(x)exp (−(λ+ p1β1 + p2β2)y)
p1

p1β1 + p2β2
−β2

β1
f(x)exp(−λy).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
(
∂
∂x + b

)
U = V . Äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàïèøåì åå â ñëåäóþùåì âèäå{
U 1
x + µU 1 + α1(q1U

1 + q2U
2) = V 1,

U 2
x + µU 2 + α2(q1U

1 + q2U
2) = V 2.

(4)

Ïîëàãàÿ R = q1U
1 + q2U

2, íåòðóäíî ïîëó÷èòü

∂R

∂x
+ µR + (α1q1 + α2q2)R =

β1q2 − β2q1

β1
f(x)exp(−λy)+

+
q1p1 + q2p2

β1p1 + β2p2
c(x)exp (−(λ+ p1β1 + p2β2)y) .

Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

R =
q1p1 + q2p2

β1p1 + β2p2
e−(λ+p1β1+p2β2)y−(µ+α1q1+α2q2)x×

×
∫
c(x)e(µ+α1q1+α2q2)xdx+ κ(y)e−(µ+α1q1+α2q2)x+

+
β1q2 − β2q1

β1
e−λy−(µ+α1q1+α2q2)x

∫
f(x)e(µ+α1q1+α2q2)xdx.

Òåïåðü, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî U 2 èìååò ñëåäóþùèé âèä

U 2 = z(y)e−µx + e−µx
∫

(V 2 − α2R)eµxdx =
1

β1p1 + β2p2
×

×e−(λ+p1β1+p2β2)y−µx
[
p2

∫
c(x)eµxdx− α2(q1p1 + q2p2) ×

×
∫ (

e−(α1q1+α2q2)x

∫
c(t)e(µ+α1q1+α2q2)tdt

)
dx

]
+

+e−λy−µx
[∫

f(x)eµxdx−
(
q2α2 −

β2q1α2

β1

)
×

×
∫ (

e−(α1q1+α2q2)x

∫
f(t)e(µ+α1q1+α2q2)tdt

)
dx

]
+

+
α2

α1q1 + α2q2
κ(y)e−(µ+α1q1+α2q2)x + z(y)e−µx,
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à U 1:

U 1 =
1

q1
R− q2

q1
e−µx

∫
(V 2 − α2R)eµxdx− q2

q1
z(y)e−µx,

ãäå c(x), f(x), z(y), κ(y)�ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.

� 3. Ñèñòåìû óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ
èíâàðèàíòàìè ðàíãà äâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà

∂2

∂x∂y
U + a

∂

∂x
U + b

∂

∂y
U + cU = 0, (5)

ãäå a, b è c�ïîñòîÿííûå ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà, U�ñòîëáåö
íåèçâåñòíûõ

(
U 1(x, y), U2(x, y), U3(x, y)

)T
.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû U = TV , ãäå T�ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà, ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

∂2

∂x∂y
V + A

∂

∂x
V +B

∂

∂y
V + CV = 0, (6)

çäåñü A = T−1aT, B = T−1bT, C = T−1cT.

Ïóñòü ìàòðèöà H1 = T−1h1T èìååò ðàíã 2. Âûáåðåì ìàòðèöó T
òàê, ÷òîáû H1 ïðèíèìàëà æîðäàíîâó ôîðìó, òî åñòü âîçìîæíû 4
ñëó÷àÿ:

H1 =

(
λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 0

)
, åñëè λ1 6= λ2 6= 0, (7)

èëè

H1 =

(
λ1 1 0
0 λ1 0
0 0 0

)
, λ1 6= 0, H1 =

(
λ1 0 0
0 0 1
0 0 0

)
, λ1 6= 0,

H1 =

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) ãëàâíûé èí-
âàðèàíò H1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (7), à îáîáùåííûé èíâàðè-
àíò X2 = 0. Òîãäà ìàòðèöû A, B è C îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A = λE +

(
p11 p12 0
p21 p11 0
p31 p32 0

)
, B = µE +

(
q11 q21 q31q12 q11 q32
0 0 0

)
,

C = λµE + λ

(
q11 q21 q31q12 q11 q32
0 0 0

)
+ µ

(
p11 p12 0
p21 p11 0
p31 p32 0

)
+

+

(
q11 q21 q31q12 q11 q32
0 0 0

)(
p11 p12 0
p21 p11 0
p31 p32 0

)
−
(
λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 0

)
ãäå

q21p21 = λ1 + q12p12, λ2 = −λ1.
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