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1 Áèíàðíûå îïåðàöèè. Ïîëóãðóïïû

Ïóñòü X - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé
(èëè çàêîíîì êîìïîçèöèè) íà X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå (ôèêñèðîâàí-
íîå) îòîáðàæåíèå ' : X �X ! X. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé
ïàðå ýëåìåíòîâ a; b 2 X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí-
íûé ýëåìåíò '(a; b) òîãî æå ìíîæåñòâà X. Áèíàðíóþ îïåðàöèþ íà X
îáîçíà÷àþò êàêèì-íèáóäü ñèìâîëîì: �, �, �, ?, �, +.

Íà X ìîæíî çàäàòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé. Âûäåëÿòü îäíó èç íèõ
áóäåì òàê: (X; �). Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàöèÿ � îïðåäåëÿåò íà X àë-
ãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå Z öåëûõ ÷èñåë, ïîìèìî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ, ìîæíî óêàçàòü äðóãèå îïåðàöèè: n �m = n+m�nm, n �m =
�n�m è ò. ä. Ìû ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû (Z;+),
(Z; �), (Z; �), (Z; �).

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ � íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè
(a � b) � c = a � (b � c) 8 a; b; c 2 X:

Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè

a � b = b � a 8 a; b 2 X:

Òðåáîâàíèÿ àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì
îïåðàöèþ � íà Z, çàäàííóþ ïðàâèëîì n � m = �n � m. Ýòà îïåðàöèÿ
êîììóòàòèâíà, òàê êàê n �m = m � n, íî ýòà îïåðàöèÿ íå àññîöèàòèâíàÿ.
Äîêàæåì ýòî.

Ðàññìîòðèì (n �m) � k = (�n�m) � k = �(�n�m)� k = n+m� k; ñ
äðóãîé ñòîðîíû n � (m � k) = �n� (m � k) = �n+m+ k; ñðàâíèâàÿ ëåâûå
è ïðàâûå ÷àñòè, âèäèì, ÷òî (n �m) � k 6= n � (m � k):

Âîçüìåì ìíîæåñòâî Mn(R) âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n > 1.
Íà ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ
àññîöèàòèâíîìó çàêîíó è íå ïîä÷èíÿåòñÿ êîììóòàòèâíîìó çàêîíó.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X ñ çàäàííîé íà íåì áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé îïå-
ðàöèåé � íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé (X; �). Òàêèì îáðàçîì âåðíû äâà óñëîâèÿ:
G1. 8 a; b 2 X a � b 2 X çàìêíóòîñòü;

G2. (a � b) � c = a � (b � c) 8 a; b; c 2 X àññîöèàòèâíîñòü.

Ïðèìåð 1. 1. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé äåëåíèÿ (Z; :) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, òàê êàê a : b âîîáùå ãîâîðÿ íå öåëîå ÷èñëî. (Íå
âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà çàìêíóòîñòè).
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2. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ áóäåò
ïîëóãðóïïîé, òàê êàê çàäàííàÿ îïåðàöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ àññîöèàòèâíî-
ìó çàêîíó.

3. Ýòî æå ìíîæåñòâî R ïî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëóãðóïïîé.

4. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ïî îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëóãðóïïîé, òàê êàê ýòà îïåðàöèÿ íå ïîä÷èíÿåòñÿ àññîöèàòèâíîìó
çàêîíó

((a� b)� c 6= a� (b� c))) (a� b� c 6= a� b+ c)

5. Ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì R ïî îïåðàöèè âû÷èòà-
íèÿ åñòü ïîëóãðóïïà. Àíàëîãè÷íî, ýòî ìíîæåñòâî ïî óìíîæåíèþ
òîæå ïîëóãðóïïà, òàê êàê îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö ïîä÷èíÿþòñÿ àññîöèàòèâíîìó çàêîíó.

Óïðàæíåíèå 1. Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îïåðà-
öèþ áóäåì îáîçíà÷àòü �.
1. (Z; �), ãäå n �m = �n�m.

2. (Z; �), ãäå n �m = n+m+ nm.

3. (Z; �), ãäå a � b =
(
a+ b; åñëè a � ÷åòíîå;

a� b; åñëè a � íå÷åòíîå:

4. (R; �), ãäå x � y = x2y.

Èññëåäóåì îïåðàöèþ â ïóíêòå 2. Èòàê, â ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë îïåðà-
öèÿ çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n �m = n+m+ nm

Ïðîâåðèì ïîä÷èíÿåòñÿ ëè ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíîìó çàêîíó, ò. å. (n�
m) � k = n � (m � k) ?

Íàéäåì ëåâóþ ÷àñòü

(n �m) � k = (n+m+ nm) � k = n+m+ nm+ k + (n+m+ nm)k =

= n+m+ nm+ k + nk +mk + nmk :

Íàéäåì ïðàâóþ ÷àñòü

(n � (m � k)) = n � (m+ k +mk) = n+m+ k +mk + n(m+ k +mk)

= n+m+ k +mk + nm+ nk + nmk
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Ñðàâíèâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ìû âèäèì, ÷òî îíè ðàâíû, ñëåäîâà-
òåëüíî îïåðàöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ àññîöèàòèâíîìó çàêîíó è ìíîæåñòâî Z ñ ýòîé
îïåðàöèåé îáðàçóåò ïîëóãðóïïó. Ðåøèòå îñòàëüíûå ïóíêòû ñàìîñòîÿòåëü-
íî.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ïîëóãðóïïû A
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

(am)m = amn; anam = am+n

ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n.

2 Ãðóïïû

Ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ìîíîèäîì, åñëè îíà ñîäåðæèò åäèíè÷íûé ýëå-
ìåíò
G3. 9 e 2 X : 8 a 2 X a � e = e � a = a:

Åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìîíîèäà ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò, òî ìî-
íîèä íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé.

G4. 8 a 2 X 9 a�1 2 X : a � a�1 = a�1 � a = e:

Èòàê, åñëè íà ìíîæåñòâå (X; �) âûïîëíåíû
� àêñèîìû G1, G2, òî ýòî ïîëóãðóïïà;

� àêñèîìû G1, G2, G3, òî ýòî ìîíîèä;

� àêñèîìû G1, G2, G3, G4, òî ýòî ãðóïïà.

Ãðóïïû áûâàþò êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå. Åñëè ãðóïïà ñîäåðæèò êîíå÷íîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ, òî ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé. ×èñëî ýëåìåíòîâ â
êîíå÷íîé ãðóïïå íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû. Ãðóïïû, ñîäåðæàùèå áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûìè ãðóïïàìè.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z. Ïîä áèíàðíîé îïåðà-
öèåé íà ýòîì ìíîæåñòâå áóäåì ïîíèìàòü îáû÷íîå ñëîæåíèå. Òîãäà ìû
ïîëó÷èì ãðóïïó (Z;+).

Äåéñòâèòåëüíî, ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èãðàòü 0,
òàê êàê 0+a = a+0 = a äëÿ ëþáîãî a 2 Z: (0 åùå íàçûâàþò íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì). Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî a ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò �a,
(íàçûâàåìûé â ñëó÷àå ñëîæåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòîì), òàê êàê
a+(�a) = (�a)+a = 0. Àññîöèàòèâíîñòü â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò èç çàêîíîâ
àðèôìåòèêè. Ïîëó÷åííàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé öåëûõ
÷èñåë (Z;+). Ýòà ãðóïïà áåñêîíå÷íàÿ.
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Ïðèìåð 3. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ åñòü
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë (Z; �).
Ïðèìåð 4. Ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ïóñòü A, B è C âåðøèíû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîâåð-
íåì òðåóãîëüíèê âîêðóã åãî öåíòðà O íà 120� ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Òîãäà âåðøèíà A ïåðåéäåò â âåðøèíó B, B ! C è C ! A. Òàêèì îáðàçîì,
òðåóãîëüíèê ñîâìåñòèòñÿ ñî ñâîèì ïåðâîíà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì (åñëè íå
ó÷èòûâàòü íàçâàíèÿ âåðøèí), ò. å. ïîâîðîò íà 120� âîêðóã òî÷êè ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì, ïåðåâîäÿùèì äàííûé òðåóãîëüíèê â ñåáÿ. Îáîçíà÷èì ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåç.

a =

�
A B C
B C A

�
;

ãäå â âåðõíåé ñòðî÷êå ïåðå÷èñëåíû âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, à íèæíÿÿ
ñòðî÷êà ïîêàçûâàåò, êóäà êàæäàÿ âåðøèíà ïåðåõîäèò. Ïîâîðîò íà 240� â
òîì æå íàïðàâëåíèè âîêðóã òî÷êè O òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì, ïå-
ðåâîäÿùèì òðåóãîëüíèê â ñåáÿ. Îáîçíà÷èì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåç b, òî-
ãäà

b =

�
A B C
C A B

�
Èìååòñÿ åùå îäíî âðàùåíèå, ïåðåâîäÿùåå òðåóãîëüíèê â ñåáÿ, îòëè÷íîå îò
a è b - ýòî ïîâîðîò íà 0�. Îáîçíà÷èì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåç

e =

�
A B C
A B C

�
;

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òîëüêî òðè ðàçëè÷íûõ âðàùåíèÿ ïëîñ-
êîñòè, ïåðåâîäÿùèõ ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê â ñåáÿ, à èìåííî: e, a,
b. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî G = fe; a; bg. Ñîñòàâèì òàáëèöó óìíîæå-
íèÿ, ãäå êàæäàÿ ñòðîêà, à òàêæå êàæäûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó
âðàùåíèþ, ïåðåâîäÿùåìó òðåóãîëüíèê ABC â ñåáÿ.

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Òàáëèöà 1.

Ïðåîáðàçîâàíèå a�b ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñíà÷àëà ïîâåðíóòü òðåóãîëüíèê íà
240� à çàòåì åùå íà 120�. Ñëåäîâàòåëüíî, a � b - ïîâîðîò íà 360�, ò.å. íå
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ñîâïàäàåò ñ e. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ââåäåííàÿ îïåðàöèÿ â G ïîä÷èíÿ-
åòñÿ àññîöèàòèâíîìó çàêîíó, ñóùåñòâóåò åäèíèöà, ýòî ïîâîðîò íà 0�. Äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà ñóùåñòâóåò îáðàòíûé. Ýëåìåíòû a è b âçàèìíî îáðàòíû,
ò.ê. ab = ba = e. Èòàê, G - ãðóïïà, ïðè÷åì êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ýòà ãðóïïà
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé âðàùåíèÿ òðåóãîëüíèêà.

Ïðèìåð 5. Ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Êðîìå âðàùåíèé ó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà èìåþòñÿ åùå òðè ñèì-
ìåòðèè, à èìåííî: îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñåé ñèììåòðèè l1, l2 è l3, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç âåðøèíó òðåóãîëüíèêà è ñåðåäèíó ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíû.

c =

�
A B C
A C B

�
; d =

�
A B C
C B A

�
; f =

�
A B C
B A C

�
:

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî G = fe; a; b; c; d; fg. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ.
e a b c d f

e e a b c d f
a a b e f c d
b b e a d f c
c c d f e a b
d d f c b e a
f f c d a b e

Òàáëèöà 2.
Ïî òàáëèöå 2 âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî G çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé

îïåðàöèè, îïåðàöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ àññîöèàòèâíîìó çàêîíó, ñóùåñòâóåò åäè-
íèöà e - ïîâîðîò íà 0�. Êàæäûé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé. Äëÿ ýëåìåíòà
a�1 = b; b�1 = a, c�c = c (ñàì ñåáå îáðàòíûé ýëåìåíò), d�1 = d, f�1 = f .
Çíà÷èò, G è â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíå÷íûõ ãðóïï óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöàìè óìíî-
æåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿòàáëèöàìè Êýëè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî òàáëèöû
1 è 2.

Åñëè âñå ýëåìåíòû ãðóïïû êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî òàêàÿ ãðóïïà
íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé ãðóïïîé. Ãðóïïû èç ïðèìåðîâ 1
-3 àáåëåâû, à â ïðèìåðå 4 ãðóïïà G àáåëåâîé íå ÿâëÿåòñÿ, ýòî ñðàçó âèäíî
èç òàáëèöû Êýëè. Íàïðèìåð, cb = d; bc = f .

Åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ãðóïï ñîäåðæàòñÿ â Òàáëèöå 3.

Ïðèìåð 6. (Z; �), ãäå n �m = n+m+ nm ãðóïïó íå îáðàçóåò.
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Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî (Z; �) åñòü ïîëóãðóïïà. Íàéäåì åäèíè÷íûé (íåé-
òðàëüíûé) ýëåìåíò. Ýòèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ 0, òî åñòü n�0 = n+0+n�0 =
0. Òåïåðü íóæíî äëÿ ýëåìåíòà n íàéòè îáðàòíûé, òî åñòü òàêîé ýëåìåíò,
÷òî n � k = 0, n � k = n+ k+nk = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, k = � n

1+n
, íî ýëåìåíò

� n
1+n

=2 Z. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ìíîæåñòâî ïî äàííîé îïåðàöèè ãðóïïó íå
îáðàçóåò.

� ìíîæ. îïå- àññ- êîì- åäè- îáð. ãðóï-
ðà- òü òü íè- ýëå- ïà
öèÿ öà ìåíò

1 R + äà äà 0 -a àáåë.
2 R � äà äà 1 a�1, íåò

a 6= 0;
ó 0 íåò

3 R n 0 � äà äà 1 a�1 àáåë.
4 Z + äà äà 0 -a àáåë.
5 Z - íåò íåò íåò � íåò
6 Z+ + äà äà 0 òîëüêî íåò

ó 0
7 êâàäð. � äà íåò E òîëüêî íåò

ìàòð. ó íåâûð.
ïîðÿä. ìàòð.
n � 2

8 ìàòð. + äà äà 0 -A àáåë.
m� n

9 íåâûð. � äà íåò E A�1 äà
ìàòð.
ïîðÿä.
n � 2

10 âñå � äà íåò id åñòü íåò
îòîáð. òîëüêî
ìíîæ. ó áèåêò.
â ñåáÿ îòîáð.

11 áèåêò. � äà íåò id îáðàòí. äà
îòîáð. îòîáð.
ìíîæ.
â ñåáÿ

Òàáëèöà 3.
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Óïðàæíåíèå 3. 1. Ñîñòàâèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ
âðàùåíèé êâàäðàòà (ïîâîðîò íà 0�, íà 180�, íà 90� è 270� ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè, âîêðóã òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé). Äîêàçàòü, ÷òî
ýòî ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ åñòü ãðóïïà. Ýòà ãðóïïà
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé âðàùåíèÿ êâàäðàòà.

2. Ñîñòàâèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ âñåõ ñèììåòðèé
êâàäðàòà. Ýòî ìíîæåñòâî èç 8 ýëåìåíòîâ: 4 ïîâîðîòà è 4 îñè ñèì-
ìåòðèè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî áóäåò ãðóïïà êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóï-
ïîé ñèììåòðèè êâàäðàòà.

3. Íàéòè âñå ñèììåòðèè ðîìáà è ñîñòàâèòü äëÿ íèõ òàáëèöó óìíîæå-
íèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî äàåò ãðóïïó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé ñèììåòðèè ðîìáà.

4. Îáðàçóþò ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà ãðóïïó à) ïî ñëîæåíèþ á) ïî óìíî-
æåíèþ.

5. ßâëÿþòñÿ ëè àáåëåâûìè ñëåäóþùèå ãðóïïû: ãðóïïà âðàùåíèé òðåóãîëü-
íèêà, ãðóïïà âðàùåíèé êâàäðàòà, ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà, ãðóïïà
ñèììåòðèé ðîìáà.

6. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé åäèíè÷íûé
ýëåìåíò.

7. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé
ýëåìåíò.

8. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå: à) (ab)�1 = b�1a�1 ; á) (a1 � a2 �
::: � an)�1 = a�11 a�12 :::a�1n :

Çàìå÷àíèå. Ïèäæàê íàäåâàþò ïîñëå ðóáàøêè, à ñíèìàþò ðàíüøå. Äîêà-
æåì 8 ïóíêò à) Íàäî äîêàçàòü, ÷òî (ab)�1 = b�1a�1 ò.å. äëÿ ýëåìåíòà (ab) -
îáðàòíûé åìó áóäåò b�1a�1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

(ab)(b�1a�1) = a(bb�1)a�1 = aea�1 = aa�1 = e

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

(b�1a�1)(ab) = b�1(a�1a)b = b�1b = e :

Òàêèì îáðàçîì, (ab)(b�1a�1) = (b�1a�1)(ab) = e.
Çíà÷èò b�1a�1 îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ ab ò. å.

(ab)�1 = b�1a�1:
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á) Äîêàæåì òåïåðü

(a1 � a2 � ::: � an)�1 = a�1n a�1n�1:::a
�1

1

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n: åñëè äëÿ n� 1 óæå äîêàçàíî, òî
(a1 � a2 � ::: � an)�1 (ïî ïóíêòó (à)) a�1n (a1 � ::: � an�1)�1 = a�1n � a�1n�1 � ::: � a�11
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ãðóïïû G åñòü íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k
òàêîå, ÷òî ak = e. Åñëè òàêîãî k íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî a - ýëåìåíò
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç O(a) = k:

Ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû G � ýòî ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷àåòñÿ
O(G) èëè jGj.
Óïðàæíåíèå 4. 1. Íàéäåì ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïå ñèììåòðèé
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó 2, ïîëó÷èì, ÷òî O(a) =
O(b) = 3, òàê êàê a3 = b3 = e, O(c) = O(d) = O(f) = 2, òàê êàê
c2 = d2 = f 2 = e.

2. Íàéäèòå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå ñèììåòðèé êâàäðàòà è ðîì-
áà.

3. Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå âñåõ íåâûðîæäåííûõ êîìïëåêñíûõ ìàò-
ðèö âòîðîãî ïîðÿäêà, íàéäèòå ïîðÿäêè ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

a =

�
1 0
0 �1

�
; b =

�
1 1
0 1

�
; c =

�
i 0
0 �i

�
;

d =

��2 + 3i �2 + 2i
1� i 3� 2i

�
; f =

�
2 1
1 1

�
:

O(a) = 2, òàê êàê 2 - íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå�
1 0
0 �1

�2

=

�
1 0
0 1

�
;

O(c) = 4, O(b) = O(d) = O(f) = 1; ò. ê. íå ñóùåñòâóåò òàêîãî k, ÷òî
bk = e, àíàëîãè÷íî äëÿ d è f . Ïðîâåðüòå.

4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b ãðóïïû G ýëåìåíòû ab è ba
èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî O(ab) = O(ba), äëÿ ëþáûõ
a; b 2 G. Ïóñòü O(ab) = n, O(ba) = m. 1) Òàê êàê O(ab) = n, òî
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(ab)n = e è (ab)n+1 = ab (ab)(ab) � ::: � (ab)| {z }
n+1

= a (ba)(ba) � ::: � (ba)| {z }
n

b = ab

èëè a(ba)nb = ab, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (ba)n = e è n...m òàê êàê O(ba) = m
ãäå m - íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî

2) O(ba) = m è (ba)m+1 = ba, ò. å.

(ba)(ba) � ::: � (ba)| {z }
m+1

= b (ab)(ab) � ::: � (ab)| {z }
m

a = ba

èëè b(ab)ma = ba: Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (ab)m = m è m...n. Ïîëó÷èì, ÷òî
n = m, ò. ê. n...m è m...n. Òàêèì îáðàçîì O(ab) = O(ba).

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ãðóïïû G

O(abc) = O(bca) = O(cab)

6. Ïóñòü ýëåìåíò a èìååò ïîðÿäîê n. Äîêàçàòü, ÷òî am = e òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà m = nd, ãäå d - ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòüm = nd+r, ãäå 0 6 r 6 n�1, òîãäà am = and+r =
(an)dar = ar, ò. ê. an = e, íî ar = e â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè r = 0,
îòñþäà am = e òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m = nd.

7. Ïóñòü a èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê p è m - ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî am = e, ëèáî ýëåìåíò am èìååò ïîðÿäîê p.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ïðåäûäóùèé ïðèìåð.

3 Ïîäãðóïïû

Ïîäìíîæåñòâî A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè îíî ñàìî ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî òîé æå áèíàðíîé îïåðàöèè, êîòîðàÿ çàäàíà íà
G.

Ìíîãèå èç ãðóïï, óêàçàííûõ ðàíåå, ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè äðóãèõ ãðóïï.
Ïðèìåð 7. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà ÷åòíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé àä-
äèòèâíîé ãðóïïû âñåõ öåëûõ ÷èñåë, à ïîñëåäíÿÿ â ñâîþ î÷åðåäü åñòü ïîä-
ãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Âñå àääèòèâíûå ãðóïïû
÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè àääèòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 8. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê n ñòåïåíè ïî îïåðàöèè óìíî-
æåíèÿ äàåò íàì ãðóïïó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé
Sn. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû Sn âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòà-
íîâîê, òî ýòî ïîäìíîæåñòâî òîæå åñòü ãðóïïà, ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ
çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé An, è ýòà ãðóïïà An åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû Gn.
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Ïðèìåð 9. Ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ïî îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ - ãðóïïà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáùåé ëèíåéíîé ãðóï-
ïîé GL(n;R). Åñëè ðàññìîòðåòü ïîäìíîæåñòâî GL(n;R) âñåõ ìàòðèö ñ
îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì åäèíèöå, òî ýòî ïîäìíîæåñòâî äàñò íàì ãðóïïó,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ SL(n;R). Ýòà
ãðóïïà áóäåò ïîäãðóïïîé ãðóïïû GL(n;R).

Ïðèìåð 10. Ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà e,
áóäåò òîæå ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñàìà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç ñâîèõ ïîäãðóïï.

Öåíòð ãðóïïû G - ýòî ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,
êîììóòèðóþùèõ ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ãðóïïû ZG = fa 2 G : 8 b 2
G ab = bag:
Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ZG åñòü ïîäãðóïïà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Òàê êàê
eg = ge, òî e âõîäèò â öåíòð ZG. Åñëè a âõîäèò â öåíòð, òî ag = ga.
Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà è ñïðàâà íà a�1, ïîëó÷èì ga�1 =
a�1g: Ïîýòîìó a�1 òàêæå âõîäèò â öåíòð. Åñëè a è b âõîäÿò â öåíòð, òî
ag = ga è bg = gb. Ïîýòîìó g(ab) = (ga)b = a(gb) = (ab)g è, ñëåäîâàòåëüíî,
ab âõîäèò â öåíòð. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî öåíòð � ïîäãðóïïà.

Èíòåðåñíûì ïðèìåðîì ïîäãðóïï ñëóæàò òàê íàçûâàåìûå öèêëè÷åñêèå
ïîäãðóïïû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç < a > ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G, ñîñòàâëåííîå
èç âñåõ ñòåïåíåé ýëåìåíòà a; â íåãî âõîäèò è ñàì ýëåìåíò a, ÿâëÿþùèéñÿ
ñâîåé ïåðâîé ñòåïåíüþ. Ïîäìíîæåñòâî < a > áóäåò ïîäãðóïïîé ãðóïïû G,
òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç < a > ëåæèò â < a > ââèäó òîãî, ÷òî
anam = an+m. Â < a > âõîäèò è åäèíè÷íûé ýëåìåíò, òàê êàê a0 = 1 è < a >
âìåñòå ñî âñÿêèì ñâîèì ýëåìåíòîì ñîäåðæèò è åãî îáðàòíûé ýëåìåíò, òàê
êàê èç (an)m = anm ñëåäóåò ðàâåíñòâî (an)�1 = a�n.

Ïîäãðóïïà < a > íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ïî-
ðîæäåííîé ýëåìåíòîì a.

Ìû çíàåì, ÷òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, åñëè îíà ñî-
ñòîèò èç ñòåïåíåé îäíîãî èç ñâîèõ ýëåìåíòîâ a, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ îäíîé
èç ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ïîäãðóïï < a >. Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ â
ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû G.

Ïðèìåð 11. Ïðèìåðîì áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ñëóæèò àääè-
òèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë.
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Äîêàæåì ýòî. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, òî ïîä am

ïîíèìàåòñÿ ñóììà a+ a+ :::+ a èç m ñëàãàåìûõ è ïîä a�1 ïîíèìàåòñÿ �a.
Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî êðàòíî 1, òî åñòü ýòî ÷èñëî ñëóæèò îáðàçóþùèì ýëå-
ìåíòîì ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû, â êà÷åñòâå îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà ìîæíî
áûëî áû âçÿòü è �1.

Ïðèìåð 12. Ïðèìåðîì êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n ñëóæèò
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîðíåé ñòåïåíè n èç 1.

Êàê èçâåñòíî âñå, ýòè êîðíè ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíÿìè îäíîãî èç íèõ, à èìåííî
ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ. Åñëè " - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü, òîG = f1; "; "2; :::; "n�1g:
Óïðàæíåíèå 6. 1. Íàéäèòå öåíòð â ãðóïïå GL(n;R).

2. Íàéòè âñå îáðàçóþøèå ýëåìåíòû â ãðóïïàõ âðàùåíèé òðåóãîëüíèêà è
êâàäðàòà.

3. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Äîêàçàòü, ÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò H
ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì G.

4. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî G, â êîòîðîì îïðåäåëåíà àññîöèà-
òèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ è êàæäîå èç óðàâíåíèé ax = b, ya = b
äëÿ ëþáûõ a è b èç G èìååò â G íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, áóäåò ãðóï-
ïîé.

5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a2 = e äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ãðóïïû G, òî ýòà
ãðóïïà àáåëåâà.

6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè e - åäèíèöà è a - ýëåìåíò ïîðÿäêà n ãðóïïû G, òî
ak = e òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k äåëèòñÿ íà n.

7. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû:

à) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà 6;

á) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà 24;

â) ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S3.

ã) Êàêèå èç ïîäãðóïï ãðóïïû S3 ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè äåëèòåëÿìè?

ä) Äîêàçàòü, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè A4 íå
èìååò ïîäãðóïïû øåñòîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G ïîðÿäêà
n äëÿ íåêîòîðûõ k, äåëÿùèõ n, ìîæåò íå èìåòü ïîäãðóïï ïîðÿäêà k.

8. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû G ïîðÿäêà 8, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé, êðî-
ìå åäèíèöû e, èìåþò ïîðÿäîê 2.
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9. Ïóñòü G = a - êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Äîêàçàòü
óòâåðæäåíèÿ: à) ïîðÿäîê ëþáîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G äåëèò ïîðÿäîê
n ýòîé ãðóïïû;

á) äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà
H ãðóïïû G, èìåþùàÿ ïîðÿäîê d;

â) ïîäãðóïïà H ïîðÿäêà d ñîäåðæèò â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ âñå ýëå-
ìåíòû ïîðÿäêà d ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, H =

�
a
n

a

	
10. Äîêàçàòü, ÷òî: à) öåíòð Z ãðóïïû G ïîðÿäêà pn, ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî,

ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà;

á) ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p2, ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî, êîììóòàòèâíà.

â) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïîðÿäêà n2, ãäå n - ñî-
ñòàâíîå ÷èñëî.

ã) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïîðÿäêà p3, ãäå p - ïðî-
ñòîå ÷èñëî.

11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû G äåëèòñÿ íà ïðîñòîå
÷èñëî ð, òî G ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà ð (òåîðåìà Êîøè).

4 Ãîìîìîðôèçì è èçîìîðôèçì ãðóïï

Ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû G â ãðóïïó F íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ' :
(G; �)! (F; ?), ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ:

'(a � b) = '(a) ? '(b) 8 a; b 2 G:

Çàìåòèì, ÷òî a; b 2 G, à '(a) è '(b) ïðèíàäëåæàò F .
ßäðîì ãîìîìîðôèçìà ' íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç G, îòîáðà-

æàþùèõñÿ â eF :
Ker' = fa 2 G : '(a) = eFg:

Óïðàæíåíèå 7. 1. Ïðè ãîìîìîðôèçìå åäèíèöà ãðóïïû G ïåðåõîäèò â
åäèíèöó ãðóïïû F è îáðàòíûé ýëåìåíò ãðóïïû G ïåðåõîäèò â îáðàò-
íûé ýëåìåíò ãðóïïû F .

2. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

3. Ïóñòü '1 : G1 ! G2 è '2 : G2 ! G3 - ãîìîìîðôèçìû. Äîêàçàòü, ÷òî
'2 � '1 : G1 ! G3 - ãîìîìîðôèçì.

4. Ïóñòü ' : G! F ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G íà ãðóïïó F . Åñëè ãðóïïà G
êîììóòàòèâíà, òî è F - êîììóòàòèâíà.
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Ðåøèì ýòè çàäà÷è.

1. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî '(eG) = eF , òî åñòü åäèíèöà ãðóïïû G îòîá-
ðàæàåòñÿ â åäèíèöó ãðóïïû F . Ïóñòü '(eG) = x, ãäå x 2 F , òîãäà
x � x = '(eG) ? '(eG) = '(eG � eG) = '(eG) = x, îòñþäà x � x = x è
x = eF , ò. å. '(eG) = eF .

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî îáðàòíûé ýëåìåíò ãðóïïû G ïåðåõîäèò â îáðàò-
íûé F , òî åñòü '(a�1) = ['(a)�1]. Äåéñòâèòåëüíî, '(a) ? '(a�1) =
'(a � a�1) = '(eG) = eF : Îòñþäà '(a�1) = ['(a)�1].

2. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ÿäðà
ãîìîìîðôèçìà. Äîêàæåì, ÷òî Ker ' - ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïî 1 çà-
äà÷å, ìû óæå çíàåì, ÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G ïåðåõîäèò â
åäèíè÷íûé ãðóïïû F , à îáðàòíûé ýëåìåíò ãðóïïû G � â îáðàòíûé
ãðóïïû F . Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè g1 è g2 è ñîäåðæàòñÿ â Ker'
, òî g1 � g2 2 Ker '. Èòàê, ïóñòü g1 è g2 ñîäåðæàòñÿ â Ker ', òîãäà
'(g1) = eF è '(g2) = eF , a '(g1 � g2) = '(g1) ? '(g2) = eF ? eF = eF
è ñëåäîâàòåëüíî, g1 � g2 2 Ker '. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
Ker ' åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

3. Ïóñòü '1 : G1 ! G2 è '2 : G2 ! G3 � ãîìîìîðôèçìû, ãäå (G1; �),
(G2; ?); (G3; �). Äîêàæåì, ÷òî '1 � '2 : G1 ! G3 � ãîìîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî a; b - ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû
G. Òîãäà

('2 � '1)(a � b) = '2('1(a � b)) = '2('1(a) ? '1(b)) =

= '2('1(a)) � '2('1(b)) = ('2'1)(a) � ('2'1)(b);

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ' : G ! F - ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G íà
ãðóïïó F è G - êîììóòàòèâíà, òî è F - êîììóòàòèâíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1 è f2 � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû F , òàê êàê
' - ãîìîìîðôèçì (íà) G! F , òî íàéäóòñÿ g1 è g2 òàêèå, ÷òî '(g1) = f1
è '(g2) = f2; òîãäà

f1 ? f2 = '(g1) ? '(g2) = '(g1 � g2) =
= '(g2 � g1) = '(g2) ? '(g1) = f2 ? f1:

Çíà÷èò èç êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïû G ñëåäóåò êîììóòàòèâíîñòü ãðóï-
ïû F . Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.
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Îáîñíóåì íà ïðèìåðå. Ïóñòü G = GL(n;R), à F = R n 0 � ãðóïïà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áåç íóëÿ ïî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Óñòàíîâèì
ãîìîìîðôèçì ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîé ìàòðèöå GL(n;R) ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå åå îïðåäåëèòåëü, òî åñòü ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå
R n 0. ' : GL(n;R) ! R n 0, ïðè ýòîì '(A) = detA. ßñíî, ÷òî
'(AB) = '(A)'(B) = detA � detB. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà F = R n 0
êîììóòàòèâíà, à GL(n;R) íåò.

Çàäà÷ó 3 ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êðîìå òîãî îáîñíóéòå òàáëèöó 4, â
íåé ' : G! F , ãäå ' - ãîìîìîðôèçì.

� G F ' Ker '

1 (Z;+) {-1,1} 1, ïðè x=2n 2n
-1, ïðè x=2n+1

2 (R+; �) (R;+ lnx {1}
3 GL(n;R) (R n 0; �) detA SL(n;R)

4 (Z;+) (Zn;+) a! �a nz
5 ìíîæ. ìíîæ. prOXx ìíîæ.

âñåõ âñåõ òåõ
âåêò. âåêò., âåêò.,

íà ïëîñê., ëåæàù. ïðîåêö.
+ íà OX, ê-ðûõ

+ 0
6 (R n 0; �) {-1,1} 1, ïðè x>0, R+

-1, ïðè x<0

Òàáëèöà 4.

Ãîìîìîðôèçì ' : G! F íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè ' áèåêöèÿ, òî
åñòü ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïïû G ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå. Ãðóïïû, ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì,
íàçûâàþò èçîìîðôíûìè è îáîçíà÷àþò ýòî òàê: G �= F .

Èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ãðóïïû G íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèç-
ìîì, à ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå â ñåáÿ - ýíäîìîðôèçìîì ýòîé ãðóïïû.

Óïðàæíåíèå 8. 1. Ïóñòü ' : G ! F - èçîìîðôèçì è '(g) = f . Äîêà-
çàòü, ÷òî g è f èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì '(gn), ãäå n 2 N.
'(gn) = '(g � : : : � g) = '(g)'(g) � : : : � '(g) = fn

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O(g) = n1 è O(f) = n2, çíà÷èò âåðíî '(gn2) = fn2 =
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eF è gn2, îòñþäà n1 6 n2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû fn1 = '(gn1) = '(eG) = eF ,
îòêóäà n2 6 n1. Ñëåäîâàòåëüíî, n1 = n2.

2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ãðóïï èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé:

à) ãðóïïà âðàùåíèé êâàäðàòà;

á) ãðóïïà ñèììåòðèé ðîìáà;

â) ãðóïïà ñèììåòðèé ïðÿìîóãîëüíèêà;

ã) (Z(4);+), ãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 4.

3. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ãðóïï ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ è íåèçî-
ìîðôíûõ. Íàïðèìåð, ãðóïïà âðàùåíèé êâàäðàòà íå èçîìîðôíà ãðóïïå
ñèììåòðèé ðîìáà, ò.ê. â ïåðâîé ãðóïïå åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, à âî
âòîðîé ãðóïïå íåò.

4. Êàêîé ãîìîìîðôèçì èç òàáëèöû 4 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì?

5. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîðíåé n-îé ñòåïåíè èç
åäèíèöû èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n
(Zn;+).

6. Ïóñòü ' : G1 ! G2 � èçîìîðôèçì. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå '�1 : G2 ! G1 òàêæå èçîìîðôèçì.

7. Ïóñòü '1 : G1 ! G2 è '2 : G2 ! G3 � èçîìîðôèçìû. Äîêàçàòü, ÷òî
'2'1 : G1 ! G3 åñòü èçîìîðôèçì.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ çàäà÷ ñëåäóåò, ÷òî äâå ãðóïïû, èçîìîðôíûå òðåòüåé
ãðóïïå, èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

8. Ìîæåò ëè ãðóïïà áûòü èçîìîðôíà ñâîåé ïîäãðóïïå?

9. Äîêàçàòü, ÷òî: à) âñå áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû èçîìîðôíû ìåæ-
äó ñîáîé; á) âñå êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû äàííîãî ïîðÿäêà n èçî-
ìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

10. Äîêàçàòü, ÷òî: à) ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî
óìíîæåíèþ èçîìîðôíà ãðóïïå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî ñëîæå-
íèþ; á) ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ íå
èçîìîðôíà ãðóïïå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

11. Äîêàçàòü, ÷òî: à) ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà íåêî-
òîðîé ãðóïïå ïîäñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ;

á) ëþáàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå íåêîòîðûõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû íà ñåáÿ.
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12. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà G0 òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðô-
íûì îáðàçîì êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G, êîãäà G0 òàêæå öèêëè-
÷åñêàÿ è åå ïîðÿäîê äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G.

13. Íàéòè âñå ãîìîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ:

à) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû a ïîðÿäêà n â ñåáÿ;

á) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû a ïîðÿäêà 6 â öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó b ïîðÿäêà 18;

â) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû a ïîðÿäêà 18 â öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó b ïîðÿäêà 6;

ã) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû a ïîðÿäêà 12 â öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó b ïîðÿäêà 15;

ä) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû a ïîðÿäêà 6 â öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó b ïîðÿäêà 25.

14. Äîêàçàòü, ÷òî àääèòèâíóþ ãðóïïó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íåëüçÿ ãîìî-
ìîðôíî îòîáðàçèòü íà àääèòèâíóþ ãðóïïó öåëûõ ÷èñåë.

5 Ñìåæíûå êëàññû. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû.

Ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ aH = fab; b 2 Hg; çäåñü a � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç
G, à b ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ïîäãðóïïû H. Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïðåä-
ñòàâèòåëåì ñìåæíîãî êëàññà aH.

Àíàëîãè÷íî ïðàâûé ñìåæíûé êëàññ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H � ýòî
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ Ha = fba; b 2 Hg:

Îòíîøåíèå �, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå G, åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

E1. ðåôëåêñèâíîñòü 8 a 2 G âåðíî a � a;

E2. ñèììåòðè÷íîñòü 8 a; b 2 G èç a � b ) b � a;

E3. òðàíçèòèâíîñòü 8 a; b; c 2 G èç a � b; b � c ) a � c:

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçáèåíèå G íà ëåâûå (ïðàâûå) ñìåæíûå
êëàññû ïî H îïðåäåëÿåò íà G îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H îáîçíà÷àåòñÿ G=H: Åãî
ìîùíîñòü íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â G.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê êàæ-
äîé ñâîåé ïîäãðóïïû.

Óïðàæíåíèå 10. Ïðîâåðèòü, ÷òî â çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A4 ïîðÿäêà
12 íåò ïîäãðóïï ïîðÿäêà 6.
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� ãðóïïà ïîäãðóï- ýëåìåíò ñìåæíûé
G ïà H x êëàññ xH

1 (R n 0; �) (R+; �) -5 R�

2 (R n 0; �) {1,-1} -5 {-5,5}
3 (Z;+) (2Z;+) -5 Âñå íå÷åò.

÷èñëà

4 GL(2;R) SL(2;R)

�
1 2
2 6

�
Ìàòðèöû:

detA = 2

5 GL(2;R) Ìàòð. âèäà

�
1 3
3 7

� �
� 3�
3� 7�

�
,

�E; � 6= 0 � 6= 0

Òàáëèöà 5.

Óïðàæíåíèå 11. 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû.

Óêàçàíèå: ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ðàâåí ïîðÿäêó ïîðîæäåííîé èì öèê-
ëè÷åñêîé ïîäãðóïïû. Äàëåå, âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ëàãðàíæà.

2. Ãðóïïà G ñîäåðæèò 31 ýëåìåíò. Ñêîëüêî ïîäãðóïï ìîæåò ñîäåðæàòü
ãðóïïà G?

3. Ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå ãðóïïû (Z;+) ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ
íà 3.

Òàê êàê (Z;+) àáåëåâà ãðóïïà, òî îáà ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàþò è ñîäåðæàò
ïî 3 ñìåæíûõ êëàññà: 1) âñå ÷èñëà âèäà 3k; 2) âñå ÷èñëà âèäà 3k + 1; 3)
âñå ÷èñëà âèäà 3k+2, ãäå k 2 Z. Èíäåêñ ïîäãðóïïû H â ãðóïïå Z ðàâåí
3.

4. Ïîñòðîèòü ëåâîå è ïðàâîå ðàçëîæåíèå ãðóïïû ñèììåòðèé òðåóãîëü-
íèêà ïî ïîäãðóïïå: à) âðàùåíèé fe; a; bg; á) îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî
îñè fe; cg.
Îòâåò:

à) ëåâîå è ïðàâîå ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàþò: fe; a; bg, fe; d; fg � äâà êëàññà.
á) ëåâîå ðàçëîæåíèå: fe; eg, fa; fg, fb; dg; ïðàâîå ðàçëîæåíèå: fe; cg,
fa; dg, fb; fg.

5. Íàéòè ñìåæíûå êëàññû àääèòèâíîé ãðóïïû âåêòîðîâ ïëîñêîñòè (âû-
õîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò) ïî ïîäãðóïïå âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà îñè
ÎÕ.
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Òàê êàê ãðóïïà àáåëåâà, òî ëåâîñòîðîííåå è ïðàâîñòîðîííåå ðàçëîæåíèÿ
ñîâïàäàþò. Âîçüìåì x 2 G è H, ãäå H � âñå âåêòîðû íà îñè ÎÓ. Ðàñ-
ñìîòðèì x+h, ãäå h ïðîáåãàåò âñå H. Ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ,
êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè OX è ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç êîíåö âåêòîðà x.

Åñëè âçÿòü âåêòîð y 6= x, òî ïîëó÷èì äðóãîé ñìåæíûé êëàññ, êîíöû
êîòîðîãî òîæå ëåæàò íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè OX, íî ïðÿìàÿ ïðî-
õîäèò ÷åðåç êîíåö âåêòîðà y.

6. Íàéòè ñìåæíûå êëàññû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë, ðàâíûõ ïî ìîäóëþ åäèíèöå
G = (C n 0; �);
H = fa+ bijpa2 + b2 = 1g.
Òàê êàê G � àáåëåâà ãðóïïà, òî ëåâîñòîðîííåå è ïðàâîñòîðîííåå ðàçëî-
æåíèÿ ñîâïàäóò. Ïóñòü Z 2 G, ðàññìîòðèì zh, ãäå h ïðîáåãàåò âñå Í.
jzhj = jzjjhj = jzj, òàê êàê. jhj = 1. Èòàê, â îäèí ñìåæíûé êëàññ ïîïà-
äóò âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ îäèíàêîâûìè ìîäóëÿìè. Òàêèõ ñìåæíûõ
êëàññîâ áóäåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

7. Íàéäèòå ñìåæíûå êëàññû

à) àääèòèâíîé ãðóïïû ÷èñåë ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë, êðàòíûõ äàííîìó íà-
òóðàëüíîìó ÷èñëó k;

á) àääèòèâíîé ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî ïîäãðóïïå öåëûõ ÷è-
ñåë.

Îòâåò: â îäèí ñìåæíûé êëàññ ïîïàäàþò âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñ îä-
íîé è òîé æå äðîáíîé ÷àñòüþ.

â) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íó-
ëÿ, ïî ïîäãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îòâåò: â îäèí ñìåæíûé êëàññ ïîïàäàþò âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ îäíèì
è òåì æå àðãóìåíòîì.

Ïîäãðóïïà H � G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé â G, åñëè

aHa�1 = H 8 a 2 G:

Óïðàæíåíèå 12. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà Ker' åñòü íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ÿäðà Ker ' è g �
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G, òîãäà '(a) = eF è

'(gag�1) = '(g)'(a)'(g�1) = '(g)['(g)]�1 = eF :
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Ïîýòîìó ýëåìåíò gag�1 2 Ker ' è, ñëåäîâàòåëüíî, Ker ' � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ïðèìåð 13. Â ãðóïïå S3 (ïåðåñòàíîâîê òðåõ ýëåìåíòîâ) öèêëè÷åñêàÿ
ïîäãðóïïà A3 =< (123) > åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, à ïîäãðóïïà <
(12) >= fe; (12)g � íåò.
Óïðàæíåíèå 13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî
aH = Ha, ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò 8 a 2 G:

Ïðèìåð 14. Ïðèìåðîì íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû ìîæåò ñëóæèòü ïîäãðóï-
ïà ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1, â ãðóïïå GL(n;R).

Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà detA = 1 è A 2 H, òî ñìåæíûì êëàññîì ïî ïîä-
ãðóïïå H, îäíîâðåìåííî ëåâûì è ïðàâûì, ïîðîæäåííûì ìàòðèöåé B 2
GL(n;R), ÿâëÿåòñÿ êëàññ âñåõ ìàòðèö, îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí îïðå-
äåëèòåëþ ìàòðèöû B, òàê êàê

det(BA) = det(AB) = detA detB = detB:

Óïðàæíåíèå 14. Äîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà H äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö â
ãðóïïå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîé.

Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äå-
ëèòåëåì â G, êîãäà äëÿ ëþáûõ h 2 G è g 2 G ýëåìåíò ghg�1 2 H: Âîçüìåì

g =

�
1 1
0 1

�
2 GL(2;R); h =

�
1 0
0 2

�
2 H:

Ðàññìîòðèì�
1 1
0 1

��
1 0
0 2

��
1 1
0 1

��1

=

�
1 1
0 1

��
1 0
0 2

��
1 �1
0 1

�
=

=

�
1 2
0 2

��
1 �1
0 1

�
=

�
1 1
0 2

�
:

Ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, çíà÷èò H
íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì.

Óïðàæíåíèå 15. 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà âðàùåíèé ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå ñèììåòðèé òðåóãîëüíèêà, à ïîäãðóïïà
îòîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû À íà ñòî-
ðîíó ÂÑ (ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ýëåìåíòîâ), íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà íå ÿâëÿåòñÿ.
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2. Ïóñòü n � ïîðÿäîê ãðóïïû G, m � ïîðÿäîê ïîäãðóïïû H è m = n=2.
Äîêàçàòü, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï íåêî-
òîðîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

4. Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð ãðóïïû G åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç öåíòðà è g � ïðî-
èçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Òîãäà ýëåìåíò gag�1 = agg�1 = a òàêæå
ïðèíàäëåæèò öåíòðó. Ïîýòîìó öåíòð � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G.

5. Íàéäèòå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â S3:

6 Ôàêòîð-ãðóïïà

Ïóñòü äàíà ãðóïïà G è H åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, â ýòîì ñëó÷àå ëå-
âûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò. Ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ ãðóï-
ïó G=H, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé. Ýëåìåíòàìè â ýòîé ãðóïïå
ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûå êëàññû (âñÿêèé ñìåæíûé êëàññ ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì
ñâîèì ýëåìåíòîì). Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ íàñëåäóåòñÿ: xH + yH = (x+ y)H:
Ðîëü åäèíèöû èãðàåò ñàìà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H, è äëÿ ñìåæíîãî êëàñ-
ñà xH, îáðàòíûì áóäåò x�1H êëàññ.

Óïðàæíåíèå 16. 1. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ãðóïïîâîé îïå-
ðàöèè. 2. Ïðîâåðèòü, ÷òî G=H äåéñòâèòåëüíî åñòü ãðóïïà.

Ñî âñÿêîé ãðóïïîé G ñâÿçûâàåòñÿ öåëûé íàáîð íîâûõ ãðóïï � åå ôàêòîð-
ãðóïï ïî ðàçëè÷íûì íîðìàëüíûì äåëèòåëÿì ýòîé ãðóïïû. Î÷åâèäíî, ÷òî
G=feg �= G; G=G �= feg:
Óïðàæíåíèå 17. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîé ôàêòîð-ãðóïïû G=H
êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ñàìîé ýòîé ãðóïïû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîðÿäîê G=H ðàâåí èíäåêñó íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ â
ãðóïïå G, à äàëüøå ñì. òåîðåìó Ëàãðàíæà.

Ïðèìåð 15. Äâà öåëûõ ÷èñëà n è n0 íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäó-
ëþ m, åñëè èõ îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m ðàâíû: n � n0(modm). Ïðè
ôèêñèðîâàííîì m âñå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ðàçáèâàåòñÿ íà m íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ êëàññîâ - êëàññîâ âû÷åòîâ: �0, �1, : : : , m� 1. Çàìåòèì, ÷òî
�0 = mZ:
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�0 �1 : : : m� 1

� � : : : �

� � : : : �

-m -m+1 : : : -1

0 1 : : : m-1

m m+1 : : : 2m-1

2m 2m+1 : : : 3m-1

� � : : : �

� � : : : �

Óïðàæíåíèå 18. Ïðîâåðüòå, ÷òî Zm = Z=mZ ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ
åñòü àääèòèâíàÿ ôàêòîð-ãðóïïà.

Ïðèìåð 16. Ôàêòîð-ãðóïïà Sn=An åñòü ãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà, îäèí
ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû åñòü ñàìà An, à äðóãîé ýëåìåíò � âñå íå÷åòíûå
ïîäñòàíîâêè.

Óïðàæíåíèå 19. 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ôàêòîð-
ãðóïïà G=H àáåëåâîé ãðóïïû ñàìà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ôàêòîð-ãðóïïà G=H öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ñàìà
öèêëè÷åñêàÿ.

3. Íàéòè ôàêòîð-ãðóïïû:

1) àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë, êðàòíûõ äàí-
íîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n;

2) àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 3, ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë,
êðàòíûõ 15;

3) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò
íóëÿ ïî ïîäãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö ïî ïîä-
ãðóïïå ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1, èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ãðóïïå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ.

Ðàññìîòðèì GL(n;R)=SL(n;R). Â îäèí ñìåæíûé êëàññ ïîïàäàþò âñå
ìàòðèöû ñ îäíèì è òåì æå îïðåäåëèòåëåì. Êàæäîìó ñìåæíîìó êëàññó
Ai, ãäå i 2 I ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå jAij = r 2 R n 0. Òàêèì îáðàçîì
óñòàíàâëèâàåòñÿ áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè
GL(n;R)=SL(n;R) è R n 0. Aj � Ak ! jAjjjAkj;

AjAk 2 GL(n;R)=SL(n;R); jAjjjAkj 2 R n 0:

Òàêèì îáðàçîì, GL(n;R)=SL(n;R) �= R n 0:
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5. Äîêàçàòü, ÷òî GL(n;R) ïî ïîäãðóïïå ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðå-
äåëèòåëÿìè ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. GL(n;R)=H = fH;Bg, ãäå H =
fAj detA = r 2 R+g; B = fBj detB = �r; r 2 R+g; òî åñòü â B ïîïàäàþò
âñå ìàòðèöû ñ îòðèöàòåëüíûìè îïðåäåëèòåëÿìè. Â GL(n;R)=H äâà ýëå-
ìåíòà, ñëåäîâàòåëüíî GL(n;R)=H �= f�1; 1g èëè ãðóïïå Sn=An. Çíà÷èò,
äàííàÿ ôàêòîð-ãðóïïà åñòü öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

6. Äîêàçàòü, ÷òî GL(n;C) ïî ïîäãðóïïå ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëÿìè, ïî
ìîäóëþ ðàâíûìè åäèíèöå, èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

GL(n;C)=H =

(
1[
i=1

; jAij = z; z 2 C; jzj = z 2 R+

)
:

H =
n
A; jAj = a+ bi; ja+ bij =

p
a2 + b2 = 1

o
:

Â îäèí ñìåæíûé êëàññ ïîïàäàþò âñå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ modjAij =
r; r 2 R+, Ai ! modjAij: Áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå óñòàíîâëåíî.
'(AiAj) = '(Ai)'(Aj) = = modjAijmodjAjj = r1r2 2 R+; òàêèì îáðàçîì
GL(n;C)=H �= R+:

7. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà GL(n;C) ïîäãðóïïå ìàòðèö ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè îïðåäåëèòåëÿìè èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå êîì-
ïëåêñíûõ
÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå.

Â îäèí ñìåæíûé êëàññ ïîïàäàþò âñå ìàòðèöû, òàêèå, ÷òî jAij = z; z 2 C
è ó âñåõ ýòèõ z îäèíàêîâûå àðãóìåíòû. Êàê èçâåñòíî, êàæäîìó êîìïëåêñ-
íîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà íà ïëîñêîñòè. Ìíîæåñòâó êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ñ îäíèì àðãóìåíòîì ñîîòâåòñòâóåò ëó÷. Ìíîæåñòâó êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ñ ìîäóëåì, ðàâíûì 1, ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì, ðàâíûì 1. Ìîæíî óñòàíîâèòü áèåêòèâíîå
ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîìó ñìåæíîìó êëàññó ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à è îêðóæíîñòè.

'(AiAj) = '(Ai)'(Aj) 2 B;

ãäå B � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâ-
íûõ åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì,
GL(n;C)=H �= B:
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8. Íàéòè ñìåæíûå êëàññû:

à) àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë, êðàòíûõ äàí-
íîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n;

á) àääèòèâíîé ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî ïîäãðóïïå öåëûõ ÷è-
ñåë;

â) àääèòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ïîäãðóïïå öåëûõ ãàóññîâûõ
÷èñåë, ò. å. ÷èñåë a+ bi ñ öåëûìè a è b;

ã) àääèòèâíîé ãðóïïû âåêòîðîâ ïëîñêîñòè (âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êî-
îðäèíàò) ïî ïîäãðóïïå âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà îñè àáñöèññ Ox;

ä) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íó-
ëÿ, ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë, ðàâíûõ ïî ìîäóëþ åäèíèöå;

å) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ,
ïî ïîäãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

æ) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íó-
ëÿ, ïî ïîäãðóïïå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

ç) ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn ïî ïîäãðóïïå ïîäñòàíîâîê, îñòàâëÿþ-
ùèõ ÷èñëî n íà ìåñòå.

9. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà äâà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äå-
ëèòåëåì.

10. Ýëåìåíò aba�1b�1 íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ a è b ãðóï-
ïû G. Äîêàçàòü, ÷òî âñå êîììóòàòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ (ñ ëþáûì
êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîìíîæèòåëåé) îáðàçóþò íîðìàëüíûé äåëèòåëü K
ãðóïïû G (êîììóòàíò äàííîé ãðóïïû).

11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïåðåñå÷åíèå äâóõ íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé H1 è H2

ãðóïïû G ñîäåðæèò ëèøü åäèíèöó e, òî ëþáîé ýëåìåíò h1 2 H1 ïåðå-
ñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì h2 2 H2.

12. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ýëåìåíòû ãðóïïû G, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ äàííûì ýëåìåíòîì a, îá-
ðàçóþò ïîäãðóïïó N(a) ãðóïïû G (íîðìàëèçàòîð a â G), ñîäåðæàùóþ
öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó a â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ;

á) ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ñîïðÿæåííûõ ñ a, ðàâíî èíäåêñó íîðìà-
ëèçàòîðà N(a) â G.
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13. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ýëåìåíòû ãðóïïû G, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ äàííîé ïîäãðóïïîé H (íî
íå îáÿçàòåëüíî ñ ýëåìåíòàìè èç H), îáðàçóþò ïîäãðóïïó N(H) ãðóï-
ïû G (íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû H â G), ñîäåðæàùóþ ïîäãðóïïó H â
êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ;

á) ÷èñëî ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîïðÿæåííûõ ñ H, ðàâíî èíäåêñó íîðìà-
ëèçàòîðà N(H) â G.

14. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íîðìàëüíûé äåëèòåëü H çíàêîïåðåìåííîé ãðóï-
ïû An ñòåïåíè n > 5, ñîäåðæàùèé õîòÿ áû îäèí òðîéíîé öèêë, ñîâ-
ïàäàåò ñ An.

15. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn ïî çíàêîïå-
ðåìåííîé ãðóïïå An èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå àääèòèâíîé ãðóïïû öå-
ëûõ ÷èñåë ïî ïîãðóïïå ÷åòíûõ ÷èñåë.

16. Íàéòè ôàêòîðãðóïïû:

à) àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë, êðàòíûõ äàí-
íîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n;

á) àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 3, ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë,
êðàòíûõ 15;

â) àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 4, ïî ïîäãðóïïå ÷èñåë,
êðàòíûõ 24;

ã) ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò
íóëÿ, ïî ïîäãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

17. Ïóñòü Gn � àääèòèâíàÿ ãðóïïà âåêòîðîâ n-ìåðíoãî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è Hk � ïîäãðóïïà âåêòîðîâ k-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòà, 0 �
k � n. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà Gn=Hk èçîìîðôíà Gn�k:

18. ÏóñòüG � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ, è H - ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë èç G, ëåæàùèõ íà äåé-
ñòâèòåëüíîé è ìíèìîé îñÿõ.

à) Äîêàçàòü, ÷òî H - ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

á) Íàéòè ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H.

â) Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà G=H èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïå U âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàâíûõ ïî ìîäóëþ 1.

19. Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ
îò íóëÿ, H � ìíîæåñòâî ÷èñåë èç G, ëåæàùèõ íà n ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ
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èç íóëÿ ïîä ðàâíûìè óãëàìè, ïðè÷åì îäèí èç ýòèõ ëó÷åé ñîâïàäàåò
ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ, K � àääèòèâíàÿ ãðóïïà
âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, Z � àääèòèâíàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë, D �
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, U � ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàâíûõ ïî ìîäóëþ åäèíèöå, Un

� ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû. Äîêà-
çàòü, ÷òî:

à) K=Z èçîìîðôíà U ; á) G=D èçîìîðôíà U ; â) G=U èçîìîðôíà D; ã)
U=Un èçîìîðôíà U ; ä) G=Un èçîìîðôíà G; å) H åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû
G è G=H èçîìîðôíà U ; æ) H=D èçîìîðôíà Un; ç) H=Un èçîìîðôíà D.

20. Äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ:

à) ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö ïî ïîäãðóïïå ìàò-
ðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1, èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-
ïå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ;

á) ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö ïî ïîäãðóïïå ìàò-
ðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì �1, èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-
ïå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë;

â) ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö ïî ïîäãðóïïå ìàò-
ðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè îïðåäåëèòåëÿìè ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïîé âòîðîãî ïîðÿäêà;

ã) ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ïî ïîäãðóïïå ìàòðèö ñ
îïðåäåëèòåëÿìè, ïî ìîäóëþ ðàâíûìè åäèíèöå, èçîìîðôíà ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë;

ä) ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ïî ïîäãðóïïå ìàòðèö
c ïîëîæèòåëüíûìè îïðåäåëèòåëÿìè èçîìîðôíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå.

21. Ïóñòü G � ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, H � ïîä-
ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, K � ïîäãðóïïà âðàùåíèé âîêðóã äàííîé
òî÷êè O. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì ãðóïïû G, à K � íåò;

á) ôàêòîðãðóïïà G= èçîìîðôíà .

22. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû G ïî åå öåí-
òðó íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé.
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7 Êîëüöà. Ïîëÿ

Êîëüöà è ïîëÿ - àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðà-
öèÿìè:

"
ñëîæåíèå\ è

"
óìíîæåíèå\.

Êîëüöî (K;+; �) � ýòî ìíîæåñòâî K ñ çàäàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ + è óìíîæåíèÿ �, îáëàäàþùèìè ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
K1. (K;+) åñòü àáåëåâà ãðóïïà;

K2. (K; �) åñòü ïîëóãðóïïà;
K3. 8 a; b; c 2 K âåðíî a � (b + c) = a � b + a � c, (a + b) � c = a � c + b � c

äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Ñòðóêòóðà (K;+) íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà, (K; �) � åãî
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïîé. Åñëè (K; �) ìîíîèä, òî ãîâîðÿò, ÷òî (K;+; �)
êîëüöî ñ åäèíèöåé, ýëåìåíò e êîëüöà íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé, åñëè a�e = e�a =
a 8 a 2 K.

Åñëè àêñèîìà K2 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ íåàññîöèàòèâ-
íûì.

Åñëè óìíîæåíèå â êîëüöå K êîììóòàòèâíî, a � b = b � a 8 a; b 2 K, òî
êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì.

Ïîäìíîæåñòâî L êîëüöà K íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì, åñëè

8 a; b 2 L ) a� b 2 L; a � b 2 L:

(Åñëè L ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû è ïîäïîëóãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ïîëóãðóïïû êîëüöà).

Óïðàæíåíèå 20. Äîêàçàòü, ÷òî 8 a; b; c 2 K

1. a � 0 = 0 � a = 0.

2. a � (�b) = (�a) � b = �a � b.
3. a � (b� c) = a � b� a � c è (a� b) � c = a � c� b � c.

1. Ïóñòü a � 0 = b, òîãäà b+ b = a � 0+ a � 0 = a � (0+0) = a � 0 = b. Çíà÷èò
b = b� b = 0. Ïðîäåëàòü äëÿ 0 � a = b !!!

2. Äåéñòâèòåëüíî, a � b + a � (�b) = a � (b + (�b)) = a � 0 = 0. Ïðîäåëàòü
äëÿ a � b+ (�a) � b !!!

3. Â ñàìîì äåëå, a � (b� c) + a � c = a � (b� c+ c) = a � b. Ïðîäåëàòü äëÿ
(a� b) � c+ b � c !!!
Óïðàæíåíèå 21. Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå íå ìîæåò áûòü äâóõ ðàçëè÷-
íûõ åäèíèö. (Íî ìîæåò áûòü íè îäíîé!)
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Ïðèìåð 17. 1. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà Z, Q, R � ýòî êîììóòàòèâíûå
àññîöèàòèâíûå êîëüöà ñ åäèíèöåé.

2. Ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë 2Z � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëü-
öî áåç åäèíèöû.

3. Ìíîæåñòâî mZ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà m, áóäåò ïîäêîëüöîì â
Z (áåç åäèíèöû ïðè m > 1).

4. Ìíîæåñòâî E3 âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ � ýòî íåêîììóòàòèâíîå è íåàññîöèàòèâíîå
êîëüöî. Îäíàêî â íåì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

a� b+ b� a = 0 àíòèêîììóòàòèâíîñòü,

(a� b)� c+ (b� c)� a+ (c� a)� b = 0; òîæäåñòâî ßêîáè.

5. Ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðîâ n � n � àññîöèàòèâíîå
êîëüöî ñ åäèíèöåé.

6. Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n � êîììóòàòèâíîå àññî-
öèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

7. Êîëüöî ôóíêöèé: ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå X ñ îïåðàöèÿìè ïîòî÷å÷íîé ñóììîé è ïîòî÷å÷íûì ïðî-
èçâåäåíèåì. Êîëüöî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îò-
ðåçêå [0; 1] ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì.

Ýëåìåíò a�1 êîëüöà ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a, åñëè
a�a�1 = a�1�a = 1: Ýëåìåíò a, èìåþùèé îáðàòíûé, íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì.

Ãîìîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
' : (K;+; �) ! (K 0;�;�), ñîõðàíÿþùåå îáå îïåðàöèè:

1. '(a+ b) = '(a)� '(b),

2. '(a � b) = '(a)� '(b); 8 a; b 2 K:

ßäðîì ãîìîìîðôèçìà êîëåö íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ Ker ' =
fa 2 K : '(a) = 00g � K.

Óïðàæíåíèå 22. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà êîëåö Ker ' åñòü
ïîäêîëüöî êîëüöà K.

(Äâóñòîðîííèì) èäåàëîì êîëüöà K íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöî J , òàêîå, ÷òî
JK � J è KJ � J .
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Óïðàæíåíèå 23. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà êîëåö Ker ' åñòü
èäåàë êîëüöà K.

Óïðàæíåíèå 24. Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ K[x] ñîâîêóï-
íîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, äåëÿùèõñÿ íà ìíîãî÷ëåí f(x), ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Îí
íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì, ïîðîæäåííûì f(x).

Ïðèìåð 18. Ïîäêîëüöî J = (2Z;+; �) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà K =
(Z;+; �), òàê êàê äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë n 2 Z è ÷åòíûõ ÷èñåë p = 2q 2
2Z èõ ïðîèçâåäåíèå ÷åòíî: n � p = n � 2q = 2nq 2 2Z:

Óïðàæíåíèå 25. Äîêàçàòü, åñëè K è K 0 � êîëüöà ñ åäèíèöåé, òî

'(e) = e0; '� ãîìîìîðôèçì.

Ïóñòü K = (S;+; �) êîëüöî è J = (T;+; �) åãî èäåàë. Òàê êàê J � ïîä-
êîëüöî K, òî H = (T;+) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà àääèòèâíîé àáåëåâîé
ãðóïïû G = (S;+) (ïðîâåðèòü!!!) Âîçüìåì a 2 K: Êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ èäåàëà J êîëüöà K íàçûâàåòñÿ ñìåæíûé êëàññ àääèòèâíîé ãðóïïû G
êîëüöà K ïî åå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H:

[a]J = a+ J = fa+ h : h 2 Jg:
Îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

[a]J + [b]J = [a+ b]J ; [a]J � [b]J = [a � b]j; a; b 2 K:

Óïðàæíåíèå 26. 1. Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü ââåäåííûõ îïåðàöèé. 2. Äî-
êàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè åñòü êîëü-
öî.

Êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ èäåàëà J êîëüöà K íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-
êîëüöîì êîëüöà K ïî ìîäóëþ èäåàëà J è îáîçíà÷àåòñÿ K=J .

Ðàññìîòðèì êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z è åãî ïîäêîëüöî mZ. Ñ èõ ïîìî-
ùüþ ïîñòðîèì íåíóëåâîå êîëüöî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.
Êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-êîëüöî: Zm = Z=mZ:

Ïðèìåð 19. Òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ Z2:

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

� 0 1

0 0 0

1 0 1

Ïîëåì íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â
êîòîðîì âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì.
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Ïðèìåð 20. 1. Ïîëÿìè ÿâëÿþòñÿ Q, R, C.

2. Z íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òàê êàê â íåì îáðàòèìû òîëüêî ýëåìåíòû �1:

Óïðàæíåíèå 27. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïîëå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ab =
0 ) fa = 0 èëè b = 0g:

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a 6= 0, òîãäà ñóùåñòâóåò a�1. Óìíîæèì îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà ab = 0 íà a�1, ïîëó÷èì a�1ab = a�10; îòêóäà b = 0. Êîëüöà,
îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ êîëüöàìè áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Ïðèìåð 21. 1. Êîëüöî Z � êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

2. Ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðîâ n�n èìååò äåëèòåëè íó-
ëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì n = 2, òîãäà íóëåâàÿ ìàòðèöà èìååò
äåëèòåëè: �

1 1
0 0

��
0 1
0 �1

�
=

�
0 0
0 0

�
:

Â êîëüöå áåç äåëèòåëåé íóëÿ âîçìîæíî ñîêðàùåíèå:

f ac = bc è c 6= 0g ) a = b:

â ñàìîì äåëå, ac = bc ïåðåïèøåì (a � b)c = 0. Òàê êàê c 6= 0, çíà÷èò
a� b = 0, ò.å. a = b.

Óïðàæíåíèå 28. Ïðîâåðèòü, ÷òî íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ K îáðàçó-
þò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Ïîäìíîæåñòâî L ïîëÿ K ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì
îòíîñèòåëüíî òåõ æå îïåðàöèé.

Ïðèìåð 22. 1. Öåïî÷êà ïîäêîëåö: Z � Q � R.
2. Ïðè ëþáîì n 2 Z+ ìíîæåñòâî nZ ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà Z.

3. Öåïî÷êà ïîäïîëåé: Q � R � C.
Ïîëÿ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè îíè èçîìîðôíû êàê êîëüöà. Ïðè

ýòîì '(0) = 00, '(e) = e0.
Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî â ïîëåK âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

e+ e+ � � �+ e| {z }
n

= 0

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ è îáîçíà÷àåòñÿ charK. Åñëè òàêîãî n
íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî K - ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.
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Ïðèìåð 23. 1. charZ = 0;

2. charZp = p, åñëè p ïðîñòîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 29. 1. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà n� ïðîñòîå ÷èñëî.

2. Ïîñòðîèòü òàáëèöû óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ äëÿ êîëåö Z3 è Z4.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî K, ñîñòîÿùåå èç 5 ýëåìåíòîâ, ëèáî èçîìîðôíî
Z5, ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû

�
a b
�b a

�
, ãäå b 2 Z3, îáðàçóþò ïîëå èç

äåâÿòè ýëåìåíòîâ.

8 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Àëãåáðû

Ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V ñ çà-
äàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ P ,
îáëàäàþùèìè ñâîéñòâàìè:

P1. V åñòü àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ;

P2. �(a+ b) = �a+ �b, 8� 2 P , 8 a; b 2 V ;

P3. (�+ �)a = �a+ �a, 8�; � 2 P , 8 a 2 V ;

P4. (��)a = �(�a), 8�; � 2 P , 8 a 2 V ;

P5. 1a = a, 8 a 2 V .

Àëãåáðîé íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A ñ çàäàííûìè íà íåì
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ P , îá-
ëàäàþùèìè ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

A1. îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ P ìíîæåñòâî
A åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî;

A2. îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ A åñòü êîëüöî;

A3. (�a)b = a(�b) = �(a � b); 8� 2 P , 8 a; b 2 A.
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Ïðèìåð 24. 1. C åñòü àëãåáðà íàä R. Îíî çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëè-
öåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

� 1 i

1 1 i

i i -1

2. Ìíîæåñòâî E3 âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà åñòü àëãåáðà îòíîñèòåëüíî
âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå òàáëèöà âåê-
òîðíîãî óìíîæåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

� i j k

i 0 k -j

j -k 0 i

k j -i 0

Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû � ýòî ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé, åñëè îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì è ïîäêîëüöîì. Îòîáðàæåíèå àëãåáð íàçûâàåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì, åñëè îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è êîëåö. Íàïîìíèì, ÷òî äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà V è W èçî-
ìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
' : V ! W , òàêîå ÷òî:

'(x+ y) = '(x) + '(y); '(�x) = �'(x); 8x ; y 2 V; � 2 P:

Óïðàæíåíèå 30. Ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö îá-
ðàçóåò àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé Mn. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà àë-
ãåáðà íå êîììóòàòèâíà è èìååò äåëèòåëè íóëÿ.

Óïðàæíåíèå 31. 1. Ïîêàçàòü, ÷òî â àëãåáðå M2(R) ìàòðèöû âèäà�
a �b
b a

�
îáðàçóþò ïîäàëãåáðó, èçîìîðôíóþ àëãåáðå êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë.

2. Ìàòðèöà Eij, ó êîòîðîé íà (i; j)-ì ìåñòå ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ -
íóëè, íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé åäèíèöåé. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íûå
åäèíèöû Eij îáðàçóþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàMn. Âûïèñàòü
òàáëèöó óìíîæåíèÿ àëãåáðû Mn â ýòîì áàçèñå.

Àëãåáðû, êàê è êîëüöà, íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü àññîöèàòèâíûìè.
Î÷åíü âàæíûé ïðèìåð íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû � àëãåáðà Ëè. Â íåé

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ � óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì:
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1. x*y=-y*x àíòèêîììóòàòèâíîñòü,

2. (x*y)*z+(y*z)*x+(z*x)*y=0 òîæäåñòâî ßêîáè.

Îïåðàöèþ � ÷àùå îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì [�; �] è íàçûâàþò îïåðàöèåé êîì-
ìóòèðîâàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 32. Ïðîâåðèòü, ÷òî àêñèîìà 1 ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó x �
x = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, (x + y) � (x + y) = 0 , x � x + y � x + x � y + y � y = 0
, x � y = �y � x.
Ïðèìåð 25. 1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R3 ñ îïåðàöèåé âåêòîðíîå ïðî-

èçâåäåíèå åñòü òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè. (Ïðîâåðèòü!)

2. Ïóñòü L(V ) åñòü ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íàä ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì V . Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå íîâóþ îïåðàöèþ
êîììóòèðîâàíèÿ [A;B] = AB � BA: Òîãäà L(V ) ñ îïåðàöèåé êîììó-
òèðîâàíèÿ åñòü àëãåáðà Ëè.

9 Ëîêàëüíàÿ ãðóïïà Ëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ

ïðåîáðàçîâàíèé Rn

Òåîðèÿ ãðóïï Ëè îáúåäèíÿåò â ñåáå àëãåáðó, àíàëèç è ãåîìåòðèþ. Ãðóïïà
Ëè G åñòü äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, íàäåëåííîå ñòðóêòóðîé ãðóï-
ïû ñ ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè:

óìíîæåíèå: G�G! G; (x; y) 7! xy;

âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà: G! G; x 7! x�1:

Ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì. Ïîäãðóï-
ïà Ëè H � G ãðóïïû Ëè G åñòü ïîäìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè.

Ïðèìåð 26. Ãðóïïàìè Ëè ÿâëÿþòñÿ:

1. GL(n;K);

2. SL(n;K);

3. O(n);

4. SO(n);

5. U(n);
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6. SU(n):

Òåîðèÿ ãðóïï Ëè äîñòàòî÷íî ñëîæíà, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ðàñ-
ñìîòðåíèåì ïîëåçíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ: îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Ëè
ïðåîáðàçîâàíèé Rn.

Ìíîæåñòâî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà Rn íà ñåáÿ

x0 = f(x; a); x; x0 2 Rn;

ãäå a � íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð (a 2 R), îáðàçóåò ëîêàëüíóþ ãðóïïó Ëè G,
åñëè âûïîëíåíû àêñèîìû:

1. àêñèîìà çàìûêàíèÿ: ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåäåííûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

x0 = f(x; a); x00 = f(x0; b);

ìîãóò áûòü çàìåíåíû îäíèì ïðåîáðàçîâàíèåì

x00 = f(x; c); c = '(a; b):

2. àêñèîìà òîæäåñòâåííîñòè: ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå a0 2
R, ïðè êîòîðîì ëþáàÿ òî÷êà x îñòàåòñÿ íà ìåñòå, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

x = f(x; a0);

Ïðè ýòîì '(a; a0) = a, '(a0; b) = b.

3. àêñèîìà èíâåðñèè: ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a�1 2
R; êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò âîçâðàùåíèþ òî÷êè x0 â òî÷êó x:

x = f(x0; a�1):

Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé f(x; a) è f(x0; a�1) â
ëþáîì ïîðÿäêå ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ.

Óïðàæíåíèå 33. Íàéäèòå ñõîäñòâà è îòëè÷èÿ â îïðåäåëåíèÿõ ëîêàëü-
íîé ãðóïïû Ëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà G è îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû Ãë.2.

Ïðèìåð 27. 1. Ïðåîáðàçîâàíèå òðàíñëÿöèè x0 = x + a åñòü ïðåîáðàçî-
âàíèå ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè G.

Äåéñòâèòåëüíî, àêñèîìà 1: x00 = x0 + b = x + a + b = x + c; ãäå c =
'(a; b) = a+b: Àêñèîìà 2: x = x+a0, a0 = 0. Àêñèîìà 3: x = x0+a�1 =
x+ a+ a�1 = x, a�1 = �a.
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2. Ïðåîáðàçîâàíèå îòðàæåíèÿ x0 = a� x íå îáðàçóåò ëîêàëüíóþ ãðóïïó
Ëè G.

Äåéñòâèòåëüíî, x00 = b�x0 = b�a+x = c+x, c 6= '(a; b). Íå ñóùåñòâóåò
çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðà, íå ñîäåðæàùåãî x.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ðàñòÿæåíèÿ x0 = ax åñòü ïðåîáðàçîâàíèå ëîêàëüíîé
ãðóïïû Ëè G.

Äåéñòâèòåëüíî: x00 = bx0 = bax = cx, c = '(a; b) = ab, a0 = 1, a�1 =
1=a.

Ïàðàìåòð a, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

c = '(a; b) = a+ b; a0 = 0; a�1 = �a
íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì. Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðà '(a; b) ìîæåò
áûòü ïðèâåäåí ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

Äëÿ ïðèìåðà 27.3 ïàðàìåòð ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó çàìåíîé:

�a =

Z a

a0

A(a) da;
1

A(a)
=

@'(a; b)

@b

����
b=a

:

Óïðàæíåíèå 34. Ïðîâåðèòü, îáðàçóþò ëè ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ëîêàëüíûå ãðóïïû G:

1. x0 = x=(1� ax), y0 = y=(1� x);

2. x0 = x+ a+ a2, y0 = y;

3. x0 = ax, y0 = (1� a)y;

4. x0 = x=(1� ay), y0 = y=(1� ay);

5. x0 = a=(1� ax), y0 = 2a=(1� ay);

6. x0 = x cos a+ y sin a, y0 = �x sin a+ y cos a;

7. x0 = eax, y0 = e5ay, z = e�2az;

8. x0 = x+ ay, y0 = y;

9. x0 = x ch a+ y sh a, y0 = y ch a+ x sh a;

Èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
� ýòî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà

X = �1
@

@x1
+ �2

@

@x2
+ � � �+ �n

@

@xn
; �i =

@fi(x; a)

@a

����
a=a0
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Ïðèìåð 28. 1. Ïðåîáðàçîâàíèþ òðàíñëÿöèè x0 = x+a, y0 = y ñîîòâåò-
ñòâóåò îïåðàòîð X = @

@x
:

2. Ïðåîáðàçîâàíèþ ðàñòÿæåíèÿ x0 = eax, y0 = e2ay ñîîòâåòñòâóåò îïå-
ðàòîð X = x @

@x
+ 2y @

@y
:

Óïðàæíåíèå 35. Íàéòè îïåðàòîðû äëÿ òåõ ïðåîáðàçîâàíèé óïðàæíå-
íèÿ 34, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîêàëüíóþ ãðóïïó Ëè.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû â âèäå
ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì a â ìàëîé îêðåñòíîñòè òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(åìó ñîîòâåòñòóåò çíà÷åíèå a = a0) ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà X:

x0 = x+ aXx+
a2

2!
X2x+

a3

3!
X3x+ � � � = eaXx:

Ïðèìåð 29. Ïî îïåðàòîðó X = y @
@x
�x @

@y
ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðî-

èòñÿ â âèäå ðÿäîâ:

x0 = x+ ya� x
a2

2!
� y

a3

3!
+ x

a4

4!
� � � � = x cos a+ y sin a;

y0 = y � xa� y
a2

2!
+ x

a3

3!
+ y

a4

4!
� � � � = �x sin a+ y cos a:

Óïðàæíåíèå 36. Íàéòè ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â âèäå ðÿäîâ äëÿ ñëå-
äóþùèõ îïåðàòîðîâ:

1. X = y
x
@
@x
;

2. X =
�
x+ y2

x

�
@
@x
;

3. X = y @
@x
� xy @

@y
;

4. X = 3xy6 @
@x

+ y7 @
@y
;

5. X = r ln r @
@r

+ ' @
@'
� 2(1 + ln r) @

@u
;

6. X = xy @
@x

+ y2 @
@y
;

7. X = x2 @
@x
� y2 @

@y
.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå îïåðàòîðîâ îïåðàöèþ êîììóòèðîâàíèÿ ïî ñëåäó-
þùåìó ïðàâèëó: [X1; X2] = X1X2 �X2X1:

Åñëè X1 = �1
@
@x1

+ � � �+ �n
@
@xn

, X2 = �1
@
@x1

+ � � �+ �n
@
@xn

, òî

[X1; X2] = (X1�1 �X2�1)
@

@x1
+ � � �+ (X1�n �X2�n)

@

@xn
:
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Óïðàæíåíèå 37. Ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ëè-
íåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó (òî åñòü áèëèíåéíà), êîñîñèììåòðè÷íà è
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè àëãåáðó Ëè ëîêàëüíîé ìíîãîïàðàìåòðè-
÷åñêîé ãðóïïû Ëè. Ïóñòü X1; X2; : : : ; Xr � áàçèñ â ñîîòâåòñòâóþùåì ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå Lr.

Óïðàæíåíèå 38. Ïðîâåðèòü, ÷òî [Xi; Xj] = ckijXk. Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ
èíäåêñó ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.

×èñëà cij 2 R íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè.

Óïðàæíåíèå 39. Äîêàçàòü ñâîéñòâà:

ckij = �ckji; ckijc
m
kl + ckjlc

m
ki + cklic

m
kj = 0:

Ïðèìåð 30. Òàáëèöà Êýëè äëÿ àëãåáðû L6 ñ îïåðàòîðàìè

X1 =
@

@x
; X2 =

@

@t
; X3 = u

@

@u
;

X4 = x
@

@x
+ 2t

@

@t
; X5 = 2t

@

@x
� xu

@

@u
;

X6 = 4tx
@

@x
+ 4t2

@

@t
� (x2 + 2t)

@

@u
èìååò âèä

X1 X2 X3 X4 X5 X6

X1 0 0 0 X1 �X3 2X5

X2 0 0 0 2X2 2X1 4X4 � 2X3

X3 0 0 0 0 0 0

X4 �X1 �2X2 0 0 X5 2X6

X5 X3 �2X1 0 �X5 0 0

X6 �2X5 2X3 � 4X4 0 �2X6 0 0

Óïðàæíåíèå 40. Âûïèñàòü òàáëèöû Êýëè äëÿ ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ:

1. X1 = @
@x
, X2 = @

@y
, X3 = x @

@x
+ ky @

@y
, k 6= 1;

2. X1 = @
@x

+ @
@y
, X2 = x @

@x
+ y @

@y
, X3 = x2 @

@x
+ y2 @

@y
;

3. X1 = @
@x
, X2 = @

@y
, X3 = x @

@x
+ (x+ y) @

@y
;

4. X1 = @
@x
, X2 = @

@y
, X3 = x @

@y
;

5. X1 = @
@x
, X2 = @

@y
, X3 = y @

@y
, X4 = x @

@x
, X5 = y @

@x
, X6 = x @

@y
, X7 =

x2 @
@x

+ xy @
@y
, X8 = xy @

@x
+ y2 @

@y
.
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10 Çà÷åòíûå çàäà÷è

1. Ïðàâûì (ëåâûì) íóëåì ïîëóãðóïïû íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò z, ÷òî
az = z (za = z) ïðè ëþáîì . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ïîëóãðóïïå èìåþòñÿ
êàê ïðàâûå, òàê è ëåâûå íóëè, òî âñå îíè ñîâïàäàþò, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé äâóñòîðîííèé íóëü.

2. Ïðàâîé (ëåâîé) åäèíèöåé ïîëóãðóïïû íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò u, ÷òî
au = a (ua = a) ïðè ëþáîì a. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ïîëóãðóïïå èìåþòñÿ
êàê ïðàâûå òàê è ëåâûå åäèíèöû, òî âñå îíè ñîâïàäàþò, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ äâóñòîðîííÿÿ åäèíèöà.

3. Ìîæåò ëè ýëåìåíò ïîëóãðóïïû áûòü îäíîâðåìåííî ïðàâûì íóëåì è
ëåâîé åäèíèöåé?

4. Ïåðå÷èñëèòü (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) âñå ïîëóãðóïïû, ñîñòîÿ-
ùèå èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

5. Ïåðå÷èñëèòü (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) âñå ïîë-ãðóïïû ñ îäíîé
îáðàçóþùåé.

6. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà ïðàâûìè ñîêðàùåíèÿìè (ò. å èç
ba = ca ñëåäóåò b = c) õîòÿ áû ñ îäíîé ëåâîé åäèíèöåé åñòü ãðóïïà.

7. Ïîñòðîèòü ïðèìåð êîíå÷íîé ïîëóãðóïïû ñ ïðàâûìè ñîêðàùåíèÿìè,
íå ÿâëÿþùåéñÿ ãðóïïîé.

8. Ïîñòðîèòü ïðèìåð áåñêîíå÷íîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû ñ åäèíè-
öåé è ñ ñîêðàùåíèÿìè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ãðóïïîé.

9. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ ýëå-
ìåíòàìè èç äàííîãî ïîëÿ îáðàçóþò ãðóïïó (îíà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ëèíåé-
íîé ãðóïïîé ñòåïåíè n íàä ïîëåì è îáîçíà÷àåòñÿ GL(n;K).

10. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç ïî-
ëÿ , èìåþùèå îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé 1, îáðàçóþò ãðóïïó (îíà íàçûâàåòñÿ
ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ SL(n;K).

11. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, â êàæäîé ñòðîêå è â
êàæäîì ñòîëáöå êîòîðûõ îäèí ýëåìåíò ðàâåí 1, à îñòàëüíûå íóëè, îáðàçóþò
ãðóïïó (ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn).

12. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, â êàæäîé ñòðîêå è â
êàæäîì ñòîëáöå êîòîðûõ èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì îäèí ýëåìåíò, ðàâíûé 1, à
îñòàëüíûå íóëè, îáðàçóþò ïîëóãðóïïó.

13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ïîëóãðóïïû çàäà÷è 12 ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a+ òàêîé, ÷òî aa+a = a, a+aa+ = a+ (ïîëó-
ãðóïïû ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ èíâåðñíûìè).

14. Äîêàçàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n îáðàçóþò ãðóïïó
(ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà GO(n)), ãðóïïó æå ñîñòàâëÿþò ñîáñòâåííî
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îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû (ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SO(n)).
15. Äîêàçàòü, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû ñ îïðåäåëèòåëÿìè 1 îáðàçóþò

ãðóïïó.
16. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ãðóïï çàäà÷ 14 è 15 åñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà

è íàéòè åå ïîðÿäîê.
17. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðû (a; b) ýëåìåíòîâ ïîëÿ , a 6= 0, ñîñòàâëÿþò ãðóïïó

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (a1; b1)(a2; b2) =
(a1a2; a1b2 + b1):

18. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûå ôóíêöèè ax + b, a 6= 0, îáðàçóþò ãðóïïó
îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, èçîìîðôíóþ ãðóïïå çàäà÷è 17.

19. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíûå ñòðîãî âîçðàñòàþùèå íà îòðåçêå [0; 1]
ôóíêöèè ' ñî çíà÷åíèÿìè '(0) = 0, '(1) = 1 ñîñòàâëÿþò ãðóïïó îòíîñè-
òåëüíî ñóïåðïîçèöèè.

20. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà, èçîáðàæåíèÿ êîòîðûõ çàïîëíÿþò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñïèðàëü r = ek', k 6= 0 îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ.

21. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäñòàíîâêè n ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿþò ãðóïïó, èçîìîðô-
íóþ ãðóïïå çàäà÷è 20.

22. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ãðóïïû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ ê ãðóïïû çàäà÷è 20.

23. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ãðóïïû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ è ãðóïïû ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

24. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà äâèæåíèé è îòðàæåíèé ïëîñêîñòè, ñîâìåùàþ-
ùèõ ñ ñîáîé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, èçîìîðôíà ãðóïïå S3 ïîäñòàíî-
âîê òðåõ ýëåìåíòîâ.

25. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà äâèæåíèé (áåç îòðàæåíèé) òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, ñîâìåùàþùèõ ñ ñîáîé êóá, èçîìîðôíà ãðóïïå S4 ïîäñòàíîâîê
÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ.

26. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâèæåíèÿìè è îòðàæåíèÿìè
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîâìåùàþùèìè ñ ñîáîé ïðàâèëüíûé èêîñàýäð,
èçîìîðôíà ãðóïïå S5, ïîäñòàíîâîê ïÿòè ýëåìåíòîâ.

27. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê ãðóïïû äâèæåíèé, ñîâìåùàþùèõ ñ ñîáîé ïëîñ-
êóþ ïëàñòèíó, èìåþùóþ âèä ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (ãðóïïà äèýäðà).

28. Ïóñòü âñå ýëåìåíòû ãðóïïû, êðîìå åäèíèöû, èìåþò ïîðÿäîê 2. Äî-
êàçàòü, ÷òî ãðóïïà àáåëåâà.

29. Îïèñàòü ïðàâûå êëàññû ñìåæíîñòè ïðè ðàçëîæåíèè ãðóïïû G ïî
ïîäãðóïïå H:

a) G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Z8, âîñüìîãî ïîðÿäêà, H � åå ïîäãðóïïà
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà;
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b) G = S3, H � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ òðàíñïîçèöèåé (12);
c) G � ãðóïïà âðàùåíèé êóáà, H � åå ïîäãðóïïà, ñîâìåùàþùàÿ ñ ñîáîé

îäíó èç ãðàíåé êóáà;
d) G � ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö, H - ïîäãðóï-

ïà ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.
30. Äîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîé ãðóïïå íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ëþáîé ýëåìåíò

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì äðóãîãî, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî, ýëåìåíòà.
31. ×åìó ðàâåí íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ýëåìåíòà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû

S12?
32. Ñêîëüêî ïîäãðóïï èìååò ãðóïïà S8?
33. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëî ïðàâûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè â ðàçëîæåíèè

áåñêîíå÷íîé ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H êîíå÷íî, òî è ÷èñëî ëåâûõ êëàññîâ
ñìåæíîñòè êîíå÷íî è ðàâíî ÷èñëó ïðàâûõ êëàññîâ.

34. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà H èíäåêñà 2 â ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ åå íîð-
ìàëüíûì äåëèòåëåì.

35. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H � ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà â ãðóïïå G è
K � ïðîìåæóòî÷íàÿ ïîäãðóïïà, ò. å. òàêàÿ, ÷òî H 2 K 2 G, òî èíäåêñ K â
G åñòü äåëèòåëü èíäåêñà H â G.

36. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîäãðóïï H1 è H2, êîíå÷íîãî èí-
äåêñà â ãðóïïå G åñòü ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî
ïðîèçâåäåíèÿ èíäåêñîâ H1 è H2.

37. Öåíòðîì ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, êîììóòèðó-
þùèõ ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû. Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð åñòü íîðìàëüíûé
äåëèòåëü.

38. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé åñòü ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà
p, èìååò íåòðèâèàëüíûé öåíòð.

39. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ãðóïïû (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)
ïîðÿäêà p2 ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, îáå àáåëåâû.

40. Ïåðå÷èñëèòü ãðóïïû âîñüìîãî ïîðÿäêà.
41. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ' ! cos' + i sin' åñòü ãîìîìîðôíîå

îòîáðàæåíèå àääèòèâíîé ãðóïïû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ìóëüòèïëèêàòèâ-
íóþ ãðóïïó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîäóëÿ 1. Íàéòè ÿäðî ãîìîìîðôèçìà.

42. Ðàññìîòðèì àääèòèâíóþ òðóïïó â ïîëèíîìîâ ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, ñòåïåíè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò n � 1. Êàæäîìó ïîëèíî-
ìó f 2 G ñîïîñòàâèì còðîêó (f(x1); f(x2); : : : ; f(xn)), ãäå x1; x2; : : : ; xn
� äàííûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå åñòü
èçîìîðôèçì.

43. Òî æå îòîáðàæåíèå ïðèìåíèòü ê àääèòèâíîé ãðóïïå âñåõ ïîëèíî-
ìîâ íàä R, áåç îãðàíè÷åíèÿ ñòåïåíè. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå åñòü
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ãîìîìîðôèçì è íàéòè åãî ÿäðî.
44. Ïóñòü G-êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H = '(G) � åå ãîìîìîðôíûé îáðàç. Äî-

êàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê x 2 G äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê '(x) 2 H.
45. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû äåëèòñÿ íà

ïðîñòîå ÷èñëî p, òî â ãðóïïå íàéäåòñÿ ýëåìåíò ïîðÿäêà p.
46. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîì êëàññå

ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ åñòü äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû.
47. ×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ñèììåò-

ðè÷åñêîé ãðóïïå Sn.
48. Ïóñòü H � àáåëåâà ãðóïïà íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî G = H
S
Ha, ãäå à � íîâûé ñèìâîë, è îïðåäåëèì âG óìíîæåíèå ïî

ïðàâèëàì: x1 �x2 = x1x2, x1 �x2a = x1x2a, x1a�x2 = x1x
�1

2 a, x1a�x2a = x1x
�1

2 .
Äîêàçàòü, ÷òî G åñòü ãðóïïà è âñå ýëåìåíòû èç Ha ñîïðÿæåíû.

49. Îïèñàòü êîíå÷íûå ãðóïïû G ïîðÿäêà 2m, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèé ïîëîâèíó ýëåìåíòîâ G.

50. Íàéòè ãðóïïû, èìåþùèå òðè êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.
51. Íàéòè ãðóïïû, èìåþùèå ÷åòûðå êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.
52. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G êîíå÷íîãî èíäåêñà n, òî

ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäãðóïï, ñîïðÿæåííûõ ñ H, è ýòî ÷èñëî
äåëèò n.

53. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðóïïà G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H êîíå÷íîãî èí-
äåêñà, òî ñîäåðæèò è íîðìàëüíûé äåëèòåëü êîíå÷íîãî èíäåêñà.

54. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà G ñîäåðæèò ãðóïïó H èíäåêñà n, òî
îíà ñîäåðæèò íîðìàëüíûé äåëèòåëü, èíäåêñ êîòîðîãî äåëèò n!.

55. Êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ a è b ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ aba�1b�1. Ïîä-
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ êîììóòàòîðàìè, íàçûâàåòñÿ êîììóòàíòîì ãðóïïû G.
Äîêàçàòü, ÷òî:

a) êîììóòàòîð a è b ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b êîììóòè-
ðóþò;

b) êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòàòîðîâ ñîñòàâëÿþò êîììóòàíò;
c) êîììóòàíò ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì;
d) ôàêòîðãðóïïà ïî êîììóòàíòó àáåëåâà;
e) åñëè G=H � àáåëåâà ãðóïïà, òî H ñîäåðæèò êîììóòàíò G.
56. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B � íîðìàëüíûå äåëèòåëè ãðóïïû G è a 2 A,

b 2 B, òî aba�1b�1 2 A
T
B.

57. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B � íîðìàëüíûå äåëèòåëè G è A
T
B = 1, òî

ýëåìåíòû èç A êîììóòèðóþò c ýëåìåíòàìè èç B.
58. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèòñÿ íà ïðîñòîå

÷èñëî p, òî â íåé ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà p (òåîðåìà Êîøè).
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59. Îïèñàòü ãðóïïû ïîðÿäêà 2p, ãäå p-ïðîñòîå ÷èñëî.
60. Ïåðå÷èñëèòü ãðóïïû ïîðÿäêà pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà.
61. Ïóñòü ãðóïïà G = SL(n;Z) åñòü ãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ïî-

ðÿäêà ï ñ îïðåäåëèòåëåì 1 è m - íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïåðåõîä îò êîëüöà
Z ê êîëüöó âû÷åòîâ Zm no ìîäóëþ m îïðåäåëÿåò, î÷åâèäíî, ãîìîìîðôèçì
ãðóïïû SL(n;Z) â ãðóïïó SL(n;Zm) � ãðóïïó ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1
íàä êîëüöîì Zm. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

62. Ïóñòü G-êîíå÷íàÿ ãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö è m-íàòóðàëüíîå
÷èñëî, m � 3. Äîêàçàòü, ÷òî ðåäóêöèÿ ïî ìîäóëþ m îñóùåñòâëÿåò ìîíî-
ìîðôíîå îòîáðàæåíèå G â GL(n;Zm).

63. ×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå
SO(3) âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â ãðóïïå
ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà).

64. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà SO(3) ïðîñòàÿ, ò.å. îíà íå ñîäåðæèò íîðìàëü-
íûõ äåëèòåëåé, êðîìå âñåé ãðóïïû è åäèíè÷íîé ïîäãðóïïû.

65. Ïóñòü G-êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Êàæäîìó x 2 G ñîïîñòàâèì ïîäñòàíîâêó
�x : a ! ax ýëåìåíòîâ ãðóïïû G. ßñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ
ãðóïï ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ñîïîñòàâëåííûõ èì ïîäñòàíîâîê (åñëè
ñ÷èòàòü ïåðâûì äåéñòâóþùèì ëåâûé ìíîæèòåëü) è ãðóïïà G èçîìîðôíà
òàê ïîñòðîåííîé ãðóïïå ïîäñòàíîâîê. Ñîïîñòàâëåíèå x ! �x íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì êîíå÷íîé ãðóïïû ïîäñòàíîâêàìè.

Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà �x ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçáè-
âàåòñÿ íà öèêëû îäèíàêîâîé äëèíû, ðàâíîé ïîðÿäêó ýëåìåíòà x.

66. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðåäè ïîäñòàíîâîê ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êî-
íå÷íîé ãðóïïû G íàøëàñü íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ïîðÿäîê n ãðóïïû G áûë ÷åòíûì ÷èñëîì è, åñëè n = 2kn1 ïðè
íå÷åòíîì n1, ÷òîáû â G ñóùåñòâîâàë ýëåìåíò ïîðÿäêà 2k.
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11 Òåñò

1. Êàêèå èç äàííûõ îïåðàöèé íå ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè? (Âû-
áðàòü âñå âàðèàíòû).

a) '(x; y; z) = x+ y+ z; b) '(x) = jxj; c) '(x; y) = xy; d) '(x; y) = x+ y.
2. Ìíîæåñòâî ñ çàäàííîé íà íåì áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé ýòî:
a) ãðóïïà; b) ïîëóãðóïïà; c) ïîäãðóïïà; d) ìîíîèä.
3. Êàêèå èç äàííûõ îïåðàöèé íå ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíûìè îïåðàöèÿìè?

(Âûáðàòü âñå âàðèàíòû).
a) '(x; y) = xy; b) '(x; y) = xxy; c) '(x; y)=ÍÎÄ(x,y);

d) '(x; y) = jxj+ jyj.
4. Âûáåðèòå âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû (Z;+):
a) (Z;�); b) (nZ;+); c) (Zn;+); d) (N;+).
5. Âûáåðèòå óñëîâèÿ, â ñîâîêóïíîñòè îïðåäåëÿþùèå ãðóïïó: "ãðóïïà -

ýòî ìíîæåñòâî
a) ñ çàäàííîé àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé";
b) ñ çàäàííîé êîììóòàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé";
c) ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì";
d) ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì";
e) âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî îáðàòèìû".
6. Âûáåðèòå âñå ïîäãðóïïû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû (R n 0;�):
a) (Q;�); b) (Z;�); c) (Q n 0;�); d) (Z n 0;�).
7. Âûáåðèòå âñå ãðóïïû ìîùíîñòè 6.
a) S3 - ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà èç 3 ýëåìåíòîâ;
b) S6 - ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà èç 6 ýëåìåíòîâ;
c) ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà;
d) (Z6;+).
8. Âûáåðèòå âñå ãðóïïû ìîùíîñòè 6.
a) ãðóïïà êîðíåé øåñòîé ñòåïåíè èç 1;
b) A12 � ãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê èç 12 ýëåìåíòîâ;
c) ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà;
d) öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà fe; a; : : : ; a5g.
9. Åäèíèöà ãðóïïû (Z;+) ýòî
a) 1; b) 0; c) -1; d) âñå öåëûå ÷èñëà.
10. Ñêîëüêî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, âêëþ÷àÿ öèêëû äëèíû 1, èìååò äàííàÿ

ïåðåñòàíîâêà (82156743)
a) 3; b) 0; c) 2; d) 4.
11. Êàêèå èç óêàçàííûõ íèæå ñîâîêóïíîñòåé îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà

M = f1; 2; : : : ; ng â ñåáÿ îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ?
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a) ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé;
b) ìíîæåñòâî âñåõ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé;
c) ìíîæåñòâî âñåõ ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé;
d) ìíîæåñòâî âñåõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé.
12. Êàêèå èç óêàçàííûõ íèæå ñîâîêóïíîñòåé îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà

M = f1; 2; : : : ; ng â ñåáÿ îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ?
a) ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê;
b) ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê;
c) ìíîæåñòâî òðàíñïîçèöèé;
d) ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè ýëåìåíòû íåêî-

òîðîãî ïîäìíîæåñòâà S �M .
13. Êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ êâàäðàòíûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö

îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ?
a) ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö;
b) ìíîæåñòâî êîñîìèììåòðè÷íûõ ìàòðèö;
c) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö;
d) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì îïðåäåëèòåëåì

d 6= 0.
14. Êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ êâàäðàòíûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö

îáðàçóþò ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ?
a) ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö;
b) ìíîæåñòâî êîñîìèììåòðè÷íûõ ìàòðèö;
c) ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö;
d) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.
15. Êàêèå èç äàííûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè?
a) ' : (C;+)! (C;+), òàêîå ÷òî '(z) = jzj;
b) ' : (C;�)! (C;�), òàêîå ÷òî '(z) = jzj;
c) ' : (R+;�)! (R;+), òàêîå ÷òî '(x) = ln(x);
d) ' : GL(n;R)! (R n 0;�), òàêîå ÷òî '(A) = det(A).
16. Íàéäèòå ïîðÿäîê ýëåìåíòà 4 â ãðóïïå (Z6;+)
a) 1; b) 2; c) 3; d) 4.
17. Íàéäèòå ïîðÿäîê ýëåìåíòà 3 â ãðóïïå (Z6;+)
a) 1; b) 2; c) 3; 4) 4.
18. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ' :

GL(n;R)! (R n 0;�), òàêîãî ÷òî '(A) = det(A)?
a) GL(n;R); b) (R n 0;�); c) SL(n;R); d) 1.
19. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ' :

(R;�)! (1;�1;�), òàêîãî ÷òî '(x) = 1, åñëè x - ÷åòíîå ÷èñëî è '(x) = �1,
åñëè x - íå÷åòíîå ÷èñëî?
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a) 1; b) -1; c) âñå ÷åòíûå ÷èñëà; d) âñå íå÷åòíûå ÷èñëà.
20. Èç äàííûõ îòîáðàæåíèé âûáåðèòå òå, êàêèå ïî âàøåìó ìíåíèþ ÿâ-

ëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè
a) ' : (Z;+)! (2Z;+), òàêîå ÷òî '(n) = 2n;
b) ' : (R;�)! (�1; 1;�), òàêîå ÷òî '(x) = 1, åñëè x - ÷åòíîå è '(x) =

�1, åñëè x - íå÷åòíîå ÷èñëî;
c) ' : (R+;�)! (R;+), òàêîå ÷òî '(x) = ln(x);
d) ' : GL(n;R)! (R n 0;�), òàêîå ÷òî '(A) = det(A).
21. Ïîäãðóïïû êàêèõ ïîðÿäêîâ ìîæåò èìåòü ãðóïïà S5?
a) 10; b) 7; c) 11; d) 6.
22. Âûáåðèòå ãðóïïû, èçîìîðôíûå öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ñ 8 ýëåìåíòàìè
a) S8; b) A8; c) ãðóïïà êîðíåé 8 ñòåïåíè èç 1; d) S3.
23. Ñðåäè äàííûõ îòíîøåíèé âûáåðèòå òå, êàêèå ïî âàøåìó ìíåíèþ

ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè
a) a � b, åñëè a � b(mod p), ãäå a; b; p 2 Z;
b) a � b, åñëè |a|=|b|, ãäå a; b 2 C;
c) a � b, åñëè a = ln(b), ãäå a; b; p 2 R;
d) A � B, åñëè det(A) = det(B), ãäå A;B 2 GL(n;R).
24. Ïóñòü íà C çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè a � b, åñëè |a|=|b|.

Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà (C;�)= � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé:
a) ìíîæåñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â ò. 0;
b) ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ îñè ReZ;
c) ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ îñè ImZ;
d) ïó÷îê ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ò.0.
25. Êàêàÿ èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé Ëàãðàíæà?
a) Ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê êàæäîé ñâîåé ïîäãðóï-

ïû.
b) Äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ ïîðÿäêà ãðóïïû ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà äàííî-

ãî ïîðÿäêà.
c) Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà ãðóïïå Sn.
d) Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà êàêîé-ëèáî ïîäãðóïïå

ãðóïïû Sn.
26. Âåêòîðû x è y ïëîñêîñòè íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè îòëè÷à-

þòñÿ äðóã îò äðóãà ía âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé îñè OX. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ôàêòîð-ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé:

a) ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ OX;
b) ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ OY;
c) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì;
d) âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü.
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27. Ïóñòü ãðóïïà S7 èìååò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ S4. Òîãäà ïîðÿäîê
ôàêòîð-ãðóïïû S7=S4 ðàâåí:

a) 210; b) 120; c) 7!; d) 4.
28. Âûáåðèòå óñëîâèÿ, â ñîâîêóïíîñòè îïðåäåëÿþùèå êîëüöî. "Êîëüöî

K - ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíû äâå áèíàðíûå îïåðàöèè (+
è �), òàêèå ÷òî:

a) (K,+) - ãðóïïà; b)(K,+) - àáåëåâà ãðóïïà; c) (K, �) - ïîëóãðóïïà; d)
(K, �) - ãðóïïà; e) (a+ b)� c = a� c+ b� c, c� (a+ b) = c� a+ c� b.

29. Èç ïðèâåäåííûõ ìíîæåñòâ âûáåðèòå òå, êàêèå ïî âàøåìó ìíåíèþ
ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè:

a) Q; b) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n; c)
Zn; d) ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

30. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé åñëè
a) 8g 2 H, gH=Hg; b) 8g 2 G, gH=Hg;
c) 8g 2 H, gG=Gg; d) 8g 2 G, gG � H.
31. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ èäåàëîì êîëüöà K, åñëè:
a) 8x 2 K xK � K;
b) 8x 2 K xL � L;
c) L - ïîäêîëüöî è 8x 2 K xL � L è Lx � L;
d) L - ïîäêîëüöî è 8x 2 K xL � L.
32. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé x+2y=9, y+x=5 íà Z3 ýòî:
a) x=1, y=4; b) x=1, y=1; c) x=4, y=1; d) x=4, y=4.
33. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ êîëåö íå ñîäåðæàò äåëèòåëè 0?
a) Z; b) Q; c) R; d) C.
34. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ êîëåö ñîäåðæàò äåëèòåëè 0?
a) êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö; b) Z4; c) êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ; d) êîëüöî

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà R.
35. Ïîëå - ýòî
a) êîììóòàòèâíîå êîëüöî;
b) êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1;
c) êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò a 6= 0 îáðàòèì;
d) êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò îáðàòèì.
36. Èç ïðèâåäåííûõ ìíîæåñòâ âûáåðèòå òå, êàêèå ïî âàøåìó ìíåíèþ

ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè
a) C; b) R; c) Q; d) Z.
37. Èç ïðèâåäåííûõ ìíîæåñòâ âûáåðèòå òå, êàêèå ïî âàøåìó ìíåíèþ

ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè
a) Z3; b) Z4; c) Z5; d) Z6.
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12 Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë f1; 2; 3; : : : ; g.
Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë f0;�1;�2;�3; : : : ; g.
Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë fp=qg, p 2 Z, q 2 N.
R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
N0 � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ íóëåì N [ f0g:
Z n 0 � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë áåç íóëÿ f�1;�2;�3; : : : ; g.
R n 0 � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áåç íóëÿ.
C n 0 � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë áåç íóëÿ.
Z+ � ìíîæåñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Z� � ìíîæåñòâî öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.
Q+ � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Q� � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.
R+ � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
R� � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.
kZ � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ k.
Zk � âû÷åò ïî ìîäóëþ k.
Sk � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà (ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê) k ýëåìåíòîâ.
Ak � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà (ãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê) k ýëåìåí-

òîâ.
GL(n;K) � ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà (ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ êâàäðàò-

íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì K)/
SL(n;K) � ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà (ãðóïïà êâàäðàòíûõ ìàòðèö

ïîðÿäêà n íàä ïîëåì K).
O(n;K) � ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà (ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö

ïîðÿäêà n íàä ïîëåì K).
SO(n;K) � ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà (ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ

ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì 1 íàä ïîëåì K).
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