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УДК 517.9

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ В ЗАДАЧЕ
ВОЗМУЩЕНИЯ КРАТНОГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ

Абушахмина Г. Р.
Сибай, СИ (филиал) БашГУ

Введение

Одной из основных задач теории возмущения линейных операторов яв-
ляется задача построения собственных значений оператора, зависящего от
параметров. Эта задача детально изучена для случая простых собственных
значений; здесь предложены различные методы (см., например, [1]). Более
сложной и менее изученной является указанная задача в случае кратных
собственных значений. В настоящей работе предлагается способ решения
этой задачи на основе метода функционализации параметра.

Пусть A(µ) - квадратная матрица N - го порядка, (N ≥ 2), зависит
от вещественного параметра µ, дважды непрерывно дифференцируемая.
Пусть при µ = 0 матрица A(0) имеет полупростое собственное значение 1
кратности 2. Общий случай рассматривается по аналогичной схеме. Рас-
сматривается задача построения собственных значений матрицы A(µ) при
µ близких к 0.

Для простоты будет рассматриваться случай N = 2.
Так как матрица A(µ) гладко зависит от µ, то A(µ) представима в виде:

A(µ) = A0 + µA1 + µ2A2 +A3(µ), (1)

где A0 = A(0), A1 = A′(0), A2 =
A′′(0)

2 , A3(µ) = O(µ3), при µ→ 0.
Предполагаемая схема построения собственных значений матрицы A(µ)

существенно зависит от свойств матрицы A1. А именно для матрицы A1

возможны два основных случая:
V1) A1 имеет пару простых вещественных собственных значений λ1 6=

λ2;
V2) A1 имеет комплексные собственные значения γ1,2 = α± iβ, β > 0.
Поставленная задача отличается от классических постановок задач тео-

рии возмущений тем, что в последней невозмущенная матрица не зависит
от параметра µ, а в нашей постановке матрица A0 + µA1 зависит от µ, что
усложняет исследование.
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§ 1. Случай вещественных собственных значений

Рассмотрим сначала случай V1). В силу теории возмущения линейных
операторов матрица A(µ) при малых ненулевых µ, будет иметь пару про-
стых вещественных собственных значений λ1(µ) = 1 + µλ1 + µ2λ1,2 + ε1(µ)

и λ2(µ) = 1 + µλ2 + µ2λ2,1 + ε2(µ), где ε(µ) = o(µ2) при µ→ 0.
Функцию λ̃1(µ) = 1 + µλ1 + µ2λ1,2, назовем главной асимптотикой соб-

ственного значения матрицы A(µ).
Основной целью следующих построений является нахождение главной

асимптотики, т.е. определение чисел λ1,2 и λ2,1.
Так как N = 2, то A0 = I . Положим B(µ) = I + µA1.
В силу условия V 1) матрица B(µ) при малых ненулевых µ имеет простое

собственное значение 1 + µλ1.
Пусть e0(µ) - собственный вектор матрицы B(µ), отвечающий этому

собственному значению, т.е. B(µ)e0(µ) = (1 + µλ1)e0(µ).
Обозначим через H0(µ) одномерное подпространство, содержащее век-

тор e0(µ), т.е. H0(µ) = {x : x = Ce0(µ)}. Подпространство H0(µ) будет
собственным подпространством матрицы B(µ), отвечающим собственному
значению 1 + µλ1.

Так как 1 + µλ1 является изолированным собственным значением мат-
рицы B(µ), то согласно спектральной теории линейных ограниченных опе-
раторов, пространство R2 может быть представлено в виде R2 = H0(µ) ⊕
H0(µ), где H0(µ) - указанное выше одномерное подпространство, а H0(µ)

- дополнительное к H0(µ) инвариантное для B(µ) пространство. При этом
спектр σ матрицы B(µ) представим в виде σ = σ1∪ σ2, где σ1 = {1+µλ1},
σ2 = σ \ σ1 - спектр матрицы B(µ) : H0(µ) → H0(µ). В частности,
(1 + µλ1) /∈ (B(µ) : H0(µ) → H0(µ)) и, следовательно, существует об-
ратный (B(µ)− (1 + µλ1)I)

−1 : H0(µ) → H0(µ).
Транспонированная матрица B∗ = B∗(µ), где B∗ = I + µA∗

1, также
имеет простое собственное значение 1+µλ1, которому отвечает собственный
вектор g0(µ): B∗(µ)g0(µ) = (1 + µλ1)g0(µ).

Известно, что пространство H0(µ) может быть определено равенством
H0(µ) = {u : (g0(µ), u) = 0}, где u - любой вектор из пространства H0(µ).

Поэтому имеет место соотношение (e0(µ), g0(µ)) 6= 0.
Ниже будем считать, что собственные векторы e0(µ) и g0(µ) матрицB(µ)

и B∗(µ) нормированы исходя из соотношений:

‖e0(µ)‖ = 1, (e0(µ), g0(µ)) = 1.
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Теорема 1. Пусть (A2e0(µ), g0(µ)) 6= 0. Тогда при малых |µ| матрица
A(µ) имеет близкое к 1+µλ1 простое собственное значение λ1(µ), глав-
ной асимптотикой которого будет функция

λ̃1(µ) = 1 + µλ1 + µ2(A2e0(µ), g0(µ)). (2)

Приведем схему доказательства этой теоремы.
Собственные значения λ матрицы A(µ) совпадают с теми λ, при которых

уравнение
A(µ)x = λx, (3)

имеет ненулевые решения. Если λ - это собственное значение матрицы
A(µ), то соответствующий собственный вектор x = x(µ) является неизо-
лированным решением уравнения (3), т.к. в этом случае все векторы вида
Cx(µ) при любом C также будут собственными векторами, отвечающими
тому же собственному значению.

Для перехода к задаче с изолированными решениями воспользуемся
методом функционализации параметра (см., например, [2]), а именно, в
уравнении (3) вместо λ мы подставим непрерывный функционал f(x), т.е.
λ = f(x). Тогда уравнение (3) примет вид:

A(µ)x = f(x)x. (4)

Если x∗ - решение уравнения (4), то x∗ будет собственным вектором, а
f(x∗) - собственным значением матрицы A(µ).

Функционал f(x) выберем в линейном виде:

f(x) = (1 + µλ1)(x, g0(µ)). (5)

Очевидны соотношения:

f(e0(µ)) = 1 + µλ1, (f ′
x(e0(µ)), e0(µ)) 6= 0.

Подставляя (1) и (5) в уравнение (4) получим:

A(µ)x = (1 + µλ1)(x, g0(µ))x. (6)

Положим
{
F (x, µ) = B(µ)x− (1 + µλ1)(x, g0(µ))x,
ε(x, µ) = A2µ

2x+ A3(µ)x,
(7)

тогда уравнение (6) примет вид

F (x, µ) + ε(x, µ) = 0. (8)
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Для исследования уравнения (8) применим модифицированный метод
Ньютона-Канторовича.

Положим
P0x = (x, g0(µ))e0(µ), P 0x = (I − P0)x. (9)

По построению операторы P0 и P 0 являются операторами проектирова-
ния, при этом P0 проектирует пространство R2 на подпространство H0(µ),
а P 0 - на пространство H0(µ) и выполняется равенство P0B(µ) = B(µ)P 0.

Непосредственный подсчет показывает, что оператор F (x, µ) дифферен-
цируим по x при любом x ∈ R2, причем производная Фреше F ′

x(x, µ) опре-
деляется равенством:

F ′
x(x, µ)h = B(µ)h− (1 + µλ1)(h, g0(µ))x− (1 + µλ1)(x, g0(µ))h, (10)

где h ∈ R2.
При x = e0(µ) оператор (10) примет вид:

F ′
x(e0(µ), µ)h = B(µ)h− (1 + µλ1)(h, g0(µ))e0(µ)− (1 + µλ1)h. (11)

Лемма 1. Оператор F ′
x(e0(µ), µ) : R2 → R2 при малых ненулевых µ

непрерывно обратим.

Обозначим Γ = (F ′
x(e0(µ), µ))

−1.
Оператор Γ вычисляется по формуле

Γx = − 1

1 + µλ1
P0x+ (B(µ)− (1 + µλ1)I)

−1P 0x, (12)

где P0x = (x, g0(µ))e0(µ), P 0x = (I−P0)x, (B(µ)− (1+µλ1)I)
−1 - матрица,

обратная к матрице (B(µ)− (1 + µλ1)I) : H
0(µ) → H0(µ).

Теорема 2. Существуют δ0, 0 < δ0 < 1, и δ1, δ1 > 0, такие, что при
‖µ‖ ≤ δ1, µ 6= 0, в шаре T (e0(µ), δ0) выполняются условия сходимости
модифицированного метода Ньютона-Канторовича

xn+1 = xn − ΓF (xn, µ), n = 0, 1, 2, . . . (13)

где x0 = e0(µ). При этом предел x∗(µ) итераций (13) будет собственным
вектором матрицы A(µ), отвечающим собственному значению λ1(µ) =
(1 + µλ1)(x

∗(µ), g0(µ)), т.е.

A(µ)x∗(µ) = (1 + µλ1)(x
∗(µ), g0(µ))x

∗(µ).

Доказательство этой теоремы сводится к проверке условий сходимости
метода Ньютона-Канторовича для уравнения (13).
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В теореме 1 строится главная асимптотика собственного значения λ1(µ),
использующая итерации (13). Наряду с главной асимптотикой собственного
значения λ1(µ) можно также построить и главную асимптотику собствен-
ного вектора x∗(µ).

Первая итерация в (13) дает главную асимптотику для собственного
вектора

x1(µ) = x0 − ΓF (x0, µ) = e0(µ)− Γ(µ2A2e0(µ)) + o(µ2),

а именно, равенство

x̃1(µ) = e0(µ)− Γ(µ2A2e0(µ)). (14)

Подставляя равенство (14) в функционал (5) получим главную асимп-
тотику (2), что завершает доказательство теоремы.

§ 2. Случай комлексных собственных значений

Теперь рассмотрим случай V2), когда матрица A1 имеет комплексные
собственные значения γ1 = α+ iβ, γ2 = α− iβ. Ограничимся построением
собственного значения γ1 = α + iβ, e0(µ) + ig0(µ) - собственный вектор
матрицы B(µ).

Пусть B(µ)(e0(µ) + ig0(µ)) = (1 + µα + iµβ)(e0(µ) + ig0(µ)).
Также воспользуемся методом функционализации параметра. Для слу-

чая комплексного собственного значения уравнение (4) примет вид:

A(µ)z = f(z)z, z ∈ C2, (15)

где функционал f(z) выберем в линейном виде

f(z) = (1 + µα + iµβ)

(
z,
e∗(µ)− ig∗(µ)

2

)
, (16)

e∗(µ)− ig∗(µ) - собственный вектор транспонированной матрицы B∗(µ).
Подставляя функционал (16) в (15) получим уравнение

F (z, µ) ≡ B(µ)z − (1 + µα + iµβ)

(
z,
e∗(µ)− ig∗(µ)

2

)
z = 0, (17)

где z ∈ C2, z(µ) = e(µ) + ig(µ).
Уравнение (17) будем решать методом Ньютона-Канторовича с возму-

щением. Для этого найдем производную Фреше F ′
z(z, µ):

F ′
z(z, µ) = B(µ)h− (1 + µα + iµβ)h−

9



(1 + µα + iµβ)

(
h,
e∗(µ)− g∗(µ)

2

)
z.

Оператор F ′
z(z, µ) непрерывно обратим при малых ненулевых µ, т.е су-

ществует [F ′
z(z, µ)]

−1.
Оператор Γ вычисляется по формуле

Γz = − 1

1 + µα + iµβ
P0z + (B(µ)− (1 + µα + iµβ)I)−1P 0z, (18)

где (B(µ)− (1 + µα + iµβ)I)−1 - оператор, обратный к оператору

(B(µ)− (1 + µα + iµβ)I) : H0(µ) → H0(µ), Γ : C2 → C2, z ∈ C2.

Для уравнения

B(µ)z − (1 + µα + iµβ)

(
z,
e∗(µ)− ig∗(µ)

2

)
z + µ2A2z = 0 (19)

выполнены все условия метода Ньютона-Канторовича с возмущением.
Положим z0 = e0(µ) + ig0(µ).

Теорема 3. Существуют δ0, 0 < δ0 < 1, и δ1, δ1 > 0, такие, что урав-
нение (19) при ‖µ‖ ≤ δ1, µ 6= 0, в шаре T (z0, δ0) = {z : ‖z − z0‖ ≤ δ0}
имеет единственное решение z = z∗, которое может быть получено при
помощи итераций

zn+1 = zn − Γ(F (zn, µ) + ε(zn, µ)), n = 0, 1, 2, . . . , (20)

где z0 = e0(µ) + ig0(µ).

Эта теорема доказывается по той же схеме, что и теорема 2.

ЛИТЕРАТУРА
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УДК 517.984.54

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ОБРАТНОЙ
СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

Ахтямов А. М., Галеева Д. Р.
Уфа, БашГУ

Введение

Линейные дифференциальные уравнения второго порядка - очень важ-
ный раздел в изучении дифференциальных уравнений, не только по теоре-
тическим причинам, но и по практическим. На практике зачастую встре-
чаются такие ситуации, когда спектральный параметр входит в краевое
условие.

Рассмотрена задача:

d2y

dx2
+ P1(x, λ)

dy

dx
+ P2(x, λ)y = 0,

a(λ)y′(0) + b(λ)y(0) = 0,

c(λ)y′(1) + d(λ)y(1) = 0,

где x ∈ [0, 1], λ - спектральный параметр, коэффициенты a(λ), b(λ),
c(λ), d(λ) не обращаются в нуль одновременно.

В работе [1] показано, что полином d(λ) из краевого условия однозначно
восстанавливается по двум ненулевым попарно различным собственным
значениям. Однако в [1] полиномы a(λ), b(λ), c(λ) были известны.

В настоящей работе рассмотрен случай, когда полиномы b(λ), d(λ) неиз-
вестны и имеют следующий вид:

b(λ) = h0 + h1λ,

d(λ) = H0 +H1λ,

их коэффициенты восстанавливаются с помощью пяти ненулевых попарно-
различных собственных собственных значений.
Решены прямая и обратная задачи для данного случая.
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§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим спектральную задачу Штурма-Лиувилля со следующими
граничными условиями:

ly = −y′′ + q(x)y = λy = s2y, (1)

U1(y) = y′(0)− (h0 + h1λ)y(0) = 0, (2)

U2(y) = y′(1) + (H0 +H1λ)y(1) = 0; (3)

где q(x) - суммируемая функция, y = y(x, λ), x ∈ [0, 1], λ - спектральный
параметр, h0, h1, H0, H1 не обращаются в нуль одновременно.

Требуется восстановить коэффициенты h0, h1, H0, H1 по собственным
значениям λi, i = 1, 5 задачи (1)− (3).

Теорема: Коэффициенты h0, h1, H0, H1 из краевых условий (2), (3) вос-
станавливаются с точностью до перемены мест по пяти ненулевым соб-
ственным значениям λi, i = 1, 5 задачи (1)− (3).

Доказательство: Пусть y1(x, λ), y2(x, λ) - линейно независимые реше-
ния уравнения (1), удовлетворяющие условиям:

y1(0, λ) = 1, y′1(0, λ) = 0, y2(0, λ) = 0, y′2(0, λ) = 1. (4)

y1(x, λ) = y′2(x, λ), x ∈ [0, 1] (5)

Cобственные значения задачи (1) − (3) являются корнями характеристи-
ческого определителя:

∆ =

∣∣∣∣
U1(y1(x, λ)) U1(y2(x, λ))
U2(y1(x, λ)) U2(y2(x, λ))

∣∣∣∣ = 0. (6)

Учитывая условия (4), получаем
∆(λ) = −(h0 + h1λ)(y

′
2(1, λ) + (H0 +H1λ)y2(1, λ))− y′1(1, λ)−

− (H0 +H1λ)y1(1, λ) = 0
На основании условия (5) выпишем характеристическое уравнение:

y1(1, λ)(h0+h1λ+H0+H1λ)+y2(1, λ)((h0+h1λ)(H0+H1λ)) = −y′1(1, λ) (7)

Введем новые обозначения: a1 = h0 +H0, a2 = h1 +H1, a3 = h0H0, a4 =
h0H1 + h1H0, a5 = h1H1.
Перепишем уравнение (7) с новыми переменными:

y1(1, λ)(a1 + λa2) + y2(1, λ)(a3 + λa4 + λ2a5) = −y′1(1, λ). (8)
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Отсюда получаем

a1 + λa2 + µa3 + λµa4 + λ2µa5 =
−y′1(1, λ)
y1(1, λ)

, (9)

где µ =
y2(1, λ)

y1(1, λ)
.

Подставив в последнее уравнение известные нам пять собственных зна-
чений λi, i = 1, 5, получим систему 5 линейных уравнений с пятью неиз-
вестными ai, i = 1, 5:





a1 + λ1a2 + µ1a3 + λ1µ1a4 + λ21µ1a5 =
−y′1(1, λ1)
y1(1, λ1)

,

a1 + λ2a2 + µ2a3 + λ2µ2a4 + λ22µ2a5 =
−y′1(1, λ2)
y1(1, λ2)

,

. . .

a1 + λ5a2 + µ5a3 + λ5µ5a4 + λ25µ5a5 =
−y′1(1, λ5)
y1(1, λ5)

;

(10)

где y1(1, λi) 6= 0, i = 1, 5.

Если y2(1, λi) 6= ±y′1(1, λi), i = 1, 5, то система решается любым из из-
вестных явных методов (Гаусса, Крамера, и т.д.)
Зная a1, a2, a3, a4, a5, найдем искомые неизвестные:





h0 +H0 = a1,

h1 +H1 = a2,

h0H0 = a3,

h0H1 + h1H0 = a4,

h1H1 = a5

⇒





h0 =
a1 ±

√
a21 − 4a3
2

,

H0 =
a1 ∓

√
a21 − 4a3
2

,

h1 =
a2 ±

√
a22 − 4a5
2

,

H1 =
a2 ∓

√
a22 − 4a5
2

,

H0h1 +H1h0 = a4;
Таким образом, мы получили 4 решения, но благодаря условию a4 =

h0H1 + h1H0 два лишних решения отсекаются, и остается одна пара реше-
ний.

Что и требовалось доказать.

Замечание 1: Необходимость восстановления коэффициентов h0, h1, H0, H1

по пяти собственным значениям, является существенной. Мы можем вос-
становить их и с помощью четырех собственных значений λi, i = 1, 4, но
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тогда получим 4 решения. При добавлении дополнительного λ5, 2 "лиш-
них"решения можно убрать.

Замечание 2: Не всегда система (10) будет иметь единстенное реше-
ние. Например, при q = const у системы будет бесконечно много решений,
поэтому в подобном случае коэффициенты h0, h1, H0, H1 следует искать
непосредственно из характеристического уравнения. Такой частный слу-
чай задачи (1)− (3) рассматривается в §2.

§ 2. Частный случай обратной задачи

Рассмотрим случай, когда полином q(x) из уравнения (1) является кон-
стантой, и выпишем для него характеристическое уравнение:

−y′′ + qy = λy, (11)

y′(0)− (h0 + h1λ)y(0) = 0, (12)

y′(1) + (H0 +H1λ)y(1) = 0, (13)

где q = const, y = y(x, λ), x ∈ [0, 1], λ - спектральный параметр,
h0, h1, H0, H1 не обращаются в нуль одновременно.
Обшее решение имеет вид:

y(x, λ) = C1 cos(x
√
λ− q) + C2 sin(x

√
λ− q), (14)

По краевым условиям найдем константы C1, C2 и выпишем характеристи-
ческое уравнение:
∆(λ) =

√
λ− q(h0 + h1λ+H0 +H1λ)+

+ tg
√
λ− q((h0 + h1λ)(H0 +H1λ)− λ+ q) = 0 (15)

Если мы переобозначим неизвестные и выпишем систему уравнений вида
(10), то не сможем решить ее однозначно, поэтому мы будем искать коэф-
фициенты h0, h1, H0, H1 из следующей системы:





tg
√
λ1 − q =

√
λ1 − q(h0 + h1λ1 +H0 +H1λ1)

λ1 − q − (h0 + h1λ1)(H0 +H1λ1)
,

tg
√
λ2 − q =

√
λ2 − q(h0 + h1λ2 +H0 +H1λ2)

λ2 − q − (h0 + h1λ2)(H0 +H1λ2)
,

tg
√
λ3 − q =

√
λ3 − q(h0 + h1λ3 +H0 +H1λ3)

λ3 − q − (h0 + h1λ3)(H0 +H1λ3)
,

tg
√
λ4 − q =

√
λ4 − q(h0 + h1λ4 +H0 +H1λ4)

λ4 − q − (h0 + h1λ4)(H0 +H1λ4)
.

(16)
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Все уравнения системы - трансцендентные, их можно решить численно
(например, модифицированным методом Ньютона). При достаточно хоро-
ших начальных приближениях система решается однозначно.

§ 3. Решение прямой задачи

Для того, чтобы решить обратную задачу, необходимо знать собствен-
ные значения λi, i = 1, 5 . На практике они обычно берутся из измерений,
но в нашем случае мы найдем их, непосредственно решив прямую задачу.
В дальнешем (см. §4) это поможет нам определить точность вычисления
коэффициентов h0, h1, H0, H1 в обратной задаче.
В общем случае собственные значения задачи (1)− (3) находятся из харак-
теристического уравнения (7):

y1(1, λ)(h0 + h1λ+H0 +H1λ) + y2(1, λ)((h0 + h1λ)(H0 +H1λ))+

+y′1(1, λ) = 0

В случае, когда полином q(x) = const, собственные значения находятся из
характеристического уравнения (15):

√
λ− q(h0 + h1λ+H0 +H1λ) + tg

√
λ− q((h0 + h1λ)(H0 +H1λ)−

−λ+ q) = 0
Или

tg
√
λ− q =

√
λ− q(h0 + h1λ+H0 +H1λ)

λ− q − (h0 + h1λ)(H0 +H1λ)
(17)

Уравнение (17) - трансцендентное, его невозможно решить аналитически,
поэтому собственные можно найти численно (например, методом половин-
ного деления). При этом нужно учитывать, что в прямой задаче коэффи-
циенты h0, h1, H0, H1 нам известны.

§ 4. Пример

Прямая задача
Для примера рассмотрим следующую задачу:

−y′′ + (2− λ)y = 0, (18)

y′(0)− (1 + 3λ)y(0) = 0, (19)

y′(1) + (2− 4λ)y(1) = 0, (20)
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где y = y(x, λ), x ∈ [0, 1], λ - спектральный параметр.
Требуется найти собственные значения задачи (18)− (20).
Выпишем характеристическое уравнение:

∆(λ) =
√
λ− 2(1 + 3λ+ 2− 4λ) + tg

√
λ− 2((2− 4λ)(1 + 3λ)− λ+ 2) = 0

Или

tg
√
λ− 2 =

√
λ− 2(3− λ)

λ− 2− (2− 4λ)(1 + 3λ)

Находим собственные значения методом половинного деления с точно-
стью 10−7:
λ1 = 11.7652882,

λ2 = 41.3308708,
λ3 = 90.6686245,
λ4 = 159.7520554,

λ5 = 248.5766984.
Обратная задача
Теперь решим обратную задачу, зная вышеперечисленные λi, i = 1, 5
Система (16) будет иметь вид:





tg
√
λ1 − 2 =

√
λ1 − 2(h0 + h1λ1 +H0 +H1λ1)

λ1 − 2− (h0 + h1λ1)(H0 +H1λ1)
,

tg
√
λ2 − 2 =

√
λ2 − 2(h0 + h1λ2 +H0 +H1λ2)

λ2 − 2− (h0 + h1λ2)(H0 +H1λ2)
,

tg
√
λ3 − 2 =

√
λ3 − 2(h0 + h1λ3 +H0 +H1λ3)

λ3 − 2− (h0 + h1λ3)(H0 +H1λ3)
,

tg
√
λ4 − 2 =

√
λ4 − 2(h0 + h1λ4 +H0 +H1λ4)

λ4 − 2− (h0 + h1λ4)(H0 +H1λ4)
.

(21)

Возьмем начальные приближения, достаточно близкие к искомым: h00 =
0.5, h01 = 2.7, H0

0 = 1.6, H0
1 = −3.5. Решаем модифицированным методом

Ньютона с точностью 10−5.
После вычисления получаем
h0 = 1.00051 ≈ 1,

h1 = 3.00047 ≈ 3,
H0 = 1.99879 ≈ 2,
H1 = −4.00012 ≈ −4.

Полученные решения совпадают с коэффициентами задачи (18)− (20).
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§ 5. Частный случай обратной задачи 2

Рассмотрим случай, когда полином q(x) = q = const и он неизвестен,
коэффициенты h1, H1 = 0. Необходимо найти оставшиеся коэффициенты
h0, H0 и q.

−y′′ + qy = λy, (22)

y′(0)− h0y(0) = 0, (23)

y′(1) +H0y(1) = 0, (24)

где q = const, y = y(x, λ), x ∈ [0, 1], λ - спектральный параметр,
h0, h1, H0, H1 не обращаются в нуль одновременно.
Характеристическое уравнение имеет вид:

√
λ− q(h0 +H0) + tg

√
λ− q(h0H0 − λ+ q) = 0 (25)

Из системы ниже находим h0, H0, q с помощью численных методов по трем
ненулевым собственным значениям λi, i = 1, 2, 3:





tg
√
λ1 − q =

√
λ1 − q(h0 +H0)

λ1 − q − h0H0
,

tg
√
λ2 − q =

√
λ2 − q(h0 +H0)

λ2 − q − h0H0
,

tg
√
λ3 − q =

√
λ3 − q(h0 +H0)

λ3 − q − h0H0
.

(26)

§ 6. Пример 2

Рассмотрим задачу:
−y′′ + qy = λy,

y′(0)− h0y(0) = 0,

y′(1) +H0y(1) = 0,

Известны следующие собственные значения:
λ1 = 11.7652882,
λ2 = 41.3308708,
λ3 = 90.6686245,

Необходимо найти h0, H0 и q.

Возьмем начальные приближения: q0 = 3.5, h00 = 2.5, H0
0 = 1.4. Решим

систему (26) модифицированным методом Ньютона с точностью 10−5.
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После вычисления получаем: количество итераций 39,
q = 4.00055 ≈ 4,
h0 = 3.00076 ≈ 3,
H0 = 1.99898 ≈ 2.
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УДК 534.1

ОБ ОДНОЗНАЧНОСТИ ИДЕНТИФИКАЦИИ МАССЫ И
МОМЕНТА ИНЕРЦИИ, СОСРЕДОТОЧЕННОГО НА КОНЦЕ

БАЛКИ

Ахтямова А. А.
Уфа, БашГУ

Введение

В данной работе рассматривается задача идентификации массы и мо-
мента инерции груза, сосредоточенного на одном из концов стержня, по
двум (трем) собственным частотам свободных колебаний стержня. Пока-
зано, что для однозначной идентификации двух неизвестных − массы и
момента инерции груза − достаточно использования трех собственных ча-
стот. Для решения задачи предложен метод введения дополнительной неиз-
вестной величины. С помощью этого метода построено множество коррект-
ности задачи и доказана корректность ее по А.Н. Тихонову.

§ 1. Постановка обратной задачи

Рассмотрим однородную балку Эйлера-Бернулли, длиной L, плотностью
ρ и площадью поперечного сечения F , левый конец которой заделан, на
правом конце сосредоточен груз массой m0 и моментом инерции I0. Пусть
масса m0 и моментом инерции I0 груза неизвестны. Требуется их найти по
собственным частотам колебаний балки.

Уравнение свободных изгибных колебаний однородного стержня с по-
стоянной жесткостью на изгиб имеет вид [1, c. 152]:

EI
∂4U(X, t)

∂x4
+ ρF

∂2U(X, t)

∂t2
= 0,

где U(X, t) − прогиб текущей точки оси стержня, EI − изгибная жест-
кость стержня, ρ − плотность стержня, F − площадь поперечного сечения
стержня.

При t = 0 должны выполняться начальные условия

U(X, 0) = f(X),
∂U

∂t
(X, 0) = g(X).
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Если левый конец заделан, а на правом конце имеется сосредоточенный
инерционный элемент, то краевые условия записываются в следующем виде
[1, c. 153]:

U = 0,
∂U

∂X
= 0 (при X = 0),

EI
∂3U

∂X3
= −m ∂2U

∂t2
, EI

∂2U

∂X2
= −I1

∂3U

∂X ∂t2
(при X = L).

Вводя обозначения

x =
X

L
, u =

U

L
,

запишем уравнение свободных изгибных колебаний однородного стержня
и краевые условия в виде

∂4u(x, t)

∂x4
+
ρF L4

EI

∂2u(x, t)

∂t2
= 0,

u = 0,
∂u

∂x
= 0 (при x = 0),

EI
∂3u

∂x3
= −m ∂2u

∂t2
, EI

∂2u

∂x2
= −I1

∂3u

∂x ∂t2
(при x = 1).

Обозначим ρF L4 ω2 / (EI) через λ4. Тогда поставленная выше задача
о свободных изгибных колебаниях стержня заменой u(x, t) = y(x) cos(ω t)

сводится (см., например,[2]) к следующей спектральной задаче [1]:

y(4) = λ4 y, U1(y) = y(0) = 0, U2(y) = y′(0) = 0, (1)

U3(y) = y′′′(1)− a1 λ
4 y(1) = 0, U4(y) = y′′(1)− a2 λ

4 y′(1) = 0, (2)
где a1 = (mL3)/(EI), a2 = (I1L)/(EI).

Таким образом, поставленная нами задача определения массы и момента
инерции груза, сосредоточенного на одном из концов стержня, свелась к
следующей обратной задаче: Дана краевая задача (1), (2) со спектральным
параметром λ и неизвестными коэффициентами a1 и a2. Требуется по
ненулевым собственным значениям λi задачи (1), (2) найти неизвестные
коэффициенты a1 и a2.

В дальнейшем будем рассматривать именно эту обратную задачу.
Покажем, что эта задача может быть переформулирована в терминах

характеристического определителя.
Функции

y1(x, λ) =
(
cosλx+ chλx

)
/2,

y2(x, λ) =
(
sinλx+ shλx

)
/(2λ),

y3(x, λ) =
(
− cosλx+ chλx

)
/(2λ2),

y4(x, λ) =
(
− sinλx+ shλx

)
/(2λ3)

(3)

20



являются линейно независимыми решениями уравнения

y(4)(x, λ) = λ4 y(x, λ), (4)

удовлетворяющие условиям

y
(r−1)
j (0, λ) =

{
0, при j 6= r,
1, при j = r,

j, r = 1, 2, 3, 4 (5)

(другими словами, решения yj(x, λ) (j = 1, 2, 3, 4) образуют фундамен-
тальную систему Коши и выражаются через функции Крылова [1].

Общее решение уравнения (4) представляется в следующем виде

y(x) = y(x, λ) = C1 y1(x, λ) + C2 y2(x, λ) + C3 y3(x, λ) + C4 y4(x, λ).

Для определения констант C1, C2, C3, C4 используют краевые условия из
(1),(2):

Ui(y) = Ui(C1 y1 + C2 y2 + C3 y1 + C4 y2) = C1Ui(y1)+
+C2Ui(y2) + C3 Ui(y1) + C4Ui(y2) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

(6)

Уравнение для определения собственных значений задачи (1),(2) получают
из условия существования ненулевого решения Ci из системы (6). Ненуле-
вое решение для Ci существует тогда и только тогда, когда равен нулю
определитель

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(y4)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(y4)

U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(7)

соответствующей системы. Этот определитель называют характеристиче-
ским определителем спектральной задачи (1), (2) Его нули совпадают с
собственными значениями задачи (1),(2) [3]. Учитывая условия (5), из (7)
получаем получаем

∆(λ) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 0 0

U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)

U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
U3(y3) U3(y4)
U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣ . (8)

Отсюда и из(1),(2)имеем

∆(λ) ≡
∣∣∣∣
y′′′3 (1)− a1λ

4 y3(1) y′′′4 (1)− a1 λ
4 y4(1)

y′′3(1)− a2 λ
4 y′3(1) y′′4(1)− a2 λ

4 y′4(1)

∣∣∣∣ .
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Следовательно,

∆(λ) ≡ −f0(λ) + a1 f1(λ) + a2 f2(λ)− a1 a2 f3(λ), (9)

где
f0(λ) =

1
2 (1 + cosλ chλ) ,

f1(λ) =
λ
2 (cosλ shλ− sinλ chλ) ,

f2(λ) =
λ3

2 (sinλ chλ+ cosλ shλ) ,

f3(λ) =
λ4

2 (cosλ chλ− 1) .

(10)

Таким образом, задачу идентификации краевых условий по собствен-
ным частотам в терминах функции (9) можно сформулировать следую-
щим образом: Требуется идентифицировать неизвестные коэффициенты
ai (i = 1, 2) по известным ненулевым корням λk характеристического
определителя (9).

§ 2. Метод системы двух нелинейных уравнений

Поставленную задачу можно решить следующим способом. Пусть λi яв-
ляются собственными значениями краевой задачи (1),(2). Тогда λi − корни
уравнения характеристического определителя (9) [3]. Поэтому подставив
эти три значения в (9), получим систему уравнений для отыскания неиз-
вестных коэффициентов a1 и a2:

a1 f1(λi) + a2 f2(λi)− a1 a2 f3(λi) = f0(λi). (11)

Сколько собственных значений нужно для однозначной
идентификации коэффициентов a1 и a2? Если подставить два собственных
значения, то решение этой системы уравнений сведется к решению квад-
ратного уравнения, которое как правило имеет два решения. Значит, для
однозначной идентификации двух собственных значений еще недостаточ-
но. Покажем это на примерах.

Пример 1. Пусть λ1 = 3, 8614829, λ2 = 7, 0316430. Подставив эти значе-
ния в (11) и решив соответствующую систему нелинейных уравнений, по-
лучим два решения: a1 = 2, 000 и a2 = 0, 000 или a1 = 0, 254 и a2 = 0, 017.

Пример 2. Пусть λ1 = 3, 8614829, λ2 = 7, 0316430. Подставив эти значе-
ния в (11) и решив соответствующую систему нелинейных уравнений, по-
лучим два решения: a1 = 2, 000 и a2 = 0, 000 или a1 = 0, 254 и a2 = 0, 017.

Выделить все случаи решений системы нелинейных уравнений (бес-
численное множество решений, два, одно, ноль решений) оказывается до-
статочно сложной задачей. Численные эксперименты показывают, что во
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всех реальных задачах использование дополнительно третьего собственно-
го значения позволяет однозначно идентифицировать коэффициенты a1 и
a2. Так, если в первом примере дополнительно использовать еще и тре-
тье собственное значение λ3 = 10, 1850206 и решить систему уравнений
(11) с λ1 = 3, 8614829 и λ3 = 10, 1850206, получим снова два решения:
a1 = 2, 000 и a2 = 0, 000 или a1 = 0, 185 и a2 = 0, 013. Общим для этих ре-
шений и решений примера 1 оказывается единственное решение a1 = 2, 000
и a2 = 0, 000. Ниже показано, что это является общей закономерностью, а
именно для однозначной идентификации действительных коэффициентов
a1 и a2 достаточно трех собственных значений.

§ 3. Метод введения дополнительной неизвестной величины

Пусть λ1, λ2 и λ3 − собственные значения задачи (1),(2). Введем допол-
нительное неизвестное

a3 = −a1 a2 (12)

и подставим его вместе с собственными значениями λ1, λ2 и λ3 в уравне-
ние (11). В результате получим систему трех линейных уравнений от трех
неизвестных a1, a2 и a3:

a1 f1(λi) + a2 f2(λi) + a3 f3(λi) = f0(λi), i = 1, 2, 3. (13)

Из правила Крамера следует, что если определитель

D =

∣∣∣∣∣∣

f1(λ1) f2(λ1) f3(λ1)
f1(λ2) f2(λ2) f3(λ2)

f1(λ3) f2(λ3) f3(λ3)

∣∣∣∣∣∣
(14)

системы уравнений (13) отличен от нуля, то коэффициенты a1 и a2 нахо-
дятся однозначно по формулам

a1 =
D1

D
, a2 =

D2

D
, (15)

где

D1 =

∣∣∣∣∣∣

f0(λ1) f2(λ1) f3(λ1)

f0(λ2) f2(λ2) f3(λ2)
f0(λ3) f2(λ3) f3(λ3)

∣∣∣∣∣∣
, D2 =

∣∣∣∣∣∣

f1(λ1) f0(λ1) f3(λ1)

f1(λ2) f0(λ2) f3(λ2)
f1(λ3) f0(λ3) f3(λ3)

∣∣∣∣∣∣
. (16)

При этом коэффициент a3 находится по формуле

a3 =
D3

D
, где D3 =

∣∣∣∣∣∣

f1(λ1) f2(λ1) f0(λ1)

f1(λ2) f2(λ2) f0(λ2)
f1(λ3) f2(λ3) f0(λ3)

∣∣∣∣∣∣
. (17)
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В случае, если собственные значения λ1, λ2 и λ3 найдены с большой
погрешностью, то может оказаться, что

D3

D
6= −D1

D
· D2

D
(18)

и тогда система уравнений для определения неизвестных a1 и a2 оказы-
вается переопределенной. Т.е. задача определения неизвестных a1 и a2 по
трем значениям λ1, λ2 и λ3 может не иметь решения, а поэтому является
некорректной о Адамару. Однако она корректна по А.Н. Тихонову.

Действительно, для подхода А.Н. Тихонова к вопросу корректности ха-
рактерно, что рассматривается некоторое множество M ⊂ V , существенно
более узкое, чем все пространство V . Пусть образ множества M при отоб-
ражении с помощью оператора R в пространстве Z есть множество Λ, т.е.
Λ = RM .

Задача Rv = z называется корректной по А.Н. Тихонову (условно кор-
ректной), если выполнены следующие условия [4, 5, 6]:

1) априори известно, что решение задачи существует и принадлежит
некоторому множеству M пространства V ;

2) решение единственно на множестве M ;
3) для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что для любых z, z̃ ∈ Λ =

RM и таких, что ‖z − z̃‖Z < δ выполнено неравенство ‖v − ṽ‖V < ε.
В нашем случае под оператором R можно понимать отображение, за-

даваемое системой уравнений (13), переводящее тройку чисел a1, a2 и a3 в
тройку значений λ1, λ2, λ3, у которой матрица системы имеет определитель
D 6= 0.

Будем называть множеством корректности M такое множество троек
v = (a1, a2, a3), для которого выполнено условие (12).

С помощью введенного множества корректности нетрудно показать кор-
ректность по А.Н. Тихонову задачи отыскания a1, a2 по значениям λ1, λ2,
λ3 для которых система уравнений (13) имеет определитель, отличный от
нуля.

Пусть V − это пространство R3 элементов v = (v1, v2, v3) с нормой ‖v‖ =
max(|v1|, |v2|, |v3|); Z − это пространство R3 элементов z = (z1, z2, z3) с
нормой ‖z‖ = max(|z1|, |z2|, |z3|), образ множества M при отображении с
помощью оператора R в пространстве Z есть множество Λ, т.е. Λ = RM .

Тогда задача Rv = z будет корректной по А.Н. Тихонову, так как все
три условия определения выполнены (третье условие вытекает из анали-
тичности fi(λ) (i = 0, 1, 2, 3) по λ.

Наиболее известны два метода решения корректных по А.Н. Тихонову
задач − метод квазирешения и метод подбора. В настоящей статье пред-
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лагается метод решения задачи идентификации краевых условий, который
по сути представляет собой метод подбора.

Если априори известно, что искомые числа a1, a2 существуют, действи-
тельные собственные значения λ1, λ2, λ3 и определители D 6= 0, D1, D2, D3

найдены точно, то условия (12) выполнены, причем числа a1, a2, a3 нахо-
дятся однозначно по формулам (15),(16),(17). Все условия корректности
по А.Н. Тихонову выполнены, в том числе и третье. Действительно, для
любого ε > 0 существует такое δ > 0, что для любых z = (λ1, λ2, λ3),
z̃ = (λ̃1, λ̃2, λ̃3) ∈ Λ = RM и таких, что ‖z − z̃‖R3 < δ выполнено неравен-
ство ‖(D1

D ,
D2

D ,
D3

D )− ( D̃1

D̃
, D̃2

D̃
, D̃3

D̃
)‖R3 < ε. Последнее вытекает из аналитично-

сти функций fi(λ) (i = 0, 1, 2, 3, 4) по параметру λ.
Если числа λ1, λ2, λ3, а значит, и D 6= 0, D1, D2, D3 даны прибли-

женно, то равенство (18) может не выполняться и поэтому формально
по D 6= 0, D1, D2, D3 тройку чисел a1, a2 и a3 найти невозможно. Одна-
ко нам выполнение (18) не нужно. Решением будем считать следующую
тройку значений: числа a1 и a2 найденные по формулам (15), где значения
D 6= 0, D1, D2 являются приближенными, и a3, найденное по формуле (12),
а не (17). Эта тройка значений a1, a2 и a3 лежит в множестве корректности,
т.к. для нее выполнено условие (12) и это решение тем ближе к точному,
чем ближе к точным собственным значениям числа λ1, λ2, λ3.

Таким образом, верна следующая

Теорема 1. Если λ1, λ2, λ3 являются действительными собственными
значениями краевой задачи (1),(2), причем определитель (14) системы
уравнений (13) отличен от нуля, то задача отыскания коэффициентов
a1 и a2 по собственным значениям λ1, λ2, λ3 является корректной по
А.Н. Тихонову. А ее единственное решение дается формулами (15).

Пример 3. Пусть λ1 = 3, 8614829, λ2 = 7, 0316430, λ3 = 10, 1850206.
Подставив эти значения в (14), (15), (16) получим: D = 0, 6643522 · 1013,
D1 = 0, 1328704 · 1014, D2 = −0, 2090646 · 105, a1 = D1/D = 2, 000 и
a2 = D2/D = 0, 000.

Пример 4. Пусть λ1 = 1, 1217345, λ2 = 4, 6238916, λ3 = 10, 9485549.
Подставив эти значения в (14), (15), (16), получим: D = 0, 7221436 · 109,
D1 = 0, 1444287 · 1010, D2 = 0, 7221436 · 109, a1 = D1/D = 2, 000 и
a2 = D2/D = 1, 000.

25



Заключение

Таким образом, в данной работе показано, что для однозначной иденти-
фикации двух неизвестных — массы и момента инерции груза, прикреплен-
ного к балке Эйлера-Бернулли — достаточно использования трех собствен-
ных частот. Для решения задачи предложен метод введения дополнитель-
ной неизвестной величины. С помощью этого метода построено множество
корректности задачи и доказана корректность ее по А.Н. Тихонову.
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УДК 517.547, 517.544

ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ВЕСОВЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ НОРМ
ПРОИЗВОДНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Багаутдинова А. Р., Луценко А. В., Луценко В. И.,
Шаймуратова Э. Д.

Уфа, БашГУ

Введение

В данной работе получены весовые интегральные оценки производных
функций аналитических вне выпуклых ограниченных областей через инте-
гралы самих функций, иcчезающих на бесконечности. Результат является
обобщением теоремы Харди– Литтлвуда вне выпуклых ограниченных об-
ластей. Такого вида теоремы ранее были получены Н.Ф. Абузяровой, К.П.
Исаевым, Р.С. Юлмухаметовым для степенного веса и производной анали-
тической функции первого порядка из L2 [1–2].

Н.М. Ткаченко и Ф.А. Шамоян обобщили этот результат на производные
произвольного порядка из пространства Lp [5–7].

В данной статье, при этом, существенно расширен класс рассматривае-
мых весов.

§ 1. Основной результат

Пусть G− ограниченная выпуклая область и D = C\G. Обозначим про-
странство голоморфных функций

H1
2(D) =



f ∈ H(D), f(∞) = 0 : ‖f‖2 =

∫

D

|f ′(z)|2dµ



 , (1)

где dµ(z) мера лебега. В работе [1] доказана следующая теорема
Теорема A. Существует абсолютная постоянная c > 0 такая, что для
любой функции f ∈ H1

2(D) выполнено соотношение

c

∫

D

|f ′′(z)|2d2(z)dµ 6
∫

D

|f ′(z)|2dµ 6 2

∫

D

|f ′′(z)|2d2(z)dµ, (2)

где d(z) = dist(z, ∂G). При доказательстве данной теоремы была исполь-
зован результат (см. [3], c.203):
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Теорема B. Пусть A− произвольное замкнутое множество в Rn. То-
гда на Rn\A cуществует бесконечно дифференцируемая функция δ(x) =
δ(x, A) обладающая свойствами

C1δ(x) 6 dist(x, A) 6 C2δ(x),

и для любого α имеем
∣∣∣∣
∂α

∂xα
δ(x)

∣∣∣∣ 6 Cα(dist(x, A))
1−|α|,

где Cα, C1, C2 не зависят от A.
Там же доказана и следующая теорема:

Теорема C. Пусть Ω - некоторое открытое связное множество на ком-
плексной плоскости C, тогда существует такой набор квадратов
P = {Q1, Q2, . . . , Qk, . . .}, (Qk\∂Qk)∩ (Qm\∂Qm) = ∅, k 6= m, что

⋃
k

Qk =

Ω, причем
c1diam(Qk) 6 dist(Qk, ∂Ω) 6 c2diam(Qk)

константы c1, c2 не зависят от Ω.
В работе [1] также доказана следующая лемма:

Лемма A. Пусть G− выпуклая область и z0 /∈ G. Если функция
dist(z, G) дифференцируема в точке z0, то |grad dist(z0, G)| = 1.

Нам понадобится следующая известная лемма:
Лемма B. Пусть G ⊆ C односвязная область, ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2− оператор
Лапласа, f ∈ H(G), 2 6 p < ∞. Тогда

∆|f (k)(z)|p = p2|f (k)(z)|p−2|f (k+1)(z)|2.

Справедлива следующая основная теорема:

Теорема 1. Пусть G− ограниченная выпуклая область и D = C\G, f ∈
H(D). Тогда для ∀k ∈ N, 2 6 p <∞, справедливы оценки

c1

∫

D

|f (n)(z)|pdnp(z, ∂G)w(d(z, ∂G))dµ(z) 6

6
∫

D

|f(z)|pw(d(z, ∂G))dµ(z) 6 (3)

6 c2

∫

D

|f (n)(z)|pdnp(z, ∂G)w(d(z, ∂G))dµ(z),
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где c1(n), c2(n, p, α)− положительные постоянные, зависящие только от
n, p, α и w(t)− неотрицательная функция удовлетворяющая следующим
условиям: (t2w(t))′′ > αw(t), w(2t) 6 βw(t), для некоторых положитель-
ных констант α, β, при ∀t > 0.

Замечание: Частным случаем весов фигурирующих в теореме являются
w(t) = tα, при α > −1.

Доказательство: Докажем правое неравенство (3).
Пусть B(r)− круг радиуса r с центром в начале координат, R0 =

diam(G). Построим выпуклый многоугольник M , такой что G ⊂ M ⊂
B(2R0). Определим область U = C\M∩B(R), для произвольного R > 2R0.
Так как граница U кусочно - гладкая, то можно применить формулу Грина:∫

U

h(z)∆g(z)− g(z)∆h(z)dµ =

∫

∂U

h(z)
∂g(z)

∂n
− g(z)

∂h(z)

∂n
ds, (4)

где ds(z)− элемент длины границы ∂U .
Определим функции h и g:
Пусть η(z)− неотрицательная гладкая функция типа "шапочки"(см.

[3]): η(z) ≡ 0 при |z| > 1,
∫
C
η(z)dµ(z) = 1. Функцию d(z, ∂M) продолжим

нулем на ∂M и для произвольного ε > 0 рассмотрим гладкую функцию

dε(z) =
1

ε2

∫

C

η

(
θ − z

ε

)
d(θ, ∂M)dµ(θ).

Так как функция d(z, ∂M)− выпуклая, в частности субгармоническая,
то семейство функций dε(z, ∂M) также являются субгармоническими и
при ε → 0 убывают и сходятся к d(z, ∂M), более того верны неравенства
∆dε(z) > 0 (см.[4] ). Итак, пусть h(z) = dkp+2

ε (z)w(dε(z)), а g(z) = |f (k)(z)|p
(k ∈ Z+). Формула (4) примет вид:∫

U

(dkp+2
ε w(dε)∆|f (k)(z)|p − |f (k)(z)|p∆(dkp+2

ε w(dε)))dµ =

=

∫

∂U

(
dkp+2
ε w(dε)

∂|f (k)(z)|p
∂n

− |f (k)(z)|p∂(d
kp+2
ε w(dε))

∂n

)
ds.

На границе многоугольника M dε(z) = 0, dε(z)
∂n = 0. Интегралы по гра-

нице круга B(R) стремятся к нулю при увеличении R. Поэтому формула
преобразуется к виду∫

C\M

dkp+2
ε w(dε)∆|f (k)(z)|pdµ =

∫

C\M

|f (k)(z)|p∆(dkp+2
ε w(dε))dµ. (5)
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Распишем подробнее оператор Лапласа.

∆(dkp+2
ε (z)w(dε(z))) =

∂(dkp+2
ε (x, y)w(dε(x, y)))

∂x2
+

+
∂(dkp+2

ε (x, y)w(dε(x, y)))

∂y2
,

где z = x + iy. Для сокращения записи опустим параметры в частных
производных. Получим следующую формулу

(dkpd2w(d))′′ = [(kp+ 2)dkp+1w(d)d′ + dkp+2w′(d)d′]′ =

= dkp[(kp+ 2)(kp+ 1)w(d) + 2(kp+ 2)dw′(d) + d2w′′(d)] (d′)2+

+dkp+1[(kp+ 2)w(d) + dw′(d)]d′′.

Сведем воедино частные производные

∆(dkp+2
ε (z)w(dε)) = dkpε [(kp+ 2)(kp+ 1)w(dε)+

+2(kp+ 2)dεw
′(dε) + d2εw

′′(dε)]|grad dε|2+ (6)
+dkp+1

ε [(kp+ 2)w(dε) + dεw
′(dε)]∆dε

Перегруппировав слагаемые получим

∆(dkp+2
ε w(dε)) = dkpε kp(kp− 1)w(dε)|grad dε(z)|2+
+dkpε [kp{2(2w(dε) + dεw

′(dε))}]|grad dε|2+
+dkpε [2w(dε) + 4dεw

′(dε) + d2εw
′′(dε)]|grad dε|2+ (7)

+dkp+1
ε [kpw(dε)]∆dε+

+dkp+1
ε [2w(dε) + dεw

′(dε)]∆dε

Так как по условию w(t)t2 возрастающая выпуклая функция, то 2w(t) +

tw′ > 0 и 2w(t) + 4tw′ + t2w′′ > 0. Также учитывая, что ∆dε(z) > 0 и то,
что все строчки формулы (7) неотрицательные, получим неравенство

∆(dkp+2
ε (z)w(dε(z))) > dkpε (z)kp(kp− 1)w(dε(z))|grad dε(z)|2 (8)

И оценка (5), с учетом леммы B, принимает вид

p2

4

∫

C\M

|f (k)(z)|p−2|f (k+1)(z)|2dkp+2
ε (z)w(dε(z))dµ(z) >

> kp(kp− 1)

∫

C\M

|f (k)(z)|pdkpε (z)w(dε(z))|grad dε(z)|2dµ(z).
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При k = 0 третья строка формулы (5) дает оценку:
p2

4

∫

C\M

|f (k)(z)|p−2|f (k+1)(z)|2dkp+2
ε (z)w(dε(z))dµ(z) >

> α

∫

C\M

|f (k)(z)|pdkpε (z)w(dε(z))|grad dε(z)|2dµ(z).

Устремим ε к нулю, тогда в силу непрерывной дифференцируемости
функции d(z, ∂M) имеем

∂dε(z)

∂x
→ ∂d(z, ∂M)

∂x
,

∂dε(z)

∂y
→ ∂d(z, ∂M)

∂y
, z ∈ C\M.

Следовательно, lim
ε→0

|grad dε(z)|2 = |grad d(z, ∂M)|2 и учитывая лемму A, в
пределе получаем следующую оценку

C(k, p, α)

∫

C\M

|f (k)(z)|p−2|f (k+1)(z)|2dkp+2(z)w(d(z))dµ(z) >

>
∫

C\M

|f (k)(z)|pdkp(z)w(d(z))dµ(z),

где

C(k, p, α) =





p2

4α
, при k = 0,

p2

4kp(kp− 1)
, при k > 0.

Выберем последовательность выпуклых многоугольников Mn, таких

что: Mn ⊂ B(2R0), G ⊂ Mn, Mn+1 ⊂ Mn,
∞⋂
n=1

Mn = G. Так как на
каждом из этих многоугольников выполняется последнее неравенство, то
в пределе получаем: ∫

D

|f (k)(z)|pdkp(z)w(d(z))dµ(z) 6

6 C(k, p, α)

∫

D

|f (k)(z)|p−2|f (k+1)(z)|2dkp+2(z)w(d(z))dµ(z)

Применяя к правому интегралу неравенство Гёльдера с показателями
p
p−2 и p

2 . и применив сокращение нетрудно получить следующую оценку
∫

D

|f (k)(z)|pdkpw(d)dµ 6 C
p
2 (k, p, α)

∫

D

|f (k+1)(z)|pd(k+1)pw(d)dµ
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Рассматривая, последовательно, k = 0, k = 1, k = 2, . . . , k = n − 1,

получаем неравенство
∫

D

|f(z)|pw(d)dµ 6 c(n, p, α)

∫

D

|f (n)(z)|pdnpw(d)dµ.

Докажем левое неравенство теоремы 1, используя теорему С. Пусть P =

{Q1, Q2, . . . , Qk, . . .}, вышеуказанный набор квадратов, G =
⋃
k

Qk, тогда

∫

G

|f (n)(z)|pdnpw(d)dµ(z) =
∑

k

∫

Qk

|f (n)(z)|pdnpw(d)dµ(z) 6

6
∑

k

max
z∈Qk

[|f (n)(z)|pdnpw(d)]diam2(Qk) 6

6 c22
∑

k

max
z∈Qk

[|f (n)(z)|pdnp+2w(d)] 6

6 c22
∑

k

|f (n)(zk)|pdnp+2(zk)w(d(zk)),

где zk ∈ Qk.
Пусть теперь Q∗

k− квадрат, с общим центром с Qk, и увеличенный в 1+ε

раз, где 0 < ε < 0.25. Обозначим

Br(zk) = {z : |z − zk| < r}, где 0 < k < dist(Qk, ∂Q
∗
k)/2.

Так как
f (n)(zk) =

n!

2πi

∫

∂Br(zk)

f(z)dz

(z − zk)n+1
, то

∣∣∣f (n)(zk)
∣∣∣ = n!

2π

1

rn
max
∂Br(zk)

|f(z)| 6 c1
dn(z̃k, ∂G)

|f(z̃k)|,

где z̃k ∈ ∂Br(zk). По построению квадратов известно, что

diam(Qk) ≍ d(zk, ∂G), diam(Q∗
k) ≍ d(z̃k, ∂G),

но diam(Qk) < diam(Q∗
k) <

5
4diam(Qk), поэтому d(z̃k, ∂G) ≍ d(zk, ∂G).

Более того, из условий, наложенных на функцию w, получим эквивалент-
ность w(d(z̃k, ∂G)) ≍ w(d(zk, ∂G)). Действительно, пусть A−1t1 6 t2 6 At1,
тогда ∃m ∈ Z : 2m−1 < A 6 2m, и 2−mt2 6 t1 6 2mt2. Так как t2w(t)−
возрастающая, то

t21w(t1) 6 22mt22w(2
mt2) 6 22mt22β

mw(t2) 6 22m(2mt1)
2βmw(t2) ⇒

⇒ w(t1) 6 24mβmw(t2).
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Аналогично, учитывая что, t2 6 2mt1 ⇒ w(t2) 6 24mβmw(t1), т.е.
2−4mβ−mw(t2) 6 w(t1) 6 24mβmw(t2). Следовательно, если t1 ≍ t2 ⇒
w(t1) ≍ w(t2).

∑

k

|f (n)(zk)|pdnp+2(zk)w(d(zk)) 6 c3
∑

k

|f(z̃k)|p
dnp+2(zk)w(d(zk))

dnp(z̃k)

6 c4
∑

k

|f(z̃k)|pd2(z̃k)w(d(zk)) 6 c5
∑

k

|f(z̃k)|pd2(z̃k)w(d(z̃k))

Возьмем r0 : 0 < r0 < dist(Qk, ∂Q
∗
k)/2, при этом, очевидно, Br0(z̃k) ⊂ Q∗

k.
Учитывая, что |f(z)|p− субгармоническая при всех значениях p : 0 < p <

∞, то

|f(z̃k)|p 6
1

πr20

∫

Br0
(z̃k)

|f(z)|pdµ(z) 6 c8
d2(z̃k, ∂G)

∫

Q∗
k

|f(z)|pdµ(z)

Далее,

|f(z̃k)|pd2(z̃k, ∂G) 6 c9

∫

Q∗
k

|f(z)|pdµ(z),

|f(z̃k)|pd2(z̃k, ∂G)w(d(z̃k, ∂G)) 6 c9

∫

Q∗
k

|f(z)|pw(d(z̃k, ∂G))dµ(z)

Так как в районе Q∗
k d(z̃k, ∂G) и d(z, ∂G) эквивалентны и, следовательно,

эквивалентны w(d(z̃k, ∂G)) и w(d(z, ∂G)), поэтому получаем неравенство

|f(z̃k)|pd2(z̃k, ∂G)w(d(z̃k, ∂G)) 6 c10

∫

Q∗
k

|f(z)|pw(d(z, ∂G))dµ(z)

Учитывая, что из системы {Q∗
k} можно выделить конечную подсистему,

покрывающую всю область G, то
∫

G

|f (n)(z)|pdnp(z)w(d(z))dµ 6 c11
∑

k

∫

Q∗
k

|f(z)|pw(d(z, ∂G))dµ 6

6 c12

∫

G

|f(z)|pw(d(z, ∂G))dµ.

Теорема доказана. При этом оценка снизу справедлива для произвольных
областей.
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УДК 519.63

СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРНЫХ И
ДИФФУЗИОННЫХ ПОЛЕЙ В КУСОЧНО-АНИЗОТРОПНЫХ

СРЕДАХ

Бикбаева А. Р.
Стерлитамак, Стерлитамакский филиал БашГУ

Введение

Изучение закономерностей распространения в пространстве нестацио-
нарных температурных и диффузионных полей в областях сложной гео-
метрической формы, с анизотропией физических свойств сред их наполня-
ющих, тесно связано с решением параболических краевых задач матема-
тической физики. Разработка алгоритмов решения подобного типа задач и
программ расчета данных полей имеет практическое значение для областей
экспериментальной физики, техники и технологии, требующих высокоточ-
ных расчетов для оптимизации процессов, выбора параметров исследуемых
областей, сред и источников поля. В данной работе, в продолжение резуль-
татов работ [1,2], обсуждаются результаты вычислительных экспериментов
и вычислительные аспекты алгоритма численного расчета нестационарных
физических полей применительно к задачам диффузии и теплопроводно-
сти.

Постановка задачи и способ решения

Пусть область исследования Ω ⊂ R3 может быть представлена в виде
Ω =

⋃N
i=1Ωi – объединения подобластей Ωi, каждая из которых заполнена

анизотропным по теплопроводности (диффузии) веществом с постоянным
симметричным тензором анизотропии σi. Обозначим через Γ =

⋃M
j=1 Γj –

внешнюю границу области Ω, а через γi и Γj, соответственно, внутренние
и внешние границы областей Ωi.

Процессы распространения тепла или диффузионного переноса веще-
ства в области Ω описываются скалярными полями, математические моде-
ли которых представляются начально-краевыми задачами математической
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физики вида:

div(σi∇Ui(P, t))−aiUi(P, t)− b2i
∂Ui(P, t)

∂t
= −fi(P, t),

P ∈ Ωi, i = 1, N ;
(1)

Ui(P, t)− Uj(P, t)|γi⋂ γj = 0,

(σi∇Ui(P, t), n)− (σj∇Uj(P, t), n)|γi⋂ γj = 0, i = 1, N, (2)

j ∈ Ji = {j|j = 1, i− 1; γi
⋂
γj 6= ∅};

αj(P )(σi∇Uj(P, t), n)− βj(P )Uj(P, t)|P∈Γj
= ψj(P, t),

|αj(P )|+ |βj(P )| 6= 0, i = i1, i2, ..., ik, k ≤ N ;
(3)

Um(P, t) → 0, P → ∞, m = m1, m2, ..., mn, n ≤ N ; (4)
Ui(P, 0) = 0, i = 1, N. (5)

Здесь fi(P, t) – функции интенсивности источников/стоков поля в под-
областях Ωi; ai, bi – постоянные в Ωi числовые коэффициенты; U(P, t) –
искомая скалярная функция поля. Переменная t ≥ 0 – время. Условия (2)

– есть условия непрерывности искомой функции U(P, t) и плотности по-
тока (σi∇Ui(P, t), n) на внутренних границах контакта сред с различными
тензорами σ, здесь n – вектор нормали к границе γ. На внешних границах
области Ω будем рассматривать граничные условия третьего рода, которые
в частных (в зависимости от функций α(P ) и β(P ) могут иметь вид гра-
ничных условий первого или второго рода. Начальные условия (5) взяты
однородными, поскольку без ограничения общности можно считать зада-
чу сформулированной для отклонений от некоторого начального состояния
значений поля. Условие (4) описывает поведение решения на бесконечно
удаленных границах в неограниченных подобластях области Ω.

В дальнейшем будем считать, что поле возбуждается точечным источ-
ником переменной интенсивности I(t), расположенным в точке A области
Ω, т.е. f(t) = I(t)δ(P − A). Все встречающиеся в задаче функции будем
считать достаточно гладкими для использования формул интегральных
представлений и интегральных уравнений, а также имеющими необходи-
мый порядок затухания на бесконечности для обеспечения применимости
интегрального преобразования Лапласа.

Применим к задаче (1)−(5) способ решения, описанный в работе [1], ис-

пользуя интегральное преобразование Лапласа [3] Uω(P ) =
∞∫
0

U(P, t)e−ωtdt,
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с формулой обращения

U(P, t) =
1

2πi

ω0+i∞∫

ω0−i∞

Uω(P )eωtdω,Reω = ω0. (6)

Получим однопараметрическое (по ω) семейство краевых задач:

div(σi∇Uω
i (P ))− kiU

ω
i (P ) = −I(t)δ(P − A),

P ∈ Ωi, i = 1, N ;
(7)

Uω
i (P )− Uω

j (P )|γi⋂ γj = 0,

(σi∇Uω
i (P ), n)−(σj∇Uω

j (P ), n)|γi⋂ γj = 0, i = 1, N, j ∈ Ji;
(8)

αi(P )(σi∇Uω
i (P ), n)− βi(P )U

ω
i (P )|P∈Γi

= ψωi (P ),

|αi(P )|+ |βi(P )| 6= 0, i = i1, i2, ..., ik, k ≤ N ;
(9)

Uω
m(P ) → 0, P → ∞, m = m1, m2, ..., mn, n ≤ N, (10)

в подобластях Ωi с симметричными эллиптическими операторами
H[Uω

i (P )] ≡ div(σi∇Uω
i (P ))− kiU

ω
i (P ), ki = ai + ωb2i .

Интегральное представление решения задачи (7)− (10) имеет вид [1]:

β · Uω(P ) =
N∑

i=N1+1

∑

j∈Ji

∫

γi
⋂
γj

Uω
i (Q)((σj − σi)∇G(P,Q), nQ)dγiQ+

+Iω ·G(P,Q) +
∑

l1

∫

Γl1

ψωl1(Q)

βl1(Q)
(σl1∇G(P,Q), nQ)dΓl1Q+ (11)

+
∑

l2

∫

Γl2

ψωl2(Q)

αl2(Q)
G(P,Q)dΓl2Q.

Здесьβ =

{
1, P /∈ Γ

1/2, P ∈ Γ
; l1 – номера участков внешней границы Γ, на

которых заданы условия первого рода, l2 – номера участков внешней гра-
ницы с условиями второго или третьего рода; G(P,Q) – функция Грина –
функция точечного источника поля единичной интенсивности во вмещаю-
щем пространстве, состоящем из N1 подобластей (N1 ≤ N).

Граничные значения функции Uω
i (Q) находятся как решение системы
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интегральных уравнений Фредгольма второго рода:

Uω(P )−
N∑

i=N1+1

∑

j∈Ji

∫

γi
⋂
γj

Uω
i (Q)((σj − σi)∇G(P,Q), nQ)dγiQ =

+Iω ·G(P,Q) +
∑

l1

∫

Γl1

ψωl1(Q)

βl1(Q)
(σl1∇G(P,Q), nQ)dΓl1Q+ (12)

+
∑

l2

∫

Γl2

ψωl2(Q)

αl2(Q)
G(P,Q)dΓl2Q,

где P ∈ γl, l ∈ Jk, k = N1 + 1, N,Q ∈ γj, j ∈ Ji, i = N1 + 1, N. В (11) и
(12) nQ – вектор внешней нормали в точке Q, направленный на внутренних
границах γi в среду с меньшим, чем i номером.

Обращение преобразования Лапласа (6) программно реализуется с по-
мощью обобщенных квадратурных формул наивысшей степени точности
[4] вида:

1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

epp−sf(p)dp ≈
NL∑

k=1

Akf(pk), s > 0, (13)

где узлы pk и коэффициенты Ak выбираются из условий точности формулы
(6) для набора функций f(p) = p−am, m = 0, 2NL − 1. Это равносильно
выполнению равенств

NL∑

k=1

Akp
−am
k =

1

Γ(s+ am)
, m = 0, 2NL − 1,

где узлы являются корнями многочлена Rn(x) =
NL∏
k=1

(x − p−ak ), определяе-

мые однозначно из условий ортогональности:

c+i∞∫

c−i∞

epp−sRn(p
−s)p−amdp = 0, m = 0, NL − 1.

Способ решения распространяется и на кусочно-постоянные однородные
среды, тензор анизотропии которых имеет вид диагональной матрицы с
одинаковыми значениями на диагонали.
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Вычислительный эксперимент

В качестве апробации предлагаемого вычислительного алгоритма рассмот-
рена задача расчета температурного поля U(P, t) ограниченного однород-
ного цилиндра высоты 2h и радиуса R при отсутствии внутренних источ-
ников тепла. Математическая модель задачи имеет вид:

1

a

∂U(P, t)

∂t
=

1

r

∂

∂r
(r
∂U(P, t)

∂r
) +

∂2U(P, t)

∂z2
, P (r, z); (14)

∂U(P, t)

∂z
|z=h = −α1

λ
(U(P, t)|z=h − Uh),

∂U(P, t)

∂r
|r=R = −α2

λ
(U(P, t)|r=R − UR);

(15)

∂U(P, t)

∂z
|z=0 = 0,

∂U(P, t)

∂r
|r=0 = 0; (16)

U(P, 0) = U0 = const. (17)

Здесь a = λ
cρ – коэффициент температуропроводности, λ, c, ρ – теп-

лопроводность, удельная теплоемкость и плотность среды, заполняющей
цилиндр, соответственно. Начальное температурное распределение будем
считать заданным равномерно с температурой U0.В начальный момент вре-
мени поверхности оснований цилиндра начинают обмениваться теплом по
закону Ньютона со средой постоянной температуры Uh 6= U0; также по за-
кону Ньютона происходит теплообмен боковой поверхности со средой тем-
пературы UR 6= Uh 6= U0; α1, α2 – соответствующие коэффициенты тепло-
обмена.

Аналитическое решение задачи (14)-(16) известно [5]:

U(P, t) = UR + (Uh − UR)×
∞∑

n=1

A
(2)
n J0(µn

r
R)chµn

z
R

µnk
Bih
shµnk + chµnk

+

+
∞∑

n=1

∞∑

m=1

A(2)
n A(1)

m [(Uh − UR)µ
2
n − (Uh − U0)(µ

2
n +

λ2m
k2

)]× (18)

×{(µ2n +
λ2m
k2

)}−1 × J0(µn
r

R
)× cosλm

z

h
× exp[−(

µ2n
R2

+
λ2m
h2

)at],

где µn - корни характеристического уравнения J0(µn)
J1(µn)

= µn

BiR
, λm - корни

характеристического уравнения ctgλm = 1
Bih
λm, Bih =

α1h
λ ,

BiR = α2R
λ , k = h

R , A
(2)
n = 2J1(µn)

µn[J2
0 (µn)+J2

1 (µn)]
, A

(1)
m = 2 sinλm

λm+sinλm cosλm
.
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Сравнительный анализ результатов аналитического (по формуле (18))
и численного (с помощью программного модуля, реализующего предлагае-
мый способ вычислений) решений задачи приведен в табл. 1. Вычисления
проводились в точке P (10 м, 10 м) при следующих значениях параметров:
U0 = 293 K, Uh = 400 K,
UR = 1000 K, a = 1.25× 10−5 м2/с, R = 50 м, h = 50 м, λ = 46, 5 Вт/(м·К).

Таблица 1: Сравнение решений

t, c Аналитическое Численное Абсолютная Относительная
решение, К решение, К погрешность, К погрешность,%

1 293.000296 293.000016 2.80 · 10−4 9.56 · 10−7

2 293.000342 293.000032 3.10 · 10−4 1.06 · 10−6

3 293.000388 293.000048 3.40 · 10−4 1.16 · 10−7

4 293.000435 293.000064 3.71 · 10−4 1.27 · 10−7

5 293.000481 293.000080 4.01 · 10−4 1.37 · 10−7

6 293.000527 293.000096 4.31 · 10−4 1.47 · 10−7

7 293.000573 293.000112 4.61 · 10−4 1.57 · 10−7

8 293.000619 293.000128 4.91 · 10−4 1.68 · 10−7

Вычислительным экспериментом (рис.1) были определены верхние пре-
делы сумм в формулах аналитического решения: при значениях n = m =
18 погрешность вычислений достаточно мала. Тонкой сплошной линией на
графике показана линия экспоненциального тренда абсолютной погрешно-
сти.
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Рис. 1: График зависимости абсолютной погрешности вычислений от значений верхних пре-
делов суммирования.

Количество верных цифр Kν в мантиссе вычисляемого разработанным
программным модулем результата численного обращения преобразования
Лапласа по обобщенным формулам наивысшей степени точности (13), в
зависимости от числа узлов NL квадратурной формулы, приведено в табл.
2.

Таблица 2: Зависимость количество верных цифр в мантиссе результата обращения преобра-
зования Лапласа от числа узлов интегрирования.

NL 3 4 5
Kν 8 13 19

Заключение

Предложен способ вычисления нестационарных температурных и диф-
фузионных полей в кусочно-постоянных анизотропных и однородных сре-
дах. Разработано программное средство, реализующее построенный алго-
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ритм решения. Апробация способа решения проведена при расчете темпе-
ратуры нагрева однородного ограниченного кругового цилиндра.
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УДК 517.946

КЛАССЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ НЕРАВНОМЕРНО
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Вильданова В. Ф.,Мукминов Ф. Х.
Уфа, БГПУ им.М.Акмуллы, ИМ с ВЦ УНЦ РАН

Введение

Пусть Ω — неограниченная область пространства Rn. Рассмотрим в ци-
линдрической области D = {t > 0} × Ω линейное уравнение второго по-
рядка:

ut =
n∑

i,j=1

(aij(t, x)uxi)xj +
n∑

i=1

(biuxi + (ciu)xi)− d(t, x)u. (1)

На элементы симметрической матрицы {aij} наложено следующее условие:
существует положительная непрерывная в D функция s(t, x) такая, что
для любого вектора y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn, n ≥ 2 и почти всех (t, x) ∈ D

справедливы неравенства:

(y, y)A(t) ≡
n∑

i,j=1

aij(t, x)yiyj ≥ s2(t, x)|y|2. (2)

Скалярные произведения (·, ·)A(t) предполагаются эквивалентными: най-
дется число C такое, что

C−1|y|A(0) ≤ |y|A(t) ≤ C|y|A(0), ∀y ∈ Rn, |y|2A(t) = (y, y)A(t). (3)

Неравенство выполняется при почти всех x ∈ Ω и t ∈ [0, T ], причем посто-
янная C не зависит от x. Предполагается также, что выполняются нера-
венства

0 ≤ d(t, x) ≤ Cd(0, x), t ∈ [0, T ], x ∈ Ω. (4)

Все коэффициенты уравнения предполагаются интегрируемыми по любому
ограниченному подмножеству D. На измеримые младшие коэффициенты
наложены ограничения

n∑

i=1

(bi(t, x)− ci(t, x))
2 ≤ s2(t, x)d(t, x). (5)
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n∑

i=1

b2i (t, x) + c2i (t, x) ≤ C2s(t, x)(d(t, x) + 1). (6)

На боковой границе цилиндра D заданы краевые условия первого и тре-
тьего типа:

u(t, x)
∣∣∣
Γ1

= 0;
( ∂u
∂N

+
n∑

i=1

niciu
)∣∣∣

Γ2

= 0. (7)

Здесь Γ1 ⊂ Γ = (0,∞) × ∂Ω — произвольное замкнутое подмножество
боковой границы цилиндра Γ и Γ2 — дополнение к нему Γ2 = Γ\Γ1;

∂u
∂N =

n∑
i,j=1

aijuxinj. Начальная функция

u(0, x) = ϕ(x) ∈ L2,lc(Ω), (8)

предполагается квадратично суммируемой по любому ограниченному под-
множеству Q ⊂ Ω.

Работа посвящена доказательству единственности решения задачи (1),
(7), (8) в неограниченной области Ω.

Пусть σ(x) — локально липшицевая положительная функция с огра-
ниченными связными поверхностями уровня, и множества {x|σ(x) < r}
гомеоморфны шару. Будем предполагать выполненным неравенство

(c,∇σ) ≤ 0, (t, x) ∈ DT . (9)

Положим sc(r) = sup{|∇σ|A(t)| (t, x) ∈ DT , σ(x) = r}. Вообще говоря,
функция sc(r) может принять значение бесконечность на множестве поло-
жительной меры.

Потребуется ещё одно условие
∞∫

1

dr

sc(r)
= ∞. (10)

Положим также Ω(r) = {x ∈ Ω | σ(x) < r}, DT,r
ρ = (0, T )× (Ω(r)\Ω(ρ)),

(индекс ρ = 0 будет опускаться).

Теорема 1. Пусть u(t, x) – решение в DT задачи (1), (7) c начальным
условием

u(0, x) = 0. (11)

Пусть выполнены условия (9),(10). Если существует такая монотонно
неубывающая на полуоси [1,∞) положительная функция h(r), что инте-

44



грал
∞∫

1

dr

h(r)sc(r)
= ∞ (12)

расходится и для всех r ≥ 1

‖u‖DT,r ≤ exp(f(r)h(r)), (13)

где f(r) =
r∫
1

dτ
sc(τ)

, то u(t, x) ≡ 0 в DT .

Классы единственности, выделяемые условием (13), зависят не только
от коэффициентов уравнения (1), но также и от выбора функции σ. Поэто-
му максимально широкий класс единственности может получиться лишь
при определенном соотношении между коэффициентами уравнения и этой
функцией.

При некоторых соотношениях между функцией σ(x) и матрицей A(t, x)
построены примеры неединственности решения задачи (1), (7), (8) , под-
тверждающие точность классов единственности, приведенных в теореме.

Отметим, что неконструктивные анизотропные классы единственности
были получены в работе [1] для классического решения параболического
уравнения методом барьеров.

§ 1. Обобщенное решение задачи

Введем следующие обозначения: Db
a = (a, b)× Ω, DT = DT

0 ,

(u, w)A,d =

∫

DT

[(∇u,∇w)A(0) + d(0, x)uw]dxdt.

Через ‖u‖DT будем обозначать норму в L2(D
T ). На множестве сужений

на DT функций из C∞
0 (Rn+1\Γ1) определим норму ‖u‖2H0,1(DT ) = ‖u‖2DT +

(u, u)A,d. Пополнение этого линейного нормированного пространства обо-
значим

◦
H 0,1(DT ; Γ1). Через

◦
H

0,1
lc (D

T ; Γ1) обозначим пространство функ-
ций, при каждом r > 0 совпадающих в DT,r с некоторой функцией из
пространства

◦
H 0,1(DT ; Γ1).

Обобщенным решением задачи (1), (7), (8) в DT будем называть функ-
цию u(t, x) ∈

◦
H

0,1
lc (D

T ; Γ1), удовлетворяющую интегральному тождеству
∫

DT

(
−uvt +

n∑

i,j=1

aij(t, x)uxivxj +
n∑

i=1

(ciuvxi − biuxiv) + duv

)
dxdt =
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=

∫

Ω

ϕ(x)v(0, x)dx, (14)

для любой функции v(t, x) ∈ C∞
0 (Rn+1\Γ1) такой, что v(T, x) = 0.

Заменив в (14), функцию v на v−h, v ∈ C∞
0 (DT ), нетрудно получить

тождество
∫

DT

[
(uh)tv +

n∑

i,j=1

(aijuxi)hvxj +
n∑

i=1

((ciu)hvxi − (biuxi)hv) + (du)hv

]
dxdt = 0,

(15)

которое будет справедливо также и для функций v(t, x) ∈
◦
H 0,1(DT ; Γ1)

равных нулю при t > T − δ, δ > 0, и при |x| > R для какого либо R.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Предложение 1. Пусть ϕ(x) = 0, x ∈ Ω(R), и u(t, x) – решение задачи
(1), (7), (8) и скалярное произведение (∇σ, c) ≤ 0 в DT . Тогда для всех
t > 0, r ∈ (0, R] справедливо неравенство

H t,r(u) ≤ exp


1− 2κ1t

−1
( R∫

r

dτ

sc(τ)

)2

 max

τ∈[0,t]
Hτ,R(u), (16)

где H t,r(u) =
∫

Ω(r)

u2(x, t)dx, κ1 = 1/(16e2).

Доказательство. Пусть r ≤ R, ξ(λ, r, ρ) – непрерывная неотрицательная
функция, равная единице при λ ≤ r − ρ и нулю при λ ≥ r. В оставшемся
интервале она удовлетворяет условию ∂ξ

∂λ = −1/(zsc(λ)), где параметр z

находится из условия ξ(r−ρ, r, ρ) = 1 : z =
r∫

r−ρ
dλ
sc(λ)

. Подставим в тождество

(15) v = ηu, η(x) = ξ2(σ(x), r, ρ). Благодаря условию (9), устанавливаем,
что ∂η

∂c ≥ 0. Тогда, в силу условия ηϕ ≡ 0, используя (5), для любого
r > ρ > 0 нетрудно получить неравенства

∫

Ω

ηu2(T, x)dx+ 2

∫

DT

[
n∑

i,j=1

ηaijuxiuxj + du2η

]
dxdt ≤

≤ 2

∫

DT

n∑

i,j=1

aijuxiu
∂η

∂xj
dxdt+ 2

∫

DT

n∑

i=1

η|ci − bi||uuxi|dxdt− 2

∫

DT

u2
∂η

∂c
dxdt
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≤ 2

∫

DT

(εξ2|∇u|2A(t) + ε−1u2|∇ξ|2A(t) + s
√
d|u∇u|η)dxdt

Преобразуя последнее при ε = 1/2, будем иметь
∫
Ω

ξ2u2(T, x)dx ≤
4
∫
DT

u2|∇ξ|2A(t)dxdt. Используя вид функции ξ, нетрудно получить неравен-

ство
∫

Ω(r−ρ)
u2(t, x)dx ≤ 4

z2

t∫
0

∫
Ω(r)\Ω(r−ρ)

u2dxdt. Запишем последнее, используя

функцию H:

H t,r−ρ(u) ≤ 4

z2

t∫

0

Hτ,r(u)dτ. (17)

Неравенство (17) будем применять индуктивно для последовательности
ri, i = 0, 1, 2, ...k, r0 = R, ri+1 = ri−ρi, числа ρi выбираются так, чтобы z =
ri∫

ri+1

dτ
sc(τ)

. Число z выберем ниже. Учитывая, чтоH t,r(u) ≤ A = max
τ∈[0,t]

Hτ,R(u),

будем иметь H t,r1(u) = H t,r0−ρ0(u) = 4At
z2
. Далее индукцией по k установим

неравенство

H t,rk(u) ≤ A4ktk

z2kk!
. (18)

Пользуясь неравенством Стирлинга, из (18) нетрудно получить

H t,rk(u) ≤ A4kektk√
2πkz2kkk

≤ Ae−k ln
z2k
4et . (19)

Число k будем выбирать так, чтобы 4e2t ≤ z2k ≤ 8e2t. Тогда из (19)
следует, что H t,rk(u) ≤ Ae−k. Для пары чисел r, R выстроим последова-
тельность ri так, чтобы rk = r и число z будет определяться из нижесле-

дующего равенства zk =
k−1∑
i=0

ri∫
ri+1

dλ
sc(λ)

=
R∫
r

dλ
sc(λ)

= I. Далее I2 = z2k2 ≤ 8e2tk.

В качестве k выбираем наименьшее натуральное число, удовлетворяющее
этому неравенству. Тогда k ≥ I2

8e2t
, z2k2 > 8e2t(k − 1), и z2k > 4e2t при

k ≥ 2. Таким образом, неравенство (16) установлено для k ≥ 2. При k = 1
оно тривиально.

Следствие. Пусть u(t, x) — обобщенное решение задачи (1), (7), (8) в
DT , T ≤ 1. Тогда существуют постоянные C, M̃ такие, что для всех
t ∈ (0, T ], r ∈ [0, R), справедливо неравенство

H t,r(u) ≤ 12 exp


−2κ1t

−1(

R∫

r

dλ

sc(λ)
)2


 max

τ∈[0,t]
Hτ,R(u) + 14‖ϕ‖2Ω(R). (20)
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Доказательство. Пусть v(t, x) — решение задачи (1), (7), (8) в c началь-
ной функцией ϕ(x)χΩ(R) ∈ L2(Ω), где χΩ(R) — характеристическая функ-
ция множества Ω(R). Для v(t, x) из (15) при η = 1 с помощью (5) нетрудно
установить неравенство

‖v(t)‖2 +
t∫

0

∫

Ω

(
n∑

i,j=1

aijvxivxj + dv2)dxdt ≤ ‖ϕ‖2Ω(R). (21)

Отсюда следует, что

‖ϕ‖2Ω(R) ≥ max
τ∈[0,t]

Hτ,R(v), t ∈ (0, T ]. (22)

Функция w(t, x) = u(t, x)− v(t, x) удовлетворяет условию предложения
1, следовательно для t ∈ (0, T ], r ∈ [0, R) имеем

H t,r(u) ≤ 2H t,r(w) + 2H t,r(v) ≤

≤ 4 exp


1− 2κ1t

−1(

R∫

r

dτ

sc(τ)
)2



{
max
τ∈[0,t]

Hτ,R(u) + max
τ∈[0,t]

Hτ,R(v)

}
+2H t,R(v).

Используя (22), из последнего соотношения выводим неравенство (20).
Доказательство теоремы 1. Зафиксируем произвольное t ∈ (0, T ].

Возьмем произвольное R0 > 1 и оценим ‖u(t)‖2Ω(R0)
следующим образом.

Рассмотрим последовательность Rk такую, что f(Rk) = 2kf(R0). Положим

∆tk =
κ1
4

f(Rk)

h(Rk)
, k = 1, 2, . . . . (23)

В силу монотонности функции h(r) и условия (12), имеем

p∑

k=1

∆tk =
κ1
4

p∑

k=1

Rk+1∫
Rk

dr
sc(r)

h(Rk)
≥ κ1

4

Rp+1∫

R1

dr

h(r)sc(r)
→ ∞ при p→ ∞.

Следовательно, при любом выборе числа R0 найдется такой номер p, что
p+1∑

k=1

∆tk ≥ t. (24)

Пусть p = p(R0) — наименьший из номеров p, удовлетворяющих неравен-

ству (24), так что
p∑

k=1

∆tk < t. Переопределим ∆tp+1 равенством

∆tp+1 = t−
p∑

k=1

∆tk ≤
κ1
4

f(Rp+1)

h(Rp+1)
. (25)
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Определим убывающую последовательность времен t0 = t, t1 = t0 −
∆t1, t2 = t1 − ∆t2, . . . , tp = tp−1 − ∆tp = 0. Очевидно, ввиду (23), (25),
справедливы неравенства

κ1
2 (f(Rk))

2

∆tk
≥ 2f(Rk)h(Rk), k = 1, p+ 1. (26)

Из (17) и (13) выводим

‖u(t)‖2Ω(Rk−1)
≤ M̂ exp(f(Rk)h(Rk)), t ∈ (0, T ], k ≥ 1, (27)

где

M̂ = 4
( Rk∫

Rk−1

dρ

sc(ρ)

)−2

= 16(f(Rk))
−2 ≤ 16(f(R1))

−2 ≡M/12.

Рассматривая функцию u(t, x) как решение задачи для уравнения (1) с на-
чальными данными при t = t1, c помощью неравенства (20) и определения
последовательности Rk, выводим соотношение

‖u(t0)‖2Ω(R0)
≤ 12 exp


−2κ1

(
f(R1)

2

)2

△t1


 max

t∈[t1,t0]
‖u(t)‖2Ω(R1)

+ 14‖u(t1)‖2Ω(R1)
.

Воспользуемся неравенствами (26), (27):

‖u(t0)‖2Ω(R0)
≤M exp

(
f(R1)h(R1))− κ1

f 2(R1)

2△t1

)
+ 14‖u(t1)‖2Ω(R1)

≤
≤M exp (−f(R1)h(R1)) + 14‖u(t1)‖2Ω(R1)

.

(28)
Совершенно аналогично выводятся неравенства при k = 2, p

‖u(t1)‖2Ω(R1)
≤M exp (−f(R2)h(R2)) + 14‖u(t2)‖2Ω(R2)

,

‖u(tk−1)‖2Ω(Rk−1)
≤M exp (−f(Rk)h(Rk)) + 14‖u(tk)‖2Ω(Rk)

. (29)

Поскольку tp+1 = 0, то применяя (26), (27), находим, что

‖u(tp)‖2Ω(Rp)
≤M exp (−f(Rp+1)h(Rp+1))) .

Помножив (29), k = 1, p+ 1, на 14k−1 и складывая, получим при R0 ≥ 1

‖u(t)‖2Ω(R0)
≤ M {exp (−f(R1)h(R1)) + . . .+ 14p exp (−f(Rp+1)h(Rp+1))} ≤

≤ C(f(R1))
−2 {exp (−f(R1)h(R1)) . . .+ 14p exp (−2pf(R1)h(R1))} .

49



Итак, установлено, что монотонно неубывающая неотрицательная функ-
ция ‖u(t)‖2Ω(R0)

от аргумента R0, как сумма сходящегося ряда, стремится
к нулю при R0 → ∞. Следовательно, ‖u(t)‖2Ω(R0)

= 0 при любом R0 > 0.
Ввиду произвольности t ∈ (0, T ], решение u(t, x) = 0 в DT .
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УДК 517.9

ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ГУРСА ДЛЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С

ИНТЕГРАЛАМИ ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКА

Воронова Ю. Г.
г. Уфа, Уфимский государственный авиационный технический

университет

Введение

В работе рассматривается задача Гурса:

uxy = f(x, y, u, ux, uy), (1)

u(x, 0, τ) = φ(x, τ), u(0, y, τ) = ψ(y, τ), (2)

где краевые условия зависят от параметра τ .
Для построения точного решения задачи (1), (2) использован алгоритм,

предложенный в работе [1]. В данной статье рассматривалась зависимость
решения задачи Гурса для экспоненциальной системы уравнений

∂2ui

∂x∂y
+

r∑

k=1

aike
uk = 0, i = 1, . . . , r, (3)

ui(x, y)− ln
(
τiφ

i(x)φ̄i(y)
)
= 0 при xy = 0, (4)

aik–элементы матрицы Картана простой алгебры Ли,
от параметров τ1, . . . , τr, входящих в краевые условия (4). Данная задача
сводится к замкнутой системе с конечным числом динамических перемен-
ных.

В данной работе приведена общая схема построения решения задачи
(1), (2), путем сведения к замкнутой системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений. В качестве примеров построено точное решение задачи
Гурса для двух уравнений:

uxy = eu, uxy = euuy.
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§ 1. Общая схема решения задачи Гурса

Приведем схему решения задачи Гурса (1), (2). Для этого продиффе-
ренцируем (1), (2) по параметру τ и введем обозначение:

v(x, y, τ) = uτ(x, y, τ). (5)

Тогда функция (5) есть решение следующей краевой задачи

vxy = fuv + fuxvx + fuyvy, (6)

v(x, 0, τ) = φτ (x, τ), (7)

v(0, y, τ) = ψτ (y, τ). (8)

Уравнение (6) представляет собой линейное гиперболическое дифференци-
альное уравнение второго порядка в частных производных. Будем считать,
что существуют такие n,m ∈ Z, что инварианты Лапласа [2] данного урав-
нения hn = h−m−1 = 0. Тогда решение уравнения (6) можно представить в
виде (см., например [2]):

v(x, y) = e
−

x∫
0

b(t,y)dt 1

h
D

1

h1
D . . .

1

hn−1
D

(
e
−

y∫
0

an(x,t)dt+
x∫
0

b(t,y)dt
X(x)

)
+

+e
−

y∫
0

a(x,t)dt 1

h−1
D̄

1

h−2
D̄ . . .

1

h−m
D̄

(
e
−

x∫
0

b−m−1(t,y)dt+
y∫
0

a(x,t)dt
Y (y)

)
, (9)

здесьD, D̄-операторы полного дифференцирования по x, y соответственно,
a = −fux, b = −fuy, а функции X(x), Y (y)-произвольные.

Решение краевой задачи (6)-(8) ищется в виде

v(x, y) = e
−

x∫
0

b(t,y)dt 1

h
D

1

h1
D . . .

1

hn−1
D

(
e
−

y∫
0

an(x,t)dt+
x∫
0

b(t,y)dt
X(x)

)
. (10)

Для того чтобы определить функцию X(x) необходимо в выражении (10)
последовательно положить x = 0 и y = 0, и воспользоваться условиями
(7), (8). Таким образом решение краевой задачи (6)-(8) будет представимо
в виде

v(x, y) = Φ(x, y, u, u1, . . . , un, τ). (11)

Аналогично, решение задачи (6)-(8) можно искать используя решение

v(x, y) = e
−

y∫
0

a(x,t)dt 1

h−1
D̄ . . .

1

h−m
D̄

(
e
−

x∫
0

b−m−1(t,y)dt+
y∫
0

a(x,t)dt
Y (y)

)
.
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В этом случае решение краевой задачи будет иметь следующий вид:

v(x, y) = Φ̄(x, y, u, ū1, . . . , ūm, τ). (12)

Далее приравняем полученные решения (11) и (12), а v заменим в силу
формулы (5):

uτ = Φ(x, y, u, u1, . . . , un, τ) = Φ̄(x, y, u, ū1, . . . , ūm, τ). (13)

Для того чтобы получить замкнутую систему уравнений на переменные

u, u1, . . . , un, ū1, . . . , ūm,

продифференцируем уравнение (11) n раз по x:

(u1)τ = DΦ̄ = Φ̄x + Φ̄uu1 + Φ̄ū1f + . . .+ Φ̄ūmD̄
m−1f,

(u2)τ = D2Φ̄(x, y, u, ū1, . . . , ūm, τ),
... ...

(un)τ = DnΦ̄(x, y, u, ū1, . . . , ūm, τ).

Теперь продифференцируем уравнение (13) m раз по y:

(ū1)τ = D̄Φ = Φy + Φuū1 + Φu1f + . . .+ΦunD
n−1f,

(ū2)τ = D̄2Φ(x, y, u, u1, . . . , un, τ),
... ...

(ūm)τ = D̄mΦ(x, y, u, u1, . . . , un, τ).

В итоге получили замкнутую систему уравнений относительно переменных

u, u1, . . . , un, ū1, . . . , ūm,

а именно




uτ = Φ(x, y, u, u1, . . . , un, τ) = Φ̄(x, y, u, ū1, . . . , ūm, τ),
(u1)τ = Φ̄x + Φ̄uu1 + Φ̄ū1f + . . .+ Φ̄ūmD̄

m−1f,

(u2)τ = D2Φ̄(x, y, u, ū1, . . . , ūm, τ),
... ...

(un)τ = DnΦ̄(x, y, u, ū1, . . . , ūm, τ),
(ū1)τ = Φy + Φuū1 + Φu1f + . . .+ΦunD

n−1f,

(ū2)τ = D̄2Φ(x, y, u, u1, . . . , un, τ),
... ...

(ūm)τ = D̄mΦ(x, y, u, u1, . . . , un, τ).

(14)

Решение системы уравнений (14) задает решение задачи Гурса (1), (2).
В качестве примеров, реализуем данный алгоритм для двух уравнений,

обладающих интегралами первого и второго порядка.
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§ 2. Уравнение Лиувилля uxy = eu

Рассмотрим более подробно краевую задачу

uxy = eu, (15)

u(x, y)− ln
(
τφ(x)φ̄(y)

)
= 0 при xy = 0. (16)

Для уравнения Лиувилля (15) замкнутая динамическая система (14)(см.
[1]), имеет следующий вид:





τ ∂u∂τ = ψ′(x) + uxψ(x) = ψ̄′(y) + uyψ̄(y),

τ ∂ux∂τ = euψ̄(y),

τ
∂uy
∂τ = euψ(x),

(17)

здесь

ψ(x) =
1

φ(x)

x∫

0

φ(t)dt, ψ̄(y) =
1

φ̄(y)

y∫

0

φ̄(t)dt, (18)

ψ(0) = ψ̄(0) = 0, ψ′(0) = ψ̄′(0) = 1. (19)

Для того чтобы решить данную систему уравнений, продифференциру-
ем второе уравнение системы (17) по τ и заменим euψ̄(y) на τ ∂ux∂τ , а выра-
жение uτ на ψ′+uxψ

τ , полученное из первого уравнения системы (17), тогда
имеем (

τ
∂ux
∂τ

)′

τ

= (ux)
′
τψ

′ + ux(ux)
′
τψ.

Интегрируя по τ последнее равенство, получим:

τ(ux)
′
τ = uxψ

′ +
1

2
u2xψ + C1(x, y), (20)

здесь C1(x, y)–произвольная функция.
Теперь положим в уравнение (20) ux = P+A, где функцию A(x, y) выберем
таким образом, что:

1

2
ψA2 + Aψ′ + C1 = 0.

Тогда уравнение (20) перепишется в виде:

τP ′
τ =

1

2
ψP 2 + P (ψ′ + Aψ). (21)

Уравнение (21) является уравнением Бернулли, решение которого записы-
вается в виде

P =
2(ψ′ + Aψ)τψ

′+Aψ

C2(x, y)− ψτψ′+Aψ
,
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здесь C2(x, y)–произвольная функция. Теперь учитывая, что ux = P +A,
будем иметь

ux =
2(ψ′ +Aψ)τψ

′+Aψ

C2(x, y)− ψτψ′+Aψ
+ A. (22)

Далее, для того чтобы найти функцию u, проинтегрируем первое урав-
нение системы (17) по τ , где ux определяется из формулы (22). Получим

u = ln

(
C3τ

ψ′+Aψ

(C2 − ψτψ′+Aψ)2

)
, (23)

здесь C3 = C3(x, y)–произвольная функция.
Теперь подставим найденные выражение для u и ux, а именно (23) и (22),
во второе уравнение системы (17). Получим соотношение на функции C2 и
C3:

C3 =
2(ψ′ + Aψ)2

ψ̄
C2.

С учетом этого, выражение (23) перепишется в виде

u = ln

(
2C2(ψ

′ +Aψ)2τψ
′+Aψ

ψ̄(C2 − ψτψ′+Aψ)2

)
. (24)

Далее, воспользуемся тем фактом, что ux есть производная u по x. Продиф-
ференцируем (24) по x и приравняем к выражению (22) для ux. Получим
следующие соотношения:

(ψ′ +Aψ)′x = 0,
(C2)

′
x

C2
= −A.

Теперь продифференцируем равенство (24) по y и подставим данное соот-
ношение в третье уравнение системы (17). Откуда следует, что

A′
y = 0,

(C2)
′
y

C2
= −ψ

′ + Aψ

ψ̄

и

uy =
(ψ′ + Aψ)(C2 + ψτψ

′+Aψ)

ψ̄(C2 − ψτψ′+Aψ)
− ψ̄′

ψ̄
. (25)

Далее, имеем ψ′+Aψ = const, а с учетом (19), получаем, что ψ′+Aψ = 1.
Тогда выражение (24) перепишется в виде

u = ln

(
2C2τ

ψ̄(C2 − ψτ)2

)
, (26)
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где функция C2(x, y) удовлетворяет системе уравнений
{

(C2)
′
x

C2
= ψ′

ψ − 1
ψ ,

(C2)
′
y

C2
= − 1

ψ̄
.

Решая данную систему уравнений найдем C2, а функции ψ(x), ψ̄(y) заме-
ним в силу формул (18), тогда получим

C2(x, y) = C




x∫

0

φ(t)dt

y∫

0

φ̄(t)dt




−1

ψ(x).

Подставим найденную функцию C2(x, y) в решение u (26) и, учитывая фор-
мулы (18), получим следующее решение

u = ln




4τφ(x)φ̄(y)
(
2− τ

x∫
0

φ(t)dt
y∫
0

φ̄(t)dt

)2


 . (27)

Формула (27) задает решение задачи Гурса (15), (16).

§ 3. Уравнение uxy = euuy

Рассмотрим задачу Гурса для уравнения

uxy = euuy, (28)

u(x, y)− ln
(
τφ(x)φ̄(y)

)
= 0 при xy = 0. (29)

В работе [3] приведена формула для симметрий уравнения (28), а именно

f = (D + ux)W (x) + uyW̄ (y).

Тогда динамическая система для задачи (28), (29) (см. (14)) имеет сле-
дующий вид 




τ ∂u∂τ = (D + ux)ψ = uyψ̄,

τ ∂ux∂τ = euuyψ̄,

τ
∂uy
∂τ = euuyψ.

(30)

Вначале решим первое уравнение системы (30):

ψ′(x) + uxψ(x) = uyψ̄(y),
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которое представляет собой дифференциальное уравнение в частных про-
изводных первого порядка относительно неизвестной u(x, y). Решение дан-
ного уравнения записывается в виде

u = ln f ′
x(x, τ) + Φ

(
f(x, τ) + f̄(y, τ), τ

)
. (31)

где Φ-произвольная функция, а

f ′(x) =
1

ψ(x)
, f̄ ′(y) =

1

ψ̄(y)
.

Далее необходимо найти вид функции Φ, для этого подставим u из форму-
лы (31) в исходное уравнение (28), получим

Φ′′ = eΦΦ′.

Данное уравнение легко интегрируется, в результате имеем

Φ = ln

(
α(τ)eα(τ)f+α(τ)f̄+β(τ)

1− eα(τ)f+α(τ)f̄+β(τ)

)
,

здесь α(τ), β(τ)-произвольные функции. Тогда функция u, с учетом (31),
примет вид

u = ln

(
f ′
xα(τ)e

α(τ)f+α(τ)f̄+β(τ)

1− eα(τ)f+α(τ)f̄+β(τ)

)
. (32)

Для того, чтобы определить функции α(τ), β(τ), воспользуемся краевыми
условиями (29). А именно, в решение (32) положим x = 0 и выразим
функцию f̄(y, τ), получим:

f̄(y, τ) =
1

α
ln

(
τφ(0)φ̄(y)

f ′
x(0, τ)α+ τφ(0)φ̄(y)

)
− f(0, τ)− β

α
. (33)

Далее положим в выражение (32) y = 0 и, с учетом (29), имеем

τφ(x)φ̄(0) = ln

(
f ′
x(x, τ)αe

αf(x,τ)+αf̄(0,τ)+β

1− eαf(x,τ)+αf̄ (0,τ)+β

)
. (34)

Обозначим черезX(x, τ) = eαf(x,τ), тогда соотношение (34) можно записать
в виде:

X ′
x(x, τ) + τφ(x)φ̄(0)X(x, τ) = e−αf̄(0,τ)−βτφ(x)φ̄(0).

Данное уравнение представляет собой линейное дифференциальное урав-
нение первого порядка, решение которого представимо в виде

f(x, τ) =
1

α
ln

(
e−αf̄(0,τ)−β +

[
eαf(0,τ) − e−αf̄(0,τ)−β

]
e
−τφ̄(0)

x∫
0

φ(t)dt

)
. (35)
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Далее из формулы (35) найдем f ′
x(0, τ) и подставим в выражение (33),

получим

f̄(y, τ) =
1

α
ln

(
φ̄(y)

φ̄(y)− φ̄(0) + φ̄(0)e−αf̄(0,τ)−αf(0,τ)−β

)
− f(0, τ)− β

α
. (36)

Теперь подставим найденные функции f и f̄ из соотношений (35) и (36)
в решение (32), и после несложных преобразований, функция u примет
следующий вид

u(x, y, τ) = ln


 τφ(x)φ̄(y)φ̄(0)

φ̄(y)− (φ̄(y)− φ̄(0))e
τφ̄(0)

x∫
0

φ(t)dt


 .

Последняя формула является решением задачи Гурса (28), (29).
Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и

науки Российской Федерации, соглашение 8499, а также РФФИ (грант 11-
01-97005-р_поволжье_а).
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УДК 517

ЗАДАЧА О ДВУХ ИНВАРИАНТАХ

Габиев Р. А.
Карачаевск, КЧГУ им. У.Д.Алиева

Введение

Одним из наиболее знаменитых примеров точно интегрируемого нели-
нейного уравнения в частных производных является уравнение Лиувилля

uxy = exp u. (1)

Как известно, уравнение Лиувилля обладает интегралами

ω = uxx −
1

2
u2x, ω̄ = uyy −

1

2
u2y.

Последнее означает, что функция ω на любом решении u(x, y) уравнения
(1) не зависит от y, а функция ω̄ – от x.

На сегодняшний день существуют различные определения точно инте-
грируемых уравнений лиувиллевского типа. Одно из определений основано
на понятии x- и y-интегралов. Функция W (u, ux, uxx, ...), зависящая от u и
конечного числа производных u по переменной x, называется x-интегралом
уравнения

uxy = f(u, ux, uy), (2)

если Dy(W ) = 0. Аналогично, функция W̄ (u, uy, uyy, ...), зависящая от u и
конечного числа производных u по y, называется y-интегралом уравнения
(2), если Dx(W̄ ) = 0. Уравнение (2) принято называть точно интегрируе-
мым уравнением лиувиллевского типа, если оно обладает нетривиальными
x- и y-интегралами.

Исследованием уравнений

uxy = g(x, y, u, ux, uy), (3)

обладающих интегралами второго порядка занимался Гурса [1,2]. Список
Гурса был дополнен в [3] двумя уравнениями, допускающими интегралы
третьего порядка. Вессио [4,5], используя оригинальный алгебраический
подход, получил список Гурса и нашел решения каждого уравнения из
этого списка.
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Что касается, современных исследований, в работе [6] описаны все урав-
нения (3), обладающие интегралами порядка не выше второго. Жибер и
Соколов [7] выбрав другое (эквивалентное) определение точно интегриру-
емых уравнений лиувиллевского типа вида (3), провели полную классифи-
кацию таких уравнений.

§ 1. Задача о двух инвариантах

В связи с работой [8] возникла задача о совместности двух интегралов:

DyA(u, ux, uxx) = 0, DxB(u, uy, uyy) = 0. (4)

Симметричный случай x↔ y интересен в первую очередь.
Рассмотрим более простой случай

DyA(ux, uxx) = 0, DxB(uy, uyy) = 0. (5)

Тогда уравнения (5) запишутся в виде:

uxxy = a(ux, uxx)uxy, uxyy = b(uy, uyy)uxy; a = − Aux

Auxx

, b = − Buy

Buyy

. (6)

Продифференцируем первое из них по y, а второе по x и обозначив функ-
ции a = a(p, q), b = b(p, q) имеем

uxxyy = (apuxy + aqauxy)uxy + abuxy (7)
uxxyy = (bpuxy + bqbuxy)uxy + abuxy

Откуда получаем уравнение ap − bp + aq · a− bq · b = 0 или

ap + a · aq = bp + b · bq = ε = const . (8)

Переходя от квазилинейных уравнений к линейным отметим, что эти
функции a = a(p, q) и b = b(p, q) можно найти решив линейное уравнение
в частных производных. Возможны два случая ε = 0 и ε 6= 0.

§ 2. Cлучай ε = 0

Принимая Z(p, q, a) = 0 за решение уравнения (8) в неявной форме в
случае ε = 0 нам надо решить уравнение

Zp + aZq = 0.

Первыми интегралами соответствующей системы обыкновенных уравне-
ний будут Z1 = a и Z2 = ap− q. А решением будет

Z(a, ap− q) = 0.

Имеют место следующие частные случаи.
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1. Случай ap−q = 0. Имеем a = q
p
= −Ap

Aq
; pAp+qAq = 0. Решая последнее

уравнение имеем
A = F (

q

p
). (9)

где F -есть любая непрерывно дифференцируемая функция.

2. Случай a+ (ap− q) = 0. Имеем a = q
p+1 = −Ap

Aq
; (p+ 1)Ap + qAq = 0.

A = F (
q

p+ 1
). (10)

3. Случай a2 + (ap − q)2 = 0. Имеем (1 + p2)a2 + (−2pq)a + q2 = 0;
a = q(p±i)

1+p2 = −Ap

Aq
; Ap

1+p2

p±i + qAq = 0.

A = F (ln
q√

1 + p2
± i · arctan p). (11)

4. Случай (ap− q) + 1 = 0. Имеем a = q−1
p = −Ap

Aq
; pAp + (q − 1)Aq = 0.

A = F (
q − 1

p
). (12)

5. Случай (ap− q)− 1 = 0.

A = F (
q + 1

p
). (13)

6. Случай a− (ap− q) = 0.

A = F (
q

p− 1
). (14)

§ 3. Cлучай ε 6= 0

Имеем уравнение
Zp + aZq + εZa = 0.

Первыми интегралами соответствующей системы обыкновенных уравне-
ний будут Z1 = a− εp и Z2 = a2 − 2εq. Решением уравнения будет

Z(a− εp, a2 − 2εq) = 0.

Имеют место следующие частные случаи.
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1. Случай Z1 = 0, т.е. a−εp = 0. Тогда имеем a = εp = −Ap

Aq
; εpAq+Ap =

0.
A = F (q − ε

2
p2). (15)

Это частное решение приводит нас к уравнению Лиувилля:
пусть uxy = exp v, тогда vx = a(ux, uxx) = εux, vy = b(uy, uyy) = εuy и

v = εu+ const,

vxy = εuxy = ε exp v.

2. Случай Z2 = 0, т.е. a2 − 2εq = 0. Тогда имеем a = ±√
2εq = −Ap

Aq
;

Ap ±Aq

√
2εq = 0.

A = F (p±
√

2q

ε
). (16)

{
a = ±√

2εuxx

b = ±
√

2εuyy
⇒
{
uxy = ev

v2x + v2y = 2ε(uxx + uyy)

3. Случай Z2 = Z2
1 , т.е. a2−2εq = (a−εp)2. Тогда имеем a = ε

2p+
q
p = −Ap

Aq
;

A = F (
q

p
− ε

2
p). (17)

{
a = vx =

ε
2ux +

uxx
ux

b = vy =
ε
2uy +

uyy
uy

.

4. Случай Z2 − 2Z1 = 0, т.е. (a2 − 2εq) − 2(a − εp) = 0. Тогда имеем
a = 1±

√
1− 2ε(p− q) = −Ap

Aq
;

A = F (p± 1

ε

√
1 + 2ε(q − p)). (18)
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[2] Goursat E. Sur quelques équations du second order qui admettent une
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УДК 517.938

НЕЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА ДВУХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО
ПОРЯДКА С ДВУМЯ ПАРАМЕТРАМИ

Гадыльшин Т. Р.
Уфа, УГАТУ

Введение

В работе рассматривается автономная система дифференциальных
уравнений

{
dx
dt = −γx− τy + y(x2 + y2)
dy
dt

= 1 + τx− γy − x(x2 + y2)
,

где τ > 0, γ > 0. В дальнейшем будет удобно пользоваться записью этой
системы и в полярных координатах:

{
dr
dt = sinϕ− γr

r
(
dϕ
dt + r2 − τ

)
= cosϕ

, (1)

§ 1. Случай γ = 0

В случае γ = 0 система (1) принимает вид
{

dr
dt = sinϕ

r
(
dϕ
dt + r2 − τ

)
= cosϕ

, (2)

а неподвижные точки системы (2) определяются из следующей системы
уравнений: {

sinϕ = 0

r
(
r2 − τ

)
= cosϕ

,

которая, в свою очередь, распадается на две системы уравнений:
{
ϕ = 0
r
(
r2 − τ

)
= 1

(3)

и {
ϕ = π

r
(
r2 − τ

)
= −1

. (4)
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Из анализа второго уравнения в (3) следует, что оно имеет только один
положительный корень r0, причем,

r0 >

√
τ

3
. (5)

Из анализа второго уравнения в (4) следует, что у этого уравнения, если

τ <
3
3
√
4
, (6)

то положительных корней нет, а если

τ >
3
3
√
4
, (7)

то существует два положительных корня r1 и r2, причем,

r1 <

√
τ

3
< r2. (8)

Таким образом, получили, что справедлива следующая

Лемма 1. Если τ удовлетворяет неравенству (6), то система уравнений
(2) имеет единственную неподвижную точку (r0, 0), где для r0 справедли-
во неравенство (5), а если τ удовлетворяет неравенству (7), то система
уравнения (2) имеет три неподвижные точки (r0, 0), (r1, π) и (r2, π), где
для ri справедливы неравенства (5) и (8).

Точка (r2, 0) является седлом линеаризованной системы для (2). Поэто-
му она является седловой точкой и для (2).

Однако, точки (r0, 0) и (r1, π) для соответствующих линеаризованных
систем уравнений являются центрами. Поэтому линеаризация (2) в этих
точках не позволяет выяснить устойчивость точек (r0, 0) и (r1, π) для си-
стемы (2). Для выяснения этого вопроса используются функции Ляпунова,
которые для системы уравнений (2) в этих точках имеют вид

Ii(r, ϕ) =
r4

4
− τr2

2
− cosϕ−

(
r4i
4
− τr2i

2
− (−1)i

)
Ci.

Так как в силу (5) и (8) функции I0(r, ϕ) и I1(r, ϕ) достигают строгий
локальный минимум в точках (r0, 0) и (r1, π) соответственно, то эти точки
являются устойчивыми (см., например, [1]).

В итоге получили справедливость следующего утверждения.

Теорема 1. Неподвижная точка (r2, π) системы уравнений (2) является
неустойчивой (седлом), а неподвижные точки (r0, 0) и (r1, π) этой си-
стемы — устойчивыми (фокусами или центрами).
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§ 2. Случай γ > 0

В случае, когда γ > 0 неподвижные точки автономной системы уравне-
ний (1) определяются из следующей системы уравнений:

{
sinϕ = γr
cosϕ = r

(
r2 − τ

) . (9)

Из анализа этой системы следует

Лемма 2. Система (1) имеет три неподвижные точки, если
{

9− 8τγ2 > 0
δ−(γ, τ) < 8γ6 < δ+(γ, τ)

,

где
δ±(γ, τ) := 12τγ2 − 8(τγ2)2 − (9− 8τγ2)(3∓

√
9− 8τγ2).

Если же
{

9− 8τγ2 > 0
8γ6 < δ−(γ, τ)

, или
{

9− 8τγ2 > 0
8γ6 > δ+(γ, τ)

, или 9− 8τγ2 < 0,

то система уравнений (1) имеет одну неподвижную точку.

Пусть (r0, ϕ0) – неподвижная точка системы уравнений (1). Линеаризуя
эту систему в точке (r0, ϕ0), получаем:

{
dr
dt = −γ(r − r0) + cosϕ0(ϕ− ϕ0)
dϕ
dt

=
(
−cosϕ0

r20
− 2r0

)
(r − r0)− sinϕ0

r0
(ϕ− ϕ0)

. (10)

Собственные значения матрицы



−γ cosϕ0

−cosϕ0

r20
− 2r0 −sinϕ0

r0




равны

λ =

(
−γ ±

√
− cosϕ0

(
cosϕ0

r20
+ 2r0

))
(11)

Обозначим

α = γ−3, β = τγ2, U = α− 1
3r, V = (r3 − α

2
3βr). (12)
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В этих обозначениях равенство (11) в силу (9) имеет вид

λ = α− 1
3

(
−1±

√
D(V0, U0, α)

)
,

D(V, U, α) := −V
(
V

U 2
+ 2αU

)
,

(13)

а сама система (9) эквивалентна системе уравнений



U 2 + V 2 = 1
V = α(U 3 − βU)

0 < U 6 1

. (14)

Если (r0, ϕ0) – единственная неподвижная точка автономной системы
(1), то в силу (14) получаем следующие цепочки:

β < 1 ⇒ V0 > 0 ⇒ D(V0, U0, α) < 0;

β = 1 ⇒ V0 = 0 ⇒ D(V0, U0, α) = 0; (15)
β > 1, V0 < −2αU 3

0 ⇒ D(V0, U0, α) < 0;

β > 1, V0 = −2αU 3
0 ⇒ D(V0, U0, α) = 0; (16)

β > 1, V0 > −2αU 3
0 ⇒ D(V0, U0, α) > 0.

Отсюда и из (13) вытекает

Лемма 3. Если (r0, ϕ0) – единственная неподвижная точка автоном-
ной системы (1), то для линеаризованной системы (10) она является
устойчивым фокусом, если β > 1, а V0 < −2αU 3

0 или β < 1, устойчивым
вырожденным узлом, если β > 1, а V0 = −2αU 3

0 или β = 1, устойчивым
узлом, если β > 1, V0 > −2αU 3

0 и D(V0, U0, α) < 1, и седлом, если β > 1,
V0 > −2αU 3

0 и D(V0, U0, α) > 1.

Из (12) и лемм 2 и 3 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Если {
τγ2 6 1

8γ6 < δ−(γ, τ)
,

то система уравнений (1) имеет одну неподвижную точку, причем, если
τγ2 < 1, то эта точка является устойчивым фокусом, а если τγ2 = 1,
то она является либо устойчивым фокусом, либо устойчивым узлом.

На плоскости (τ, γ) обозначим через D множество на котором автоном-
ная система имеет единственную неподвижную точку (см., лемму 2), а че-
рез σ1 – пересечение кривой τ = γ−2 с D. На этой кривой в силу (13) и
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(15) мнимая часть λ обращается в нуль. Найдем другие кривые из D, на
которых мнимая часть λ также обращается в нуль. Для этого в силу (13)
и (16) необходимо и достаточно при β = τγ2 > 1 дополнить систему (14)
уравнением

V = −2αU 3. (17)

Исключая U , V в (14), (17) и возвращаясь к переменным τ γ, получаем,
что существует еще одна кривая σ2, на которой мнимая часть λ обращается
в нуль, и она определяется как пересечение кривой

γ =

√
3

τ
− 4

9
τ

и D.
Из определения кривых σ1 и σ2 следует, что они не пересекаются. Обо-

значим

D2 = D ∩
{
(τ, γ) :

√
1

τ
< γ <

√
3

τ
− 4

9
τ

}
, D1 = D\D2.

Из теорем 2 и 1 и определения Di последовательно вытекают пункты
следующей теоремы.

Теорема 3. Для всех (τ, γ) ∈ D1 единственная неподвижная точка си-
стемы уравнений (1) является устойчивым фокусом.

Для всех (τ, γ) ∈ D2 близких к σ1 единственная неподвижная точка
системы уравнений (1) является устойчивым узлом.

Для всех (τ, γ) ∈ D2 близких к σ2 единственная неподвижная точка
системы уравнений (1) является устойчивым узлом.

Для всех (τ, γ) ∈ σ1 ∪ σ2 единственная неподвижная точка системы
уравнений (1) является устойчивым узлом.

Для всех (τ, γ) ∈ D2 единственная неподвижная точка системы урав-
нений (1) не является фокусом.

Автор признателен Л.А. Калякину за постановку задачи.
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УДК 517.53

ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ КРИТЕРИИ
КВАЗИАНАЛИТИЧНОСТИ КЛАССА КАРЛЕМАНА В УГЛЕ

Гайсин Р. А.
Уфа, БашГУ

Введение

Пусть {Mn}∞n=0— последовательность положительных чисел, ∆γ ={
z : |argz| < π

2γ

}
(1 < γ < ∞) — угол, H(∆γ,Mn) — класс аналитических

в ∆γ функций f , удовлетворяющих оценкам

sup
z∈∆γ

|f (n)(z)| ≤ CfMn (n = 0, 1, 2, . . .).

Класс H(∆γ,Mn) называется квазианалитическим в точке z = 0, если
из того, что f ∈ H(∆γ,Mn) и f (n)(0) = 0 (n = 0, 1, 2, . . .) следует, что f ≡ 0

.
Пусть {Mn}— логарифмически выпуклая последовательность, то есть

выполняется условие: M2
n ≤ Mn−1Mn+1 (n = 1, 2, . . .). Нетрудно показать,

что в этом случае класс H(∆γ,Mn) квазианалитичен в точке z = 0 тогда

и только тогда, когда
∞∑
n=0

(
Mn

Mn+1

) γ
γ+1

= ∞. Оказывается, в случае, когда по-

следовательность {Mn}
γ

γ+1 является регулярной в смысле Е.М.Дынькина,
класс H(∆γ,Mn) квазианалитичен в точке z = 0 тогда и только тогда,
когда

d∫
0

ln lnh∗(r)dr = ∞, h∗(r) = sup
n≥0

n!

M
γ

γ+1
n rn

.

В терминах функции следа аналог первого утверждения ранее был из-
вестен как теорема Р.Салинаса. Второе утверждение при выполнении того
же билогарифмического условия (при γ = +∞) для отрезка ранее было
доказано Е.М.Дынькиным.

§ 1. История вопроса и постановка задач

Пусть G — некоторая область комплексной плоскости, {Mn}∞n=0 — после-
довательность положительных чисел. Некоторые из чисел Mn могут быть
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равны +∞, но предполагается, что существует бесконечное число конеч-
ных Mn. Через H(G,Mn) обозначим класс функций, аналитических в об-
ласти G и удовлетворяющих условиям:

sup
z∈G

|f (n)(z)| ≤ CfMn (n = 0, 1, 2, . . .).

Класс H(G,Mn) называется квазианалитическим в точке z0 ∈ Ḡ, если
из того, что f ∈ H(G,Mn) и f (n)(z0) = 0 (n = 0, 1, 2, . . . ) следует, что
f ≡ 0.

Р.Салинасом в 1955 году доказана следующая
ТЕОРЕМА [1]. Пусть

∆γ = {z : |argz| < π

2γ
, 0 < |z| < ∞} (1 < γ <∞).

Класс H(∆γ,Mn) является квазианалитическим в точке z = 0 тогда
и только тогда, когда выполняется условие

∞∫

1

lnT (r)

r1+
γ

1+γ

dr = +∞.

Здесь T (r) = sup
n≥0

rn

Mn
— функция следа последовательности {Mn}.

Необходимое и достаточное условие квазианалитичности классаH(K,Mn),
где K-круг, в 1965 году было получено Б. И. Коренблюмом [2]. Критерий
квазианалитичности классаH(D,Mn) в граничной точке произвольной вы-
пуклой области D, установлен Р. С. Юлмухаметовым [3, теорема 4.4.2].

Теорема Юлмухаметова, как и теоремы Салинаса и Коренблюма, дока-
зана в терминах функции T (r). Возникает задача: для каких областей до-
статочно общего вида (необязательно ограниченных, выпуклых и односвяз-
ных) и для каких последовательностей {Mn} условия квазианалитичности
допускают переформулировку в терминах билогарифмического интеграла
Левинсона?

Цель настоящей статьи — получить ответ на этот вопрос в случае угла
∆γ.

§ 2. Некоторые факты и вспомогательные утверждения

Справедлива следующая
Лемма 1. Логарифмически выпуклая последовательность {Mn} пол-

ностью определяется функцией следа T (r), причем

Mn = sup
r≥0

rn

T (r)
(n = 0, 1, 2, . . .).
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Доказательство. Из определения функции T (r) следует, что

Mn ≥
rn

T (r)
(n = 0, 1, 2, . . .).

Поскольку левая часть данной оценки не зависит от r, то для всех n ≥ 0

выполняются оценки
Mn ≥ sup

r≥0

rn

T (r)
. (1)

Но из условия логарифмической выпуклости последовательности {Mn}
следует, что

Mn

Mn−1
≤ Mn+1

Mn
(n = 1, 2, . . .).

Возьмем rn =
Mn+1

Mn
и покажем, верны равенства

T (rn) = sup
k≥0

rkn
Mk

=
rnn
Mn

.

Действительно, так как T (rn) ≥ rnn
Mn

(n = 0, 1, 2, . . .), то достаточно пока-
зать, что для всех k = 0, 1, 2, . . . выполнены оценки

rnn
Mn

≥ rkn
Mk

. (2)

Если учесть выбранное значение r = rn, то оценки (2) запишутся в виде

1

Mn

(
Mn+1

Mn

)n
≥ 1

Mk

(
Mn+1

Mn

)k
,

что равносильно тому, что

Mk

Mn
≥
(
Mn+1

Mn

)k−n
(k = 0, 1, 2, . . .).

Таким образом, при каждом фиксированном значении n осталось убе-
диться в справедливости последних оценок.

Пусть, сначала, k > n. Тогда из логарифмической выпуклости последо-
вательности {Mn} имеем:

Mn+1

Mn
≤ Mn+2

Mn+1
≤ Mn+3

Mn+2
≤ . . . ≤ Mk

Mk−1
(k = n+ 1, n+ 2, . . .).

Следовательно, перемножая эти оценки, получаем, что

Mn+1

Mn

Mn+2

Mn+1

Mn+3

Mn+2
. . .

Mk

Mk−1
≥
(
Mn+1

Mn

)k−n
(k = n+ 1, n+ 2, . . .).
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Отсюда видно, что для всех k ≥ n (n = 1, 2, . . .)

Mk

Mn
≥
(
Mn+1

Mn

)k−n
(k = 0, 1, 2, . . .),

что и требовалось.
Случай k < n рассматривается аналогично. Таким образом, действи-

тельно имеют место равенства

Mn =
rnn

T (rn)
(n = 0, 1, 2, . . .). (3)

Если учесть оценки (1) и равенства (3), то по определению точной верхней
грани получаем требуемые равенства

Mn = sup
r≥0

rn

T (r)
(n = 0, 1, 2, . . .).

Лемма 1 доказана.
Пусть {Mn} - логарифмически выпуклая последовательность. Наша за-

дача — переформулировать критерий квазианалитичности Р.Салинаса в
угле ∆γ

∞∫

1

lnT (r)

r1+
γ

1+γ

dr = +∞

в терминах самой последовательности {Mn}. Для этого рассмотрим инте-
грал

∞∫

aα

lnT (r)

r1+
1
α

(α > 1).

При замене s = r
1
α он перейдет в выражение

α

∞∫

a

lnT (sα)

s2
ds.

Рассмотрим теперь величину

T∗(r) = sup
n≥0

rn

M
1
α
n

,

которая является функцией следа последовательности {M
1
α
n }. Тогда, оче-

видно, имеем

T∗(r) = sup
n≥0

[
rnα

Mn

] 1
α

= [T (rα)]
1
α .
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Так как
lnT∗(r) =

1

α
lnT (rα),

то интеграл
∞∫

a

lnT∗(r)

r2
dr (4)

сходится или расходится одновременно с интегралом
∞∫

a

lnT (rα)

r2
dr.

Далее, поскольку последовательность {Mn} логарифмически выпукла, то
[
M2

n

] 1
α ≤M

1
α

n−1M
1
α

n+1,

то есть последовательность {M∗
n}, где M∗

n = M
1
α
n , также логарифмиче-

ски выпукла. Следовательно, по известной теореме Данжуа-Карлемана [4,
с.104] интеграл (4) сходится или расходится одновременно с рядом

∞∑

n=0

M∗
n

M∗
n+1

=

∞∑

n=0

(
Mn

Mn+1

) 1
α

.

Таким образом, для логарифмически выпуклой последовательности
{Mn} справедлива (см. также в [4],с. 55–56)

Лемма 2. Следующие три условия эквивалентны:

1)
∞∫
1

lnT (r)

r1+
1
α
dr = ∞, где T (r) = sup

n≥0

rn

Mn
;

2)
∞∑
n=0

(
Mn

Mn+1

) 1
α

= ∞;

3)
∞∑
n=0

1

β
1
α
n

= ∞, где βn = inf
k≥n

M
1
k

k .

Лемма 2 позволяет переформулировать теорему Салинаса о квазианали-
тичности класса Карлемана H(∆γ,Mn) в угле ∆γ в других эквивалентных
формах, явно связанных с заданной последовательностью {Mn}. Таким
образом, имеет место следующая

ТЕОРЕМА 1. Пусть {Mn} - логарифмически выпуклая последова-
тельность положительных чисел Mn (n ≥ 0). Для того, чтобы класс
H(∆γ,Mn) был квазианалитическим в точке z = 0, необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось любое из эквивалентных условий:

1)
∞∫
1

lnT (r)

r
1+

γ
1+γ
dr = ∞, где T (r) = sup

n≥0

rn

Mn
;
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2)
∞∑
n=0

(
M c

n

M c
n+1

) γ
1+γ

= ∞;

3)
∞∑
n=0

1

β
γ

1+γ
n

= ∞, где βn = inf
k≥n

M
1
k

k .

Действительно, теорема 1 есть следствие теоремы Салинаса и леммы 2.
Чтобы убедиться в этом, достаточно в лемме 2 положить 1

α = γ
1+γ (так как

1 < γ <∞, то, очевидно, 1 < α < 2).

§ 3. Билогарифмическое условие квазианалитичности для класса
H(∆γ,Mn)

Следуя работе [5], введем в рассмотрение присоединенную последова-
тельность {mn}, где mn = Mn

n! . Здесь {Mn} - любая положительная после-
довательность чисел. Теперь дополнительно предположим, что последова-
тельность {Mn} подчинена следующим требованиям:
a)m2

n ≤ mn−1mn+1 (n ≥ 1);

b) sup
n

(
mn+1

mn

) 1
n

<∞;

c)m
1
n
n → ∞, n→ ∞.

Если выполнены условия а)-с), то последовательность {Mn} называет-
ся регулярной. Условие a)— это условие логарифмической выпуклости по-
следовательности {mn}. Отметим также, что из условия b) вытекает за-
мкнутость класса C{Mn} относительно операции дифференцирования. Из
условия c) следует, что класс Карлемана C{Mn} содержит и аналитиче-
ские функции. Далее из условия a) следует, что и сама последовательность
{Mn} логарифмически выпукла (это проверяется непосредственно). Поэто-
му согласно теореме Данжуа-Карлемана эквивалентны условия:

a)
∞∫
1

lnT (r)
r2 dr = ∞; b)

∞∑
n=0

Mn

Mn+1
= ∞.

Для регулярной последовательности {Mn}, как показал Е.М.Дынькин
[5], условие b) (следовательно, и условие a)) равносильно тому, что

d∫

0

ln lnh(r)dr = +∞, (5)

где h(r) = ω(1
r
), ω(r) = sup

n≥0

rn

mn
— так называемый ассоциированный вес, а

величина d > 0 выбрана так, что h(d) ≥ e (условие (5) называется билога-
рифмическим условием или условием Левинсона). Здесь

h(r) = sup
n≥0

1

mnrn
, mn =

Mn

n!
, r > 0.
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Ясно, что h(r) — убывающая функция, lim
r→0

h(r) = ∞. Поскольку после-
довательность {mn} логарифмически выпукла, то имеет место обратное
представление:

mn = sup
r>0

1

rnh(r)
(n = 0, 1, 2 . . . ).

Имея в виду сказанное выше, перепишем условие типа Салинаса
∞∫

1

lnT (r)

r1+
1
α

dr = ∞ (
1

α
=

γ

1 + γ
, 1 < γ <∞)

в терминах функции h(r). Действительно, из доказательства леммы 2 вид-
но, что интеграл

∞∫

aα

lnT (r)

r1+
1
α

dr

сходится или расходится одновременно с интегралом
∞∫

a

lnT∗(r)

r2
dr,

где
T∗(r) = sup

n≥0

rn

M
1
α
n

— функция следа последовательности M∗
n = M

1
α
n (1 < α < 2). Предполо-

жим, что последовательность {M∗
n} регулярна для всех α ∈ (1, 2). Тогда

последний интеграл сходится или расходится одновременно с интегралом

d∫

0

ln lnh∗(r)dr,

где функция h∗(r) определяется через последовательность {M∗
n}:

h∗(r) = sup
n≥0

1

m∗
nr

n
, mn∗ =

M∗
n

n!
=
M

1
α
n

n!
.

Таким образом, имеем

h∗(r) = sup
n≥0

n!

rnM
1
α
n

, 1 < α < 2.

75



Справедлива следующая
ТЕОРЕМА 2. Пусть последовательность {Mn} (n ≥ 0) положи-

тельных чисел Mn такова, что измененная последовательность {M∗
n},

M∗
n = M

γ
1+γ
n (1 < γ < ∞), является регулярной. Тогда класс H(∆γ,Mn)

квазианалитичен в точке z = 0 тогда и только тогда, когда выполняет-
ся условие Левинсона

d∫

0

ln lnh∗(r)dr = +∞.

Здесь
h∗(r) = sup

n≥0

n!

M
γ

1+γ
n rn

, 1 < γ <∞.

В заключение автор выражает признательность своему научному руко-
водителю профессору Р. С. Юлмухаметову за постановку задач и внимание
к работе.
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УДК 517.91+514.763.8+514.8

КЛАССЫ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ УРАВНЕНИЙ ТИПА I ИЗ
СПРАВОЧНИКА Э.КАМКЕ

Еникеева Р. В, Имаева Е. А., Картак В. В.
Уфа, БашГУ

Введение

Обыкновенные дифференциальные уравнения вида

y′′ = P (x, y) + 3Q(x, y)y′ + 3R(x, y)y′2 + S(x, y)y′3, (1)

имеющие постоянный инвариант Картана I1 были рассмотрены в работе [1].
Формула для вычисления инварианта I1 через коэффициенты уравнения
(1) содержится в работе [2]. В зависимости от значения этого инварианта
уравнения относятся к одному из четырех типов:

Тип канонический вид инвариант I1
I y′′ = ey + t(x)y + s(x) 3/5
II y′′ = − ln y + t(x)y + s(x) −9/10

III y′′ = y(ln y − 1) + t(x)y + s(x) −12/5

IV y′′ = yC+2

(C+1)(C+2)
+ t(x)y + s(x) 3(C + 5)/(5C),

C 6= 0, −1, −2, −5

Здесь t(x), s(x) произвольные функции. Для каждого типа в работе
[1] канонический вид уравнений уточняется, в зависимости от значений
дополнительных инвариантов уравнения.

В работе [3] в качестве иллюстрирующего примера были найдены все
уравнения из справочника Э.Камке [4], относящиеся к типам I-IV. Это 73
уравнения из 205 уравнений, имеющих вид(1).

Данная статья посвящена анализу уравнений типа I из справочника
Э.Камке. Для каждого найден уточненный канонический вид и точечное
преобразование, приводящее его к этому виду.

Уравнения типа I

Уравнения типа I в зависимости от значений дополнительных инвари-
антов J3, J6, J1, K делятся на следующие подтипы:
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Под- J3 J6 J1 K Каноническая
тип форма
I.1 0 0 − 0 y′′ = ey

I.2 6= J3 − 0 y′′ = ey + 1
const

I.3 6= 6= J3, const= 0 y′′ = ey + y + a
const 6= const a

I.4 6= J3 − const= y′′ = ey + 4
kx2

const k 6= 0

I.5 6= J3 − 6= y′′ = ey + s(x),

const const s(x) 6= const
I.6 6= 6= J3, 6= 6= y′′ = ey + t(x)y+,

const 6= const const const +s(x), t(x) 6= 0

Здесь дополнительные инварианты J3, J6, J , J1, J9, K определяются
через базовые инварианты I3, I6, I9. Формулы для вычисления базовых
инвариантов содержатся в работе [2].

J3 = 15I3 − 1, J6 = 5I6, J =
J3

J3 − J6
,

J1 = J + ln

(
J3
J

)
, J9 = 1875I9, K =

J9
J3
3

.

Подтипы I.1-I.4 задают классы эквивалентности уравнений типа I отно-
сительно общих невырожденных точечных замен переменных: все уравне-
ния подтипа I.1 эквивалентны, все уравнения подтипа I.2 эквивалентны, все
уравнения подтипа I.3 с одинаковым значением инварианта J1 = a экви-
валентны, все уравнения подтипа I.4 с одинаковым значением инварианта
K = k эквивалентны.

Уравнения типа I из справочника Э.Камке

Из 73 уравнений справочника [3] с постоянным инвариантом Картана I1
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были выбраны все уравнения типа I:

6.14 y′′ = ey

6.28 y′′ = −ay′ − bey + 2a, b 6= 0

6.75 y′′ = −2

x
y′ − ey

6.76 y′′ = −a
x
y′ − bey, b 6= 0

6.77 y′′ = −a
x
y′ − bx4−2aey, b 6= 0

6.83 y′′ = −a(e
y − 1)

x2
, a 6= 0

6.110 y′′ =
y′2

y
− 1

y

6.111 y′′ =
y′2

y
+

1

y

6.118 y′′ =
y′2

y
− ay′ − by2 + 2ay, b 6= 0

6.126 y′′ = −a(y
′2 + 1)

y
, a = −1

6.127 y′′ = −ay
′2

y
− by2, a = −1

6.165 y′′ = −by
′2

ay
− c4y

4 + c3y
3 + c2y

2 + c1y + c0
ay

, a = −b 6= 0,

c1 = c2 = c4 = 0, (c0 = 0 & c3 6= 0) or (c3 = 0 & c0 6= 0),

6.172 xyy′′ − xy′2 + ayy′ + bxy3 = 0, b 6= 0

Вот как они распределились по подтипам. В таблице приведена замена
переменных, которая приводит уравнение к каноническому виду, записан-
ному в

”
волнистых“ переменных x̃, ỹ.
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Таблица распределения уравнений по подтипам:

No. параметры тип замена K

6.14 I.1 0
6.28 a = 0, I.1 x = − x̃√

−b,
b 6= 0 y = ỹ 0

6.28 a = −1, I.1 x = lnx̃,
b 6= 0 y = ỹ + ln(− x̃2

b ) 0
6.28 a 6= −1, 0, I.4 x = − ln(ax̃)

a ,
b 6= 0 y = ỹ + ln(−a2x̃2

b
) 2a

a+1

6.75 I.4 x = − 1
x̃
,

y = ỹ + ln(−x̃2) 1

6.76 a 6= 0, 1 I.4 x = x̃
1

1−a ,
b 6= 0 y = ỹ + ln(− (1−a)2

b x̃−2a) 2(a−1)
a

6.76 a = 0 I.1 x = x̃√
−b,

b 6= 0 y = ỹ 0
6.76 a = 1 I.1 x = ex̃,

b 6= 0 y = ỹ − 2x̃− ln(−b) 0
6.77 a = 1 I.1 x = ex̃,

b 6= 0 y = ỹ − ln(−b)− 4x̃ 0
6.77 a 6= 1 I.4 x = x̃

1
1−a ,

b 6= 0 y = ỹ + 4
a−1

ln x̃ a− 1

6.83 a = −2 I.1 x = x̃,
y = ỹ + ln( x̃

2

2 ) 0
6.83 a 6= −2 I.4 x = x̃,

y = ỹ + ln(− x̃2

a )
4

a+2

6.110 I.1 x = x̃,
y =

√
2e−

ỹ
2 0

6.111 I.1 x = x̃,
y =

√
−2e−

ỹ
2 0
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No. параметры тип замена K

6.118 a = 0 I.1 x = x̃,
b 6= 0 y = −eỹ

b 0
6.118 a = −1 I.1 x = ln x̃,

b 6= 0 y = −eỹ x̃2b 0
6.118 a 6= −1, 0 I.4 x = − ln x̃

a ,
b 6= 0 y = −eỹ a2x̃2

4b
2a
a+1

6.126 a = −1 I.1 x = x̃,
y =

√
−2e−

ỹ
2 0

6.127 a = −1 I.1 x = x̃,
b 6= 0 y = −eỹ

b 0

6.165 c0 = c1 = c2 = c4 = 0 I.1 x = x̃
√

b
c3

,
a = −b, c3 6= 0 y = eỹ 0

6.165 c3 = c1 = c2 = c4 = 0 I.1 x = x̃
√
− b

2c0
,

a = −b, b, c0 6= 0 y = e−
ỹ
2 0

6.172 a = 0 I.1 x = x̃,
b 6= 0 y = −eỹ

b 0
6.172 a = 1 I.1 x = ex̃,

b 6= 0 y = −eỹ−2x̃

b 0
6.172 a 6= 0, 1 I.4 x = (a−1)x̃1/(1−a)

√
b

,
b 6= 0 y = −x̃ 2a

a−1eỹ 2(a−1)
a

Всего из 24 уравнений (с учетом различных значений параметров) 7
уравнений имеют подтип I.4, остальные 17 уравнений имеют подтип I.1.

Выводы

Таким образом, все подходящие уравнения из справочника Э.Камке [3],
имеют подтип I.1 либо I.4. Интересно, что другие возможные типы урав-
нений в справочнике не представлены.

Для уравнений подтипа I.1 все базовые инварианты есть константы. В
работе [2] доказано, что в этом случае уравнение обладает двумерной ал-
геброй точечных симметрий. Следовательно, все такие уравнения интегри-
руются. В качестве канонической формы выбрано уравнение

ỹ′′ = eỹ.

Это есть уравнение Пенлеве III с тремя нулевыми параметрами (из четырех
возможных).
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Для уравнений подтипа I.4 все базовые инварианты функционально за-
висимы. Это можно легко проверить по результатам работы [1]: в спе-
циальной системе координат J3 = s(x)e−y, J6 = J3, J9 = (s′(x))2e−3y,
K = (s′(x))2/s3(x) = k = const. Тогда I3 = (J3 + 1)/15, I6 = J6/5 = J3/5,
I9 = J9/1875 = kJ3

3/1875. Согласно работе [2] такие уравнения облада-
ют одномерной алгеброй точечных симметрий. Тогда их порядок можно
понизить и свести к дифференциальным уравнениям первого порядка. Ка-
ноническая форма таких уравнений:

ỹ′′ = eỹ +
4

kx̃2
.

Ожидается, что при некоторых значениях параметра k можно будет най-
ти разрешимые случаи аналогично тому, как это сделано для уравнения
Эмдена-Фаулера в работе [5].

В заключение отметим, что уравнения Типа II в справочнике [3] не пред-
ставлены. Уравнений Типа III нашлось всего два.

Работа выполнена при поддержке гранта правительства РФ по договору
№11.G34.31.0042.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЫЖИВАЕМОСТИ ПАЦИЕНТОВ С
ДИАГНОЗОМ «ОСТРЫЙ КОРОНАРНЫЙ СИНДРОМ»

Зубаирова И.Р., Лакман И.А., Суяргулова Д.Р.,
Травникова Е.О.

УГАТУ

В последние десятилетия статистика служит вспомогательным сред-
ством получения научных знаний не только в прикладных науках, но и
в клинической медицине, что привело к появлению биометрии.

Современные учреждения здравоохранения в последнее время все чаще
применяют методы биометрии в своей повседневной деятельности, как для
постановки диагноза, так и для оптимизации лечебных мероприятий.

Целью проводимого исследования является оценка зависимости выжи-
ваемости больных, госпитализированных в городскую многопрофильную
клиническую больницу с диагнозом «острый коронарный синдром» (ОКС),
от дозировки назначенных медикаментов с целью оптимизации лечебных
мероприятий.

Задачами исследования являются выявление зависимости смертности
пациентов от выбранных медицинских показателей, построение прогнозной
модели и анализ полученных результатов.

В результате клинического анализа были получены более 1000 историй
болезней пациентов с диагнозом «коронарный синдром» в отделениях ин-
тенсивной терапии и реанимации кардиологического отделения городской
клинической больницы №21 города Уфы, а также данные о назначении
пациентам медикаментозного лечения, в частности дозировки лекарствен-
ного средства «Эгилок», которое снижает частоту сердечных сокращений.
Постановка задачи, а также все данные о пациентах и назначениях были
получены в ходе консультаций с врачами-кардиологами указанного выше
медицинского учреждения. Из-за специфичности исходных данных (пока-
затель смертности представляют собой бинарный ряд, а доза лекарствен-
ного средства может быть только одна) для решения поставленной задачи
была выбрана модель с дискретными зависимыми переменными (бинарная
модель).
yi = G(βixi1 + · · · + βpxip) + εi, i = 1, . . . , n, где G(Z) – S-образная

функция распределения.
βixi1+· · ·+βpxip = xTi β так что G(β1xi1+· · ·+βpxip = G(xTi β). Мы пред-

полагаем, что при фиксированных значениях объясняющих переменных в
n наблюдениях случайные ошибки ε1, . . . , εn статистически независимы и
E(εi|xi) = 0.
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Существует 3 вида функции G(Z):

1. Φ(z) = 1√
2π

z∫
∞
e

−t2

2 dt - - функция стандартного нормального распреде-

ления N(0, 1) (пробит-модель);

2. Λ(z) = ez

1+ez - функция стандартного логистического распределения
(логит-модель);

3. G(z) = 1− e−e
z- функция стандартного распределения экстремальных

значений (минимума) I-го типа (распределение Гомпертца, гомпит-
модель).

В ходе постановки задачи мы выяснили, что лекарственное средство
«Эгилок» назначают пациентам только в четырех разных дозах: 25, 50,
75 и 100 мг. Мы разбили всю совокупность на кластеры в зависимости
от дозировки и построили пробит-, логит- и гомпит-модели. В результате
переменные, соответствующие дозировкам в размере 75 и 100 мг, оказа-
лись незначимы по всем трем построенным моделям, и мы исключили их
из исследования. По итогам анализа, наилучшие результаты дала гомпит-
модель:

Опишем результаты:

• все коэффициенты при факторах c Prob <0,05. Это говорит о стати-
стической значимости коэффициентов;

84



• величина стандартной ошибки регрессии S.E.ofRegression равна
0,206;

• значение функции максимального правдоподобия LogLikelihood равно
-119,8736;

• величины статистик по информационным критериям Акаики, Шварца
и Ханнана-Куина равны 0,36, 0,37 и 0,366 соответственно.

Полученная модель является адекватной и статистически значимой.

F = −e−e−1.234574∗Egilok25−1.193781∗Egilok50

Оба фактора вносят существенный вклад в конечный результат

Оценка маржинального эффекта

Поскольку модель множественного выбора с неупорядоченными альтер-
нативами является нелинейной моделью, то оцененные коэффициенты име-
ют другую интерпретацию, по сравнению с коэффициентами в линейной
модели. Все эти модели имеют вид:

yi = G(βixi1 + · · ·+ βpxip) + εi, i = 1, . . . , n

при этом:

P{yi = 1|xi} = E(yi|xi) = G(xTi β)

Пусть k-я объясняющая переменная является непрерывной переменной.
Тогда предельный эффект (marginaleffect) этой переменной определяет-
ся как производная ∂P{yi=1xi}

∂xik
= ∂P{xTi β}

∂xik
и, в отличие от линейной модели,

этот эффект зависит от значений объясняющих переменных для i-го субъ-
екта xi = (xi1, . . . , xip)

T .
В таблице, представленной ниже, показаны маржинальные эффекты

каждого из факторов, включенных в модель:

Фактор Коэффициент Маржинальный эффект
Elilok25 -1.234574 -0,20405
Elilok50 -1.193781 -0,15635

Маржинальный эффект показывает, насколько изменится конечный ре-
зультат при изменении одного из показателей на единицу. Так наибольший
маржинальный эффект у показателя Egilok25, -20,4
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УДК 544.4

АНАЛИЗ ИДЕНТИФИЦИРУЕМОСТИ ПАРАМЕТРОВ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ РЕАКЦИИ ОКИСЛЕНИЯ
СЕРОВОДОРОДА С УЧЕТОМ АДСОРБЦИИ КИСЛОРОДА

И СЕРОВОДОРОДА

Исмагилова А. С., Магадиева Л. Р.
Уфа, БашГУ,Уфа, ИНК РАН

Введение

Изучение сложных химических реакций приводит к схемам с большим
числом промежуточных веществ, которые невозможно подвергнуть анали-
зу в ходе реакции. Таким образом, возникает значительная степень неопре-
деленности при оценивании параметров математических моделей кинети-
ки сложных реакций [1]. Более того, важно знать, какие из кинетических
констант однозначно определяются по заданной структуре эксперимента, а
какие определяются только в виде функциональных комбинаций, а также
число независимых комбинаций и каков их явный вид.

Цель настоящей работы – исследование однозначности решения обрат-
ных задач химической кинетики в условиях, определяемых наличием по-
грешности экперимента на примере механизма реакции окисления серово-
дорода с учетом адсорбции кислорода и сероводорода.

В данной работе исследован механизм реакции окисления сероводорода
с учетом адсорбции кислорода и сероводорода. С помощью метода опреде-
ления числа и вида независимых параметрических функций (НПФ) кон-
стант [2] показано, что доступная экспериментальная информация в рас-
сматриваемом механизме реакции позволяет определить не девять искомых
кинетических констант, а только четыре их независимые параметрические
функции, представляющие комбинации констант.

При решении подобного рода задач возникают сложности технического
характера, которые нарастают при увеличении размерности схем. Ведут-
ся работы по созданию математического обеспечения для компьютерного
анализа идентифицируемости, имеются предварительные результаты.

Авторы признательны профессору Спиваку С.И. за постановку задачи
и постоянное внимание к работе.
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§ 1. Анализ идентифицируемости параметров математической
модели

Кинетичесская модель может быть представлена в виде
da

dt
= f(a, k),

где a = (a1, . . . , an) – вектор концентраций веществ, k = (k1, . . . , ks) –
вектор кинетических констант, f = (f1, f2) – выписываются в соответствии
с законом действующих масс.

Если измеряются концентрации части веществ, то вектор концентрации
можно разбить на два подвектора:

a = (x′, y),

где x′ = (x′1, . . . , x
′
n1
) и y = (y1, . . . , yn2

) соответствуют измеряемым и неиз-
меряемым веществам, n1 + n2 = n.

Концентрация неизмеряемых веществ определяется из некоторых до-
полнительных соотношений. Система кинетических уравнений приобрета-
ет вид





dx
dt

= f1(x
′, y, k);

f2(x
′, y, k) = 0;

x′(0) = x′0.

(1)

Погрешность ε рассматривается как дополнительный параметр, кото-
рый не входит в систему уравнений, а входит в x.

Достаточно рассматреть ситуацию, когда

x′ = x (1 + ε) , 0 6 ε 6 ε1,

где ε1 – предельная допустимая погрешность измерения.
Идея состоит в том, что ε входит в вектор определяемых параметров,

который будет иметь вид:

k′ = k′(k, ε) = (k1, . . . , ks; ε1, . . . , εn)

В этом случае задача имеет бесконечное множество решений, определе-
ния констант не имеет смысла. Тогда решается задача определения вида
НПФ, для которых локальная неидентифицируемость будет устранена.

Тогда достаточно исследовать матрицу

U =

(
∂f1
∂k′

)
−
(
∂f1
∂y

)(
∂f2
∂y

)−1(
∂f2
∂k′

)
(2)
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явный вид которой определяется правыми частями системы (1).
Из этого следует существование ненулевой матрицы A, зависящей толь-

ко от k и ε, такой что U · A ≡ 0. Если эта матрица найдена, то базис
независимых частных решений системы

∂ρ

∂k′
· A = 0,

где ρ1(k, ε), . . . , ρm(k, ε) – система НПФ, m – число линейно независимых
столбцов матрицы Якоби.

§ 2. Механизм реакции окисления сероводорода с учетом
адсорбции кислорода и сероводорода

Рассмотрим нелинейный относительно неизмеряемых веществ механизм
реакции окисления сероводорода с учетом адсорбции кислорода и серово-
дорода.

1)O2 + 2 [K] ⇄ 2 [KO]
2)H2S + [K] ⇄ [KH2S]

3)O2 + 2 [KH2S] → 2H2O + [K] + [KS2]
4)H2S + [KO] → H2O + [KS]

5) [KO] + [KH2S] → H2O + [KS] + [K]
6)2 [KS] → [K] + [KS2]

7) [KS2] → S2 + [K]
Через [X1, X2, X3, X4] = [O2, H2S,H2O, S2] обозначим исход-

ные вещества и продукты реакции, через [Y1, Y2, Y3, Y4, Y5] =
[K,KO,KH2S,KS2KS] – промежуточные вещества.

1)X1 + 2Y1 ⇄ 2Y2
2)X2 + Y1 ⇄ Y3
3)X1 + 2Y3 → 2X3 + Y1 + Y4
4)X2 + Y2 → X3 + Y5
5)Y2 + Y3 → X3 + Y5 + Y1
6)2Y5 → Y1 + Y4
7)Y4 → X4 + Y1

Скорость системы реакций w =
(
w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7

)T , где
w1 = k1x

′
1y

2
1 − k10y

2
2, w2 = k2x

′
2y1 − k20y3, w3 = k3x

′
1y

2
3,w4 = k4x

′
2y2,

w5 = k5y2y3, w6 = k6y
2
5, w7 = k7y4 – скорости элементарных стадий,

здесь ki, ki0 – константы прямой и обратной скоростей реакций соответ-
ственно, (1 6 i 6 7),
xm (1 6 m 6 4), yn (1 6 n 6 5) – концентрации измеряемых и неизмеря-

емых веществ соответственно.
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Система дифференциальных уравнений имеет вид:

dx1
dt

= −w1 − w3,
dx2
dt

= −w2 − w4,
dx3
dt

= 2w3 + w4 + w5,
dx4
dt

= w7,

dy1
dt

= −2w1 − w2 + w3 + w5 + w6 + w7,
dy2
dt

= 2w1 − w4 − w5,

dy3
dt

= w2 − 2w3 − w5,
dy4
dt

= w3 + w6 − w7,
dy5
dt

= w4 + w5 − 2w6,

y1 + y2 + y3 + y4 + y5 = const.

Выпишем матрицы, входящие в выражение для U :

(
∂f1
∂k′

)
=




−x′1y21 0 −x′1y23 0 0 0 0 y22 0
0 −x′2y1 0 −x′2y2 0 0 0 0 y3
0 0 2x′1y

2
3 x′2y2 y2y3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 y4 0 0




(
∂f1
∂ε

)
=




−k1x1y21 − k3x1y
2
3 0

0 −k2x2y1 − k4x2y2
2k3x1y

2
3 k4x2y2

0 0




(
∂f1
∂y

)
=




−2k1x
′
1y1 2k10y2 −2k3x

′
1y3 0 0

−k2x′2 −k4x′2 k20 0 0

0 k4x
′
2 + k5y3 4k3x

′
1y3 + k5y2 0 0

0 0 0 k7 0




(
∂f2
∂k′

)
=




−2x′1y
2
1 −x′2y1 −x′1y23 0 y2y3 y25 y4 2y22 y3

2x′1y
2
1 0 0 −x′2y2 −y2y3 0 0 −2y22 0

0 x′2y1 −x′1y23 0 −y2y3 0 0 0 −y3
0 0 x′1y

2
3 0 0 y25 −y4 0 0

0 0 0 x′2y2 y2y3 −2y5 0 0 0




(
∂f2
∂ε

)
=




−2k1x1y
2
1 − k3x1y

2
3 −k2x2y1

2k1x1y
2
1 −k4x2y2

−2k3x1y
2
3 k2x2y1

k3x1y
2
3 0

0 k4x2y2




(
∂f2
∂y

)
=




1 1 1

4k1x
′
1y1 −4k10y2 − k4x

′
2 − k5y3 −k5y2

k2x
′
2 −k5y3 k20 − 4k3x

′
1y3 − k5y2

0 0 2k3x
′
1y3

0 k4x
′
2 + k5y3 k5y2
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1 1

0 0
0 0

−k7 2k6y5
0 −4k6y5




Матрица U имеет размерность (4× 11). Ее элементы uij выглядят сле-
дующим образом.
u11 = x′1y

2
1

[
−1− 2

∆ (−2k1x
′
1y1A21 + 2k10y2A22 − 2k3x

′
1y3A23)

]
,

u21 = −x′1y21 2
∆ (−k2x′2A21 − k4x

′
2A22 + k20A23) ,

u31 = −x′1y21 2
∆ [(k4x

′
2 + k5y3)A22 + (4k3x

′
1y3 + k5y2)A23] ,

u41 = −x′1y21 2
∆k7A24,

u12 = −x′2y1 1
∆ (−2k1x

′
1y1A31 + 2k10y2A32 − 2k3x

′
1y3A33) ,

u22 = −x′2y1
[
1 + 1

∆ (k2x
′
2A31 − k4x

′
2A32 + k20A33)

]
,

u32 = −x′2y1 1
∆
[(k4x

′
2 + k5y3)A32 + (4k3x

′
1y3 + k5y2)A33] ,

u42 = −x′2y1 1
∆k7A34,

u13 = −x′1y23[1 + 1
∆
(−2k1x

′
1y1 (A41 −A31) + 2k10y2 (A42 − A32)−

−2k3x
′
1y3 (A43 − A33))],

u23 = −x′1y23 1
∆ [−k2x′2 (A41 − A31)− k4x

′
2 (A42 −A32) + k20 (A43 − A33)] ,

u33 = x′1y
2
3[2− 1

∆((k4x
′
2 + k5y3) (A42 −A32) +

+ (4k3x
′
1y3 + k5y2) (A43 −A33))],

u43 = −x′1y23 1
∆
k7 (A44 − A34) ,

u14 = −x′2y2 1
∆ [−2k1x

′
1y1 (A51 − A21) + 2k10y2 (A52 −A22)−

−2k3x
′
1y3 (A53 − A23)],

u24 = −x′2y2[1 + 1
∆ (−k2x′2(A51 − A21)− k4x

′
2 (A52 −A22) +

+k20 (A53 − A23)],

u34 = x′2y2[1− 1
∆((k4x

′
2 + k5y3) (A52 −A22)+

+ (4k3x
′
1y3 + k5y2) (A53 −A23))],

u44 = −x′2y2 1
∆k7(A54 − A24),

u15 = −y2y3 1
∆ [−2k1x

′
1y1 (A51 −A21 −A31) + 2k10y2 (A52 − A22 − A32)−

−2k3x
′
1y3 (A53 − A23 − A33)],

u25 = y2y3
1
∆ [−k2x′2 (A51 − A21 − A31)− k4x

′
2 (A52 − A22 − A32)+

+k20 (A53 − A23 − A33)],

u35 = y2y3[1− 1
∆((A52 −A22 − A32) (k4x

′
2 + k5y3)+

+ (A53 − A23 − A33) (4k3x
′
1y3 + k5y2))],

u45 = −y2y3 1
∆k7 (A54 −A24 −A34) ,

u16 = −y25 1
∆ [−2k1x

′
1y1 (A41 − 2A51) + 2k10y2 (A42 − 2A52)−

−2k3x
′
1y3 (A43 − 2A53)],

u26 = −y25 1
∆ [−k2x′1 (A41 − 2A51)− k4x

′
2 (A42 − 2A52) +

+k20 (A43 − 2A53)],
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u36 = −y25 1
∆
[(k4x

′
2 + k5y3) (A42 − 2A52) +

+ (4k3x
′
1y3 + k5y2) (A43 − 2A53)],

u46 = −y25 1
∆k7 (A44 − 2A54) ,

u17 = y4
1
∆ (2k1x

′
1y1A41 + 2k10y2A42 − 2k3x

′
1y3A43) ,

u27 = y4
1
∆ (−k2x′2A41 − k4x

′
2A42 + k20A43) ,

u37 = y4
1
∆ [A42 (k4x

′
2 + k5y3) +A43 (4k3x

′
1y3 + k5y2)] ,

u47 = y4
(
1 + 1

∆k7A44

)
,

u18 = y22
[
1 + 2

∆
(−2k1x

′
1y1A21 + 2k10y2A22 − 2k3x

′
1y3A23)

]
,

u28 = y22
2
∆ (−k2x′2A21 − k4x

′
2A22 + k20A23) ,

u38 = y22
2
∆ [A22 (k4x

′
2 + k5y3) +A23 (4k3x

′
1y3 + k5y2)] ,

u48 = y22
2
∆k7A24,

u19 = y3
1
∆ (−2k1x

′
1y1A31 + 2k10y2A32 − 2k3x

′
1y3A33) ,

u29 = y3
[
1 + 1

∆ (−k2x′2A31 − k4x
′
2A32 + k20A33)

]
,

u39 = y3
1
∆ [A32 (k4x

′
2 + k5y3) +A33 (4k3x

′
1y3 + k5y2)] ,

u49 = y3
1
∆
k7A34,

u1,10 =
k1u11+k3u13

1+ε1
, u2,10 =

k1u21+k3u23
1+ε1

,

u3,10 =
k1u31+k3u33

1+ε1
, u4,10 =

k1u41+k3u43
1+ε1

,

u1,11 =
k4u14+k2u12

1+ε2
, u2,11 =

k4u24+k2u22
1+ε2

,

u3,11 =
k4u34+k2u32

1+ε2
, u4,11 =

k4u44+k2u42
1+ε2

,

где Aij, (1 6 i 6 4, 1 6 j 6 11) – алгебраические дополнения матрицы(
∂f2
∂y

)
.

Матрица связей A имеет вид:

A =




k1 0 k1 0
0 k2 0 k2
0 0 k3 0
0 0 0 k4
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

k10 0 0 0
0 k20 0 0

0 0 − (1 + ε1) 0
0 0 0 − (1 + ε2)




Получим два уравнения:

k1
∂ρ1
∂k1

+ k10
∂ρ1
∂k10

= 0,
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k2
∂ρ2
∂k2

+ k20
∂ρ2
∂k20

= 0,

k1
∂ρ3
∂k1

+ k3
∂ρ3
∂k3

− (1 + ε1)
∂ρ3
∂ε1

= 0,

k2
∂ρ4
∂k2

+ k4
∂ρ4
∂k4

− (1 + ε2)
∂ρ4
∂ε2

= 0,

частное решение которых можно представить системой

ρ1 =
k1 + k10
k1k10

, ρ2 =
k2 + k20
k2k20

,

ρ3 =
k1 + k3

k1k3 (1 + ε1)
, ρ4 =

k2 + k4
k2k4 (1 + ε2)

.

Таким образом, в механизме реакции окисления сероводорода с учетом
адсорбции кислорода и сероводорода можно определить четыре независи-
мые НПФ. Первые две функции в точности такие же, когда предполагается
отсутствие погрешности в концентрациях исходных веществ. Зависимость
от ε отражается в последних двух функциях.

Работа выполнена в рамках исследований по Российскому фонду фун-
даментальных исследований, проект № 11-01-97020.
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УДК 514.7

НОРМАЛИ К ПОВЕРХНОСТИ ВДОЛЬ ЛИНИИ КРИВИЗНЫ

Камалова И.Р., Юрьев В.А.
Уфа, БашГУ

Постановка задачи

Нормали к поверхности вдоль линии кривизны.
Найдем условие того, что линейчатая поверхность является развертыва-

ющейся поверхностью. Возьмем кривую ~r (s) вдоль которой отложен еди-
ничный вектор ~m

~R(s, t) = ~r(s) + t ∗ ~m(s), (1)

Найдем вектор нормали. Для этого продифференцируем радиус-вектор
поверхности ~R(s, t) по s и t.

∂ ~R

∂s
= ~r′(s) + t ∗ ~m′(s), (2)

∂ ~R

∂t
= ~m′(s). (3)

Тогда вектор нормали будет:

~N(s, t) = [~r′(s), ~m(s)] + t ∗ [ ~m′(s), ~m(s)] (4)

Развертывающаяся поверхность характеризуется тем, что вектор норма-
ли не меняет своего направления. Дадим определение развертывающейся
поверхности.

Определение 1. Огибающие семейства плоскостей называются разверты-
вающимися поверхностями.

Лемма 1. (о векторе постоянного направления).Коллинеарность векто-
ра и его производной необходима и достаточна для того, чтобы этот
вектор сохранял неизменным свое направление.

Продифференцируем ~N(s, t) по t :

∂ ~N

∂t
= [~m′, ~m] (5)
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Если ~R(s, t) развертывающаяся поверхность, то вектор ~N(s, t) не меняет
своего направления в зависимости от t, то есть должно быть векторное
произведение [ ~N, ∂

~N
∂t ] = 0 (по лемме 1).

Найдем векторное произведение:

[ ~N,
∂ ~N

∂t
] = [[~r′, ~m]+t∗[ ~m′, ~m], [ ~m′, ~m]] = [[~r′, ~m], [ ~m′, ~m]]+t∗[[ ~m′, ~m], [ ~m′, ~m]] =

= |[[ ~m′, ~m], [ ~m′, ~m]] = 0, [[~a,~b],~c] = ~b(~a,~c)− ~a(~b,~c)| =
[[~r′, ~m], [ ~m′, ~m]] =

= ~m(~r′, ~m′, ~m)− ~r′(~m, ~m′, ~m) = ~m(~r′, ~m′, ~m) = 0,

~m - не нулевой вектор, тогда условие необходимое и достаточное для
того, что вектор ~m образует развертывающуюся поверхность вдоль кривой
~r(s) :

(~r′, ~m′, ~m) = 0 (6)

Нормаль и линии кривизны на поверхности характеризуются условием

[d~n, τ ] = 0 (7)

это есть условие экстремальности нормальной кривизны, тогда

(~n, ~n′, ~r′) = 0 (8)

Полагая ~n = ~m делаем вывод: нормаль к линии кривизны образует
развертывающуюся поверхность. Обратно(из определения).

Определение 2.

Линия кривизны это линия, где нормальная кривизна принимает экс-
тремальное значение.

(~r′′, ~n) = kn, (9)

экстремаль
(~r′′, ~n) + (~r′, ~n′) = 0,

kn = −(~r′, ~n′),

kn = −|~r′| ∗ |~n′| ∗ cos(α),
kn будет экстремальным, когда cos(α) = ±1.

То есть,когда векторы ~r′ и ~n′ коллинеарны.
Таким образом условие характеризующее линию кривизны на поверхно-

сти будет
(~n, ~n′, ~r′) = 0, (10)

95



Это же условие справедливо и не для единичного вектора нормали вдоль
линии

( ~N,
d ~N

ds
,
d~r

ds
) = 0, (11)

Пусть дана поверхность
r = r(u, v), (12)

где аргумент u есть аргумент линии кривизны на поверхности, v пара-
метр семейства линий.

Таким образом на поверхности имеем семейство линий кривизны зави-
сящих от параметра v.

Пусть ~N(u, v) нормаль к поверхности (12), тогда вдоль u линии, то есть
линией кривизны выполняется условие

( ~N,
d ~N

du
,
d~r

du
) = 0 (13)

Найдем огибающую нормалей вдоль этой линии. Уравнение нормалей
имеет вид:

~R(u, v, t) = ~r(u, v) + t ∗ ~N(u, v) (14)

Вдоль огибающей этих нормалей касательный вектор огибающей дол-
жен быть коллинеарен ~N(u, v).

Пусть ~R(u, v, t(u)) = ~ρ(u, v) огибающая этих нормалей.

[
∂~ρ(u, v)

∂u
, ~N(u, v)] = 0 (15)

Найдем ∂~ρ(u,v)
∂u

∂~ρ

∂u
=
∂~r

∂u
+
∂~t

∂u
∗ ~N(u, v) + t ∗ ∂

~N

∂u

Подставляя в (15) получим :

[
∂~r

∂u
, ~N ] + t ∗ [∂

~N

∂u
, ~N ] = 0 (16)

Решим это уравнение векторным способом . В силу (13) запишем

∂ ~N

∂u
= α ∗ ∂~r

∂u
+ β ∗ ~N,

где

α =
( ~Nu, ~ru)

~r2u
; β =

( ~Nu, ~N)

~N2
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Найденное значение подставляем в (16)

[
∂~r

∂u
, ~N ] + t ∗ [α ∗ ∂~r

∂u
+ β ∗ ~N, ~N ] = 0

или
[
∂~r

∂u
, ~N ] + t ∗ α ∗ [∂~r

∂u
, ~N ] = 0,

то есть запишем
(1 + t ∗ α) ∗ [∂~r

∂u
, ~N ] = 0

Так как векторы ~ru и ~N не коллинеарны на поверхности, то 1+ t∗α = 0

~t(u) = − ~r2u

( ~Nu, ~ru)

То есть мы нашли "расстояние"от точки поверхности до огибающей нор-
малей.

~ρ(u, v) = ~r(u, v) + ~t(u, v) ∗ ~N(u, v),

~ρ(u, v) = ~r(u, v)− ~r2u

( ~Nu, ~ru)
∗ ~N(u, v)

или учитывая, что

( ~Nu, ~ru)

| ~Nu|
= −b11(u, v);~r2u = g11(u, v),

где g11(u, v), b11(u, v) коэффициенты первой и второй квадратичной форм
соответственно.

Окончательно запишем

~ρ(u, v) = ~r(u, v) +
g11(u, v)

b11(u, v)
∗ ~n(u, v) (17)

это и есть огибающая поверхность семейства всех нормалей ~N(u, v)к по-
верхности ~r(u, v).
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УДК 517.9

ПОЛНЫЙ СПИСОК ОДУ ВТОРОГО ПОРЯДКА ИЗ
СПРАВОЧНИКА Э.КАМКЕ, ЭКВИВАЛЕНТНЫХ

УРАВНЕНИЯМ ПЕНЛЕВЕ I И II

Картак В. В., Тошмуродова Д. Р., Юрьева А. М.
Уфа, БашГУ

Введение

Перед нами была поставлена задача составления полного списка ОДУ
второго порядка из справочника по дифференциальным уравнениям
Э. Камке [1], эквивалентных уравнениям Пенлеве I и Пенлеве II относи-
тельно точечных замен переменных

PI : y′′ = 6y2 + x, PII : y′′ = 2y3 + xy + a. (1)

Критерий эквивалентности приведен в статье В. Картак [2]. Согласно тер-
минологии Р. Шарипова, составившего классификацию ОДУ второго по-
рядка [3], уравнение Пенлеве I относится к седьмому случаю промежуточ-
ного вырождения, а уравнение Пенлеве II – к первому случаю с базовыми
инвариантами I1 = 18/5, I2 = 0, подробнее см. работу [4].

В работе С. Тимофеевой [5] была проведена классификация всех урав-
нений вида

y′′ = P (x, y) + 3Q(x, y)y′ + 3R(x, y)y′2 + S(x, y)y′3 (2)

из справочника [1] в соответствии с работой [3]. Оказалось, что к седьмому
случаю промежуточного вырождения относятся 7 уравнений (6.1, 6.2, 6.3,
6.4, 6.5, 6.21, 6.23). К первому случаю промежуточного вырождения с до-
полнительными условиями I1 = 18/5, I2 = 0 относятся 13 уравнений (6.6,
6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.24, 6.91, 6.140, 6.141, 6.142, 6.143, 6.145, 6.148). Также
этому случаю относятся 12 уравнений, зависящих от параметров, для кото-
рых условие I1 = 18/5 выполнено при некоторых специальных значениях
этих параметров (6.11 n = 3, 6.12 n = 1, a 6= 0, 6.26 n = 3, b 6= 0, 6.27 n = 3,
b 6= 0, 6.58 b = 3, c = 0, k 6= 0 или b = 3, c = 3, k 6= 0, 6.73 n = 3, 6.74 n = 3,
a 6= 0, 6.82 n = 3, a 6= 0, 6.96 n = 3, a 6= 0, 6.102 n = −2, 6.126 a = −2, 6.127
a = −1/2). (Здесь использовались также результаты работы [6]). Вместе
они составляют список уравнений, для которых выполнены необходимые
условия эквивалентности их уравнениям (1).
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В данной работе уравнения из этого списка были проверены на выполне-
ние достаточных условий. По итогам проверки был составлен список урав-
нений, эквивалентных уравнениям Пенлеве I (всего 2 уравнения) и Пенлеве
II (всего 5 уравнений), также получены в явном виде замены, приводящие
эти уравнения к каноническому виду (1).

§ 1. Список уравнений, для которых выполнены необходимые
условия эквивалентности

Список уравнений из справочника [1], для которых выполнены необхо-
димые условия эквивалентности уравнению Пенлеве I (1):

6.1 y′′ = y2

6.2 y′′ = 6y2

6.3 y′′ = 6y2 + x уравнение Пенлеве I
6.4 y′′ = 6y2 − 4y

6.5 y′′ = −ay2 − bx− c, a 6= 0

6.21 y′′ = 3y′ + y2 + 2y

6.23 y′′ = −5ay′ + 6y2 − 6a2y, a 6= 0

Список уравнений из справочника [1], для которых выполнены необхо-
димые условия эквивалентности уравнению Пенлеве II (1):

6.6 y′′ = 2y3 + xy + a уравнение Пенлеве II
6.7 y′′ = ay3, a 6= 0

6.8 y′′ = 2a2y3 − 2abxy + b, a 6= 0

6.9 y′′ = −ay3 − bxy − cy − d, a 6= 0

6.10 y′′ = −ay3 − by2 − cy − d, a, b 6= 0

6.24 y′′ = −3ay′ + 2y3 − 2a3y

6.91 y′′ = −ay
3

9x2
− 2y

9x2
, a 6= 0

6.140 y′′ =
y′2

2y
+ 4y2

6.141 y′′ =
y′2

2y
+ 4y2 + 2y

6.142 y′′ =
y′2

2y
+ 4y2 + 2xy

99



6.143 y′′ =
y′2

2y
− ay2

2
− by

2
, a 6= 0

6.145 y′′ =
y′2

2y
− ay2

2
− bxy

2
, a 6= 0

6.148 y′′ =
y′2

2y
− 3fy′

2
+ 4y2 − (f ′ + f 2)y, f = f(x)

Список уравнений из справочника [1], для которых выполнены необходи-
мые условия эквивалентности уравнению Пенлеве II (1) при специальных
значениях параметров:

6.11 y′′ = −axmyn, n = 3 уравнение Эмдена-Фаулера
6.12 y′′ = −(n+ 1)a2ny2n+1 + y, n = 1, a 6= 0

6.26 y′′ = −ay′ − byn − a2 − 1

4
y, n = 3, b 6= 0

6.27 y′′ = −ay′ − bxmyn, n = 3, b 6= 0

6.58 y′′ = kxayby′c, b = 3, (c = 0) или (c = 3), k 6= 0

6.73 y′′ = −2

x
y′ + yn, n = 3

6.74 y′′ = −2

x
y′ − axm−1yn, n = 3, a 6= 0

6.82 y′′ = a
yn − y

x2
, n = 3, a 6= 0

6.96 y′′ = −a
2yn

x4
, n = 3, a 6= 0

6.102 y′′ =
y

2n+1
n+1

x
n

n+1

, n = −2

6.126 y′′ = −a(y
′2 + 1)

y
, a = −2

6.127 y′′ = −ay
′2

y
− by2, a = −1

2
, b 6= 0

§ 2. Полный список уравнений, эквивалентных уравнениям
Пенлеве I и II

Критерий эквивалентности содержится в следующих двух теоремах, до-
казательство см. [2]. Здесь I1, I2, J , I6 и I9 - инварианты (инварианты I1 и
I2 разные в Теореме 1 и в Теореме 2), F , Ω, N , W , V , Θ, L1 псевдоинвари-
анты, (B, −A) - псевдовекторное поле. Формулы для их вычислений через
коэффициенты уравнения (2) содержатся в работах [2], [3].
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Теорема 1. Уравнение вида (2) эквивалентно уравнению Пенлеве I
(1) относительно точечных замен переменных тогда и только тогда,
когда выполнены условия: 1) F = 0, но A 6= 0 или B 6= 0, 2) Ω = 0, 3)
N = 0, 4) W = 0, 5) V = 0, 6) Θ 6= 0, 7) L1 6= 0, 8) инварианты I1 и I2
функционально не зависимы. Замена переменных задается формулой

x̃ =
1

5
√
12I1

, ỹ = ±
√
I2

5
√
123 10

√
I1
.

Условиям Теоремы 1 удовлетворяют уравнения 6.3 (само уравнение Пе-
нлеве I) и уравнение 6.5 при b 6= 0. Последнее уравнение линейной заменой
переменных приводится к каноническому виду:

x̃ =
a

1
5 (bx+ c)

6
1
5b

4
5

, ỹ =
a

3
5y

6
3
5 b

2
5

→ ỹ′′ = 6ỹ2 + x̃.

Теорема 2. Произвольное уравнение вида (2) эквивалентно уравнению
Пенлеве II (1) с параметром a = ±J = const тогда и только тогда,
когда выполнены равенства 1) F = 0, но A 6= 0 или B 6= 0, 2) Ω = 0
(что равносильно I2 = 0), 3) M 6= 0, 4) I1 = 18/5, 5) инварианты I6 и
I9 функционально не зависимы. Явный вид замены переменных задается
формулой

ỹ =
1

6
√
2500I9

, x̃ =
5I6

6
√
2500I9

− 3

2
J 6
√
2500I9.

Условиям Теоремы 2 удовлетворяют уравнения 6.6 (само уравнение Пе-
нлеве II), уравнения 6.8 при b 6= 0, 6.9 при b 6= 0, 6.142, 6.145 при b 6= 0.
Из уравнений второго списка подходит только уравнение 6.27 при m 6= 0,
b 6= 0, для него ã = J = 0.

6.8 ã =
1

2
, x̃ = −(2ab)

1
3x, ỹ =

a
2
3y

(2b)
1
3

→ ỹ′′ = 2ỹ3 + x̃ỹ + ã

6.9 ã =
d
√
a√

−2b2
, x̃ =

bx+ c

(−b2) 1
3

, ỹ =
y
√
a√

2(−b2) 1
6

6.142 ã = 0, x̃ = x, ỹ =
√
y → ỹ′′ = 2ỹ3 + x̃ỹ

6.145 ã = 0, x̃ =
bx

2
1
3 (−b2) 1

3

, ỹ =

√
ay

2
7
6 (−b2) 1

6

6.27 x̃ =
8a2x2 + 2max− 6m−m2

2
4
3 (8a3x3 − 6ma2x2 − 3am(m+ 3)x+m(m+ 3)(m+ 6))

2
3

,

ỹ =
3y

√
b(−x)m+2

2

2
1
6 (8a3x3 − 6ma2x2 − 3am(m+ 3)x+m(m+ 3)(m+ 6))

1
3
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УДК 517.956

ВОЗМУЩЕНИЕ КРАТНОГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ
ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА ПРИ ПЕРФОРАЦИИ ВДОЛЬ

ГРАНИЦЫ

Кожевников Д. В.
Уфа, БГПУ им.М.Акмуллы

§ 1. Постановка задачи и основное утверждение

Пусть Ω – ограниченная область, лежащая в верхней полуплоскости, ее
граница Γ состоит из двух частей: Γ = Γ1 ∪ Γ2, где Γ1 — отрезок

[
−1

2
; 1
2

]

на оси абсцисс, Γ2 ∈ C∞ и в окрестности концов отрезка Γ1 совпадает
с прямыми x1 = −1

2
и x1 = 1

2
, B — двумерная область, симметричная

относительно оси Ox2 и лежащая в круге радиуса a < 1
2 с центром в точке(

0, 12
)
, ∂B ∈ C∞. Обозначим ε := 1

2N+1, где 1 ≪ N ∈ N, Bj
ε := {x ∈ Ω :

ε−1(x1 − j, x2) ∈ B}, j ∈ Z, Bε :=
⋃
j

Bj
ε , Γε := ∂Bε, Ωε := Ω \Bε.

Следующее утверждение было доказано в [1].

Лемма 1. Пусть кратность собственного значения λ0 задачи

−∆u0 = λ0u0 в Ω,
∂u0
∂ν

= 0 на Γ2, u0 = 0 на Γ1 (1)

равна p. Тогда есть ровно p собственных значений задачи

−∆uε = λεuε в Ωε,
∂uε
∂ν

= 0 на Γ, uε = 0 на Γε. (2)

(с учетом кратности) сходящихся к λ0, при ε→ 0.

Здесь и всюду далее ν — вектор внешней нормали.
В [2] были построены двучленная асимптотика собственного значения

возмущенной краевой задачи (2), сходящегося к простому собственному
значению λ0 предельной краевой задачи (1).

В настоящей работе рассматривается случай, когда кратность λ0 равна
n. Пусть u(l)0 (l = 1, ..., n) собственные функции задачи (1), соответствую-
щие λ0 и ортонормированные в L2(Ω). То есть

∫

Ω

(u
(i)
0 )2 dx = 1,

∫

Ω

u
(i)
0 u

(j)
0 dx = 0, i 6= j. (3)
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Легко заметить, что собственные функции могут быть выбраны с учетом
дополнительного условия ортогональности на Γ1:

∫

Γ1

∂u
(i)
0

∂ν

∂u
(j)
0

∂ν
ds = 0, i 6= j. (4)

Для упрощения изложения также будем считать, что
1
2∫

− 1
2

(
∂u

(i)
0

∂x2

)2

dx1 6=

1
2∫

− 1
2

(
∂u

(j)
0

∂x2

)2

dx1, i 6= j. (5)

Пусть Π = {ξ : −1
2 < ξ1 <

1
2 , ξ2 > 0} — полуполоса, γ = {ξ : −1

2 < ξ1 <
1
2 , ξ2 = 0}. Следующая лемма была доказана в [2].

Лемма 2. Краевая задача




∆ξX =0 в Π\B,

X =0 на ∂B,
∂X

∂ξ2
= 0 на γ,

∂X

∂ξ1
= 0 при ξ1 = ±1

2

имеет чётное по ξ1 решение с асимптотикой

X(ξ) =ξ2 + C(B) +O(e−2πξ2) при ξ2 → +∞,

C(B) =

∫

Π\B

|∇Y |2dξ + |F | > 0, Y (ξ) = X(ξ)− ξ2.

Основным результатом настоящей работы является доказательство сле-
дующей теоремы.

Теорема 1. Пусть кратность собственного значения λ0 задачи (1) равна
n, функции u

(l)
0 выбраны в соответствии с (4) и выполнено условие (5).

Тогда асимптотики собственных значений λ
(l)
ε задачи (2), сходящихся к

λ0 при ε→ 0 имеют вид:

λ(l)ε = λ0 + ελ
(l)
1 + o

(
ε

3
2−σ
)

для любого σ > 0, (6)

λ
(l)
1 = −C(B)

∫

Γ1

(
∂u

(l)
0

∂ν

)2

ds, (7)

а для собственных функций u
(l)
ε имеет место сходимость:

∥∥∥u(l)ε − u
(l)
0

∥∥∥
L2(Ωε)

→ 0 при ε→ 0. (8)
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Замечание. Из равенств (7), (6), (4), в частности, следует, что все собствен-
ные значения λ(l)ε являются простыми. Отметим также, что в [1] было до-
казано лишь то, что из любой последовательности εk → 0 можно выделить
подпоследовательность εkm такую, что

∥∥∥u(l)εkm − u(l)∗

∥∥∥
L2(Ωεkm

)
→ 0 при km → ∞,

где u(l)∗ – ортонормированные собственные функции задачи (1), соответ-
ствующие λ0, которые зависят от выбора как последовательности, так и от
выбора подпоследовательности. Из теоремы же следует, что при условии
(4) имеет место сходимость (8).

§ 2. Построение асимптотик

Для построения асимптотики собственных значений, сходящихся к λ0
при ε → 0, и асимптотики соответствующих собственных функций будем
использовать метод согласования асимптотических разложений (см. [3], а
также [2]). Асимптотику собственного значения будем искать в виде:

λ(l)ε ≈ λ̂(l)ε = λ0 + ελ
(l)
1 , (9)

а асимптотику соответствующей собственной функции вне малой окрест-
ности участка границы Γ1 в виде:

u(l)ε (x) ≈ û(l)ε (x) = u
(l)
0 (x) + εu

(l)
1 (x). (10)

В силу краевой задачи (1) справедливо равенство

u
(l)
0 (x) = α

(l)
0 (x1)x2 + O(x32) при x2 → 0, (11)

α
(l)
0 (x1) =

∂u
(l)
0

∂x2
(x1, 0) ∈ C∞

[
−1

2
,
1

2

]
, (12)

d2j+1α
(l)
0

dx2j+1
1

(
±1

2

)
= 0, j = 0, 1, 2, . . . .

Будем искать u(l)1 (x) такими, чтобы они удовлетворяли задачам
{

−∆u
(l)
1 = λ0u

(l)
1 + λ

(l)
1 u

(l)
0 в Ω,

∂u
(l)
1

∂ν = 0 на Γ2, u
(l)
1 = α

(l)
1 (x1) на Γ1,

(13)

где α(l)
1 (x1), — пока неизвестные (произвольные) функции.
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Замечание. Уравнения задачи (13) и граничные условия вне Γ1 получаются
подстановкой сумм (9) и (10) в задачу (1) и формальным приравниванием
коэффициентов при степени ε первого порядка.
Замечание. Внешним разложением (10) мы будем пользоваться вне неко-
торой малой окрестности Γ1, поэтому выбираются граничные условия на
Γ1 пока произвольными.

Из граничных условий (13) вытекает, что

u
(l)
1 (x) = α

(l)
1 (x1) +O(x2), при x2 → 0. (14)

В [4] показано, что условие разрешимости для краевой задачи (13) в
силу (3), (4) имеет вид:

λ
(l)
1 =

1
2∫

− 1
2

α
(l)
1 (x1)

∂u
(l)
0 (x1, 0)

∂ν
dx1, l = 1, 2, ..., n. (15)

Поскольку функция û
(l)
ε (x) не удовлетворяет требуемым в задаче (2)

граничным условиям на Γ1 и Γε, то в малой окрестности границы Γ1 будем
строить другое приближение функции u(l)ε (x).

Из (10), (11) и (14) следует, что

û(l)ε (x) =α
(l)
0 (x1)x2 + εα

(l)
1 (x1) + O(x32 + εx2) при x2 → 0.

Сделав в этом равенстве замену ξ2 = x2
ε , получаем, что

û(l)ε (x) = εV
(l)
1 (ξ; x1) + O

(
ε3ξ32 + ε2ξ2

)
при x2 = εξ2 → 0, (16)

V
(l)
1 =α

(l)
0 (x1)ξ2 + α

(l)
1 (x1). (17)

Следуя методу согласования асимптотических разложений, заключаем,
что внутреннее разложение должно иметь структуру

u(l)ε (x) ≈ v̂(l)ε (x) = εv
(l)
1 (ξ; x1), ξ =

x

ε
, (18)

v1(ξ; x1) ∼ V1(ξ2; x1) при ξ2 → +∞. (19)

Переписав уравнение и граничные условия в координатах ξ, подставив
(18) и (9) в (2) и собрав члены при минимальной степени ε , получаем
задачу на v(l)1 :
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



∆ξv
(l)
1 = 0 в Π\B,

v
(l)
1 = 0 на ∂B,

∂v
(l)
1

∂ξ2
= 0 на γ,

∂v
(l)
1

∂ξ1
(ξ;±1

2
) = 0 при ξ1 = ±1

2
,

(20)

В силу леммы 2 функция

v
(l)
1 (ξ; x1) = α

(l)
0 (x1)X(ξ) (21)

является 1-периодическим по ξ1 решением задачи (20), имеющим асимпто-
тику вида

v
(l)
1 (ξ; x1) = α

(l)
0 (x1)(ξ2 + C(B)) +O(e−2πξ2) при ξ2 → +∞.

Поэтому, полагая
α
(l)
1 (x1) = C(B)α

(l)
0 (x1), (22)

получим, что v(l)1 определенная как (21) удовлетворяет (19) и (17).
И, наконец, из (15), (22) и (12) следует (7).
Обоснование построенной асимптотики аналогично [2], [5].
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УДК 517.9

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КОЛЬЦА ЛИ УРАВНЕНИЯ
ПЕНЛЕВЕ I

Костригина О. С.
Уфа, УГАТУ

Введение

В работе рассматриваются кольца Ли характеристических векторных
полей уравнения Пенлеве́ I

uyy = 6u2 + y. (1)

Для определения характеристического кольца Ли обыкновенных диф-
ференциальных уравнений рассмотрим гиперболическую систему уравне-
ний (см. [1])

uixy = F i(x, y, u, ux, uy), i = 1, 2, . . . , n, u = (u1, u2, . . . , un). (2)

Введем набор независимых переменных u1 = ux, ū1 = uy, u2 = uxx, ū2 =
uyy, . . . и обозначим через D̄(D) — оператор полного дифференцирования
по переменной y (x).

Определение 3. Функция ω = ω(x, y, u, u1, . . . , um) называется x−интегралом

m−го порядка системы уравнений (2), если
n∑

i=1

(
∂ω

∂uim

)2

6= 0 и D̄ω = 0.

Аналогично, ω̄ = ω̄(x, y, u, ū1, . . . , ūp) – y−интеграл p−го порядка системы

уравнений (2), если
n∑

i=1

(
∂ω̄

∂ūip

)2

6= 0 и Dω̄ = 0.

Обозначим через ℑ пространство локально аналитических функций,
каждая из которых зависит от конечного числа переменных x, y, ū1, u, u1, u2, . . . , uk, . . ..
Оператор D̄ на функциях из ℑ действует по правилу

D̄ = ūi2Xi +Xn+1,

где

Xi =
∂

∂ūi1
, i = 1, 2, . . . , n,

Xn+1 =
∂

∂y
+ ūi1

∂

∂ui
+ F i ∂

∂ui1
+D(F i)

∂

∂ui2
+ . . .+Dk−1(F i)

∂

∂uik
+ . . . .
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X−характеристическое кольцо Ли уравнений (2) есть кольцо A, по-
рожденное векторными полями X1, X2, . . . , Xn+1. Аналогично определяет-
ся y−характеристическое кольцо Ли Ā.

Отметим, что понятие характеристического векторного поля для гипер-
болических уравнений впервые ввел в рассмотрение Э.Гурса в работе [2].

Обозначим через Ln – линейное пространство коммутаторов образую-
щих длины n, n = 1, 2, 3, . . . . Например, L1 – линейная оболочка век-
торных полей X1, X2, . . . , Xn+1 а L2 порождается операторами Xij =

[Xi, Xj], i, j = 1, 2, . . . , n + 1 и т.д. Тогда x−кольцо представимо в виде
A =

∑∞
i=1Li. Для y−характеристического кольца Ā имеем представление

Ā =
∑∞

i=1 L̄i.

В статье [3] была высказана гипотеза о том, что размерности линейных
пространств Li (L̄i) для интегрируемых уравнений растут очень медленно.
В дальнейшем эта гипотеза была подтверждена многочисленными приме-
рами интегрируемых непрерывных и дискретных моделей. Свойство мини-
мальности роста кольца стало рассматриваться в качестве классификаци-
онного критерия для интегрируемых уравнений. Из работы [4] следует, что
это свойство кольца является столь же универсальным свойством интегри-
руемых уравнений, как наличие бесконечной иерархии высших симметрий.

Понятие характеристического кольца Ли для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений

uiy = f i(x, y, u), i = 1, 2, . . . , n, u = (u1, u2, . . . , un) (3)

было введено в статье [5]. В этой работе были предложены два определения
характеристического кольца системы (3). Для того чтобы привести первое
из этих определений, предположим, что решение u зависит от парамет-
ра x. Тогда дифференцированием по параметру x уравнений (3) получим
систему уравнений

uixy = f ix + f iuku
k
x, i = 1, 2, . . . , n. (4)

x− и y−характеристические кольца Ли гиперболической системы урав-
нений (4) называются характеристическими кольцами исходной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений (3).

Другой способ определения характеристического кольца системы (3) ос-
нован на замене

ui =
∂pi

∂x
, i = 1, 2, . . . , n,

при которой система уравнений (3) принимает вид

pixy = f i(x, y, px), i = 1, 2, . . . , n, p = (p1, p2, . . . , pn). (5)
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В этом случае x и y−характеристические кольца гиперболической системы
(5) будем считать кольцами Ли системы дифференциальных уравнений (3).

В настоящей работе исследуются характеристические кольца Ли систем
уравнений (4) и (5), соответствующие уравнению Пенлеве́ I. Показано, что
эти кольца Ли являются кольцами медленного роста. А именно, для систе-
мы (4) размерность y−кольца равна четырем, а для x−кольца показано,
что dimL1 = 3, dimLk = 1, k = 2, 3, 4, 5, 6, dim

∑6
i=1Li = 8. Для системы

уравнений (5), соответствующей уравнению Пенлеве́ I, показано, что раз-
мерность x−кольца равна трем, а для y−кольца справедливы формулы
dimL̄1 = 3, dimL̄n = n, n = 2, 3, 4; dimL̄5 ≤ 5.

Кольца Ли уравнения Пенлеве́ I

Запишем уравнение (1) в виде следующей системы

uy = v, vy = 6u2 + y.

Тогда соответствующие гиперболические системы уравнений (4) и (5) при-
мут вид

uxy = vx, vxy = 12uux (6)

и
pxy = qx, qxy = 6p2x + y (u = px, v = qx). (7)

Y−характеристическое кольцо системы (6) порождается операторами

Y1 =
∂

∂u1
, Y2 =

∂

∂v1
,

Y3 = u1

(
∂

∂u
+ 12u

∂

∂v̄1
+ 12u

∂

∂ū2
+ 12ū1

∂

∂v̄2
+ . . .

)
+

+v1

(
∂

∂v
+

∂

∂ū1
+ 12u

∂

∂v̄2
+ . . .

)
.

Ясно, что Y3 = u1Y13 + v1Y23 и операторы Y1, Y2, Y13, Y23 образуют базис
y− характеристического кольца. Таким образом, размерность y−кольца
равна 4. При этом система уравнений (6) имеет два y−интеграла первого
порядка:

ω̄ = ū1 − v, w̄ = v̄1 − 6u2.

Рассмотрим x−характеристическое кольцо. Оператор полного диффе-
ренцирования по переменной y в пространстве функций зависящих от на-
бора переменных u, v, u1, v1, u2, v2, . . . имеет вид

D̄ = ū1X1 + v̄1X2 +X3,
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где

X1 =
∂

∂u
, X2 =

∂

∂v
,

X3 =

(
v1

∂

∂u1
+ v2

∂

∂u2
+ v3

∂

∂u3
+ . . .

)
+

+12

(
uu1

∂

∂v1
+ (uu2 + u21)

∂

∂v2
+ (uu3 + 3u1u2)

∂

∂v3
+ . . .

)
.

Поскольку операторы D и D̄ коммутируют, то имеем

[D̄,D]F (u, v, u1, v1, u2, v2, . . .) =

= (D(ū1X1 + v̄1X2 +X3)− (ū1X1 + v̄1X2 +X3)D)F = (8)
= (ū1[X,X1] + v̄1[X,X2] + [X,X3] + v1X1 + 12uu1X2)F = 0.

Здесь X−это оператор полного дифференцирования по переменной x в
пространстве функций зависящих от переменных u, v, u1, v1, u2, v2, . . .

X = u1
∂

∂u
+ v1

∂

∂v
+ u2

∂

∂u1
+ v2

∂

∂v1
+ . . . .

Для оператора X справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть векторное поле Z имеет вид

Z =
∞∑

i=1

(
δi
∂

∂ui
+ ǫi

∂

∂vi

)
,

δi = δi(u, v, u1, v1, u2, v2, . . . , uni
, vni

), ǫi = ǫi(u, v, u1, v1, u2, v2, . . . , uki, vki).

Тогда равенство [X,Z] = 0 выполняется тогда и только тогда, когда
Z = 0.

Из (8) следуют соотношения

[X,X1] = 0, [X,X2] = 0, [X,X3] = −v1X1 − 12uu1X2. (9)

Легко видеть, что размерность линейного пространства L1 (L1 =
L 〈X1, X2, X3〉) равна трем.

Так как коэффициенты векторного поля X3 не зависят от переменной
v, то коммутатор X23 = 0. А коммутатор X13 имеет вид

X13 = 12

(
u1

∂

∂v1
+ u2

∂

∂v2
+ u3

∂

∂v3
+ u4

∂

∂v4
+ . . .

)
.

Таким образом dimL2 = 1. При этом

[X,X13] = −[X3, [X,X1]] + [X1, [X,X3]],
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или учитывая (9) будем иметь

[X,X13] = [X1,−v1X1 − 12uu1X2],

то есть
[X,X13] = −12u1X2. (10)

Из вида операторов X1, X2, X3 и X13 следует, что коммутаторы X113 и
X213 нулевые, а коммутатор X313 имеет вид

X313 = 12

(
v1

∂

∂v1
+ v2

∂

∂v2
+ . . .

)
− 12

(
u1

∂

∂u1
+ u2

∂

∂u2
+ . . .

)
.

Учитывая формулы (9), (10) получаем

[X,X313] = −[X13, [X,X3]] + [X3, [X,X13]] =

= −[X13,−v1X1 − 12uu1X2] + [X3,−12u1X2],

или
[X,X313] = 12u1X1 − 12v1X2. (11)

Покажем, что операторы X3, X13 и X313 линейно независимы. Действи-
тельно, если они являются линейно зависимыми, то существуют функции
α, β переменных u, v, u1, v1, u2, v2, . . . такие, что X313 = αX3 + βX13. По-
следнее равенство, в силу леммы 1, эквивалентно следющему

[X,X313] = X(α)X3 +X(β)X13 + α[X,X3] + β[X,X13].

Или, учитывая (9), (10), (11) имеем

12u1X1−12v1X2 = X(α)X3+X(β)X13+α(−v1X1−12uu1X2)+β(−12u1X2).

Приравнивая коэффициенты при независимых операторах X1 и X3, полу-
чаем систему уравнений

X(α) = 0, 12u1 = −v1α.

Из первого равенства следует, что α = const. Последнее протеворечит вто-
рому уравнению. Следовательно, операторы X3, X13 и X313 линейно неза-
висимы и dimL3 = 1.

Линейное пространство L4 порождается операторами X1313, X2313 и
X3313. При этом, нетрудно видеть, что X1313 = X2313 = 0, а коммутатор
X3313 имеет вид

X3313 = −24v1
∂

∂u1
+ 288uu1

∂

∂v1
+ . . . .
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Используя формулы (9), (11), находим

[X,X3313] = −[X313, [X,X3]] + [X3, [X,X313]] =

= −[X313,−v1X1 − 12uu1X2] + [X3, 12u1X1 − 12v1X2],

следовательно

[X,X3313] = 24v1X1 − 288uu1X2 − 12u1X13. (12)

Покажем, что операторы X3, X13, X313 и X3313 линейно независимы. Пред-
положим от противного, что X3313 = αX3 + βX13 + δX313, где α, β, δ есть
функции переменных u, v, u1, v1, u2, v2, . . . . Согласно лемме 1 и формулам
(9) - (12), имеем

24v1X1 − 288uu1X2 − 12u1X13 = X(α)X3 +X(β)X13 +X(δ)X313+

+α(−v1X1 − 12uu1X2) + β(−12u1X2) + δ(12u1X1 − 12v1X2).

Приравнивая в полученном соотношении коэффициенты при операторах
X3, X313, X1 и X2, X13, получаем

X(α) = 0, X(δ) = 0, 24v1 = −v1α + 12u1δ,

−288uu1 = −12uu1α− 12u1β − 12v1δ, −12u1 = X(β).

Из первых трех уравнений следует, что α = −24, δ = 0. Подставляя най-
денные значения α и δ в четвертое уравнение, находим, что β = 48u. По-
следнее протеворечит условию −12u1 = X(β). Следовательно dimL4 = 1.

Пространство L5 есть линейная оболочка коммутаторов X13313, X23313,

X33313, [X13, X313]. Используя тождество Якоби а также формулы (10) -
(12), можно показать справедливость следующих формул

[X,X13313] = −288u1X2, [X,X23313] = 0, [X, [X13, X313]] = −288u1X2.

Тогда, в силу леммы 1 и равенства (10), получаем

X13313 = 24X13, X23313 = 0, [X13, X313] = 24X13.

В свою очередь, для оператора X33313 имеем

[X,X33313] = −[X3313, [X,X3]] + [X3, [X,X3313]] =

= −[X3313,−v1X1 − 12uu1X2] + [X3, 24v1X1 − 288uu1X2 − 12u1X13].

Преобразуя последнее уравнение приходим к равенству

[X,X33313] = 576uu1X1 − 576uv1X2 − 60v1X13 − 12u1X313,
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с помощью которого получаем, что операторыX3, X13, X313, X3313 иX33313

линейно независимы и следовательно dimL5 = 1.
Наконец, рассмотрим пространство L6, которое ророждается оператора-

миX133313, X233313, X333313, [X13, X3313]. Нетрудно проверить справедливость
следующих формул

X233313 = 0, X133313 = 48X313, [X13, X3313] = 24X313,

[X,X333313] = 1152uv1X1 + 6912u2u1X2−
−1296uu1X13 − 120v1X313 − 12u1X3313.

Как и выше, можно доказать, что операторы X3, X13, X313, X3313 и X333313

являются линейно независимыми и dimL6 = 1.
Таким образом, мы показали, что

dimLk = 1, k = 2, 3, 4, 5, 6; dim

n∑

i=1

Li = 8, n = 6.

По-видимому, последние формулы справедливы для любого k и n, а именно

dimLk = 1, k ≥ 2; dim
n∑

i=1

Li = n+ 2,

и x−кольцо системы уравнений (6) является кольцом медленного роста.
Для системы (7) x−характеристическое кольцо Ли порождается вектор-

ными полями

X1 =
∂

∂p
, X2 =

∂

∂q
, X3 =

∂

∂y
+ q1

∂

∂p1
+ (6p21 + y)

∂

∂q1
+ . . . .

Поскольку [X1, X2] = [X1, X3] = [X2, X3] = 0, то размерность x−кольца
равна трем. При этом x−интегралы ω = ω(y, p1, q1) и w = w(y, p1, q1) опре-
деляются из уравнения в частных производных

(
∂

∂y
+ q1

∂

∂p1
+ (6p21 + y)

∂

∂q1

)
F = 0.

Отметим, что ω = const и w = const задают интегралы исходного уравне-
ния (1).
Y−характеристическое кольцо Ли системы уравнений (7) задается век-

торными полями

Y1 =
∂

∂p1
, Y2 =

∂

∂q1
,

Y3 =
∂

∂x
+ p1

∂

∂p
+ q1

∂

∂λ1
+ (6p21 + y)

∂

∂λ2
+ (12p1q1 + 1)

∂

∂λ3
+ . . . ,
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∂

∂λi
=

∂

∂p̄i
+

∂

∂q̄i−1
, i = 1, 2, . . . .

Легко видеть, что векторные поля Y1, [Y1, Y3], [Y1, [Y1, Y3]], [Y1, [Y1, [Y1, Y3]]], . . .
линейно независимы и следовательно y−кольцо бесконечномерно.

Для y−кольца системы уравнений (7) показано, что dimL̄1 = 3, dimL̄n =
n, n = 2, 3, 4; dimL̄5 ≤ 5. По-видимому, можно сделать предположение о
справедливости следующих формул

dimL̄k ≤ k, k ≥ 6, dim

(
n∑

i=1

L̄i

)
≤ n2

2
+
n

2
+ 2.

Таким образом, y−кольцо системы (7) является кольцом медленного роста.
Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и

науки Российской Федерации, соглашение 8499, а также РФФИ (грант 11-
01-97005-р_поволжье_а).
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УДК 517

ОЦЕНКА ВТОРОЙ ПОПРАВКИ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ
ДЛЯ ОГРАНИЧЕННОГО ВОЗМУЩЕНИЯ ОПЕРАТОРА

ЛАПЛАСА НА КВАДРАТЕ

Нугаева И. Г., Уразбаева Э. Р., Фазуллин З. Ю.
Уфа, БашГУ

Введение

В настоящей работе изучается вопрос об оценке второй поправки теории
возмущений для ограниченного возмущения задачи Дирихле оператора Ла-
пласа на квадрате K = [0, π]× [0, π] .

Рассмотрим оператор H = H0 +V , где H0 = −∆ - оператор Лапласа, V
- оператор умножения на ограниченную измеримую вещественную функ-
цию из класса W 2

2 [K], H0 - невозмущенный оператор. {λs}+∞
s=1 - собствен-

ные числа оператора Лапласа, занумерованные в порядке возрастания с
учетом их кратностей,

{
λ̄s
}+∞
s=1

- собственные значения, пронумерованные
без учета кратностей, такие что λ̄s < λ̄s+1. {fs}∞s=1 - ортонормированный
базис из собственных функций оператора Лапласа. Через {µs}+∞

s=1 обозна-
чим собственные числа оператора H = H0+ V , занумерованные в порядке
возрастания с учетом их кратностей.

Хорошо известно [3], что :

λs = λkm = k2 +m2,

fs(x1, x2) = fkm(x1, x2) =
2

π
sin kx1 · sinmx2, k,m = 1, 2...

причем для собственных чисел оператора H при n ≫ 1 справедлива фор-
мула [2]:

µn = λn + (V fn, fn) + αn + βn,

где αn - вторая поправка теории возмущений и согласно [1]

αn =
∑

s 6=n

SpPnV PsV Pn
λ̄n − λ̄s

=

νn∑

j=1

∑

λkm 6=λkjmj

|V fkmfkjmj
|2

λkm − λkjmj

,

λk1m1
= ... = λkjmj

= λ̄n

где (·, ·) - скалярное произведение в L2(K), Pn - проекторы на собственные
подпространства, соответствующие собственному значению λ̄n кратности
νn.
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§ 1. Оценка второй поправки теории возмущений

Основным результатом этой работы является

Теорема 1. Пусть V (x1, x2) ∈ W 2
2 (K) и ‖V ‖ ≤ 1

2, тогда при n ≫ 1
справедлива следующая оценка:

αn = O(
νn
λ̄n

),

где νn - кратность λ̄n

Доказательство. Поскольку

(V fkmfkjmj
) =

π∫

0

π∫

0

V (x1, x2)(cos(k − kj)x1 − cos(k + kj)x1)×

×(cos(m−mj)x2 − cos(m+mj)x2)dx1dx2).

Раскрывая скобки правой части последнего соотношения получим интегра-
лы вида:

π∫

0

π∫

0

V (x1, x2) cos(k ± kj)x1 cos(m±mj)x2dx1dx2

Если V ∈ W 2
2 (K), то оценим интегралы, в которых есть хотя бы один

плюс в аргумента косинуса. Применяя интегрирование по частям дважды
по переменным x1 и x2, получим:

π∫

0

π∫

0

V (x1, x2) cos(k + kj)x1 cos(m±mj)x2dx1dx2 =

= O(
1

(m±mj)2(k + kj)2
)

π∫

0

π∫

0

V (x1, x2) cos(k − kj)x1 cos(m+mj)x2dx1dx2 =

= O(
1

(m+mj)2(k − kj)2
)
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Следовательно, при λ̄n = λkjmj
≫ 1 для αn главным членом является

следующее выражение, которое обозначим через α′
n:

α
′
n =

1

π4

νn∑

j=1

∑ ∑

λkm 6=λkjmj

(
π∫
0

π∫
0

V (x1, x2) cos(k − kj)x1 cos(m−mj)x2dx1dx2)
2

(k − kj)(k + kj) + (m−mj)(m+mj)
,

.
Для оценки α

′
n разобьем область {(k,m)|k ≥ 1, m ≥ 1} на девять обла-

стей, учитывая, что по условию λ̄n = λkjmj ≫ 1, j = 1...νn, |k − kj| =
[
kδj
]
,

где 0 < δ < 1, |m−mj| =
[
mγ
j

]
, где 0 < γ < 1.

6

-

k

m

0 kj

mj

VI IX III

VII I V

II IV VII

I) Оценим в области I. Для этого обозначим: k− kj = l, m−mj = q,

тогда
k + kj = l + 2kj, m+mj = q + 2mj

am−mjk−kj = aql = (

π∫

0

π∫

0

V (x1, x2) cos lx1 cos qx2dx1dx2)
2

Здесь

α
′
n =

1

π4

kj+[kδj ]∑

k=kj−[kδj ]

mj+[mγ
j ]∑

m=mj−[mγ
j ]

aql
(k − kj)(k + kj) + (m−mj)(m+mj)

=
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=
1

π4

[mγ
j ]∑

q=1

[kδj ]∑

l=1

aql[
1

l(l+ 2kj) + q(q + 2mj)
+

1

l(l + 2kj)− q(−q + 2mj)
−

− 1

l(l − 2kj)− q(q + 2mj)
− 1

l(−l + 2kj) + q(−q + 2mj)
].

Рассмотрим первое и четвертое слагаемые в квадратных скобках:
1

l(l + 2kj) + q(q + 2mj)
− 1

l(−l + 2kj) + q(−q + 2mj)
=

=
1

2kjl(1 +
l

2kj
) + 2mjq(1 +

q
2mj

)
− 1

2kjl(1− l
2kj

) + 2mjq(1− q
2mj

)

Обозначим:
l

2kj
= x,

l

2mj
= y

Тогда получим функцию от двух переменных:

f(x, y) =
1

2kjl(1 + x) + 2mjq(1 + y)
− 1

2kjl(1− x) + 2mjq(1− y)
.

Заметим, что f(0, 0) = 0. Поскольку

∂f

∂x
=

−2kjl

(2kjl(1 + x) + 2mjq(1 + y))2
+

−2kjl

(2kjl(1− x) + 2mjq(1− y))2

∂f

∂y
=

−2kjq

(2kjl(1 + x) + 2mjq(1 + y))2
+

−2kjq

(2kjl(1− x) + 2mjq(1− y))2

Используя формулу Тейлора, имеем:

f(x, y) =
−4kjlx− 4mjqy

(2kjl + 2mjq)2
+ O(

1

(2kjl + 2mjq)3
)

Аналогично рассматривая второе и третье слагаемые, получим функцию
двух переменных:

g(x, y) =
1

2kjl(1 + x)− 2mjq(1− y)
− 1

2kjl(1− x)− 2mjq(1 + y)

∂g

∂x
=

−2kjl

(2kjl(1 + x)− 2mjq(1− y))2
+

−2kjl

(2kjl(1− x)− 2mjq(1 + y))2

∂g

∂y
=

−2kjq

(2kjl(1 + x)− 2mjq(1− y))2
+

−2kjq

(2kjl(1− x) + 2mjq(1 + y))2

g(x, y) =
−4kjlx− 4mjqy

(2kjl − 2mjq)2
+ O(

1

(2kjl − 2mjq)3
)
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Тогда для главного члена асимптотики α′
n получим:

α
′′
n =

−2

π4

[mγ
j ]∑

q=1

[kδj ]∑

l=1

aql[
l2 + q2

(2kjl + 2mjq)2
+

l2 + q2
(2kjl − 2mjq)2

].

Теперь рассмотрим

aql = (

π∫

0

π∫

0

V (x1, x2) cos lx1 cos qx2dx1dx2)
2

Интегрируем по частям по переменным x1 и x2 и устанавливаем оценку:

aql ≤
C

l2q2
.

α
′′
n ≤

[mγ
j ]∑

q=1

[kδj ]∑

l=1

C

l2q2
[

l2 + q2

(2kjl + 2mjq)2
+

l2 + q2

(2kjl − 2mjq)2
].

Поскольку kj и mj целые числа, можем записать kj =Mmj , где M ∈ Q
и M > 0. Таким образом рассмотрим три случая:

1) M ≫ 1, то есть kj ≫ mj;
2) M ≪ 1, то есть kj ≪ mj;
3) a ≤M ≤ b (то есть М ограничено).

1)α
′′
n ≤ −

[mγ
j ]∑

q=1

[kδj ]∑

l=1

C

l2q2
[

l2 + q2

4k2j (l +
mj

kj
q)2

+
l2 + q2

4k2j (l −
mj

kj
q)2

] ≤ C

k2j

Аналогично рассматриваем второй и третий случаи:

2)α
′′
n ≤ −

[mγ
j ]∑

q=1

[kδj ]∑

l=1

C

l2q2
[

l2 + q2

4m2
j(q +

kj
mj
l)2

+
l2 + q2

4m2
j(q −

kj
mj
l)2

] ≤ C

m2
j

3)α
′′
n ≤ −

[mγ
j ]∑

q=1

[kδj ]∑

l=1

C

l2q2
[

l2 + q2

(2kjl + 2mjq)2
+

l2 + q2

(2kjl − 2mjq)2
] =≤ C1

m2
j

,

где

C1 = C
a2 + 1

a2 − 1
,

при условии, что a 6= ±1.
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II)Теперь оценим области II, сохраняя прежние обозначения.
Здесь:

α
′
n ≤

kj−[kδj ]∑

k=1

∞∑

m=mj+[mγ
j ]

(
C

(k − kj)4(m−mj)4
×

× 1

(k − kj)(k + kj) + (m−mj)(m+mj)
) ≤

≤
kj − [kδj ]

[kδj ]

∞∑

q=[mγ
j ]

C

q4(−[kδj ](kj + 1) + q(q + 2mj))
≤

≤ C

m1+4γ−ε
j

≤ C

m2
j

,

при γ ≥ 1+ε
4 поскольку для этой области kj ≪ mj .

III)Область III симметрична области II, поэтому оценка будет аналогич-
ной:

α
′
n ≤

C

k1+4δ−ε
j

≤ C

k2j
,

при δ ≥ 1+ε
4

IV)В области IV перейдем к переменным q и l и получим

α
′
n ≤

[kδj ]∑

l=1

∞∑

q=[mγ
j ]

C

l2q2
[

1

l(l+ 2kj) + q(q + 2mj)
+

+
1

−l(−l + 2kj) + q(q + 2mj)
]

Возможны три случая:
1) M ≫ 1, то есть kj ≫ mj;
2) M ≪ 1, то есть kj ≪ mj;
3) a ≤M ≤ b (то есть М ограничено).

1)α
′
n ≤

[kδj ]∑

l=1

∞∑

q=[mγ
j ]

C

l2q2
[

1

l2 + q2 + 2kj(l +
1
M q)

+

+
1

l2 + q2 + 2kj(−l + 1
M q)

] ≤ C1

k2j
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2)α
′
n ≤

[kδj ]∑

l=1

∞∑

q=[mγ
j ]

C

l2q2
[

1

l2 + q2 + 2mj(q +Ml)
+

+
1

l2 + q2 + 2mj(q −Ml)
] ≤ C1

m2
j

3)α
′
n ≤

[kδj ]∑

l=1

∞∑

q=[mγ
j ]

C

l2q2
[

1

l2 + q2 + 2mj(q +Ml)
+

+
1

l2 + q2 + 2mj(q −Ml)
] ≤ C1

m2
j

V) В области V оцениваем аналогично области IV:
1)

α
′
n ≤

C(1 + [kδj ]
2)

m2
j − (1 + [kδj ]

2)2
(1− 1

[mγ
j ]
)
1

[kδj ]
≤ C1

m2
j

2)

α
′
n ≤

C(1 + [kδj ]
2)

k2j [k
δ
j ]
2 − (1 + [kδj ]

2)2
(1− 1

[mγ
j ]
)
1

[kδj ]
≤ C1

k2j

3)

α
′
n ≤

C(2 + 2[kδj ]
2 + 4kja)

(1 + [kδj ]
2 + 2kja)2 − 4k2j [k

δ
j ]
2
(1− 1

[mγ
j ]
)
1

[kδj ]
≤ C1

k2j

VI)В области VI

α
′
n ≤

kj−[kδj ]∑

k=1

mj−[mγ
j ]∑

m=1

C

(k − kj)4(m−mj)4
×

× 1

(k − kj)(k + kj) + (m−mj)(m+mj)
≤

≤
C(mj − [mγ

j ])(kj − [kδj ])

[m4γ
j ][k4δj ](−[kδj ]kj − [mγ

j ]mj)

1)

α
′
n ≤

C([mγ
j ]−mj)

[m4γ
j ][k5δj ]

≤ C

k2j
,

при δ ≥ 2
5
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2)

α
′
n ≤

C([kδj ]− kj)

[k4δj ][m5γ
j ]

≤ C

m2
j

,

при γ ≥ 2
5

3)

α
′
n ≤

C1

m2
j

при 5δ + 3γ ≥ 2 или 3δ + 5γ ≥ 2.
Аналогичные оценки получим для областей VII, VIII и IX.
Исходя из всех оценок для каждой из областей мы заключаем, что

αn ≤ O(
νn
λ̄n

),

где νn - кратность λ̄n.
Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и

науки Российской Федерации, соглашение 14.B37.21.0358 “Развитие новых
направлений спектральной теории и теории функций, их приложения в
задачах математической физики и нелинейной динамики”.
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УДК 517

ФОРМУЛА СЛЕДОВ ДЛЯ ОПЕРАТОРА
ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ С ОСОБЕННОСТЯМИ В НУЛЕ

Нуртдинов Р. Р.
Уфа, БашГУ

Введение

В работе рассматривается спектральная задача на отрезке [0, π] второго
порядка

−y′′
(r) +

(
ν − 1/4

r2

)
y(r) = λy(r), 0 < r ≤ π

с краевыми условиями
{
y

′
(r) = hy(π),

y(r) ≈ rν+
1
4

В первой части получена асимптотика спектра этого оператора, во
второй-формула регуляризованного следа через резольвенту.

Формула регуляризованного следа подобных операторов, в частности
дифференциальных операторов 6-го порядка, ранее была рассмотрена Са-
довничим В.А.

§ 1. Асимптотика спектра дифференциального оператора
второго порядка на отрезке

Рассматривается спектральная задача на отрезке [0, π]

−y′′
(r) + (

ν − 1/4

r2
)y(r) = λy(r), 0 < r ≤ π, (1)

c краевыми условиями
{
y

′
(r) = hy(π),

y(r) ≈ rν+
1
4

(2)

где h−фиксированное число из R, V -оператор умножения на функцию
из L2[0, π].

Определим оператор L0, порожденный в L2 [0, π] дифференциальным
выражением.
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Общее решение уравнения L0y=λy при λ > 0 имеет вид:

y (r) = C1

√
rIν(

√
λr) + C2

√
rYν(

√
λr), (3)

Из граничных условий (2) находим, что C2 = 0 тогда остается

y(r) = C1

√
rIν(

√
λr)

Спектр {λn}∞n=1 оператора L0 определяется из уравнения:

y
′
(π, λ) = hy(π, λ).

Равенство будет иметь вид:

Iν(
√
λπ)

2
√
π

+
√
πI

′
ν(
√
λπ)

√
λ = h

√
πIν(

√
λπ),

1

2
Iν(

√
λπ) + πI

′
ν(
√
λπ)

√
λ = hπIν(

√
λπ).

Сделаем замену z =
√
λπ

1

2
Iν(z) + zI

′
ν(z) = hπIν(z) (4)

Используем асимптотические разложения функций Iν(z) и Yν(z) ([2],
c.222):

Iν(z) ∼=
√

2

πz

[
cos(z − νπ

2
− π

4
)U 1

ν (z)− sin(z − νπ

2
− π

4
)U 2

ν (z)
]

(5)

Yν(z) ∼=
√

2

πz

[
sin(z − νπ

2
− π

4
)U 1

ν (z)− cos(z − νπ

2
− π

4
)U 2

ν (z)
]

(6)

где

U 1
ν (z) =

∞∑

m=0

(−1)m(ν, 2m)

(2z)2m
(7)

U 2
ν (z) =

∞∑

m=0

(−1)m(ν, 2m+ 1)

(2z)2m+1
(8)

(ν,m) =
Γ(ν +m+ 1

2)

m!Γ(ν −m+ 1
2)

=
(4ν2 − 12)(4ν2 − 12)...(4ν2 − (2m− 1)2)

m!22m
,
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((ν, 1) = 1).

Для оценки (4) нам нужно найти асимптотические представления функ-
ций I ′

ν(z) :

I
′
ν(z) = − 1

2z

(
2

πz

) 1
2 [
cos(z − νπ

2
− π

4
)U 1

ν (z)− sin(z − νπ

2
− π

4
)U 2

ν (z)
]
+

+

(
2

πz

) 1
2 [
cos(z − νπ

2
− π

4
)
(
U 1
ν (z)

)′
− sin(z − νπ

2
− π

4
)U 2

ν (z)
]
−

−
[
cos(z − νπ

2
− π

4
)U 1

ν (z)− sin(z − νπ

2
− π

4
)U 2

ν (z)
]

подставляя Iν(z)и I
′
ν(z) в (4) решаем равенство.

Получаем

tg
(
z − νπ

2
− π

4

)
= −(ν, 1)

2z
−hπ
z
−(ν, 2) + 2(ν, 1) + 2hπ(ν, 1)

8

(
(ν, 1)

2
+ hπ

)
+

+
4(ν, 2) + (ν, 3) + 2hπ(ν, 1)

8

1

z3
+O

(
1

z5

)
(9)

Делаем замену

z − νπ

2
− π

4
= πn + αn

z = πn+
(1 + 2ν)π

4
+ αn

1

z
=

1

πn

(
1 +

1 + 2ν

4nπ
π +

αn
πn

)−1

=
1

πn

(
1− 1 + 2ν

4n

)
, βn = O

(
1

n2

)

tg
(
z − νπ

2
− π

4

)
= tg (πn+ βn) .

Собственное число будет:

√
λn = n+ a0 +

a−1

n
+
a−2

n
+Υn

︸ ︷︷ ︸
bn

,Υn = O

(
1

z3

)

126



b2n = a20 +
2a0a−1

n
+ O

(
1

z2

)

λn = n2 + 2a0n+ (2a−1 + a20) +
2 (a0a−1 + a−2)

n
+ αn, αn = O

(
1

n2

)

где

a0 =
1

2

(
ν +

1

2

)
n, a−1 = −2π + ν2 − 1

4

2π2
, a−2 =

(2ν + 1)(2h+ ν2 − 1
4)

8π2

λn = n2 +

(
ν +

1

2

)
n+

π2
(
ν + 1

2

)2
+ 1− 8π − 4ν2

4π2
+ O

(
1

n2

)
(10)

Лемма 1. Ядро резольвенты R0(−λ) = (L0 + λ)−1 оператора L0 имеет
вид:

R0(r, t,−λ) = G(r, t,−λ) + g(r, t,−λ),
где

G(r, t,−λ) = π

2

{
Q1(r, λ)Q2(t, λ), t ≤ r,

Q2(t, λ)Q1(r, λ), t > r

g(r, t,−λ) = −π
2

Q
′
2(π, λ)− hQ2(π, λ)

Q
′
1(π, λ)− hQ2(π, λ)

Q2(r, λ)Q1(t, λ)

Доказательство.
Решениями уравнения

−y′′
(r) +

(
ν − 1/4

r2

)
y(r) = λy(r)

будут функция,

{
Q1(r, λ) = C1

√
rIν(

√
λr)

Q2(r, λ) = C2

√
rKν(

√
λr)

, (11)

где Iν(
√
λr) - модифицированная функция Бесселя, Kν(

√
λr) - функция

Макдонольда.

Функция
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f(r, λ) =

∫ π

0

G(r, t,−λ)h(t)dt, (h(r) ∈ L2[0, π]),

удовлетворяет неоднородному уравнению

L0y(r)− λy(r) = hr (12)

и условию

f(0, λ) = 0.

Находя первую и вторую производные функции f(r, λ) получаем общее
решение уравнения (12)

Q(r, t) = f(r, λ) + C1Q1(r, λ) + C2Q2(r, λ).

Из граничных условий (2) получаем, что C2 = 0, тогда

Q(r, t) = f(r, λ) + C1Q1(r, λ)

Постоянную C1 найдем из условий y′
(π) = hy(π)

Q
′
(r, λ) = f

′
(r, λ) + C1Q

′
1(r, λ)

f
′
(π, λ) + C1Q

′
1(π, λ) = h [f(π, λ) + C1Q1(π, λ)] (13)

C1 =
hf(π, λ)− f

′
(π, λ)

Q
′
1(π, λ)− hQ1(π, λ)

Отметим, что

f(π, λ) =
π

2
Q2(π, λ)

∫ π

0

Q1(t, λ)h(t)dt

f
′
(π, λ) =

π

2
Q

′
2(π, λ)

∫ π

0

Q1(t, λ)h(t)dt

тогда

C1 = −π
2

Q
′
2(π, λ)− hQ2(π, λ)

Q
′
1(π, λ)− hQ2(π, λ)

∫ π

0

Q1(t, λ)h(t)dt

Отсюда получаем представление ядра R0(r, t,−λ) резольвенты R0(−λ).
Лемма доказана.
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§ 2. Формула регуляризованного следа дифференциального
уравнения второго порядка

Для ядерного интегрального оператора справедливо формула:

(R0(−λ)h)(r) =
∫ π

0

R0(r, t,−λ)h(t)dt⇒ trR0(−λ) =
∫ π

0

R0(r, r,−λ)dr

∞∑

n=1

1

λn + λ
=

∞∑

n=1

1

n2 + a1n+ a0 + αn + λ
=

b0√
λ
+
b1
λ
+

b2√
λ3

+

∞∑
n=1

αn

λ2
+O

(
1

λ
5
2

)

где

b0 =
π

2
, b1 =

ν + 1
2

2
, b2 =

(ν + 1
2)

2 + 1

4π
.

∞∑

n=1

1

λn + λ
=

∫ π

0

R0(r, r,−λ)dr (14)

Вычисляем

trR0(−λ) =
π

2

∫ π

0

Q1(r, λ)Q2(r, λ)dr − α(λ)

∫ π

0

Q1(r, λ)Q1(r, λ)dr

trR0(−λ) =
π

2

∫ π

0

rIν(
√
λr)Kν(

√
λr)dr − α(λ)

∫ π

0

rI2ν (
√
λr)dr (15)

где

α(λ) =
π

2

K
′
ν(
√
λπ)− 1√

λ
(h− 1

2π
)Kν(

√
λπ)

I ′
ν(
√
λπ)− 1√

λ
(h− 1

2π)Iν(
√
λπ)

, λ >> 1

Вычисляя равенства под номером (15) и используя асимптотические раз-
ложения модифицированной функции Бесселя и функции Макдональда, в
конечном итоге получаем такой ряд:

m1√
λ
+
m2

λ
3
2

+
m3

λ2
+O

(
1

λ
5
2

)

Приравнивая наши полученные результаты, находим формулу следа для
нашего уравнения:
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b0√
λ
+
b1
λ
+

b2√
λ3

+

∞∑
n=1

αn

λ2
+ O

(
1

λ
5
2

)
=
m1√
λ
+
m2

λ
3
2

+
m3

λ2
+ O

(
1

λ
5
2

)
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УДК 517.9

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА И
ИХ СВОЙСТВА

Павленко В. А.
Уфа, БГАУ

Введение.

В данной работе рассматривается компактное многообразие X с отме-
ченным подмногообразиемX0. Предполагается, чтоX0 представимо в виде
объединения конечного числа гладких подмногообразий, (которые будут
называться гранями), пересекающихся трансверсально (такие подмного-
образия мы называем стратифицированными). На данных многообразиях
будет введён специальный класс интегральных операторов.Одним из основ-
ных результатов работы является построение алгебры данных операторов.

С помощью этой алгебры можно исследовать эллиптические уравнения
на компактном многообразии, вырождающиеся на гладком подмногообра-
зии. Такой подход к исследованию вырождающихся эллиптических урав-
нений является обобщением b-исчисления, развитого Мельроузом [1] (см.
также [2]). Похожими проблемами занимались Б.Ю. Стернин, В.Е. Ша-
талов и М.В. Коровина. Основное отличие заключается в том, что они
строили алгебру операторов в пространстве Соболева.

Автор благодарен Ю.А. Кордюкову за постановку задачи и полезные
обсуждения.

§ 1. Конормальные функции и плотности.

Данный параграф посвящен определению конормальных функций
и плотностей на произвольном многообразии X с отмеченным стра-
тифицированным подмногообразием X0. Ниже будут приведены "гру-
бые"определения в связи с ограниченностью объёма. Подробные опреде-
ления даны в других статьях. (см. [3], [4]).
Определение 1. Индексным множеством называется любое множество E ⊂
Q1×N0, где Q1 обозначает подмножество рациональных чисел, представи-
мых в виде несократимой дроби с нечетным знаменателем, а N0 обозначает
подмножество целых неотрицательных чисел. При этом на E накладыва-
ются условия. Подробно см. [3], [4].

131



Определение 2. Скажем, что на стратифицированном подмногообразии X0

задано индексное семейство E, если любой его грани поставлено в соответ-
ствие индексное множество.
Определение 3. Пусть X — гладкое компактное многообразие и X0 — его
стратифицированное подмногообразие.

Конормальной функцией u, заданной на многообразии X, называется
функция, которая является гладкой на X\X0, а на подходе к X0 допускает
аисмптотическое разложение вида:

u(x, x0) ∼
∑

(z,p)∈E
az,p(x

0)xz ln |x|

Класс конормальных функций на многообразии X обозначим через
AE
phg(X,X

0).
Определение 4. s-плотностью на многообразии X называется функция, за-
данная на картах данного многообразия, причём при переходе от одной
карты к другой, данная функция умножается на модуль якобиана перехо-
да в степени s.

Исходя из этого определения, s-плотность можно записать в виде:
µ(x) = u(x)|dx|s.
Определение 5. Конормальной s-плотностью называется плотность, запи-

санная в виде: µ(x, x0) = u(x, x0)

∣∣∣∣dxx dx0
∣∣∣∣
s

, где u — конормальная функция.

Класс конормальных s-плотностей на многообразии X обозначим через
AE
phg(X,X

0,ΩX).

§ 3. Относительные интегральные операторы

В данном разделе строится алгебра относительных интегральных опе-
раторов на многообразии с отмеченным подмногообразием.

Пусть X, Y — гладкие компактные многообразия, такие что: dimX = n;
dimY = m. X0, Y 0 — гладкие подмногообразия коразмерности 1.

Заметим, что подмногообразие {X0 × Y } ∪ {X × Y 0} — стратифициро-
ванное подмногообразие многообразияX×Y с гранями {X0×Y };{X×Y 0}.

Будем рассматривать операторы:

A : C∞
0 (Y \ Y 0,Ω

1
2

Y ) → C∞(X \X0,Ω
1
2

X),

действие которых на полуплотность µ ∈ C∞
0 (Y \ Y 0,Ω

1
2

Y ) задаётся форму-
лой:
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Aµ =

∫

Y

kAµ. (1)

Здесь полуплотность kA ∈ C∞
(
(X×Y )\({X0×Y }∪{X×Y 0}),Ω

1
2

X×Y

)

является ядром данного оператора.
Если ядро kA записать в виде kA = KA(x, y)|dxdy|

1
2 , плотность µ запи-

сать в виде µ = u(y)|dy|12 , то получим, что выражение (1) согласуется со
стандартным выражением интегрального оператора.
Определение 6. Интегральный оператор A называется относительным ин-
тегральным оператором, если его ядро kA является конормальной полу-
плотностью на многообразии X × Y со стратифицированным подмногооб-
разием {X0 × Y } ∪ {X × Y 0}.
Теорема 1. Относительный интегральный оператор A, задаваемый яд-

ром kA ∈ A
(EX ,EY )
phg

(
X ×Y, {X0×Y }∪{X×Y 0},Ω

1
2

X×Y

)
, продолжается до

оператора
A : AFY

phg(Y, Y
0,Ω

1
2

Y ) → AEX

phg(X,X
0,Ω

1
2

X);

при условии, что выполнено условие inf(EY + FY ) > 0.

Очевидно, что если A, B — относительные интегральные операторы, то
αA+ βB — тоже относительный интегральный оператор.

Пусть заданы 3 гладких компактных многообразия X, Y , Z, такие что:
dimX = n; dimY = m; dimZ = k. X0, Y 0, Z0 — гладкие подмногообразия
коразмерности 1.

Пусть заданы относительные интегральные операторы A и B с ядрами:

kA ∈ AEX ,GY

phg (X × Y, {X0 × Y } ∪ {X × Y 0},Ω
1
2

X×Y ),

kB ∈ AFY ,HZ

phg (Y × Z, {Z0 × Y } ∪ {Z × Y 0},Ω
1
2

Y×Z),

соответственно. Предположим, что выполнено условие: inf(GY + FY ) > 0.
Тогда определена их композиция C = A ◦B.

kC =

∫

Y

kAkB. (2)

Если ядра kA и kB записать в виде kA = KA(x, y)|dxdy|
1
2 , kB =

KB(y, z)|dydz|
1
2 , то получим, что выражение (2) согласуется со стандарт-

ным выражением композиции интегральных операторов.
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Теорема 2. Если A, B — произвольные относительные интегральные
операторы с ядрами:

kA ∈ AEX ,GY

phg (X × Y, {X0 × Y } ∪ {X × Y 0},Ω
1
2

X×Y ),

kB ∈ AFY ,HZ

phg (Y × Z, {Z0 × Y } ∪ {Z × Y 0},Ω
1
2

Y×Z),

то их композиция C = A ◦ B — тоже относительный интегральный
оператор при выполнении условия на индексное семейство: inf(GY +FY ) >

0.

Таким образом, алгебра относительных интегральных операторов по-
строена.

§ 4. Относительный интеграл

Пусть µ — конормальная относительно индексного семейства E плот-
ность, заданная на компактном многообразии X с выделенным гладким
подмногообразием X0 коразмерности 1. Пусть inf E ≥ 0, причём если
(0, q) ∈ E, то q = 0.На многообразии X зададим риманову метрику
gX(p) и трубчатую окрестность U подмногообразия X0. Так как рима-
нова метрика задана, то определено расстояние от точки p ∈ X до под-
многообразия X0, которое обозначим через: dist(p,X0). Предположим, что
suppµ(x, x0) = [−L, L]. Относительный интеграл плотности µ по X опре-
деляется формулой

r∫

X

µ = lim
ε→0

( ∫

X
|x|>ε

µ+ 2 ln ε

∫

X0

µ

∣∣∣∣
X0

)
,

где r — определяющая функция подмногообразия X0, причём r(p) =
dist(p,X0) = x; p = (x, x0).
Определение 7. Раздутем многообразия X2 называется многообразие X2

b ,
которое получается из многообразия X2 вырезанием подмногообразия X02

и подклейкой на вырезанное место множество проективных прямых.
Определение 8. Гиперотносительный интегральный оператор — это инте-
гральный оператор, заданный на раздутом многообразии, и его ядро явля-
ется конормальной функцией.
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Определение 9. Относительным следом гиперотносительного интегрально-
го оператора A ∈ Ψ−∞(X,X0,Ω

1
2

X) с ядром kA называется число:

r-Tr(A) =

r(x)∫

X

kA

∣∣∣∣
∆

,

где ∆ — диагональ многообразия X2, x — определяющая функция X0.

Замечание. Определение класса Ψ−∞(X,X0,Ω
1
2

X) см. в [1].

Теорема 3. Если A ∈ Ψ−∞(X,X0,Ω
1
2

X) и B ∈ Ψ−∞(X,X0,Ω
1
2

X) — гипе-
ротносительные интегральные операторы, заданные на многообразии X,
то:

r-Tr([A,B]) 6= 0

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ 12-01-
00519-a

ЛИТЕРАТУРА

[1] Melrose R. B. The Atiyah-Patodi-Singer index theorem. Research Notes
in Mathematics, 4. A K Peters, Ltd., Wellesley, MA, 1993

[2] Grieser D. Basics of the b-calculus. Approaches to singular analysis
(Berlin, 1999), 30-84, Oper. Theory Adv. Appl., 125, Birkhauser, Basel,
2001.

[3] Труды Матем. центра им. Н.И.Лобачевского. – Казань: Изд-во Ка-
занск. матем. общ-ва, 2011. – T. 44. – C. 232–234.

[4] Сборник трудов международной школы - конференции для студен-
тов, аспирантов и молодых учёных

”
Фундаментальная математи-

ка и её приложения в естествознании“ –Уфа: Изд-во РИЦ БашГУ,
2009. – Т. 1. – С. 311-320

135



УДК 517.9

ЯДРО ОСНОВНЫХ АЛГЕБР ЛИ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
МЕХАНИКИ ГАЗОВЗВЕСИ

Панов А. В.
Челябинск, ЧелГУ

Введение

Работа посвящена исследованию симметрийных свойств [1]
одной системы уравнений в частных производных, описывающей механику
газовзвеси. А именно, она моделирует подавление неконтролируемой дето-
нации горючего газа инертными частицами (метод гашения) [2].

Процесс гашения волны детонации дискретными частицами может про-
текать по-разному, в зависимости от концентрации, плотности и размеров
частиц, а также других параметров системы. Данный процесс описывает-
ся системой уравнений механики гетерогенных сред взаимопроникающих
континуумов в двухскоростном приближении. Первым континуумом вы-
ступает смесь реагирующих газов и продуктов их воспламенения и горе-
ния, вторым континуумом – мелкие частицы инертного вещества. Функ-
циональным параметром системы является давление смеси, зависящее от
плотностей фаз.

Теоретические исследования данной системы были проведены, главным
образом, в одномерном и двумерном случаях (см. [2] и ссылки там же).
Однако, они не касались ее групповых свойств.

Главная гипотеза, используемая при теоретическом описании течений
газовзвесей, состоит в предположении о том, что среда в целом и её ком-
поненты являются сплошными. Также, предполагается, что:
- размеры включений дисперсной фазы значительно превосходят молекулярно-
кинетические размеры в несущей фазе и в то же время значительно меньше
характерных макромасштабов среды;
- газовзвесь является достаточно разреженной, чтобы не учитывать взаи-
модействие частиц между собой;
- вязкие эффекты проявляются только во взаимодействии между газом и
частицами;
- температура частиц по всему ее объему постоянна вследствие высокой
теплопроводности материала частиц;
- энергией и эффектами, связанными с хаотическим движением частиц,
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можно пренебречь;
- течение является нестационарным;
- тепловыми эффектами пренебрегаем;
- процессы дробления, слипания и образования новых дисперсных частиц
отсутствуют, частицы состоят из несжимаемого материала;
- в качестве несущей газовой среды выступает горючий газ, который вос-
пламеняется по достижении некоторой критической температуры;
- состав газа предполагается однокомпонентным.

Ранее [3, 4] данная система была исследована в случае пространства
независимых переменных R2

(t, x): было найдено ядро основных алгебр Ли,
доказано, что система не имеет дополнительных симметрий при любой
функции давления, найдена оптимальная система подалгебр ядра основ-
ных алгебр Ли, осуществлен поиск инвариантных и частично инвариант-
ных решений системы. В данной работе найдено ядро основных алгебр Ли
данной системы в случае пространства независимых переменных R4

(t, x, y, z).

§ 1. Ядро основных алгебр Ли

Рассматривается система уравнений

dρ

dt1
+ ρdiv ~u = 0 (1)

dσ

dt2
+ σdiv ~v = 0 (2)

ρ
d~u

dt1
+m1∇P (ρ, σ) = −σ

τ
(~u− ~v), (3)

σ
d~v

dt2
+m2∇P (ρ, σ) =

σ

τ
(~u− ~v), (4)

описывающая механику смеси газа и мелких частиц в пространстве. Здесь
~u = (ux, uy, uz) – вектор скорости газа, ~v = (vx, vy, vz) – вектор скорости
частиц, ρ – плотность газа, σ – плотность частиц, P – давление смеси,
m2 =

σ

b
– объемная коцентрация частиц, b – абсолютная плотность частиц,

m1 = 1−m2 – объемная коцентрация газа,
d

dt1
=

∂

∂t
+ ~u∇,

d

dt2
=

∂

∂t
+ ~v∇.

Оператор группы преобразований ищется в виде

X = θ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ω

∂

∂z
+ UXC

∂

∂ux
+ UY C

∂

∂uy
+

+UZC
∂

∂uz
+ V XC

∂

∂vx
+ V Y C

∂

∂vy
+ V ZC

∂

∂vz
+ RC

∂

∂ρ
+ SC

∂

∂σ
.
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Все коэффициенты оператора зависят от вектора (t, x, y, z, ux,

uy, uz, vx, vy, vz, ρ, σ).
Продолжение данного оператора на пространство 1-струй, действие

продолженного оператора на систему уравнений, сужение на многооб-
разие полученных уравнений и приведение подобных осуществлялось
в среде Maple. Из определяющих уравнений, полученных средствами
Maple, и произвольности параметра P следует, что RC = 0, SC =
0, θ = θ(t), ξ = ξ(t, x, y, z), η = η(t, x, y, z), ω = ω(t, x, y, z),

UXC = UXC(t, x, y, z, ux, uy, uz), UY C = UY C(t, x, y, z,ux,uy,uz),
UZC = UZC(t, x, y, z,ux,uy,uz), V XC = V XC(t, x, y, z,vx,vy,vz), V Y C =
V Y C(t, x, y, z,vx,vy,vz), V ZC=V ZC(t, x, y, z, vx, vy, vz).

Кроме того, остались уравнения

UXCux + θt − ξx = 0, (5)

UY Cuy + θt − ηy = 0, (6)

UZCuz + θt − ωz = 0, (7)

UXCuy − ξy = 0, (8)

UXCuz − ξz = 0, (9)

UY Cux − ηx = 0, (10)

UY Cuz − ηz = 0, (11)

UZCux − ωx = 0, (12)

UZCuy − ωy = 0, (13)

UXC = ξt − uxθt + uxξx + uyξy + uzξz, (14)

UY C = ηt − uyθt + uxηx + uyηy + uzηz, (15)

UZC = ωt − uzθt + uxωx + uyωy + uzωz, (16)

UXCx + UY Cy + UZCz = 0, (17)
σ

τ
(UXC − V XC) + ρ (uxUXCx + uyUXCy + uzUXCz+

+ UXCt) +
σ

τ
(θt − UXCux) (ux− vx)− σ

τ
UXCuy(uy − vy)−

−σ
τ
UXCuz(uz − vz) = 0, (18)

UXCuy + ηx = 0, (19)

UXCuz + ωx = 0, (20)

θt − ξx − UXCux = 0, (21)
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σ

τ
(UY C − V Y C) + ρ (uxUY Cx + uyUY Cy + uzUY Cz+

+ UY Ct) +
σ

τ
(θt − UY Cuy) (uy − vy)− σ

τ
UY Cux(ux− vx)−

−σ
τ
UY Cuz(uz − vz) = 0, (22)

UY Cux + ξy = 0, (23)

UY Cuz + ωy = 0, (24)

θt − ηy − UY Cuy = 0, (25)
σ

τ
(UZC − V ZC) + ρ (uxUZCx + uyUZCy + uzUZCz+

+ UZCt) +
σ

τ
(θt − UZCuz) (uz − vz)− σ

τ
UZCux(ux− vx)−

−σ
τ
UZCuy(uy − vy) = 0, (26)

UZCux + ξz = 0, (27)

UZCuy + ηz = 0, (28)

θt − ωz − UZCuz = 0, (29)

V XCvx + θt − ξx = 0, (30)

V Y Cvy + θt − ηy = 0, (31)

V ZCvz + θt − ωz = 0, (32)

V XCvy − ξy = 0, (33)

V XCvz − ξz = 0, (34)

V Y Cvx − ηx = 0, (35)

V Y Cvz − ηz = 0, (36)

V ZCvx − ωx = 0, (37)

V ZCvy − ωy = 0, (38)

V XC = ξt − vxθt + vxξx + vyξy + vzξz, (39)

V Y C = ηt − vyθt + vxηx + vyηy + vzηz, (40)

V ZC = ωt − vzθt + vxωx + vyωy + vzωz, (41)

V XCx + V Y Cy + V ZCz = 0, (42)
σ

τ
(UXC − V XC) + ρ (vxV XCx + vyV XCy + vzV XCz+
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+ V XCt) +
σ

τ
(θt − V XCvx) (ux− vx)− σ

τ
V XCvy(uy − vy)−

−σ
τ
V XCvz(uz − vz) = 0, (43)

V XCvy + ηx = 0, (44)

V XCvz + ωx = 0, (45)

θt − ξx − V XCvx = 0, (46)
σ

τ
(UY C − V Y C) + ρ (vxV Y Cx + vyV Y Cy + vzV Y Cz+

+ V Y Ct) +
σ

τ
(θt − V Y Cvy) (uy − vy)− σ

τ
V Y Cvx(ux− vx)−

−σ
τ
V Y Cvz(uz − vz) = 0, (47)

V Y Cvx + ξy = 0, (48)

V Y Cvz + ωy = 0, (49)

θt − ηy − V Y Cvy = 0, (50)
σ

τ
(UZC − V ZC) + ρ (vxV ZCx + vyV ZCy + vzV ZCz+

+ V ZCt) +
σ

τ
(θt − V ZCvz) (uz − vz)− σ

τ
V ZCvx(ux− vx)−

−σ
τ
V ZCvy(uy − vy) = 0, (51)

V ZCvx + ξz = 0, (52)

V ZCvy + ηz = 0, (53)

θt − ωz − V ZCvz = 0. (54)

Видно, что уравнения для функций V XC, V Y C, V ZC идентичны урав-
нениям для функций UXC,UY C, UZC. Решим систему (5) – (29). Скла-
дывая уравнения (5) и (21), получим θt = ξx. Так же из уравнений (6) и (25)
получим θt = ηy, из уравнения (7) и (29) получим θt = ωz. Подставляя (14)
и (39) в (18) и приводя подобные при σ, uy, uz, получим, что производные
ξx = 0, ξtt = 0, ξyy = 0, ξzz = 0, ξty = 0, ξtz = 0, ξyz = 0. Таким образом,
функция ξ есть многочлен первой степени от переменных t, y, z. Функция
θ есть константа. Далее, подставив (15) и (40) в (22), учитывая θt = ηy = 0
и приводя подобные при ux, uz, получим ηtt = 0, ηzz = 0, ηxx = 0, ηtz = 0,

ηtx = 0, ηxz = 0. Таким образом, функция η есть многочлен первой сте-
пени от переменных t, x, z. Так же, подставив (16) и (41) в (26), найдем,
что ω есть многочлен первой степени от переменных t, x, y. Итак, получе-
ны выражения θ = c, ξ = a1t + a3y + a4z + a5, η = b1t + b2x + b4z + b5,
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ω = c1t + c2x + c3y + c5. Учитывая выражения для UXC, UY C, UZC из
(14) – (16), получим

UXC = a1 + a3uy + a4uz,

UY C = b1 + b2ux+ b4uz,

UZC = c1 + c2ux+ c3uy.

Остались уравнения (17), (19), (20), (23), (24), (27), (28). Уравнение (17)
следует из других уравнений. Из уравнений (19), (20), (23), (24), (27), (28)
получим

ηx + ξy = 0, ωx + ξz = 0, ωy + ηz = 0.

После подстановки в эти уравнения выражений для ξ, η, ω получим равен-
ства b2 = −a3, a4 = −c2, c3 = −b4. Подставив в формулы (39), (40), (41)
выражения для ξ, η, ω, найдем V XC, V Y C, V ZC. Итак, после переобозна-
чений b2 = d, a4 = e, c3 = f , решение определяющей системы уравнений
можно записать в виде

θ = c,

ξ = a1t− dy + ez + a5,

η = b1t+ dx− fz + b5,

ω = c1t− ex+ fy + c5,

UXC = a1 − duy + euz,

UY C = b1 + dux− fuz,

UZC = c1 − eux+ fuy,

V XC = a1 − dvy + evz,

V Y C = b1 + dvx− fvz,

V ZC = c1 − evx+ fvy,

RC = 0,

SC = 0.

Теорема 1. Базис ядра основных алгебр Ли системы уравнений (1) – (4)
состоит из операторов

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 =

∂

∂y
, X4 =

∂

∂z
, X5 = t

∂

∂x
+

∂

∂ux
+

∂

∂vx
,

X6 = t
∂

∂y
+

∂

∂uy
+

∂

∂vy
, X7 = t

∂

∂z
+

∂

∂uz
+

∂

∂vz
,

141



X8 = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
− uy

∂

∂ux
+ ux

∂

∂uy
− vy

∂

∂vx
+ vx

∂

∂vy
,

X9 = z
∂

∂x
− x

∂

∂z
+ uz

∂

∂ux
− ux

∂

∂uz
+ vz

∂

∂vx
− vx

∂

∂vz
,

X10 = −z ∂
∂y

+ y
∂

∂z
− uz

∂

∂uy
+ uy

∂

∂uz
− vz

∂

∂vy
+ vy

∂

∂vz
.
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УДК 517.518.85

О ТЕОРЕМЕ ОТСЧЕТОВ ПО КОСИНУСАМ НА ОТРЕЗКЕ

Полушкина О.В.
Саратов, НИУ СГУ им. Чернышевского, Россия

Впервые синк – приближения появились в работах Плейна [3]. Позднее
Борель [4] и Уиттекер [5] ввели понятие кардинальной фунции и усечен-
ной кардинальной функции, сужения на отрезок [0, π] которых выглядит
следующим образом:

Ln(f, x) =
n∑

k=0

sin(nx− kπ)

nx− kπ
f(
kπ

n
) =

=

n∑

k=0

(−1)k sinnx

nx− kπ
f(
kπ

n
)

А.Ю. Трыниным совместно с В.П. Скляровым опубликована [2]. Мой ре-
зультат основан на статье [1], в которой получена оценка погрешности
аппроксимации функций, допускающих для некоторого положительного ε
аналитическое продолжение с отрезком [0, π] на круг Kε = {z : |z− π/2| ≤
π/2 + ε} интерполяционным оператором по синкам.

Теорема 1. Пусть f(z) – аналитическая в круге K = {z : |z−π/2| ≤ π/2}
и непрерывная вплоть до границы функция, тогда найдутся такие абсо-
лютная константа C0 > 0 и натуральное N , что для всех n ≥ N и x ∈
(0, π)

|Ln(f, x)− f(x)| ≤ C0‖f‖| cosnx|
n(π/2− |x− π/2|) (1)

где ‖f‖ = maxx∈K |f(x)|

Ln(f, x) =

n−1∑

k=0

f
(kπ
n

+
π

2n

) cosnx

(−1)k n (x− (kπ
n
+ π

2n
))

=

=
n−1∑

k=0

f(
kπ

n
+

π

2n
)
sin(nx− (kπ + π/2))

nx− (kπ + π/2)

(2)
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Доказательство. Обозначим xk,n = kπ
n

+ π
2n
,

k = 0, 1, 2, . . . , n ∈ N . При каждом натуральном n оценим уклонение опе-
ратора Ln от интерполируемой функции с помощью обобщения формулы
Эрмита. В качестве контура интегрирования возьмем окружность Γ с цен-
тром в точке π/2 и радиуса π/2.

|Ln(f, x)− f(x)| ≤ ‖f‖| cosnx|
2π

∫

Γ

∣∣∣ dξ

(ξ − x) cosnξ

∣∣∣ (3)

Сделаем замену ξ = π
2 +

π
2e

iϕ, оценим сверху интеграл в (3):

1

2π

∫

Γ

∣∣∣ dξ

(ξ − x) cosnξ

∣∣∣ ≤

≤ 1

4

2π∫

0

|eiϕ| dϕ
| cos nπ2 cos(nπ2 e

iϕ)− sin nπ
2 sin(nπ2 e

iϕ)||π2eiϕ − (x− π
2 )|

(4)

Когда ϕ пробегает отрезок от 0 до 2π, значение π
2 e

iϕ − (x − π
2 ) описывает

окружность радиуса π/2 c центром в точке x− π/2. Так как x ∈ (0, π), то

min
ϕ∈ [0,2π]

∣∣∣π
2
eiϕ − (x− π

2
)
∣∣∣ = π

2
−
∣∣∣x− π

2

∣∣∣

Следовательно, из (3) и (4) получаем оценку

|Ln(f, x)− f(x)| ≤ | cosnx|
4

‖f‖
π
2 − |x− π

2 |
×

×
2π∫

0

dϕ

| cos nπ2 cos (nπ2 e
iϕ)− sin nπ

2 sin(nπ2 e
iϕ)|

В зависимости от четности n оценка распадается на два случая. Обозначим

χn(ϕ) =

{
1

| sin(πn2 eiϕ)| при n нечетных,
1

| cos(πn2 eiϕ)| при n четных,

тогда

|Ln(f, x)− f(x)| ≤ | cosnx|
4

‖f‖
π
2 − |(x− π

2 )|

2π∫

0

χn(ϕ)dϕ (5)

Рассмотрим случай n = 2m+ 1, m = 0, 1, 2 . . .. Пусть A > 2, обозначим

δm =
1

8(m+ 1
2)

ln
A

A− 2
.
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Выберем m0 настолько большим, чтобы δm ∈ [0, π/2] для любого нату-
рального m > m0.
Тогда

2π∫

0

χ2m+1(ϕ)dϕ =

2π∫

0

dϕ∣∣ sin
(
nπ
2 e

iϕ
)∣∣ ≤

≤ 4

δm∫

0

dϕ

| sin(π(m+ 1
2) cosϕ)|

+ 4

π/2∫

δm

dϕ

| sh π(m+ 1
2) sinϕ|

(6)

В силу первого замечательного предела найдется такое натуральное
m1, m1 ≥ m0, что справедливо неравенство для любых m ≥ m1 и ϕ ∈
[0, δm]

| sin(π(m+ 1/2) cosϕ)| ≥ 1/2

Нетрудно проверить, что если

ϕ ≥ δm =
1

8(m+ 1
2)

ln
A

A− 2
, A > 2,

то

sh(π(m+ 1/2) sinϕ) ≥ eπ(m+ 1
2 ) sinϕ

A

Следовательно, для второго интеграла (6) имеем неравенство

π/2∫

δm

dϕ

sh(π(m+ 1
2) sinϕ)

≤ 1

2(m+ 1
2)
(A− 2)1/4A3/4.

Отсюда, а также из (4), (5), (6) для любого
x ∈ (0, π) и нечетного n > n0 = 2m1 + 1 получаем |Ln(f, x) − f(x)| ≤

≤ | cosnx|‖f‖
π
2
− |x− π

2
|
(1
8
ln

A

A− 2
+ (A− 2)1/4A3/4

)
(7)

Для случая четного n = 2m,m = 0, 1, 2... .

|Ln(f, x)− f(x)| ≤

≤ | cosnx|‖f‖
n (π2 − |x− π

2 |)
(1
4
ln

A

A− 2
+
√
A(A− 2)

)

Объединяя эту оценку с (7), получим (1), где C0 можно определить из ра-
венства
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min
A>2

max
((1

4
ln

A

A− 2
+
√
A(A− 2)

)
,

(1
8
ln

A

A− 2
+ (A− 2)1/4A3/4

))
= C0

Теорема доказана.
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УДК 515.574

О СУЖЕНИИ ПОТЕНЦИАЛОВ ЙЕНСЕНА НА
ПРОКОЛОТУЮ ВЕЩЕСТВЕННУЮ ОСЬ

Талипова Г. Р., Хабибуллин Б. Н., Хабибуллин Ф. Б.
Уфа, БашГУ

Введение

Как обычно, N, R, C обозначают одновременно множества натуральных,
вещественных, комплексных чисел и их геометри-ческие интерпретации;
N0 := {0}∪N. Кроме того, C+ := {z ∈ C : ℑz > 0} и C− := {z ∈ C : ℑz < 0}
— соответственно открытые верхняя и нижняя полуплоскости комплексной
плоскости C, а C± := C− ∪ C+; C∞ := C ∪ {∞} — сфера Римана; D —
открытый единичный круг с центром в нуле. Для подмножества S ⊂ C∞
через S и ∂S обозначаем соответственно его замыкание и границу в C∞;
∁AS — дополнение S до множества A ⊂ C∞, включающего в себя S. Через
C∞

0 (S) обозначаем пространство всех финитных на S функций ψ, т. е. с
носителем suppψ ⊂ S, бесконечно дифференцируемых на S относительно
евклидовой топологии, индуцированной с C.

Если Ω− область в C∞, то через SH(Ω) иHar(Ω) обозначаем классы со-
ответственно субгармонических и гармонических функций на Ω. Функция
SH(Ω) называется субгармонической, если выполнены следующие свой-
ства: −∞ ≤ SH(Ω) < +∞ в Ω; SH(Ω) полунепрерывна сверху в Ω; для
любой точки x0 ∈ Ω существует сколь угодно малое положительное число
r, такое, что

SH(x0) ≤ 1
cmrm−1

∫
D(x0,r)

SH(x)dσ(x),

где dσ(x) - элемент площади поверхности D(x0, r), D(x0, r) - окружность,
cm = 2π

m
2

Γ(m2 )
. Функция Har(Ω) называется гармонической, если Har(Ω) ∈ C2

и ∇2Har(Ω) = 0. Для S ⊂ C классы Cm
R (S) и Cm

C (S), где m ∈ 0 ∪ N ∪∞,
— пространства непрерывных вещественнозначных и соответственно ком-
плекснозначных m раз непрерывно дифференцируемых функций отно-
сительно евклидовой топологии, индуцированной с C∞. Верхний индекс
m = 0 (непрерывные функции) или нижний индекс R часто опускаем.

Положительность всюду понимается нестрого как ≥ 0. Аналогичное
соглашение — для отрицательности: ≤ 0. Так же нестрого понимается
возрастание и убывание. Так, функция φ : I → [−∞,+∞], I ⊂ [−∞,+∞],
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возрастающая (соответственно убывающая), если для любых x1, x2 ∈ I

неравенство x1 ≤ x2 влечет за собой нестрогое неравенство φ(x1) ≤ φ(x2)
(соответственно φ(x1) ≥ φ(x2)).

Для функции или отображения f на множестве A ⊃ S через f
∣∣∣
S

обо-
значаем сужение f на подмножество S. Для a ∈ [−∞,+∞] или функции
f : A → [−∞,+∞], как обычно, полагаем a+ := max{0, a} и f+ : a 7→(
f(a)

)+, a ∈ A. Для b ∈ [−∞,+∞] пишем также f ≡ b или f 6≡ b, если
соответственно f(a) ≡ b при всех a ∈ A или f(a) 6= b для некоторого a ∈ A.

Напомним, что для функции φ ∈ L1(R), φ : R \ {0} → R, прямое прео-
бразование Гильберта Hil определяется интегралом

(Hilφ)(x) :=
1

π
PV

∫

R\{0}

φ(t)

x− t
dt, x ∈ R \ {0}, (1)

где PV
∫

обозначает главное значение интеграла в смысле Коши. Такая
функция(Hil p)(x) определена почти для всех x ∈ R. Обратное преобразо-
вание Гильберта отличается только знаком

(Hil−1φ)(x) :=
1

π
PV

∫

R\{0}

φ(t)

t− x
dt = −(Hilφ)(x), x ∈ R \ {0}. (2)

Классы RPm0 основных, или тестовых, функций

Всюду далее рассматриваем только случай

m ∈
(
N \ {1}

)
∪ {∞}. (3)

Определение 4. Подкласс RPm
0 положительных непрерывных функций

φ : R \ {0} → [0,+∞), Zφ :=
{
x ∈ R \ {0} : φ(x) = 0

}
, (4)

с сужением на R \
(
{0} ∪ Zφ

)
из класса

Cm
(
R \

(
{0} ∪ Zφ

))
, (5)

для которых одновременно выполнены

• условие финитности

φ(x) ≡ 0, |x| ≥ Rφ > 0, (6)

где Rφ > 0 — постоянная, зависящая от φ;

148



• условие полунормировки в нуле

lim sup
0 6=x→0

φ(x)

− log |x| ≤ 1; (7)

• сопряженное условие положительности для x ∈ R \
(
{0} ∪ Zφ

)
вы-

глядит как

(−Hilφ)′(x) :=
1

π
PV

∫

R\{0}

φ(t)− φ(x)

(t− x)2
dt ≥ 0, (8)

а последнее неравенство после замены переменных можно записать в
форме

(−Hilφ)′(x) =
1

π
PV

∫ +∞

0

φ(x+ t) + φ(x− t)− 2φ(x)

t2
dt ≥ 0. (9)

Сопряженные условия положительности (8)–(9) эквивалентны возрас-
танию обратного преобразования Гильберта

Hil −1φ(x) =
1

π
PV

∫ +∞

−∞

φ(t)

t− x
dt = (−Hilφ)(x) (10)

отдельно на каждом открытом интервале, являющимся связной компонен-
той дополнения ∁R

(
{0} ∪ Zφ

)
замкнутого множества {0} ∪ Zφ до R.

Здесь левые части можно заменить на обратное преобразование Гиль-
берта производной φ′ функции φ за счет известного тождества

(−Hilφ)′(x) ≡ (−Hilφ′)(x), x ∈ R \ {0}, (11)

если производная φ′ принадлежит некоторому Lp(R), p > 1, или если рас-
сматривать производные и преобразование Гильберта в смысле теории рас-
пределений (обобщенных функций) [§ 3.3, 1].

Для λ ∈ C± := C \ R интеграл Пуассона PC±φ функции φ ∈ L1(R),
определяется как

(PC±φ)(λ) :=
1

π

∫ +∞

−∞

|ℑλ|
(t−ℜλ)2 + (ℑλ)2 φ(t)dt, ℑλ 6= 0. (12)

Для λ ∈ R полагаем

(PC±φ)(λ) := φ(λ), λ ∈ R \ {0}. (13)

Интеграл Пуассона из (12) — гармоническая функция на C\R. Опреде-
ления (12) и (13) вместе определяют преобразование Пуассона PC±.
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Определение 5. Функция V φ — положительная субгармоническая в про-
колотой плоcкости C \ {0}, ее сужение V φ

∣∣∣
R\{0}

совпадает с функцией

φ, функция V φ удовлетворяет условию полунормировки в нуле

lim sup
ζ→0

V φ(ζ)

− log |ζ| ≤ 1 (14)

и с постоянной Rφ из условия финитности (6) имеем оценку

V φ(ζ) ≤ const
∣∣∣ℑ1

ζ

∣∣∣, |ζ| ≥ 2Rφ. (15)

Определение 6. Субгармоническую в C\{0} функцию V будем называть
потенциалом Йенсена (с полюсом в точке 0) если выполнены следующие
три условия:

1. V (ς) ≥ 0 при ς ∈ C \ {0} (положительность);

2. Сушествует компакт K ⊂ C, для которого V ≡ 0 на C \ K (финит-
ность);

3.
lim sup
0 6=ς→0

V (ς)

− log |ς| ≤ 1; (16)

Сужение потенциалов Йенсена на проколотую вещественную
ось

Теорема 1. Если V - потенциал Йенсена, и сужение ϕ := V |R\{0} из класса
Cm(R \ {0}) при некотором m ∈ (N \ {1}) ∪ {∞}, то ϕ ∈ RPm0 и

V ϕ :=
(
PC±ϕ

)
(ς) ≥ V (ς), ς 6= 0. (17)

Доказательство. Условия положительности, финитности и полунорми-
ровки в нуле из определения класов RPm0 выполнены по Определению 3
потенциалов Йенсена. Функция V ϕ непрерывна на C\{0} и гармоническая
в C±. Так как потенциал Йенсена V субгармоничен в C±, а его сужение
на R \ {0} совпадает с граничными значениями функции V ϕ на R \ {0},
то V ϕ мажорирует V на C \ {0}, т.е. выполнено (17). Следовательно, для
каждой точки x0 ∈ R \ {0} среднее по кругу x0 + rD, r < |x0|, от функции
V ϕ не меньше среднегопо тому же кругу от потенциала V , что в силу суб-
гармоничности потенциала Йенсена V больше или равно ϕ(x0) = V ϕ(x0).
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Следовательно, функция V ϕ субгармоническая в C \ {0}. Теперь можно
проверить условие возрастания обратного преобразования Гильберта – Hϕ
отдельно на каждом открытом интервале - связной компоненте дополнения
замкнутого множества Zϕ до R \ {0} в форме сопряженного условия по-
ложительности (9). Для этого будем пользоваться теорией распределений
(обобщенных функций).

Пусть, как и выше, x0 ∈ R\{0}, r достаточно мало, а ψ0 ∈ C∞
0 (x0−r, x0+

r) – положительная функция; D+ := (x0 + r) ∩ C+ и D− := (x0 + r) ∩ C−
– верхний и нижний открытые полукруги; ∆ - оператор Лапласса; ∂

∂~nin
+

и
∂

∂~nin
−

– оператор дифференциирования по внутренней нормали на границах
∂D±.
Лемма 1. Пусть в окрестности точки z0 ∈ C задана дважды непрерывно
дифференциируемая кривая Σ и пусть с одной стороны от Σ в окрестности
z0 (т.е. в некоторой компоненте множества (z0+rD)∩(D\Σ) при достаточно
малом r) задана гармоническая функция V , имеющая в каждой точке z
границы ∂((z0+ rD)∩Σ) предел limς→z V (ς) = ψ(z), причем функция ψ на
Σ дважды непрерывно дифференциируема. Тогда градиент gradV имеет
конечный предел в каждой точке границы ∂((z0 + rD) ∩ Σ) и может быть
непрерывно продолжен на (z0 + rD) ∩ Σ.

По Лемме 1 сужения функции V ϕ на замыкания D̄+ и D̄− принадлежат
классу C1, а на D+ D− принадлежит классу C1, а на D+ и D− даже беско-
нечно дифференциируемые как гармонические. Выпишем вторую формулу
Грина в этих полукругах для положительного приложения ψ ∈ C∞

0 (x0+rD)
функции ψ0 = ψ |(x0−r,x0+r) и функции V ϕ:

∫ x0+r

x0−r

(
V ϕ(t)

∂ψ

∂~nin+
(t)− ψ(t)

∂V ϕ

∂~nin+
(t)

)
dt =

∫ ∫

D+

(ψ∆V ϕ − V ϕ∆ψ) dx dy

(18)

∫ x0+r

x0−r

(
V ϕ(t)

∂ψ

∂~nin−
(t)− ψ(t)

∂V ϕ

∂~nin−
(t)

)
dt =

∫ ∫

D+

(ψ∆V ϕ − V ϕ∆ψ) dx dy

(19)
В силу гладкости функции ψ и противоположной направленности норма-
лей nin+ и nin− справедливо тождество

∂ψ

∂~nin+
(t) +

∂ψ

∂~nin−
(t) =

∂ψ

∂~nin+
(t) +

∂ψ

(−∂~nin+ )
(t) ≡ 0, t ∈ (x0 − r, x0 + r) (20)
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Гармоничность функции V ϕ в C± влечет за собой тождество V ϕ(ς) ≡ 0

на D+ ∪D−. Последнее вместе с (20) последнее после сложения (18) с (19)
дает равенство

∫ x0+r

x0−r
ψ(t)

(
∂V ϕ

∂~nin+
(t) +

∂V ϕ

∂~nin−
(t)

)
dt =

∫ ∫

x0+rD
V ϕ∆ψdx dy (21)

где правая часть положительна ввиду субгармоничности функции V ϕ в
x0+rD при подходе с точки зрения теории распределений. Таким образом,
из (21) следует

∂V ϕ

∂~nin+
(t) +

∂V ϕ

∂~nin+
(t) ≥ 0, t ∈ R \ 0 (22)

В силу произвола в выборе x0 ∈ R \ 0 и положительной функции
ψ ∈ C∞

0 (x0 + rD). Но сумма производных по нормали из (22) уже вычис-
лена и равна главному значению интеграла в смысле Коши из (8). Таким
образом выполнено сопряженное условие положительности (8), а функция
ϕ принадлежит классу RPm0 .

Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и
науки Российской Федерации, соглашение 14.В37.21.0358 «Развитие новых
направлений спектральной теории и теории функций, их приложения в
задачах математической физики и нелинейной динамики».
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УДК 517.956

АСИМПТОТИКИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ЗАДАЧИ
ДИРИХЛЕ В ОБЛАСТИ С МАЛЫМ ОТВЕРСТИЕМ

Черданцева К. И.
Уфа, БашГУ

§ 1. Постановка задачи

Пусть n > 3, Ω и ω — ограниченные области в Rn с бесконечно диффе-
ренцируемыми границами, начало координат лежит в Ω и ω, aij(x), a(x) ∈
C∞(Ω), aij = aji,

α1|ξ|2 6
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj , α1 > 0, ∀x ∈ Ω, ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn),

H := −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj

)
+ a(x).

Обозначим ωε = {x : ε−1x ∈ ω}, Ωε = Ω \ ωε. Здесь и далее 0 < ε ≪ 1 –
малый параметр.

В работе [1] было доказано следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть λ0 – собственное значение кратности N краевой задачи

Hψ0 = λ0ψ0, x ∈ Ω, ψ0 = 0, x ∈ ∂Ω. (1)

Тогда, к собственному значению λ0 сходится N собственных значений (с
учетом совокупной кратности) краевой задачи

Hψε = λεψε, x ∈ Ωε, ψε = 0, x ∈ ∂Ωε. (2)

В работе [2] при n = 2 и n = 3 для H = −∆ были построены полные
асимптотические разложения минимальных собственных значений краевой
задачи (2). В настоящей работе методом согласования асимптотических
разложений [3], [4], [5] построены полные асимптотики собственных значе-
ний возмущенной задачи (2) как в простом, так и в двукратном случае для
H с переменными коэффициентами.
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§ 2. Основные утверждения

Не ограничивающего общности, будем считать, что aij(0) = δji , где δji –
символ Кронекера.

Прежде, чем перейти к формулировке основных теорем, введем некото-
рые обозначения. Здесь и всюду далее, |Sn| – площадь единичной сферы в
Rn, d(n) = 0 при нечетных n и d(n) = 1 при четных n.

В работе доказаны три следующих теоремы.

Теорема 1. Пусть λ0 – простое собственное значение краевой задачи (1),
ψ0 – соответствующая нормированная в L2(Ω) собственная функция.

Тогда, если ψ0(0) 6= 0, то собственное значение λε возмущенной крае-
вой задачи (2), сходящееся к λ0, имеет асимптотику

λε = λ0 + εn−2
∞∑

i=0

εiλi+n−2,0

+ d(n)ε2(n−2) ln ε
∞∑

p=0

∞∑

i=(n−2)p

εi lnp ελi+2(n−2),p+1,

где

λn−2,0 = −c(ω) |Sn| (n− 2)ψ2
0(0),

λ(p+1)(n−2),p = −cp+1(ω)Ap(n) |Sn| (n− 2)ψ2
0(0),

c(ω) > 0 – гармоническая емкость области ω, а A(n) — постоянные,
которые зависят только от n, aij и a.

Заметим, что если ∂ω = Sn, то c(ω) = 1, а если H = −∆, то

A(n) = −λ
n
2−1
0 ((n− 2)!!(n− 4)!!)−1 .

Обозначим через z̃m ∈ C∞(Rn \ ω) гармонические в Rn \ ω функции,
удовлетворяющие на ∂ω граничным условиям z̃0 = 1, z̃q = xq при q =

1, ..., n. При r → ∞ они имеют следующие асимптотики

z̃m =cm,0r
−n+2 +

n∑

p=1

cm,pxpr
−n +O

(
r−n
)
, m = 0, ..., n,

где cm,p – постоянные.
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда, если ψ0(0) = 0, то собственное значение λε задачи (2), сходя-

щееся к λ0, имеет асимптотику

λε = λ0 + εn
∞∑

i=0

εiλi+n,0

+ d(n)ε2(n−1) ln ε

∞∑

p=0

∞∑

i=(n−2)p

εi lnp ελi+2(n−1),p+1,

где
λn,0 = − |Sn| ∇ψ0(0)Cp(ω)∇ψ0(0),

λ(p+1)(n−2)+2,p = − |Sn|Ap(n)∇ψ0(0)Cp(ω)∇ψ0(0).

Cp(ω) — n×n-матрица с компонентами cm,q при p = 0 и с компонентами
cp−1(ω)cm,0c0,q при p > 1.

Если λ0 – двукратное собственное значение предельной краевой задачи
(1), то из леммы 1 вытекает, что для сходящихся к λ0 собственных зна-
чений λ

(1)
ε и λ

(2)
ε возмущенной задачи (2) возможны следующие случаи:

либо это два простых собственных значения, либо это одно двукратное
собственное значение, либо для разных ε имеет место один из этих вари-
антов. И даже, если к λ0 сходится два простых собственных значения λ(1)ε
и λ

(2)
ε , то нельзя утверждать, что соответствующие ортонормированные в

L2(Ωε) собственные функция ψ(j)
ε , продолженные нулем в ωε, имеют предел

в L2(Ω). Результаты [1] лишь гарантируют, что из любой последователь-
ности εk → 0 можно выделить подпоследовательность εkm → 0 такую, что
на ней имеет место сходимость ψ(j)

ε → ψ
(j)
0 в L2(Ω), где ψ(j)

0 – ортонорми-
рованные в L2(Ω) собственные функции задачи (1), соответствующие λ0.
Однако, эти пределы, вообще говоря, могут меняться в зависимости как от
выбора последовательности {εk}, так и от выбора подпоследовательности
{εkm}.

В работе рассматривается случай наиболее общего положения:

|ψ(1)
0 (0)|+ |ψ(2)

0 (0)| 6= 0. (3)

Тогда, очевидно, эти собственные функции можно выбрать так, что

ψ
(1)
0 (0) 6= 0, ψ

(2)
0 (0) = 0. (4)

Теорема 3. Пусть λ0 – двукратное собственное значение задачи (1),
ψ
(1)
0 и ψ(2)

0 – соответствующие ортонормированные в L2(Ω) собственные
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функции, удовлетворяющие условию (3) и выбранные в соответствии с
(4).

Тогда существуют два простых собственные значения λ(1)ε и λ(2)ε зада-
чи (2), сходящиеся к λ0, и они имеют асимптотики

λ(1)ε = λ0 + εn−2
∞∑

i=0

εiλ
(1)
i+n−2,0

+ d(n)ε2(n−2) ln ε

∞∑

p=0

∞∑

i=(n−2)p

εi lnp ελ
(1)
i+2(n−2),p+1,

λ(2)ε = λ0 + εn
∞∑

i=0

εiλ
(2)
i+n,0

+ d(n)ε2(n−2)+2 ln ε

∞∑

p=0

∞∑

i=(n−2)p

εi lnp ελ
(2)
i+2(n−2)+2,p+1,

где

λ
(1)
n−2,0 = −c(ω) |Sn| (n− 2)

(
ψ
(1)
0 (0)

)2
,

λ
(1)
(p+1)(n−2),p = −cp+1(ω)Ap(n) |Sn| (n− 2)

(
ψ
(1)
0 (0)

)2
,

λ
(2)
n,0 = − |Sn|∇ψ(2)

0 (0)C̃p(ω)∇ψ(2)
0 (0),

λ
(2)
(p+1)(n−2)+2,p = − |Sn|∇ψ(2)

0 (0)Ã(n)C̃p(ω)∇ψ(2)
0 (0),

C̃p(ω) – n× n-матрица с компонентами

cm,q −
cm,0c0,q
c(ω)

, p = 0, (−1)pcm,0c
p+1
0,q

(
1− 1

c(ω)

)
, p > 1,

Ã(n) = (Aq
1(n), . . . , A

q
n(n)), Ai(n) – постоянные, которые зависят только

от n, aij и a.
Для соответствующих собственных функций нормированных в L2(Ωε)

(и продолженные нулем в ωε) имеет место сходимость
∥∥∥ψ(j)

ε − ψ
(j)
0

∥∥∥
L2(Ω

→ 0 при ε→ 0.

Заметим, что если H = −∆, то Ai(n) = −λ
n
2

0 (n!!(n− 2)!!)−1 xi.
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Из теоремы, в частности, следует, что если выполнено условие (3), то
двукратное собственное значение λ0 при рассматриваемом возмущении рас-
щепляется на два простых собственных значения, а соответствующие соб-
ственные функции сходятся к собственным функциям задачи (1), выбран-
ным в соответствии с (4).

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (код проекта 12-01-
00445).
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УДК 517.916

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЛАПЛАСИАНА В КРУГЕ С
ЧАСТОЙ СМЕНОЙ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ

Шарапов Т. Ф.
Уфа, БГПУ им. М. Акмуллы

§ 1. Постановка задачи и формулировка результатов.

Краевые эллиптические задачи с часто чередующимся типом граничных
условий возникают в различных приложениях, например, при исследова-
нии собственных значений часто закрепленной мембраны, в задачах нефте-
химии и в других областях. Отметим труды в этой области таких ученых,
как Д. И. Борисов, Р. Р. Гадыльшин, Г. А. Чечкин. В настоящей работе
рассматривается краевая задача для оператора Лапласа в круге с часто и
периодически чередующимся типом граничных условий.

Пусть x = (x1, x2) - декартовы координаты, (r, θ) - полярные координа-
ты, ε = 2N−1 - малый параметр, N ≫ 1 целое число, D - круг с центром
в начале координат и радиусом равным единице, ∂D - граница круга D.
Обозначим через Γε = ∂D\γε, где γε объединение N открытых непересека-
ющихся лежащих на ∂D дуг, длиной 2εη каждая (0 < η < π/2), располо-
женных так, что любая из этих дуг получается из соседней поворотом на
επ относительно начала координат. При задании на γε граничное условие
Дирихле, а на Γε - граничное условие Неймана, будем понимать случай
часто и периодически чередующимся типом граничных условий.

Нашей целью является построение асимптотики решения при ε → 0
следующей задачи:





−∆xuε − λuε = f, x ∈ D,

uε|r=1 = 0,

∂uε
∂r

∣∣∣∣
r=1

= 0.

(1)

Здесь λ < 0 - некоторое фиксированное число, f ∈ C∞
0 (D̄) - заданная

функция.
В этой работе на основе метода пограничного слоя будет формально

построена асимптотика. Базовой идеей данного построения является ис-
пользование пограничного слоя в окрестности границы ∂D с целью удо-
влетворения граничных условий задачи (1).
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Теорема 1. Формальное асимптотическое разложение решения задачи
(1) имеет вид:

uε = uexε (x, η) + χ(r)umidε (ξ, θ, η),

где χ(r) — бесконечно дифференцируемая срезающая функция, равная еди-
нице при r > 2

3 и нулю при r < 1
3,

uexε (x, η) = u0(x) +
∞∑
i=1

εiui(x, η)

umidε (ξ, θ, η) =
∞∑
i=1

εiυi(ξ, θ, η),

где ξ = (ξ1, ξ2) =

(
θ

ε
,
1− r

ε

)
.

Функции υ1(ξ), υ2(ξ) найдены как решения некоторых краевых задач.

§ 2. Формальное построение асимптотик.

Асимптотику решения задачи (1) будем искать в виде суммы внешнего
разложения и пограничного слоя:

uε = uexε (x, η) + umidε (ξ, θ, η), (2)

где внешнее разложение строим в виде:

uexε (x, η) = u0(x) +
∞∑

i=1

εiui(x, η). (3)

Подставив разложение (3) в уравнении задачи (1), получим уравнения
на u0(x)

(−∆x − λ)u0(x) = f, x ∈ D (4)

и на ui(x, η) при i ≥ 1

(−∆x − λ)(εu1(x, η) + ε2u2(x, η) + ε3u3(x, η) + ...) = 0, x ∈ D (5)

где (4) и (5) есть уравнения на коэффициенты асимптотики.
Пограничный слой ищем в виде

umidε (ξ, θ, η) = υ0(ξ) +

∞∑

i=1

εiυi(ξ, θ, η). (6)
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Обозначим: Π = {ξ : −π/2 < ξ1 < π/2, ξ2 > 0}, Γη = Oξ1\γη, где γη-
объединение интервалов на прямой ξ2 = 0, получающихся из интервала
(−η, η) сдвигами, кратными π. Через Ψ обозначим класс четных, π- пери-
одических по переменной ξ1 экспоненциально убывающих вместе с произ-
водными при ξ2 → +∞, Ψ±

0 = Ψ± ∩ L2(Π), Ψ
±
1 = Ψ± ∩W 1

2 (Π).
В переменных ξ оператор Лапласа выглядит следующим образом:

∆ξ = ε−2 ∂
2

∂ξ22
− 1

1− εξ2
ε−1 ∂

∂ξ2
+

1

(1− εξ2)2
ε−2 ∂

2

∂ξ21
. (7)

Теперь раскладывая
1

1− εξ2
и

1

(1− εξ2)2
в уравнении (7) в ряд Тейлора и

собирая коэффициенты при одинаковых степенях ε (в уравнении с εi−2, а
в граничных условиях - εi−1 и εi), получаем задачи на υ0 :





∆ξυ0 = 0, ξ2 > 0,

υ0 |ξ2=0= −u0 |r=1,

∂υ0
∂ξ2

∣∣∣∣
ξ2=0

= 0,

(8)

и на υn при n ≥ 1 :

∆ξυn = Fn =

n−1∑

i=1

(ξi−1
2

∂

∂ξ2
− (i+ 1)ξi2

∂2

∂ξ21
+ 2iξi−1

2

∂2

∂ξ1∂θ
)υn−i

−
n−2∑

i=1

(λ+ iξi−1
2

∂2

∂θ2
)υn−(i+1), ξ2 > 0, (9)

υn |ξ2=0= −un |r=1,
∂υn
∂ξ2

∣∣∣∣
ξ2=0

=
∂un−1

∂r

∣∣∣∣
r=1

. (10)

Обозначим X(ξ, η) = Re ln
(
sin z +

√
sin2 z + sin2 η

)
− ξ2, Y (ξ, η) =

X(ξ, η) + ξ2 + ln sin η. В работе [2] указано, что X ∈ Ψ+
1 - гармоническая

функция, удовлетворяющая граничным условиям:

X = ln sin η, ξ ∈ γη,
∂X

∂ξ2
= −1, ξ ∈ Γη (11)

и имеющая асимптотику

X(ξ, η) = ξ2 − ln sin η +O(e−ξ2), ξ2 → ∞.

Следующая лемма была доказана в работе [2].
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Лемма 1. Пусть F ∈ Ψ0, υ- решение задачи

∆ξυ = F, ξ2 > 0, υ = A, ξ ∈ γη,
∂υ

∂ξ2
= B, ξ ∈ Γη. (12)

Тогда υ ∈ Ψ1 если и только если
∫

Π

Y Fdξ = π(A+B ln sin η). (13)

Рассмотрим задачу (8). Так как F0 = 0 и B0 = 0, то подставляя эти
значения в формулу (13), получим υ0 |ξ2=0= 0. Следовательно задача (8)
имеет единственное решение υ0 = 0 поэтому члена υ0 не должно быть в
разложении (6).

Равенство υ0 |ξ2=0= 0 в силу задачи (8) влечет краевое условие

u0 = 0, x ∈ ∂D. (14)

Получим задачу на u0 :
{
(−∆x − λ)u0(x) = f, x ∈ D,

u0 = 0, x ∈ ∂D.
(15)

Выпишем задачу для j = 1 учитывая, что υ0 = 0 :




∆ξυ1 = 0, ξ2 > 0,

υ1 |ξ2=0= −u1 |r=1,

∂υ1
∂ξ2

∣∣∣∣
ξ2=0

=
∂u0
∂r

∣∣∣∣
r=1

.

(16)

Применим лемму для (16), получим:

υ1 |ξ2=0= − ∂u0
∂r

∣∣∣∣
r=1

ln sin η. (17)

C учетом гармоничности функции X(ξ, η) и граничных условий (11) за-
ключаем, что решение задачи (16) имеет вид

υ1 = − ∂u0
∂r

∣∣∣∣
r=1

X(ξ, η). (18)

Обозначим
∂u0
∂r

∣∣∣∣
r=1

= α0(θ).

Равенство (17) в силу задачи (16) влечет краевое условие

u1 = α0(θ) ln sin η, x ∈ ∂D. (19)
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Получим задачу на u1 :
{
(−∆x − λ)u1(x, η) = 0, x ∈ D,

u1 = α0(θ) ln sin η, x ∈ ∂D.
(20)

Выпишем задачу для j = 2 :




∆ξυ2 =
∂υ1
∂ξ2

− 2ξ2
∂2υ1
∂ξ21

+ 2
∂2υ1
∂ξ1∂θ

, ξ2 > 0,

υ2 |ξ2=0= −u2 |r=1,

∂υ2
∂ξ2

∣∣∣∣
ξ2=0

=
∂u1
∂r

∣∣∣∣
r=1

.

(21)

Подставляя υ1 = −α0(θ)X(ξ, η) в правую часть уравнения задачи (21),
применим лемму для задачи на υ2, при этом зная, что фунции X ∈ Ψ+

1 и
Y ∈ Ψ+

1 , получим:

υ2 |ξ2=0= −∂u1
∂r

∣∣∣∣
r=1

ln sin η. (22)

Равенство (22) в силу задачи (21) влечет краевое условие

u2 =
∂u1
∂r

∣∣∣∣
r=1

ln sin η, x ∈ ∂D. (23)

Получим задачу на u2 :




(−∆x − λ)u2(x, η) = 0, x ∈ D,

u2 =
∂u1
∂r

∣∣∣∣
r=1

ln sin η, x ∈ ∂D.
(24)

Решение задачи (21) имеет вид

υ2 =
1

2
ξ22
∂υ1
∂ξ2

+ υ̃2(ξ, θ), (25)

где

∆ξυ̃2(ξ, θ) = 2
∂2υ1
∂ξ1∂θ

и
υ̃2(ξ, θ) |ξ2=0= −∂u1

∂r

∣∣∣∣
r=1

ln sin η.

Дальнейшие построения коэффициентов υi задач (24) и (15) проводятся
индуктивно.
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Для функций υi(i ≥ 2) решения задач (9), (10) имеют вид

υi =
1

2
ξ22
∂υi−1

∂ξ2
+ υ̃i(ξ, θ, η),

причем

∆ξυ̃i(ξ, θ, η) =

i−1∑

k=1

(
ξk2

∂

∂ξ2
− (k + 1)ξk+1

2

∂2

∂ξ21

)
υi−k

−
i∑

k=1

(
2kξk−1

2

∂2υi−(k+1)

∂ξ1∂θ

)
−

i−1∑

k=1

(
λ+ kξk−1

2

∂2

∂θ2

)
υi−k, ξ2 > 0,

Теорема 2. Существуют ряды (3), (6) такие, что

1. коэффициенты ui ∈ C∞(D) являются решениями задач (4), (5);

2. для задач (9) и (10) получено выражения вида (17), (22);

3. Для функций υi(i ≥ 2) решения задач (9), (10) имеют вид

υi =
1

2
ξ22
∂υi−1

∂ξ2
+ υ̃i(ξ, θ, η),

где

∆ξυ̃i(ξ, θ, η) =
i−1∑

k=1

(
ξk2

∂

∂ξ2
− (k + 1)ξk+1

2

∂2

∂ξ21

)
υi−k

−
i∑

k=1

(
2kξk−1

2

∂2υi−(k+1)

∂ξ1∂θ

)
−

i−1∑

k=1

(
λ+ kξk−1

2

∂2

∂θ2

)
υi−k, ξ2 > 0;

4. на первые коэффициенты асимптотики внешнего разложения выпи-
саны задачи;

На этом заканчивается построение членов по степеням ε.
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УДК 517.956

О СМЕНЕ ТИПА ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ ДЛЯ
ЛАПЛАСИАНА

Шишкина Е. А.
Уфа, БГПУ им.М.Акмуллы

§ 1. Постановка задачи

Пусть Ω – круг единичного радиуса центром в начале координат, Γ :=

∂Ω, x = (x1, x2) и (r, ϕ) – декартовы и полярные координаты соответствен-
но, x(j)0 точки с полярными координатами (r, ϕ) = (1, cj), где j = 1, N ,
N – фиксированное натуральное число, 0 < ε ≪ 1 – малый параметр,

γε,j := {x ∈ Γ : εaj < ϕ− cj < εbj}, γε :=
N⋃
j=1

γε,j, Γε := Γ\γε. Не ограничи-

вая общности, будем считать, что c1 = 0.
В работе методом согласования асимптотических разложений [1], [2], [3]

строятся полные асимптотически по малому параметру ε собственных зна-
чений λε краевой задачи:

−∆ψε = λεψε, x ∈ Ω,

ψε = 0, x ∈ Γε,
∂ψε

∂r
= 0, x ∈ γε.

(1)

§ 2. Основные утверждения

Из [4] следует, что при ε → 0 собственные значения краевой задачи (1)
сходятся к собственным значениям краевой задачи

−∆ψ0 =λ0ψ0, x ∈ Ω, ψ0 = 0, x ∈ Γ (2)

с учетом совокупной кратности.
В свою очередь, хорошо известно, что задача (2) имеет либо простые

собственные значения, совпадающие с квадратами нулей функции Бесселя
нулевого порядка J0(z), либо двукратные собственные значения, совпада-
ющие с квадратами нулей функции Бесселя m-ого порядка Jm(z), m > 1.
Известно, что нормированные в L2(Ω) собственные функции задачи (2),
соответствующие простому собственному значению λ0, имеют вид

ψ0(x) =

√
2

π

(
J′0(
√
λ0)
)−1

J0(
√
λ0r),

164



а ортонормированные в L2(Ω) собственные функции, соответствующие дву-
кратному собственному значению, имеют вид

J1(x) =

√
2

π

(
J′m

(√
λ0

))−1

Jm

(√
λ0r
)
cosmϕ,

J2(x) =

√
2

π

(
J′m

(√
λ0

))−1

Jm

(√
λ0r
)
sinmϕ.

Обозначим через a и b векторы с координатами aj и bj, соответственно.
Из [4] следует, что, если ψ0 – нормированная собственная функции, со-

ответствующая простому собственному значению λ0 краевой задачи (2),
ψε – нормированная собственная функция, соответствующая собственному
значению λε краевой задачи (2), сходящемуся к λ0 при ε → 0, то ψε → ψ0

в L2(Ω).
В работе доказаны следующие две теоремы.

Теорема 1. Собственное значение λε краевой задачи (2), сходящееся к
простому собственному значению λ0 краевой задачи (1), имеет асимп-
тотику

λε =λ0 + ε2
∞∑

i=0

[ i2 ]∑

k=0

εi lnk ε λi+2,k,

где

λ2,0 =− λ0
2
|a− b|2,

λ2+2k,k =

(
1

2

)4k+1

(−λ0)k+1 |a− b|2(k+1), k > 1.

Пусть теперь λ0 двукратное собственное значение краевой задачи (1).
Тогда из [4] вытекает, что для сходящихся к λ0 собственных значений кра-
евой задачи (1) возможны следующие ситуации: либо это два простых соб-
ственных значения, либо это одно двукратное собственное значение, ли-
бо для разных ε имеет место один из этих вариантов. И даже, если к λ0
сходится два простых собственных значения λε,(1) и λε,(2) краевой задачи
(1), то нельзя утверждать, что соответствующие нормированные в L2(Ω)
собственные функция ψε,(n) имеют предел. Из [4] следует, что из любой по-
следовательности εk → 0 можно выделить подпоследовательность εkm → 0

такую, что на ней имеет место сходимость ψε,(n) → ψ
(n)
0 в L2(Ω), где ψ(n)

0

– ортонормированные в L2(Ω) собственные функции краевой задачи (2),
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соответствующие λ0. Однако, эти пределы, вообще говоря, могут меняться
в зависимости от выбора подпоследовательности εkm → 0.

Всюду далее критическим будем называть случай, когда при фиксиро-
ванном числе m имеют место равенства sinmϕj = 0 для всех j = 1, N .
В частности критическим является случай N = 1 (при принятом выше
соглашении, что c1 = 0).

Теорема 2. Пусть λ0 – двукратное собственное значение предельной кра-
евой задачи (2), являющееся квадратом нуля функции Jm.

Тогда собственные значения λε,(1), λε,(2) возмущенной краевой задачи
(1), сходящиеся к λ0, являются простыми и имеют асимптотики

λε,(n) =λ0 + ε2
∞∑

i=0

[ i2 ]∑

k=0

εi lnk ε λ
(n)
i+2,k,

где

λ
(n)
2,0 =− λ0

4

(
|a− b|2 + (−1)n+1D(a,b)

)
,

D(a,b) =

√
|a− b|4 − 4

∑

i 6=k
(ai − bi)2(ak − bk)2 sin

2m(ci − ck),

в некритическом случае и асимптотики

λε,(1) =λ0 + ε2
∞∑

i=0

[ i2 ]∑

k=0

εi lnk ε λ
(1)
i+2,k,

λε,(2) =λ0 + ε4
∞∑

i=0

[ i4 ]∑

k=0

εi lnk ε λ
(2)
i+4,k

где

λ
(1)
2,0 = −λ0

2
|a− b|2

в критическом случае.
Соответствующие собственные функции ψε,(n) сходятся к ψ

(n)
0 в

L2(Ω), где
ψ
(n)
0 (x) = αn1J1(x) + αn2J2(x), (3)
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α11 =α22 =

√
1− 1

1 + k2
, α12 = −α21 =

√
1

1 + k2
,

k =

N∑
j=1

cos 2cj +

√√√√
(

N∑
j=1

sin 2cj

)2

+

(
N∑
j=1

cos 2cj

)2

N∑
j=1

sin 2cj

.

(4)

Из теоремы, в частности, следует, что в случае когда λ0 двукратное
собственное значение задачи (2), при рассматриваемом возмущении оно
расщепляется на два простых собственных значения, а соответствующие
собственные функции сходятся к собственным функциям задачи (2), вы-
бранным в соответствии с (3), (4).

Заметим, что двучленная асимптотика минимального собственного зна-
чения в случае N = 1, −a1 = b1 была построена в [5].

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (код проекта 12-01-
00445).
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УДК 658.15

ИНФОРМАЦИОННАЯ СИСТЕМА УПРАВЛЕНИЯ
БЮДЖЕТОМ ДВИЖЕНИЯ ДЕНЕЖНЫХ СРЕДСТВ

Фабарисова А. И.
Уфа, УГАТУ

Управление бюджетом движения денежных средств – это важный ин-
струмент финансового менеджмента предприятия, позволяющий прогно-
зировать и контролировать денежные потоки, возможные «кассовые раз-
рывы», что, в конечном счете, сказывается на платежеспособности и фи-
нансовой устойчивости предприятия. Главной задачей бюджетирования яв-
ляется выработка эффективных и обоснованных управленческих решений,
что требует обработки и анализа больших объемов информации.

В результате исследования существующего процесса управления бюд-
жетом движения денежных средств на ОАО «УМПО» было выявлено, что
процесс бюджетирования имеет некоторые существенные недостатки. Рас-
четы и сведение бюджета движения денежных средств осуществляется с
помощью стандартных офисных приложений, которые не дают экономи-
сту возможности оперативно осуществить анализ формирования той или
иной статьи бюджета в точности до определенного центра финансовой от-
ветственности. Используемые программные средства ограничивают специ-
алиста в работе, так как приходится большую часть времени заниматься
контролем за корректностью данных и ручным переносом из одного файла
в другой. Кроме того, отсутствует единое информационное пространство
для планирования бюджета и анализа его исполнения.

Детальное обследование существующих процессов бюджетирования с
использованием методики системного проектирования позволило выделить
следующие проблемы: - проблема информационного обмена, связанная с
бумажной передачей данных; - отсутствие детализации информации по
центрам финансовой ответственности; - отсутствие возможностей для сце-
нарного планирования бюджета.

Для решения перечисленных проблем в ОАО «УМПО» требуется внед-
рение информационной системы бюджетирования. На российском рын-
ке представлено немалое количество программных продуктов для авто-
матизации бюджетирования, выбор оптимального варианта осуществлял-
ся методом анализа иерархий. Результат расчетов показал целесообраз-
ность приобретения дополнительного модуля «Управление производствен-
ным предприятием» в системе программ 1С:Предприятие 8. Внедрение
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данной системы позволит автоматизировать процесс сбора данных из бюд-
жетов центров финансовой ответственности и операционных бюджетов пу-
тем подключения отдела бюджетирования к единому серверу и к единой
базе данных. Кроме того, внедренная ИС бюджетирования позволит эко-
номистам предприятия проводить сценарный анализ при планировании
бюджета, так как в системе 1С:Предприятие 8 возможно использование
нескольких вариантов финансовых планов.

Процесс бюджетирования в 1С:Предприятие 8 начинается с планирова-
ния бюджетов поступлений и платежей центров финансовой ответственно-
сти, которые формируются на основе данных из документов «План про-
даж», «План закупок» или «План движения денежных средств». Данные
передаются в подсистему бюджетирования с использованием документа
«Расчет по модели бюджетирования». В документе указывается сценарий
планирования, источник данных для расчета, в качестве параметров для
расчета указываются статьи оборотов по бюджетам, в которые будет зане-
сена плановая информация. Сводный бюджет движения денежных средств,
консолидирующий информацию бюджетов более низкого уровня, форми-
руется в системе автоматически. Кроме того, в системе происходит ав-
томатический расчет налоговых платежей с последующим отражением в
соответствующей бюджетной статье. Реализован механизм установления
лимитов и целевых значений по оборотам бюджета. Это значит, что при
установке ограничения на затраты для определенного центра финансовой
ответственности, сотрудники отдела не смогут спланировать расход сверх
установленного лимита.

Система 1С:Предприятие 8 объединяет центры финансовой ответствен-
ности с отделом бюджетирования, однако не все подразделения осуществ-
ляют свою работу в 1С. На предприятии внедрена ERP-система BAAN,
которая имеет сервер базы данных, и для того, чтобы организовать еди-
ное информационное пространство процесса бюджетирования, предлагает-
ся осуществить подключение сервера 1С к серверу BAAN.

Расчет экономической эффективности, с учетом затрат на создание ин-
формационной системы и ее внедрение, показал выгодность проекта, в
частности внутренняя норма доходности равна 17,7%, а расчетный срок
окупаемости капитальных вложений составляет чуть больше года. Внедре-
ние информационной системы управления бюджетом движения денежных
средств в отделе бюджетирования позволит сократить временные затра-
ты при осуществлении исследуемого процесса, сократить потери от непра-
вильно принятых решений и качественно повысить уровень планирования
бюджета.
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