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УДК 519.25

МАРКОВСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАБОЛЕВАНИЙ
ОРГАНОВ КРОВООБРАЩЕНИЯ

Абдюшева С. Р., Шамуратова С. Ф. (Уфа, БашГУ)

Введение

Рассматривается задача построения математической модели,
описывающей состояния человека с учетом возможности заболевания
органов кровообращения.

Для описания различных состояний человека и возможных
переходов из одного состояния в другое подходит схема марковского
процесса. Дадим определение этого понятия. Случайный процесс,
протекающий в системе S, называется марковским процессом (или
"процессом без последействия"), если он обладает следующим
свойством:

Для каждого момента времени t0 вероятность любого состояния
системы в будущем (при t > t0) зависит только от ее состояния
в настоящем (при t = t0 ) и не зависит от того, когда и каким
образом система пришла в это состояние (то есть как развивался
процессы в прошлом). Другими словами, в марковском случайном
процессе будущее развитие его зависит только от настоящего
состояния и не зависит от "предыстории"процесса.

Для состояний здоровья человека это допущение является
правомерным в случае, если рассматривается достаточно небольшой
интервал времени. Например, можно допустить, что характеристики
состояний не меняются в течение года.

§ 1. Постановка задачи и основные формулы

Была поставлена задача построить математическую модель
состояний человека и рассчитать вероятности нахождения человека
в описанных состояниях.
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В качестве исходных параметров выступают интенсивности
перехода из состояния в состояние λij . Эти интенсивности
заранее, как правило, неизвестны. В данной задаче интенсивности
рассчитаны по данным, взятым из www.medstаt.ru.

В качестве примера изменения состояний человека была
взята возможность заболеваний органов кровообращения. Граф
состояний системы изображен на Рис. 1.

Построенная модель имеет 4 состояния:
S1 - здоров;
S2 - диагноз поставлен впервые;
S3 - болен;
S4 - умер.
Уравнения Колмогорова для данной модели будут выглядеть

так:
dp1(t)

dt
= −(λ12 + λ14)p1(t) + λ31p3(t)

dp2(t)
dt

= −λ23p2(t) + λ12p1(t)
dp3(t)

dt
= −(λ31 + λ34)p3(t) + λ23p2(t)

dp4(t)
dt

= −λ14p1(t) + λ34p3(t)
p1(t)- вероятность того, что в момент времени t человек будет

находится в состоянии S1;
p2(t)- вероятность того, что в момент времени t человек будет

находится в состоянии S2;
p3(t)- вероятность того, что в момент времени t человек будет

находится в состоянии S3;
p4(t)- вероятность того, что в момент времени t человек будет

находится в состоянии S4.
Очевидно, что для любого момента времени t сумма вероятностей

состояний равна 1:
∑n

i=1 pi(t) = 1, т.к. события, состоящие в том,
что в момент t система находится в состояниях S1, S2, S3 , S4

несовместны и образуют полную группу.
Начальные условия берутся в зависимости от того, каково было

начальное состояние системы S. Например, если в начальный
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момент времени (при t=0) система S находилась в состоянии S1,
то надо принять начальные условия: p1=1, p2= p3= p4= 0. Так
как вероятности p1, p2, p3, p4 образуют полную группу событий
и, следовательно, p1+ p2+p3+p4=1 для всех t, то любую из этих
вероятностей можно выразить через три остальных.

При заданных значениях эта система дифференциальных
уравнений может быть решена с помощью метода Рунге-Куттa.

Формулы для вычисления интенсивностей:
λ12 = B(t)

100000

λ14 = C(t)
100000

λ23 = A(t)−B(t)
100000

λ31 = A(t−1)−(A(t)−B(t))−C1(t)
100000

λ34 = C1(t)
A(t)

где: A(t) - болеющие в момент t, B(t) - заболевшие впервые в
момент t, С(t) - умершие в момент t, C1(t) - умершие от болезни в
момент t. Значения А(t),B(t),C(t), C1(t) были получены из сайта
www.medstat.ru.

§ 2. Результаты расчетов

Полученные значения интенсивностей для болезней системы
кровообращения показаны на Рис. 2.

Графики вероятностей нахождения человека в описанных
состояниях изображены на Рис. 3.
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Рис 1. Граф состояний системы.
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Рис 2. Таблица значений интенсивностей.
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Рис 3. Графики вероятностей.
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uIV + V u (1)J TAEFJSFMIJ WCQBGJUIJ !JAJXQH

u(0) = u′′(0) = u(π) = u′′(π) = 0, (2)TLH V− B@HAEDBA= @BABKLHFFMN LJ��HAHFPJEQRFMI GMAEKHFJHI GDB<ABTB @BAULVE
V u = pu′′ + p′u′ + qu,

p(x), q(x)− GHYHCDGHFFMH �WFVPJJ= p(x) ∈ W 1
2 [0, π], q(x) ∈ L2[0, π]. ;BTLELQU C@HVDAE {µ}∞

n=1 B@HAEDBAE H C@AEGHLQJGE ECJI@DBDJSHCVEU �BAIWQEZCI& [$℄]
µn = n4 + (V fn, fn)− (V R0

n(n
4)V fn, fn) +O

(

n−2
)

, (3)TLH fn(x) =
√

2
π
sinnx− BADBFBAIJABGEFFMH CB^CDGHFFMH �WFVPJJ B@H<AEDBAE H0 = uIV , WLBGQHDGBAU_YJH TAEFJSFMI WCQBGJUI Z`]= R0

n(λ) =
R0(λ)−Pn/(n

4−λ)− SECDR AHaBQRGHFDM FHGBaIWYHFFBTB B@HAEDBAE H0,
R0(λ) = (H0 − λ)−1, Pn− CB^CDGHFFMH @ABHVDBAM B@HAEDBAE H0, CBBD<GHDCGW_YJH SJCQEI λn = n4. :HAGEU J GDBAEU @B@AEGVJ G @AEGBN SECDJWAEGFHFJU Zb] GM@JCMGE_DCU UGFB J JIH_D GJL
(V fn, fn) = −

n2

π

π
∫

0

p(x) dx+
n

2π

π
∫

0

p′(x) sin 2nx dx+
2

π

π
∫

0

q(x) sin2 nx dx,

(V R0
n(n

4)V fn, fn) = An +Bn +O

(

1

n2

)

,TLH An, Bn− JFDHTAEQM= aEGJCUYJH BD @EAEIHDAE n. :AJ FEcJX @AHL@B<QBKHFJUX FE �WFVPJJ p(x) J q(x) Ja �BAIWQM Zb] QHTVB CQHLWHD �BAIWQECQHLE DJ@E "AHNFE
∞
∑

n=1

[

µn − n4 − (V fn, fn) + (V R0
n(n

4)V fn, fn)
]

= 0. (4)$
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−y′′ + q(x)y = λy, y′(0) = y′(π) = 0, q(x) ∈ C1[0, π], (5)4() +2#$.)) ∫

π

0 q(x) dx 50#! 4$#+"'/! �$(%+#!
∞
∑

n=1

(µn − λn) =
1

4
(q(0) + q(π)), (6)-3'2: µn− 2$52&.'//0' ")2#! $4'(!&$(! FGHA λn = n2− 2$52&.'//0' ")2E#! &!B$*$ I' $4'(!&$(! 2 q(x) = 0. J$(%+#! FKHA 4$#+").L!, -!&'%/!-.!/)' �$(%+#0 �'#:�!/3!E='.)&!/!A 4$($3)#! 5$#:L+M ) .!I/+M&'$()MA . 3!#:/'CL'% $1.!&).L+M )-+"'/)' ('*+#,()-$.!//01 2#'3$.3)2B('&/01 $4'(!&$($. . $5N'% .)3'7O4'(.0' �$(%+#! ('*+#,()-$.!//$*$ 2#'3! 3#, 3)��'('/P)!#:/01$4'(!&$($. .02$B$*$ 4$(,3B! 2 /'*#!3B)% .$-%+N'/)'% 50#! 4$#+"'E/! . (!5$&' Q!3$./)"'*$ O7R7 ) S$3$#:2B$*$ O7T7 >U℄A *3' . B!"'2&.'$4'(!&$(! H0 .-,& $50B/$.'//0C 3)��'('/P)!#:/0C $4'(!&$( L'2&$E*$ 4$(,3B!A 3'C2&.+MN)C . L2[0, π], $4('3'#'//0C .0(!I'/)'% −y(V I)) B(!'.0%) +2#$.),%)

y(0) = y′′(0) = yIV (0) = y(π) = y′′(π) = yIV (π) = 0,! . B!"'2&.' .$-%+N'/), V .-,& $4'(!&$( q(x)y′′ + p(x)y 2 $5#!2&:M$4('3'#'/), y(0) = y′′(0) = y(π) = y′′(π) = 0. S() &!B)1 +2#$.),1&$#:B$ /'$51$3)%$ .0")2#'/)' .'#)")/0 (V fn, fn) ) �$(%+#! 2#'3! FVH4()/)%!'& .)3
∞
∑

n=1



µn − n6 +
n2

π

π
∫

0

q(x) dx −
1

π

π
∫

0

p(x) dx−
1

4π
[q′(π)− q′(0)]



 =

1

2π

π
∫

0

p(x) dx−
1

4
[p(0) + p(π)] +

1

8π
[q′(π)− q′(0)]−

1

16
[q′′(0) + q′′(π)].S() /!L)1 I' 4('34$#$I'/),1 /! �+/BP)) p(x) ) q(x) .0(!I'/)'

(V R0
n(n
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
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1

π

π
∫
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q(x) dx+

5p(π)

8π
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∫
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1
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1

2π

π
∫
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(

p′′(x)
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1
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1
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1

2n3

{
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sinnx sinnt

4πn4
−

1

2πn3
[x cosnx sinnt+ t cosnt sinnx− π cthnπ shnx shnt] .;.$<'# $3('%(.4 5.- '36 6'"# R0

n(x, t, n
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∣
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∣
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∫
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∫
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π
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∫
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∫
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1

n
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
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∫
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1

n
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УДК 534.112

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРАЕВОГО УСЛОВИЯ ПО ДВУМ

СОБСТВЕННЫМ ЧАСТОТАМ

Ахтямова А.А. (Уфа, БашГУ)

Рассмотрим однородную балку Эйлера-Бернулли, левый конец

которой заделан, а к правому ее концу прикреплен груз массой

m, закрепленный на пружине с жесткостью c. Известны длина

l, плотность ρ, площадь поперечного сечения F и изгибная

жесткость балки. Требуется определить массу груза m и жесткость

пружины c по двум собственным частотам изгибных колебаний

балки.

Ранее подобная задача для балки Эйлера-Бернулли не ставилась.

В работе [1] решалась похожая задача для балки Тимошенко,

а в [2] в краевом условии определялись k последовательных

коэффициентов полинома от спектрального параметра по k

собственным значениям. В отличие от работы [1] нами рассмат-

ривается не балка Тимошенко, а балка Эйлера-Бернулли. Отличие

от работы [2] в следующем. Из работы [2] следует, что массу

груза m и жесткость пружины c можно однозначно найти

(вместе с коэффициентом трения на правом конце) по трем

различным собственным значениям. Мы же показываем, что

для однозначного восстановления массы груза m и жесткости

пружины c достаточно двух собственных значений. Причем,

при чисто математической постановке задачи помимо условия

различности собственных значений необходимо добавить еще

условие, состоящее в том, что сумма квадратов собственных

значений не равна нулю.

Для решения поставленной задачи используем уравнение

изгибных колебаний однородной балки Эйлера-Бернулли с постоян-
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ной жесткостью на изгиб [3]:

EJ
∂4U(x, t)

∂x4
+ ρF

∂2U(x, t)

∂t2
= 0, (1)

где U = U(x, t) — прогиб текущей точки оси балки; EJ —

изгибная жесткость стержня; ρ — плотность балки; F — площадь

поперечного сечения балки.

Для заданных закреплений краевые условия записываются

следующим образом

U = 0,
∂U

∂x
= 0 (x = 0); (2)

EJ
∂3U

∂x3
= −m

∂2U

∂t2
− cU = 0,

∂2U

∂x2
= 0 (x = l). (3)

Обозначим ρFω2

α
через λ4. Заменой U(x, t)=y(x) cos(ωt) уравнение

(1) с краевыми условиями (2),(3) сводится к следующей спектральной

задаче:

y(4) = λ4y, (4)

U1(y) = y(0) = 0, U2(y) = y′(0) = 0, (5)

U3(y) = y(3)(l) + H0y(l) − H2λ
4y(l) = 0, U3(y) = y′′(l) = 0, (6)

где λ4=ρFω2

EJ
, H0=

c
EJ

, H2=
m
EJ

.

В новых обозначениях сформулированную задачу можно

записать следующим образом: по собственным значениям λ1 и λ2

задачи (4)–(6) найти коэффициенты H0 и H2.

Как известно [4], собственные значения задачи (4)–(6) являются

нулями характеристического определителя

∆(λ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(y4)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U3(y3)
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,
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где функции:

y1(x, λ)=(cosλx + chλx)/2,

y2(x, λ) = (sinλx + shλx)/(2λ),
y3(x, λ) = (− cosλx + chλx)/(2λ2),
y4(x, λ) = (− sin λx + shλx)/(2λ3)
являются линейно независимыми решениями уравнения (4),

удовлетворяющими условиям

y
(r−1)
j (0, λ) =

{

0, при j 6= r,
1, при j = r.

j, r = 1, 4. Другими словами, решения yj(x, λ), j=1, 4 образуют

фундаментальную систему Коши и выражаются через функции

Крылова [3]. Применяя теорему для вычисления Лапласа для

вычисления определителей, получаем:

∆(λ) = H0
η(λ)

2λ3
− H2

η(λ)λ

2
−

ξ(λ)

2
, (7)

где ξ(λ) = cosλ ch λ, η(λ) = − sin λ ch λ + cosλ sh λ.

Подставляя λ1 и λ2 в (7), получим систему уравнений :

∆(λ1) = H0
η(λ1)
2λ3

1

− H2
η(λ1)λ1

2 −
ξ(λ1)

2 ,

∆(λ2) = H0
η(λ2)
2λ3

2

− H2
η(λ2)λ2

2 −
ξ(λ2)

2 .
(8)

Полученная система уравнений (8) относительно неизвестных

H0 и H2 имеет единственное решение только в том случае, когда

D =

∣

∣

∣

∣

∣

η(λ1)
2λ3

1

−
η(λ1)λ1

2
η(λ2)
2λ3

2

−
η(λ2)λ2

2

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.

D 6= 0 тогда и только тогда, когда η(λ1)η(λ2)
λ4

1
−λ4

2

λ3

1
λ3

2

6= 0. Поскольку

η(λi) и ξ(λi) не могут обращаться в ноль одновременно, то

система (11) имеет единственное решение в том случае, когда
λ4

1
−λ4

2

λ3

1
λ3

2

6= 0. Следовательно, если λ2
2 ± λ2

1 6= 0, то система (8) имеет

единственное решение.
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Теорема 1. Если λ2
2 ± λ2

1 6= 0, то H0 и H2 по двум собственным

значениям λ1 и λ2 находятся однозначно по формулам: H0=
D0

D
,

H2=
D2

D
, где

D0 =

∣

∣

∣

∣

∣

ξ(λ1)
2 −

η(λ1)λ1

2
ξ(λ2)

2 −
η(λ2)λ2

2

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0, D2 =

∣

∣

∣

∣

∣

η(λ1)
2λ3

1

ξ(λ1)
2

η(λ2)
2λ3

2

ξ(λ2)
2

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Заметим, что так как собственные частоты колебаний балки

положительны, то для нашей физической постановки задачи

условие теоремы λ2
2 + λ2

1 6= 0 не является ограничительным.

Для (положительных) собственных частот условие ω1 + ω2 6= 0
всегда выполнено. Поэтому из доказанной теоремы следует, что

для однозначного восстановления массы груза m и жесткости

пружины c достаточно двух различных собственных частот.

Условие λ2
2 + λ2

1 6= 0 необходимо для математической постановки,

когда допускается, что собственные значения спектральной задачи

(4)–(6) могут быть и невещественными числами.
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k−1 =

Q(0)

w(0)
=

EI

R2

(R2 d4

ds4 + d2

ds2 )u(0)
d
ds

u(0)
=

U+

1 (u)

U−

1
(u)

,

k+

1 = −
Q(l)

w(l)
= −

EI

R2

(R2 d4

ds4 + d2

ds2 )u(l)
d
ds

u(l)
=

U+

2
(u)

U−

2 (u)
,

k−2 =
M(0)

ϕ(0)
=

EI

R2

(R2 d3

ds3 + d
ds

)u(0)
d2

ds2u(0)
=

U+

3 (u)

U−

3
(u)

,

k+

2 = −
M(l)

ϕ(l)
= −

EI

R2

(R2 d3

ds3 + d
ds

)u(l)
d2

ds2u(l)
=

U+

4
(u)

U−

4 (u)
,

k−3 =
N(0)

u(0)
=

EI

R2

(R2 d3

ds3 + d
ds

)u(0)

u(0)
=

U+

5 (u)

U−

5 (u)
,
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3 = −
N(l)

u(l)
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EI

R2

(R2 d3

ds3 + d
ds

)u(l)
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=
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6
(u)

U−

6
(u)
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EIC

R
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УДК 517.95

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ГРУППОВОЙ КЛАССИФИКАЦИИ
ОДНОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ЭВОЛЮЦИОННОГО ТИПА

Бабков О. К., Мухаметова Г. З. (Уфа, УГАТУ)

Введение

Групповой анализ дифференциальных уравнений возник как
научное направление в работах Софуса Ли, связанных с исследованием
методов интегрирования отдельных классов обыкновенных дифференциальных
уравнений. В дальнейшем его идеи были развиты в работах
многих математиков, в частности, в трудах Л.В.Овсянникова (см.
[4]), который показал, что методы группового анализа могут
быть использованы при построении отдельных классов точных
решений и качественном исследовании дифференциальных уравнений
механики и математической физики. Такое расширение области
применений потребовало существенного углубления методов группового
анализа, разработки новых понятий и методик (см. [1], [2], [5]).

§ 1. Задача групповой классификации одномерной
системы дифференциальных уравнений

эволюционного типа

Большая часть математических моделей в физике, механике,
инженерных науках и т. д. приводит к нелинейным дифференциальным
уравнениям. Таким образом, в настоящее время перед исследователями
в области науки и техники обычно ставятся задачи математического
моделирования, содержащие приемы решения дифференциальных
уравнений. Иногда эти решения могут быть получены аналитически
с помощью многочисленных традиционных для этих задач
методов, пригодных для интегрирования уравнений частного
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вида. Однако, нередки случаи, когда аналитическое решение
получить невозможно. С другой стороны, фундаментальные
законы природы и технологическое задачи, сформулированные
в терминах дифференциальных уравнений, могут быть успешно
решены с помощью метода групп Ли.

Одной из основных задач группового анализа дифференциальных
уравнений является изучение действия допускаемой данным
уравнением (системой уравнений) группы на множестве решений
этого уравнения. Другая интересная и практически важная
задача состоит в использовании техники группового анализа
для групповой классификации дифференциальных уравнений.
Решение этой задачи представляет не только чисто математический
интерес, но имеет также чисто прикладное значение. Дело в
том, что дифференциальные уравнения математической физики
часто содержат параметры, которые находятся экспериментально
и поэтому нестрого фиксированы. В то же время уравнения
математической модели должны быть достаточно просты для
того, чтобы их можно было успешно решить. Групповой подход
позволяет принять в качестве критерия простоты требование,
чтобы произвольный параметр был таким, что с ним моделирующее
дифференциальное уравнение допускало группу с определенными
свойствами или, вообще говоря, наиболее широкую группу.

Рассмотрим нелинейную систему дифференциальных уравнений
эволюционного типа







ut +
(

u2

x + v2

x

)p
u = 0,

vt +
(

u2

x + v2

x

)p
v = 0,

(1)

где p — произвольный числовой параметр, u = u(t, x), v = v(t, x).
Случай p = 0 не рассматривается, так как соответствующая
система уравнений допускает явное решение. Особенность здесь
заключается в том, что стандартные методы расщепления определяющей
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системы не применимы к данной системе дифференциальных
уравнений, поскольку производные функций ux, vx входят в
систему определяющих уравнений в комбинациях с произвольной
степенью p.

§ 2. Построение алгебры Ли допустимых операторов

Для решения задачи групповой классификации будем использовать
классические методы группового анализа (см. [3]). Ищем допускаемый
оператор в виде

X = τ(t, x, u, v)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u, v)

∂

∂x
+

+η(t, x, u, v)
∂

∂u
+ ϕ(t, x, u, v)

∂

∂v
. (2)

Пусть

X̃ = X + ζ0

∂

∂ut

+ ζ1

∂

∂ux

+ ζ2

∂

∂vt

+ ζ3

∂

∂vx

(3)

представляет собой первое продолжение оператора X. Запишем
формулы для первого продолжения

ζ0 = Dtη − utDtτ − uxDtξ,

ζ1 = Dxη − utDxτ − uxDxξ,

ζ2 = Dtϕ− vtDtτ − vxDtξ,

ζ3 = Dxϕ− vtDxτ − vxDxξ,

где

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ vt

∂

∂v
, Dx =

∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ vx

∂

∂v
.
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Следовательно,

ζ0 = ηt + utηu + vtηv − ut (τt + utτu + vtτv)−

−ux (ξt + utξu + vtξv) ,

ζ1 = ηx + uxηu + vxηv − ut (τx + uxτu + vxτv)−

−ux (ξx + uxξu + vxξv) ,

ζ2 = ϕt + utϕu + vtϕv − vt (τt + utτu + vtτv)−

−vx (ξt + utξu + vtξv) ,

ζ3 = ϕx + uxϕu + vxϕv − vt (τx + uxτu + vxτv)−

−vx (ξx + uxξu + vxξv) . (4)

Составим определяющую систему уравнений







X̃
(

ut +
(

u2

x + v2

x

)p
u
)

= 0,

X̃
(

vt +
(

u2

x + v2

x

)p
v
)

= 0.

В нашем случае, с учетом (3), она примет вид














































η
(

u2

x + v2

x

)p
+ ζ0 + 2puuxζ1

(

u2

x + v2

x

)p−1
+

+2puvxζ3

(

u2

x + v2

x

)p−1
= 0,

ϕ
(

u2

x + v2

x

)p
+ ζ2 + 2pvvxζ3

(

u2

x + v2

x

)p−1
+

+2pvuxζ1

(

u2

x + v2

x

)p−1
= 0.

(5)

Подставив соотношения (4) в определяющую систему (5), получим
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систему дифференциальных уравнений в частных производных.
Ее решение имеет вид

τ = C1t + C2, ξ = C3x + C4,

η = C5v + C3u−
C1u

2p
,

ϕ = C3v − C5u−
C1v

2p
.

Общее решение определяющей системы зависит от пяти произвольных
постоянных. Ввиду линейности определяющих уравнений, их
решения образуют пятимерное пространство. Используя представление
для оператора (2), находим базис этого пространства решений,
или соответствующую алгебру Ли,

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = 2pt

∂

∂t
+ u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
,

X4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
, X5 = v

∂

∂u
− u

∂

∂v
.

Таким образом, мы получили пятимерную алгебру Ли для
системы (1).

Рассмотрим частный случай, когда p = 1. В этом случае
решение определяющей системы уравнений имеет вид

τ = C1t + C2, ξ = C3x + C4,

η =
C5u

u2
− v2

+

(

C1 −

C3

2

)

u,

ϕ =
C5v

u2
− v2

+

(

C1 −

C3

2

)

v.

Следовательно, учитывая соотношение (2), получаем набор операторов
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X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂t
+ u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
,

X4 = 2x
∂

∂x
− u

∂

∂u
− v

∂

∂v
, X5 =

1

u2
− v2

(

u
∂

∂u
+ v

∂

∂v

)

,

который является соответствующей алгеброй Ли.
Рассмотрим теперь еще один частный случай, p = 1

2
. Решение

определяющей системы уравнений примет вид

τ = C1t + C2, ξ = C3x + C4,

η = C5v + (C1 − C3)u,

ϕ = −C5u + (C1 − C3)v,

откуда, учитывая (2), получаем операторы

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂t
+ u

∂

∂u
+ v

∂

∂v
,

X4 = x
∂

∂x
− u

∂

∂u
− v

∂

∂v
, X5 = v

∂

∂u
− u

∂

∂v
,

которые образуют алгебру Ли для данного случая
Для решения поставленной задачи была использована программа,

написанная в среде Maple 8, с помощью которой для заданной
системы дифференциальных уравнений строится система определяющих
уравнений.

§ 3. Значение методов группового анализа для теории
дифференциальных уравнений

Развитие группового анализа содержит многочисленные факты,
свидетельствующие о том, что эта теория дает универсальный
аппарат для решения дифференциальных уравнений даже в том
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случае, когда когда другие средства интегрирования оказываются
безуспешными. Фактически групповой анализ является универсальным
и эффективным методом аналитического решения нелинейных
дифференциальных уравнений. Старые методы интегрирования
существенно опираются на линейность и на постояноство коэффициентов.
Групповой анализ успешно справляется с задачами, содержащими
линейные и нелинейные дифференциальные уравнения, точно
так же, как с уравнениями с постоянными и переменными
коэффициентами. Все это делает его действенным инструментом
для решения широкого круга задач.
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∂c1
∂t

+
1

DaC
u · ∇c1 =

1

DaD
∇

2c1 + 2kdfd(x)c2 − kafa(x)c1;

∂c3
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+
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DaC
u · ∇c3 =

1

DaD
∇

2c3 + kafa(x)c1 − kefe(x)c3;

∂c2
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+
1

DaC
u · ∇c2 =

1

DaD
∇

2c2 + kefe(x)c3 − kdfd(x)c2,
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УДК 51.72

Численное моделировоние
напряженно-деформированного состояния грунта

конечно-элементным методом контрольных объемов

Гафарова Ю. А. (Уфа, БашГУ)

Введение

Многообразие условий залегания пологих пластов и продолжа-
ющийся рост разработки месторождений полезных ископаемых

приводят к необходимости анализа напряженно-деформированного
состояния (НДС) массивов горных слоев вокруг подземных выра-

боток всевозможных назначений и различных очертаний.
Возникает необходимость формирования расчетных сеток, об-

ладающих более гибкими свойствами, с целью адаптации к слож-

ной геометрии задачи и постановке граничных условий. Для этого
применяют сетки с нерегулярной структурой. Треугольные сетки

являются наиболее используемыми. При построении треугольной
сетки желательно, чтобы треугольники были близки к равносто-

ронним, и сетка была равномерной. Этим требованиям соответ-
ствует триангуляция по Делоне [1].

Существует несколько подходов к построению разностных схем
на треугольных сетках: метод опорных операторов, метод конеч-
ных элементов (МКЭ), метод контрольного объема (МКО).

Конечно-элементный метод контрольных объемов (МКЭКО)
для треугольной сетки может рассматриваться как вариант

МКО с вершинно-центрированной дискретизацией. Многогран-
ный контрольный объем строится вокруг узла сетки. Локальное

изменение переменной внутри элемента описывается простыми
кусочно-полиномиальными функциями, определенными на эле-
менте, что позволяет получать дискретный аналог для произволь-

ных неструктрурированных сетках. Таким образом, МКЭКО ком-
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бинирует положительные черты МКО и МКЭ.
При триангуляции в качестве контрольного объема можно вы-

брать часть треугольника, которая получается при пересечении
медиан или многоугольник Вороного. Эвристические соображе-

ния в пользу второго связаны с идеей глобализации сетки и кон-
трольных объемов — оптимизация для всех узлов, а не для от-

дельного треугольника.
Первоначальное разбиение исследуемой области на суперэле-

менты позволяет применить МКЭКО для задач с локальными

сеточными сгущениями, обеспечив гладкие переходы от крупной
сетки к мелкой.

§ 1. Численное моделирование НДС грунта

Для исследования напряженно-деформированного состояния
упругого слоя сложной геометрии получен дискретный ана-

лог уравнений Бельтрами—Митчелла в декартовых координа-
тах для плоского деформированного состояния без учета объем-
ных сил (1) [2] конечно-элементным методом контрольных объе-

мов на треугольной сетке Делоне.

△σxx +
∂2(σxx+σyy)

∂x2 = 0,

△σyy +
∂2(σxx+σyy)

∂y2 = 0,

△σxy +
∂2(σxx+σyy)

∂x∂y
= 0.

(1)

В качестве контрольных объемов рассматривались многоуголь-
ники Вороного. Формирование объемов около узлов i-j-k, находя-

щихся в вершинах конечных элементов происходит следующим
образом (рис. 1): определяются середины сторон треугольника n,

m, p, вершина многоугольника Вороного l, вклады в контрольный
объем △Vil, △Vjl, △Vkl.
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(b) Линейная итерполяция на
треугольном элементе

Рис. 1: КЭМКО на треугольной сетке Делоне

Вершина диаграммы Вороного определяется, как центр опи-

санной окружности.
В декартовой системе координат объем вклада конечного эле-

мента в контрольный объем i-ого узла

△Vil = △Viln + △Vilm =
1

2
(d(l, m)d(m, i) + d(l, n)d(n, i))△z,

где d(l, m) =
√

(xl − xm)2 + (yl − ym)2— расстояние между соот-
ветствующими узлами.

Размер расчетной области для слоя в направлении оси z со-
ставляет △z = 1.

Контрольный объем i-ого узла собирается из всех вкладов, со-
держащих данный узел.

На элементе i–j–k применяется линейная интерполяция (рис. 1)[3]

σ = Niσi + Njσj + Nkσk, (2)

где N = (Ni, Nj, Nk)— функции формы. Для треугольного линей-

ного элемента функции формы имеют следующий вид:

Nl =
1

2A
(al + blx + cly) , l = i, j, k,

где A — площадь треугольника i–j–k, компоненты векторов a,b,c
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определяются как






ai = xiyk − xkyj

bi = yj − yk

ci = xk − xj

,







aj = xkyi − xiyk

bj = yk − yi

cj = xi − xk

,







ak = xiyj − xjyi

bk = yi − yj

ck = xj − xi

.

Система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)для каждо-

го уравнения (1) имеет вид:
∑

l∈W

KΣ =
∑

l∈W

F (3)

где K = B
T
DB — локальная матрица жесткости, B — матрица

градиентов, D — матрица свойств материалов, Σ — вектор уз-
ловых значений напряжений, F — локальный вектор нагрузки,

W — множестово конечных элементов расчетной области.

В системе уравнений (1) встречаются
∂2

∂x2
,

∂2

∂y2
,

∂2

∂x∂y
. Проинте-

грируем каждое из них по вкладу △Vil в контольный объем i-ого

узла от l-ого конечного элемента следующим образом:

∫

△Vil

∂2σ

∂x2
dV =

∫

△Vil

B
T
DBΣ dV =

=
△Vil

4A2





bi ci

bj cj

bk ck





(

1 0
0 0

)(

bi bj bk

ci cj ck

)





σi

σj

σk



 =

=
△Vil

4A2





bibi bibj bibk

bjbi bjbj bjbk

bkbi bkbj bkbk









σi

σj

σk



 .

(4)

Аналогично получаем дискретные аналоги для
∂2

∂y2
,

∂2

∂x∂y
.

Рассмотрим l-ый конечный элемент. Заменим в первом уравне-

нии Бельтрами-Митчелла вторые производные на их разностные
аналоги и соберем все коэффициенты перед неизвестными σxx уз-

лами l-ого элемента σi
xx, σj

xx, σk
xx, остальное занесем в источнико-

вый член. Таким образом (1) можно записать:
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Рис. 2: Геометрия области





al
iiσ

i
yy + al

ijσ
j
yy + al

ikσ
k
yy

al
jiσ

i
yy + al

jjσ
j
yy + al

jkσ
k
yy

al
kiσ

i
yy + al

kjσ
j
yy + al

kkσ
k
yy



 =

= −





cl
ic

l
i△Vilσ

i
xx + cl

ic
l
j△Vjlσ

j
xx + cl

ic
l
k△Vklσ

k
xx

cl
jc

l
i△Vilσ

i
xx + cl

jc
l
j△Vjlσ

j
xx + cl

jc
l
k△Vklσ

k
xx

cl
kc

l
i△Vilσ

i
xx + cl

kc
l
j△Vjlσ

j
xx + cl

kc
l
k△Vklσ

k
xx



 ,

(5)

где al
ij =

(

2cl
ic

l
j + bl

ib
l
j

)

△Vjl.

(5)—дискретный аналог 1-ого уравнения Бельтрами—Митчел-
ла, система линейных алгебраических уравнений относительно на-

пряжения σxx в узлах l-ого элемента.
Аналогично получаем дискретные аналоги для 2-ого и 3-его

уравнений Бельтрами—Митчелла.

Полученные СЛАУ решаются методом сопряженных градиен-
тов и уточняются по всему многоугольнику Вороного.

§ 2. Демонстрационный пример

Определить напряжения для неограниченной области с круго-
вым отверстием радиуса R при однородном нормальном давлении

p. Такая задача возникает в процессе бурения.
Изначально область разбивается на 7 суперэлементов (рис. 2).

На каждом элементе производится триангуляция Делоне.

Начальные условия на отверстии задаются направляющими
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(a) Нормальное напряжение σxx
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Рис. 3: Распределение давления по пласту

косинусами:

σxx =
x

R
p, σyy =

y

R
p, σxy = 0.

На рисунке 3 представлено распределение давления по пласту.

КЭМКО, триангуляция Делоне, диаграмма Вороного позволя-
ют: точно описать геометрию области, задать начальные и гранич-

ные условия, произвести быстрый расчет, использовать локальные
законы сохранения.

Таким образом, в совокупности они создают эффективный ап-
парат для численного решения задач со сложной геометрией.
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2002. №3. C. 14-39.

[2] Хан Х. Теория упругости: Основы линейной теории и её при-

менения. Пер. с нем. М.: Мир, 1988. 344 с.

[3] Сигерлинд Л. Применение метода конечных элементов. Пер.
с анг. М.: Мир, 1979. 392 с.
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УДК 681.324

Информационный портал лаборатории

математической химии ИНК РАН

Дель Торо Фонсека Д. А. (Уфа, БГУ)

Введение

Веб-программирование - это бурно развивающийся раздел

программирования, ориентированный на разработку динамических

Internet-приложений. Языки веб-программирования - это соответственно

языки, которые в основном предназначены для работы с интернет-

технологиями. Языки веб-программирования делятся на две

группы: клиентские и серверные. Мы будем работать с серверными

языками.

Когда пользователь дает запрос на какую-либо страницу

(переходит на неё по ссылке или вводит адрес в адресной строке

своего браузера), то вызванная страница сначала обрабатывается

на сервере, то есть выполняются все программы, связанные со

страницей, и только потом возвращается к посетителю по сети в

виде файла. Этот файл может иметь расширения: HTML, PHP,

ASP, Perl, SSI, XML, DHTML, XHTML.

Работа программ уже полностью зависима от сервера, на

котором расположен сайт, и от того, какая версия того или иного

языка поддерживается.

Важной стороной работы серверных языков является возможность

организации непосредственного взаимодействия с системой управления

базами данных (или СУБД) - сервером, на котором упорядоченно

хранится информация, которая может быть вызвана в любой

момент.

Веб-сайт создан с помощью скриптового языка PHP, СУБД

PostgreSQL. Также при создани использовались каскадные таблицы

стилей CSS.
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§ 1. Инструменты для создания веб-сайт

PHP ([1]) (англ. PHP: Hypertext Preprocessor - "PHP: препроцессор

гипертекста", англ. Personal Home Page Tools(устар.) - "Инструменты

для создания персональных веб-страниц") - скриптовый язык

программирования общего назначения, интенсивно применяющийся

для разработки веб-приложений. В настоящее время поддерживается

подавляющим большинством хостинг-провайдеров и является

одним из лидеров среди языков программирования, применяющихся

для создания динамических веб-сайтов.

В области программирования для Сети PHP - один из

популярнейших скриптовых языков (наряду с JSP, Perl и

языками, используемыми в ASP.NET) благодаря своей простоте,

скорости выполнения, богатой функциональности, кроссплатформенности

и распространению исходных кодов на основе лицензии PHP.

PostgreSQL ([2]) (произносится "Пост-Грес-Кью-Эл"или просто

"постгрес") - свободная объектно-реляционная система управления

базами данных (СУБД).

CSS ([3])(англ. Cascading Style Sheets - каскадные таблицы

стилей) - технология описания внешнего вида документа, написанного

языком разметки. Преимущественно используется как средство

оформления веб-страниц в формате HTML и XHTML, но может

применяться с любыми видами документов в формате XML,

включая SVG и XUL. CSS используется создателями веб-страниц

для задания цветов, шрифтов, расположения и других аспектов

представления документа. Основной целью разработки CSS

являлось разделение содержимого (написанного на HTML или

другом языке разметки) и представления документа (написанного

на CSS). Это разделение может увеличить доступность документа,

предоставить большую гибкость и возможность управления его

представлением, а также уменьшить сложность и повторяемость в

структурном содержимом. Кроме того, CSS позволяет представлять

один и тот же документ в различных стилях или методах вывода,
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таких как экранное представление, печать, чтение голосом

(специальным голосовым браузером или программой чтения с

экрана), или при выводе устройствами, использующими шрифт

Брайля.

§ 2. Схема строения веб-сайта

Рис.1

Всё начинается с захода на главную страницу index.php. В ней

указан путь к 2 файлам bd.php и config.php, а также переход

на страницу в базу данных. config.php содержит настройки

подключения к нашей базе данных, а также другие константные

величины. bd.php cодержит наиболее значимые функции:

- pg_pconnect - подключение к базе данных;

- function include_php($cid) - функция обработки запросов;

- select_content - функция, позволяющая редактировать и

просматривать содержимое базы данных через интернет.

А также множество других подфункции.

§ 3. Дизайн веб-сайта
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База данных хранит в себе практически всю информацию и

статические данные. Благодаря функции include_php($cid) мы

можем создавать запросы в самой базе данных, подключать

дополнительные модули. Весь дизайн и оформление нашего сайта

(Рис. 2) с помощью css содержится здесь же. (css_main, css_base)

Рис.2

§ 4. Разделы сайта

Наш вебсайт состоит из следующих разделов:

- главная страница, содержащая последние новости;

- анкета лаборатории математической химии ИНК РАН;

- список наших научных работ и презентаций;

- информация о сотрудниках лаборатории;

- контактные данные и схема проезда.

На рисунке (Рис.3) показана главная страница.
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Рис. 3

§ 5. Результаты и заключение

Мы получили веб-сайт и нашей лаборатории, включающий в

себя самые необходимые разделы. Зайдя на него пользователь

сможет узнать о информацию о нашей лаборатории, её сотрудниках

(точнее, студентах), сможет узнать наше месторасположение, а

также скачать научные работы.

Адрес веб-сайта: www.mathmod-ufa.ru
В дальнейшем планируется добавить информацию о кандидатах

и докторах наук и возможность авторизации пользователей.

ЛИТЕРАТУРА

[1] http://www.php.ru/ Форум PHP программистов.

[2] http://postgresql.ru.net/ Форум пользователей PostgreSQL.

[3] http://www.htmlbook.ru/css/Справочники HTML и CSS.
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7877(x∗, ỹ∗, t̃) / 309):. ;5;.)4: /3.;.)! &-< "-(=0<>

?1Wx = 1,Wy = 3 (1. t̃ = 60.2, 2. t̃ = 62.2, 3. t̃ = 64.2);
61 Wx = 2,Wy = 2 (1. t̃ = 55, 2. t̃ = 57.5, 3. t̃ = 58.5);

/1 Wx = 2,Wy = 3 (1. t̃ = 49.2, 2. t̃ = 51.4, 3. t̃ = 52.8). K = −3.75, ṽ = 0.85
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<9B=C>T

,CK 7=V=I>K ;75=G9D 65B5?> 75@?=:5 EC=;:7>?=@;9N9 F9CK G5HO

IJ< E:5F9< KGCK=:@K 65B5I>= GA9BI9D >IM97<5R>>L 9F>@JG5SP=D

N=9<=:7>?=@;>= N75I>RJ 98C5@:>L 5 :5;H= E;@F=7><=I:5CUIJ= F9O

CK7>65R>9IIJ= 65G>@><9@:>T .5 N75I>R5A 98C5@:> 65B5S:@K 756O

C>?IJ= Q@C9G>KL I9 I5C>?>= I=7=NQCK7IJA N75I>R G 89CUV>I@:G=



 !"#$%&'(#%) *"+"& ,'  -*.-/0'$  -($!-%$1 ","/%$%&'(#-' !'2'3

,%' +%44'!',5%"/1,6) 7!".,',%89 % &%(/',,6' :'$-+6 ($"/%

'+%,($.',,6: .-*:-;,6: (!'+($.-:  -/7&',%0 $-&,6) %  -+!-<3

,6) !'*7/1$"$-.=

>/0 !'2',%0 *"+"&% $-#-!"( !'+'/',%0 " !-<%!-.", "/?-3

!%$:9 -(,-.",,68 ,"  -(/'+-."$'/1,-: 7$-&,',%% !'2',%8 ?!"3

,%&,6) %,$'?!"/1,6) 7!".,',%8 +/0  -$',5%"/" @/'#$!%&'(#-?-

 -/0 . ,' '!'('#"AB%)(0  -+-</"($0)=

 !"#$!"%&#'(!) $*+#,-

C.'+': (/'+7AB%' -<-*,"&',%0 +/0 -</"($'8 % ?!",%5= D<3

/"($1 %,$'?!%!-.",%0 Ω  !'+($".%: . .%+' -<E'+%,',%0 $!') -<3

/"($'8 3 ",-+,-8 -</"($% Ω19 -</"($% @/'#$!-/%$" Ω2 % #"$-+,-8

-</"($% Ω3F

Ω = Ω1 + Ω2 + Ω3 =
3

∑

o=1

Ωo

G";+"0 %* -</"($'8 Ω09 . (.-A -&'!'+19 :-;'$ (-($-0$1 %*Mo

 -+-</"($'8 ( !"*/%&,6:% @/'#$!- !-.-+,-($0:%

Ωo =

Mo
∑

r=1

Ωo,r; o = 1, 2, 3.

H"#%: -<!"*-:9 -<B'' #-/%&'($.- -</"($'8 ( !"*/%&,-8 @/'#3

$!- !-.-+,-($1A !".,- M = M1 +M2 +M39 " .(0 -</"($1 %,$'3

?!%!-.",%0 Ω 0./0'$(0 %) -<E'+%,',%':F

Ω =
3

∑

o=1

Ωo =
3

∑

o=1

Mo
∑

r=1

Ωo,r (1.1)

H"#"0 :-+'/1 (--$.'$($.7'$ @/'#$!-)%:%&'(#%: (%($':":9 7

#-$-!6) ",-+6 % #"$-+6 (-($-0$ %* ,'(#-/1#%) @/':',$-.9 " @/'#3

$!-/%$ :-;'$ .#/A&"$1  !-.-+0B%' ,'-+,-!-+,-($%= I"( !'+'/'3



 !" #$%" &!'(' )("*%+!,"-*$.$ #$(/ 0 1 $.$)("1" % $2 )("*%+$3

4!1!,"-*$2 -!-%"1" $#!-50'"%-/ 6+'0 " !"1

∆E = 0; (1.2)

7' .+' !&'4 *'89$2 !: #$9$;('-%"2 -<$+16(!+6"1 *+'"05"

6-($0!/= 7' $9 $1 !: %$*$#+$0$9$0>  '#+!1"+>  ' 0 "? "2 .+' !3

&" *'%$9 $2 $;('-%! :'9'"%-/ #$%" &!'( ϕk = 0@

E3,r|S = ϕk, (1.3)

.9" A 3 #+! !1'"% : '," !"> !1"BC"" -15-( 9(/ *$ *+"% $2 DEF

 ' *'%$9 $2 $;('-%! Ω3= G:0"-% $ %'*8" #+!($8"  $" 0 "? ""

 '#+/8" !" U = ϕa − ϕk +'0 $" 0 )%$1 -(6,'"

E1,r|S = ϕa (1.4)

H+'"05" 6-($0!/  ' .+' !&'4 )("*%+$!:$(/%$+$0> *$%$+51! /03

(/B%-/ 0 "? !" #$0"+4 $-%! *$ %"2 "+' )("*%+$(!:"+'> )("*%+$3

(!%'> ! %=9=> !1"B% 0!9@

∂Eo,r

∂n
|So,r

= 0; o = 1, 2, 3, (1.5)

.9" r #+! !1'"% : '," !/> *$%$+5" !1"B% -15-( 0 *$ *+"% $2

DEF=

7' .+' !&'4 ' $93)("*%+$(!% ! *'%$93)("*%+$(!% :'9' 5 6-($3

0!/  "#+"+50 $-%! #($% $-%! %$*' ! -*',*' #$%" &!'('> $;6-($03

("  $.$ )("*%+$9 $2 #$(/+!:'&!"2@

(Eo,r − E2,p)|S = ηo,r(j); o = 1, 3, (1.6)

(σo,r
∂Eo,r

∂n
+ σ2,p

∂E2,p

∂n
)|S = 0; o = 1, 3, (1.7)

.9" ηo,r(j) 3 :'0!-!1$-%I #$(/+!:'&!! $% #($% $-%! %$*'> 3 <6 *3

&!/> $#+"9"(/"1'/ #$ )*-#"+!1" %'(I 51 9'  51= J9"-I So,r 3

.+' !&' 1"896 -$-"9 !1! #$9$;('-%/1! Ωo,r ! Ω2,p= K(/ %'*!4

#$9$;('-%"2> !1"BC!4 $;C6B .+' !&6> S1,r ≡ S2,p !(! S3,r ≡ S2,p=



 ! "#!$%&!' !$()*+,-./#(,%/ % .!/()*+,-./#(,%/ 0,-)0/1%-2

+,-./#()$(3 4(,5#%6!&%% 51,5-/05 $!,%7%- #!6#81! #-9-$%5 *

0.!7.! 4(/-$&%!,!:

ηo,r(j) = Eo,r − E2,p; o = 1, 3, (1.8)

")- Eo,r * 4(/-$&%!, 0( 0/(#($8 +,-./#()!; E2,p * 4(/-$&%!, 0(

0/(#($8 +,-./#(,%/!<

 ! )#="%' "#!$%&!' $-()$(#()$(0/-3 0/!15/05 =0,(1%5 $-4#-*

#81$(0/% >=$.&%3 4(/-$&%!,! % 4,(/$(0/% /(.!:

(Eo,r − Eo,p)|S = 0; o = 1, 2, 3, (1.9)

(σo,r
∂Eo,r

∂n
+ σ2,p

∂E2,p

∂n
)|S = 0; o = 1, 2, 3, (1.10)

")- So,r * "#!$%&! 2-?)= 0(0-)$%2% 4()(@,!0/52% Ωo,r % Ωo,p< A!.

.!. 4()(@,!0/% 4#%$!),-?!/ ()$(3 (@,!0/%; /( r 6= p< B0/-0/1-$*

$(; 7/( ),5 0(0-)$%' 4()(@,!0/-3 So,r ≡ So,p< C!28.!DE%2 0((/*

$(9-$%-2 ),5 6!)!7% 51,5-/05 6!.($ F2!; .(/(#83 $! "#!$%&!'

4()(@,!0/-3 2(?-/ @8/G 6!4%0!$ 1 1%)-:

jo,r = −σo,r
∂Eo,r

∂n
|S; r = 1, 2, ...,Mo; o = 1, 2, 3, (1.11)

")- jo,r * $(#2!,G$!5 0(0/!1,5DE!5 4,(/$(0/% /(.!; Eo,r * 4(/-$*

&%!, +,-./#%7-0.("( 4(,5; n * 1-./(# 1$=/#-$$-3 $(#2!,% . "#!*
$%&- S<
H0,(1%205; 7/( $! 1$=/#-$$%' "#!$%&!' 1$=/#% (@,!0/-3

Ωo(o = 1, 2, 3) 1-./(# $(#2!,% $!4#!1,-$ (/ 4()(@,!0/% 0 2-$G*
9%2 $(2-#(2 . 4()(@,!0/% 0 @(,G9%2 $(2-#(2<

 -(@'()%282 =0,(1%-2 1 6!)!7!' 0 (/0=/0/1=DE%2% %0/(7$%*

.!2% 51,5-/05 184(,$-$%- @!,!$0(18' 0((/$(9-$%3 4( /(.=

I =

∫

Sq

σ(q)
∂E

∂n
dSq = 0, (1.12)

")- %$/-"#!, @-#-/05 4( ,D@(2= 6!2.$=/(2= .($/=#=<



 !"#$ %&'!(%$) *+%'$,-#'%.!/! $!01$!0#21*"!3 $%41-5 6787 9

787:; <-1"0'#21*"%=% >%-3 . 0'1?$1'/%@ %&-!*0# * /1%4/%'%4/%@

*'14%@8 A $%41-# ,2#0B.!10*3 /!-#2#1 4.%@/%=% <-1"0'#21*"%9

=% *-%3 /! ='!/#C!? <-1"0'%4%. * <-1"0'%-#0%$) .*-14*0.#1 21=%

/1#(.1*0/!3 +,/"C#3 >%01/C#!-! 01'>#0 '!('B.) "%0%'B@ /1-#9

/1@/% (!.#*#0 %0 >-%0/%*0# 0%"! . 4!//%@ 0%2"18

 !"#$%&' (%)!*++#"# $*,*+%-

D10%4 '1E1/#3 (!4!2#) #*>%-5(,1$B1 . 4!//%@ '!&%01) %*/%.!9

/B /! 0%$) 20% ,'!./1/#1 678:; <".#.!-1/0/% *-14,FG1@ *#*01$1

,'!./1/#@

∆Eo,r(p) ≡
∂2Eo,r

∂x2
+
∂2Eo,r

∂y2
+
∂2Eo,r

∂z2
= 0; p ∈ Ωo,r; r = 1, 2, ...,Mo; o = 1, 2, 3.

(1.13)
D10%4 '1E1/#3 (!4!2# (!"-F2!10*3 . *-14,FG1$) /!>'#$1'

4-3 !/%4/%@ %&-!*0#) ./,0'# "%0%'%@ *0!.30*3 ,*-%.#3 *%>'3H19

/#3 678I;) 6787J;8 K7)L)MN) =41 * ,210%$ 6787O; 4-3 "!H4%@ #( >%4%&-!9

*01@ (r = 1, 2, ...,Ma) *0'%#0*3 ='!/#2/%1 #/01='!-5/%1 ,'!./1/#1
* >%$%G5F #/01='!-5/%@ +%'$,-B P'#/!) "%0%'%1 (!>#*B.!10*3

. .#41Q

k(p)E1,r(p) =

∫

S1,r

(E1,r(q)
∂

∂nq

(
1

r(p, q)
)−

1

r(p, q)

∂E1,r(q)

∂nq

)dSq, (1.14)

=41 k(p) = 4π) 1*-# 0%2"! p -1H#0 ./,0'# %&-!*0#Ω1,rR k(p) = 2π )
1*-# 0%2"! >'#/!4-1H#0 ='!/#C1S1,r; k(p) = 0) 1*-# 0%2"! -1H#0
./1 %&-!*0# Ω1,r; r(p, q) =

√

(xp − xq)2 + (yp − yq)2 + (zp − zq)2 9
'!**0%3/#1 $1H4, 0%2"!$# p # qR q ∈ S1,r8

S-14,3 K:N) >%-,2#$ .B'!H1/#1Q

M1
∑

r=1

kE1,r =

M1
∑

r=1

∫

S1,r

(E1,r

∂

∂nq

(
1

r
)−

1

r

∂E1,r

∂nq

)dSq, (1.15)



 !" #$ %&"'() p * q +,%-"') . /"012 .+3$#-"'*4 5#,*.*6

7$"!,+0# #48 9(+ (+93# ,$*'#!0":*(  $#'*/" +;0#.(* Ωa8 *

%9*()<#4 3$#"<)" %.0+<*4 =>6?@8 =>6>A@ '# <'%($"''*B  $#'*/#B

+;0#.(* Ωa8 ,+.0" '"3+(+$)B ,$"+;$#5+<#'*C *5 =>6>D@ ,+0%9*&

 $#'*9'+" *'(" $#01'+" %$#<'"'*" !04 ,+("'/*#0# E0"3($*9".3+F

 + ,+04

E1(p) = λ

∫

S1

K(p, q, E1(q))dSq, (1.16)

 !" λ = (2π
∑M1

r=1
σ1,r)

−1
8 # 4!$+ K(p, q, Ea(q)) +,$"!"04"(.4 $#5F

0*9')&* .++('+G"'*4&* < 5#<*.*&+.(* +( (+ +8 3#3+C  $#'*/"

,$*'#!0":*( (+93# q6
H$#<'"'*" =>6>I@ 5#,*.#'+ !04 #'+!'+C +;0#.(*6 H$#<'"'*4 !04

+;0#.("C E0"3($+0*(# * 3#(+!# *&"2( #'#0+ *9')C <*!6

J04 $"G"'*4 %$#<'"'*4 =>6>I@8 < 3#:!+C *5 +;0#.("C Ωo8 =+ K

>8L8M@ $#5!"01'+ ,$*&"'4"(.4 *("$#/*+''#4 ,$+/"!%$#

En+1

o (p) = En
o (p)− α(n)(En

o (p)− λ

∫

So

K(p, q, En
o (q))dS), (1.17)

 !" n F '+&"$ *("$#/**N α(n) F *("$#/*+'')C ,#$#&"($8 < +;-"&

.0%9#" 5#<*.4-*C +( '+&"$# *("$#/** * +,$"!"04"&)C < B+!"

<)9*.0*("01'+ + E3.,"$*&"'(# *5 %.0+<*4 '#*0%9G"C .B+!*&+F

.(* *("$#/*+''+ + ,$+/"..#6 O("$#/*+'')C ,$+/"..  !" P F '+F

&"$ *("$#/**N F *("$#/*+'')C ,#$#&"($8 < +;-"& .0%9#" 5#<*.4F

-*C +( '+&"$# *("$#/** * +,$"!"04"&)C < B+!" <)9*.0*("01'+ +

E3.,"$*&"'(# *5 %.0+<*4 '#*0%9G"C .B+!*&+.(* *("$#/*+''+ +

,$+/"..#6 O("$#/*+'')C ,$+/".. =>6>Q@ +/"'*<#"(.4 ,+ %.0+<*2

|En+1
o (p)− En

o (p)| < ε !04 <."B p ∈ So * 5#!#''+ + ε > 0 8 +,$"!"F

042-" + (+9'+.(1 $"5%01(#(+<6

 !"#$%&'(&
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&%'+ 8$490&-)& -")#$4&& !"*-$(&!-$2$ !"'8!&/&4&-)+ 84$%-$'%)

%$:" -" 2!"-)3& "-$/ 7 ;4&:%!$4)%<  :"0&'%*& :!)%&!)+ !"*-$7

(&!-$'%) )'8$45.$*"4"'5 *&4)0)-"

Ka = (jmax − jmin)/jmax,

2/& jmax, jmin 7 (":')("45-"+ ) ()-)("45-"+ 84$%-$'%) %$:"<

=4+ !&>&-)+ /"--$? :!"&*$? ."/"0) 8!&/4"2"&%'+ /*9,9!$*-&7

*@? )%&!"3)$--@? "42$!)%( -" $'-$*& (&%$/" 2!"-)0-@, ;4&(&-7

%$*< A9B-$'%5 (&%$/" '$'%$)% * 8!&$#!".$*"-)) /)CC&!&-3)"457

-@, 9!"*-&-)? * ;:*)*"4&-%-96 ')'%&(9 )-%&2!"45-@, 9!"*-&7

-)? * :"0&'%*& 8&!*$2$ >"2" ."/"0)< D%$ 8!)*$/)% : *$.($E-$'%)

!".#)&-)+ 8$*&!,-$'%)1 $2!"-)0)*"6B&? $#4"'%51 -" %!&92$45-@&

) 0&%@!&,92$45-@& 2!"-)0-@& ;4&(&-%@<  :"0&'%*& 2!"-)0-@,

;4&(&-%$* -" #$:$*@, 8$*&!,-$'%+, 8!)(&-+4)'5 8!+($92$45-)7

:) * 3)4)-/!)0&':$? ')'%&(& :$!/)-"%1 " /4+ :!92$*@, ) :$453&7

*@, 2!"-)3 )'8$45.$*"4)'5 %!&92$45-@& ) 0&%@!&,92$45-@& 2!"7

-)0-@& ;4&(&-%@< F#B&& :$4)0&'%*$ 2!"-)0-@, ;4&(&-%$*1 ' :$7

%$!@() 8!$).*$/)4)'5 !"'0&%@1 ).(&-+4$'5 * !"#$%& $% G /$ H

%@'+0<  "42$!)%(& ' "*%$("%)0&':)( ).(&-&-)&( )%&!"3)$--$2$
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I /$ IJ ()-9% /4+ 8!$3&''$!" KLMNOPQ RRR<

S)%&!"%9!"
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*@0)'4)%< ("%&(< ) ("%&(< C).):)< TX_Z< $̀( TZ1 aT< A<TGH7

TIZ
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)=>? >@ ABCACDCE FGHAA>I>FHJ>> >?KLMN>NOLPQR BC !HNDO M>S

BLNDCG>TLAF>R A>AKLP ONHE?L?>U

uxy = F (u, ux, uy) (u
i
xy = F i, i = 1, 2, . . . , n) V$W

CA?CEH? ?H >@OTL?>> AKNOFKONQ >R RHNHFKLN>AK>TLAF>R HGMLDN

VAP&X ?HBN>PLNX Y$ZXY[ZW&

6EL=LP ?HDCN ?L@HE>A>PQR BLNLPL??QR

u1 = ux, ū1 = uy, u2 = uxx, ū2 = uyy, . . .

> CDC@?HT>P TLNL@ D̄(D) \ CBLNHKCN BCG?CMC =>IILNL?J>NCEH?>]
BC BLNLPL??CU y (x)&

)8$67696'%6 :* ^O?FJ>] W (u, u1, u2, . . . , um) ?H@QEHLKA] x−

>?KLMNHGCP BCN]=FHm A>AKLPQ V$WX LAG> D̄(W ) = 0& <?HGCM>T?CX
y−>?KLMNHG m−MC BCN]=FH \ _KC IO?FJ>] W̄ (u, ū1, ū2, . . . , ūm)X
O=CEGLKECN]`aH] ACCK?CbL?>` D(W̄ ) = 0&

X−>?KLMNHGQ W 1, W 2, . . . , W k
?H@QEH`KA] ?L@HE>A>PQP>X

LAG>DiW j
IO?FJ>C?HGc?C ?L@HE>A>PQ& 6 AKHKcL YdZ BCFH@H?CX TKC

PHFA>PHGc?CL T>AGC ?L@HE>A>PQR x−>?KLMNHGCE NHE?C BCN]=FO n

>ARC=?CU A>AKLPQ&

)8$67696'%6 ;* *>AKLPH ONHE?L?>U V$W ?H@QEHLKA] >?KLMN>NOLS

PCU BC !HNDOX LAG> O ?LL AOaLAKEOLK BCG?QU ?HDCN ?L@HE>A>PQR

x− > y−>?KLMNHGCE&
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 !"#$%&'() *"+%$( *"##,"$*-."($#& #-#$(," /*".!(!-)

u1xy =
u2

X
u11ū

1
1 +

(

1

X
+

1

αY

)

u1u11ū
2
1,

u2xy =
u1

Y
u21ū

2
1 +

(

α

X
+

1

Y

)

u2u11ū
2
1, 012

X = u1u2 + d2, Y = u1u2 + c2,
α + 1

α
d2 = (α + 1)c2,

0c2, d2, α 3 !(!/4(.5( 6%#$%&!!5(27 %+4"8"9'"& -!$(:*"4",- #4(;

8/9'-< 6%*&8=%.

ord ω1 = ord ω̄1 = 1, ord ω2 = ord ω̄2 = 2. 0>2

?%#$*%(!% %+'(( *(@(!-( #-#$(,5 0127 0>2 A".-#&'(( %$ B($5*(<

6*%-A.%4C!5< D/!=E-) X(x), W (x), Y (y), W̄ (y)F

G HF  !"#$!%&'% !()%*! $%+%&',-

?%#$*%(!-( %+'(:% *(@(!-& #-#$(,5 /*".!(!-) 012 +/8(, 6*%;

.%8-$C %#!%.5."&#C !" (( x− - y−-!$(:*"4"<I

6*- α = −1

ω1 =
(u2)2z2

2
(d2 − c2)− c2u

2
1z, ω̄1 =

(ū1)2z̄2

2
(c2 − d2)− d2ū

1
1z̄, 0J2

ω2 =
z1

z
+

d2

c2
u2z, ω̄2 =

z̄1

z̄
+

c2

d2
u1z̄, 0K2

6*- α 6= −1

ω1 =
u21 − (u2)2zα

zα
, ω̄1 =

ū11 −
(u1)2z̄

α

z̄
1

α

, 0L2

ω2 = u2z −
z1

z
, ω̄2 = u1z̄ −

z̄1

z̄
, 0M2

:8(

z =
u11
X
, z̄ =

ū21
Y
, z1 =

∂z

∂x
, z̄1 =

∂z̄

∂y
.

N6*".(84-.% #4(8/9'(( /$.(*O8(!-(F

 



 !"#$"%& '(#)(*%+  !"!#$! %$%&!'( )*+,#!#$-  !" .*$ α =
−1 /+!&%0 12*')3+'$4

u1(x, y) =

(

2d2
c2 + d2

·
X(x)

X(x)Y (y) + c
−

W̄
′

(y)

W̄ (y)Y ′(y)

)

W̄ (y)

W (x)
×

× (X(x)Y (y) + c)
2c2

c2+d2 ,

u2(x, y) =

(

2c2
c2 + d2

·
Y (y)

X(x)Y (y) + c
−

W
′

(x)

W (x)X ′(x)

)

W (x)

W̄ (y)
×

× (X(x)Y (y) + c)
2d2

c2+d2 ,

 #"

5/!

c =
c2 + d2

2
,

+ .*$ α 6= −1 $'!!& ,$/4

u1(x, y) =− (A(y)− (1 + α)B(y)D(x)− (1 + α)E(x))−
1

1+α ×

×
α

1 + α
·

c2

B
′(y)

(

A
′

(y)− (1 + α)B
′

(y)D(x)
)

,

u2(x, y) = (A(y)− (1 + α)B(y)D(x)− (1 + α)E(x))−
α

1+α ×

×

(

B(y) +
E

′

(x)

D
′(x)

)

.

 $"

,#-%.%/(01!/$#+ %&'()*+, -,./0/'12 3', 456'&7/ )(/8+&+59

 !" :.858/;&+'+/ 6;&*)<=&9

u11 = z(u1u2 + d2), ū21 = z̄(u1u2 + c2),  >?"

zy =
u1zz̄

α
, z̄x = αu2zz̄,  >>"

α + 1

α
d2 = (α + 1)c2,

@*& c2, d2, α A +&+);&8B& -,6',C++B&D

E/667,'(57 6;)3/9 α = −1D F&(&-5G&7 xH5+'&@(/;B  I"2  J"

6;&*)<=57 ,K(/0,7L

u2z1 +
d2

c2
(u2z)2 = ω2u2z, u21z −

d2 − c2

2c2
(u2z)2 = −

ω1

c2
.  >!"

 



 !"#$%&#' ()*"+$,-+ *)).,)/+,-'0 ()"12#+34

px +
1

2

(

d2

c2
+ 1

)

p2 = ω2p−
ω1

c2
, 5678

9$+

p = u2z. 56:8

;+/+,-+ 1<#&,+,-' 5678 =1$+3 -*!#.> & &-$+

p(x, y) = q(x, y) + A(x),

9$+ q ? ,+-@&+*.,#' A1,!B-' (+<+3+,,)9) x - y0 # A(x) ? A1,!B-'0
1$)&"+.&)<'CD#' 1<#&,+,-C ;-!!#.-

A
′

(x) +
1

2

(

d2

c2
+ 1

)

A2(x) = ω2A(x)−
ω1

c2
.

E)9$# 1<#&,+,-+ 5678 (<-3+. &-$4

qx +
1

2

(

d2

c2
+ 1

)

q2 +

((

d2

c2
+ 1

)

A− ω2

)

q = 0.

F)"#9#'

A(x) =
c2

d2 + c2
ω2(x),

()"12#+3 )=%!,)&+,,)+ $-AA+<+,B-#">,)+ 1<#&,+,-+

qx +
1

2

(

d2

c2
+ 1

)

q2 = 0,

<+/+,-+ !).)<)9) $#+.*' A)<31")G

q =
2c2

d2 + c2
·

1

x+ Y (y)
.

E#!-3 )=<#@)30 ,#H)$-30 2.)

p(x, y) =
2c2

d2 + c2
·

1

x+ Y (y)
+

c2

d2 + c2
ω2(x). 56I8

 



 !"## $!%&#"'( )*+$+# ,$!)-#-'# .'.*#(/ 0123 -! 4,-56'7

p(x, y)8 9(##(:
u2x
u2

−
d2 − c2

2c2
p = −

ω1

c2p
.

;<'*/)!= .++*-+>#-'# 01?3@ A+",<!#(

u2x
u2

=
d2

c2
p− ω2 +

px

p
.

B!(#-== 4,-56'7 p(x, y) A+ 4+$(,"# 01C3@ ! *!5D# A+"!E!=@ <*+

−
c2

d2 + c2
ω2(x) =

W
′

(x)

W (x)
A+",<!#( ,$!)-#-'#

u2x
u2

=
px

p
+

2d2
d2 + c2

·
1

x+ Y (y)
+

W
′

(x)

W (x)
,

' ."#&+)!*#"F-+

u2(x, y) = p(x, y)(x+ Y (y))
2d2

d2+c2W (x)Q(y),  !"#

$%&

p(x, y) =
2c2

d2 + c2

1

x+ Y (y)
−

W
′

(x)

W (x)
.  !'#

() *+,-.&./0  !1#2  !"# 34+&%&56&7 8*.9:/; z(x, y) 9,9

z(x, y) = (x+ Y (y))−
2d2

d2+c2

1

W (x)Q(y)
.  !<#

=.,53$/>.32 435,$,6

p̄ = u1z̄,  !?#

43 %+*$30 @,+,9A&+/BA/9& 435*>,&72 >A3

u1(x, y) = p̄(x, y)(y +X(x))
2c2

d2+c2 W̄ (y)R(x),  CD#

p̄(x, y) =
2d2

d2 + c2

1

y +X(x)
−

W̄
′

(y)

W̄ (y)
,  C!#

z̄(x, y) = (y +X(x))−
2c2

d2+c2

1

W̄ (y)R(x)
.  CC#

 



 !"## $#%#&'#( ) %!**(+,%#-./ 0)1.1!"#-,-+& *.*,#(2 34567

3446 $%. α = −18 9%!1-#-.: 3446 * ;<#,+( *++,-+=#-.& 34>67 34?67
34@67 3A46 $%.(;, 1.'

∂

∂y
lnz = −

2d2
d2 + c2

1

y +X(x)
+

W̄
′

(y)

W̄ (y)
,

∂

∂x
lnz̄ = −

2c2
d2 + c2

1

x+ Y (y)
+

W
′

(x)

W (x)
,

. *"#'+1!,#"B-+

z = (y +X(x))−
2d2

d2+c2 W̄ (y)S(x),

z̄ = (x+ Y (y))−
2c2

d2+c2W (x)S̄(y).
3AC6

D%!1-.1!: E+%(;"2 34F67 3AA6 . 3AC6 $+";<!#(G























(

x+ Y (y)

y +X(x)

)−
2d2

d2+c2

= W̄ (y)S(x)W (x)Q(y)

(

y +X(x)

x+ Y (y)

)−
2c2

d2+c2

= W (x)S̄(y)W̄ (y)R(x).

3A>6

H++<#%#'-+# "+I!%.E(.%+1!-.# . '.EE#%#-J.%+1!-.# ;%!1-#K

-.& 3A>6 $+ (#%#(#--2( x . y $+L1+":#, $+";<.,B *++,-+=#-.#

Y
′

(y)

(x+ Y (y))2
=

X
′

(x)

(y +X(x))2
,

.L )+,+%+I+ -!M+'.( 1.' E;-)J.& X(x) . Y (y)G

X(x) =
c

x+ c1
+ c3, Y (y) =

c

y + c3
+ c1. 3AN6

O#$#%B *.*,#(! ;%!1-#-.& 3A>6 $%.(#, 1.'G























(

x+ c1

y + c3

)−
2d2

d2+c2

= W̄ (y)S(x)W (x)Q(y)

(

y + c3

x+ c1

)−
2c2

d2+c2

= W (x)S̄(y)W̄ (y)R(x),

 



 !"#$%&'(#")*%

Q(y) =
(y + c3)

2d2
d2+c2

W̄ (y)
, R(x) =

(x+ c1)
2c2

d2+c2

W (x)
. +,-.

/%!"# (%0#0*%1 2'3#*4 x + c1 → x  y + c3 → y  2 !%%(*%5#* 1

+6-.7+68.9 +,:.7+,,.9 +,;.9 +,-. <%"=0'#3>

u1(x, y) =

(

2d2
d2 + c2

·
x

xy + c
−

W̄
′

(y)

W̄ (y)

)

(xy + c)
2c2

d2+c2

W̄ (y)

W (x)

u2(x, y) =

(

2c2
d2 + c2

·
y

xy + c
−

W
′

(x)

W (x)

)

(xy + c)
2d2

d2+c2

W (x)

W̄ (y)

+,?.

 

z(x, y) = (xy + c)−
2d2

d2+c2

W̄ (y)

W (x)
, z̄(x, y) = (xy + c)−

2c2
d2+c2

W (x)

W̄ (y)
.

@9 *'A%*#B9  2 =C'&*#* 1 +6:. *'D%$ 39 0(%

c =
d2 + c2

2
.

E'3#( 39 0(% ! !(#3' =C'&*#* 1 +,.  *&'C '*(*' %(*%! (#")*%

2'3#*4 <#C#3#**4D x = X(x
′

), y = Y (y
′

)F /#C#D%$G A *%&43 <#7

C#3#**43 x
′

 y
′

& =C'&*#* GD +,?. <%"=0'#39 0(% %HI## C#5#* #

! !(#34 +,. <C α = −1 2'$'#(!G J%C3="'3 +8.F

K'"## C'!!3%(C 3 !"=0'1 α 6= −1F L(3#( 39 0(% & M(%3 !"=0'#

d2 = αc29 <%M(%3= $'"## !0 ('#39 0(% X = u1u2 + αc2  Y =
u1u2 + c2F

/#C#< 5#3 x7 *(#NC'"4 +-.9 +?. & & $#>

ω1 =
u21
zα

− α
(u2)2

zα−1
, α

u2

zα
ω2 = α

(u2)2

zα−1
− α

u2z1

zα+1
.

OA"'$4&'G <%!"#$* # !%%(*%5#* G9 ' ('AP# <%"'N'G u2z−α = p9

<%"=0'#3 =C'&*#* #

px = ω1 + αω2p,

 



 !"#$%&'(#")*%

p = u2z−α =

(

B(y) +

∫

ω1(x)e−α
∫

ω2(x)dxdx

)

eα
∫

ω2(x)dx. +,-.

/'"##0 1#2#1 3#4 x5 *(#62'" &(%2%6% 1%27$8' +9. & & $#:

ω2z−1−α = u2z−α − z1z
−2−α,

 " 

ω2z−1−α = p+
1

1 + α
·
∂

∂x
(z−1−α).

;< 1%!"#$*#6% =2'&*#* 7 *'>%$ 40 ?(%

z−1−α =

(

A(y)− (1 + α)

∫

p(x, y)e−(1+α)
∫

ω2(x)dxdx

)

e(1+α)
∫

ω2(x)dx.

+,@.

A%!"# <'4#*B

ω2(x) = W
′

(x), ω1(x)e−αW (x) = C
′

(x),

e−W (x) = D
′

(x), C(x)e−W (x) = E
′

(x)

=2'&#* 7 +,-.0 +,@. 12 4=( & $:

u2z−α =

(

B(y) +
E

′

(x)

D
′(x)

)

1

(D′(x))α
,

z−1−α =
A(y)− (1 + α)B(y)D(x)− (1 + α)E(x)

(D′(x))1+α
,

 !"#$%&'(#")*%

z =(A(y)− (1 + α)B(y)D(x)− (1 + α)E(x))−
1

1+αD
′

(x),

u2 =(A(y)− (1 + α)B(y)D(x)− (1 + α)E(x))−
α

1+α×

×

(

B(y) +
E

′

(x)

D
′(x)

)

.

+CD.

;< &(%2%6% =2'&*#* 7 +EE. *'>%$ 40 ?(%

∂

∂x
lnz̄ = αu2z,

 



 ! " #$ %&'() * *%+,# -./0  ,++,

∂

∂x
lnz̄ = α

(

−
1

1 + α

)

∂

∂x
ln(A(y)−(1+α)B(y)D(x)−(1+α)E(x))

 *!+12'(%+!342

z̄ = R(y)(A(y)− (1 + α)B(y)D(x)− (1 + α)E(x))−
α

1+α . -.50

67 8+9'2:2 #9('4+4 ) -550 289+1+!)+, ;#4<= > u1(x, y) <(<

u1 =
α

z̄

∂

∂y
lnz,

 ! #$ %&'() -./0" -.50 82!#$(+," $%2

u1 = −
α

1 + α
·

1

R(y)
· (A

′

(y)− (1 + α)B
′

(y)D(x))×

× (A(y)− (1 + α)B(y)D(x)− (1 + α)E(x))−
1

1+α .

-.?0

@(!++ ''+1+, 2A274($+4 +

A(y)− (1 + α)B(y)D(x)− (1 + α)E(x) = F (x, y), -..0

%2:1(

A
′

(y)− (1 + α)B
′

(y)D(x) = F
′

y(x, y),

−(1 + α)(B(y)D
′

(x) + E
′

(x)) = F
′

x(x, y)

 ;29,#!& -./0" -.50" -.?0 89 ,#% ' 1B

z = F (x, y)−
1

1+αD
′

(x), u2 = −
1

1 + α
·
F

′

x(x, y)

D
′

x(x)
· F (x, y)−

α

1+α ,

z̄ = F (x, y)−
α

1+αR(y), u1 = −
α

1 + α
·
F

′

y(x, y)

R(y)
· F (x, y)−

1

1+α .

6" 4(<24+=" 821*%('!)) 82*!+14 + *22%42C+4 ) ' -5/0" 82!#$(+,

#9('4+4 +

−
1

1 + α
F

′′

xy = c2R(y)D
′

(x),

 



 ! "#$#%#&#' (#&)*(+# ,--.' #/%010)203 45+6 7R(y) "*"

R(y) =
B

′

(y)

c2
. ,-8.

9*" 3 #:%*!#3' 4#%35); ,-<.' ,-=.  ,-8. #/%010)27$ #:>00

%0?0+ 0 ( ($03; ,=. /% α 6= −1 ,(3@ ,A..@

90#%03* 1#"*!*+*@

BC$#% C;%*D*0$ :)*&#1*%+#($E (C#035 +*5F+#35 %5"#C#1 $0G

)7 B+*$#) 7 H*( )E0C F5 I :0%5 !* 60++;0 (#C0$;  C+ 3*+ 0

" %*:#$0@

JK9LMB9NMB

O@  !"!# $% &%' ()*+,- .% /%P"(/#+0+6 *)E+;0 ( ($03; $ /*

O  3*$% 6; Q*%$*+*' N4*R S%0/% +$ TU BV WWWM' OAXO@

=@ 0123,- $% 4%' 5)*63,- 7% 8%'  !"!# $% &%' Y%5//* C+5$%0+G

+ Z ( 330$% [  5()#C 2  +$0&% %503#($ 1C530%+;Z 1 +*G

3 F0(" Z ( ($03 \\ 90#%0$ F0("*2  3*$03*$ F0("*2 4 ! "*@

OAX=@ 9@ ]O' ^ O@ W@ O<_=O@

-@ 896:1-! $% ;%' <*"16 $% 7%' ` Z*%*"$0% ($ F0("#3 5%*C+0G

+  "C*! ) +0[+#[ & /0%:#) F0("#[ ( ($03; 5%*C+0+ [ \\

H0($+ " NYB9N@ =<<]@ 9@ a' ^ = ,O-.@ W@ =a_--@

 !



 !" #$%&'

 ()*+,+-, ".,/+)012(!2+)

- !-33,(,+4-).5+6, 72!89)+2*"-

*-!) v = ϕ(u, ux)

 !"#$%&'( )* +* ,-.(/ -012-3

 !"#$! %#&&'()!*! +(!*$#,  --. /0121023044425$2!

4'$5$#6$

2:;<= <> ?@A?ABAC <??DE:ACF;<G <;HEIJ<JKE=A?H< ;ED<;EL;MN

I<@EJBAD<OE?P<N KJFC;E;<L GCDGEH?G @A:NA:Q A?;ACF;;ML ;F @J<0

=E;E;<< :<RREJE;S<FDT;MN @A:?HF;ACAP& 9E?;FG ?CG>T =EU:K

:<RREJE;S<FDT;M=< @A:?HF;ACPF=< < KJFC;E;<G=< D<KC<DDEC?0

PAIA H<@F BMDF AB;FJKUE;F C V$W&  JFC;E;<G= C<:F

uxy = f(u, ux, uy), X$Y

:A@K?PFZ[<= :<RREJE;S<FDT;ME @A:?HF;ACP< @A?CG[E;MQ ;F@0

J<=EJQ JFBAHM V\W]V^W& * OF?H;A?H<Q C JFBAHE V_W @APF>F;AQ OHA ;EAB0

NA:<=M= K?DAC<E= ;FD<O<G K KJFC;E;<G X$Y :<RREJE;S<FDT;AL

@A:?HF;ACP<Q @EJECA:G[EL JE`E;<G aHAIA KJFC;E;<G C JE`E;<G

D<;EL;AIA KJFC;E;<GQ GCDGEH?G AIJF;<OE;;A?HT @AJG:PAC <;CFJ<0

F;HAC .F@DF?F EIA D<;EFJ<>FS<<& +E GCDGG?T ABJFH<=M=< @JE0

ABJF>ACF;<G=<Q :<RREJE;S<FDT;ME @A:?HF;ACP< ?ANJF;GZH CFU0

;ME ?CAL?HCF KJFC;E;<LQ ;F@J<=EJQ <;HEIJ<JKE=A?HT V#W& "JA=E

HAIAQ C JG:E ?DKOFEC ;FD<O<E K KJFC;E;<G :<RREJE;S<FDT;AL @A:0

?HF;ACP< @A>CADGEH @ADKO<HT EIA JE`E;<G <> JE`E;<L ;EPAHAJAIA

NAJA`A <>KOE;;AIA KJFC;E;<G VbWQ V%W&

8AAH;A`E;<E

v = Φ

(

u,
∂u

∂x
, ...,

∂nu

∂xn
,
∂u

∂y
, ...,

∂mu

∂ym

)

X\Y

 



 !"#$!%&'( )*++%,% -*!./ 01 20)'&! 0$301 *" 4,!$ % *( 567 $

4,!$ % *%

vxy = g(v, vx, vy),

%'.* ).( .890:0 ,%;% *( u(x, y) 2%,$0:0 4,!$ % *( +4 3-*( 5<7

4)0$.%&$0,(%& $&0,0=4>

?  !'&0(@%1 ,!90&% 02*'! # $'%  %.* %1 #% :*2%,90.*A%'3*%

4,!$ % *( $*)! 567B 30&0,#% )*++%,% -*!./ 01 20)'&! 0$301

v = ϕ(u, ux) 5C7

'$0)(&'( 3 4,!$ % *8 D.%1 !EF0,)0 !

vxy = F (v). 5G7

H 6>  !""#$#%&!'()%*# +,-./'%,01! .+#&!'()%,2, 0!-'

 !"#$!%$&! '#(!)*+"#,!-.#! /)01$!$#23 -1240$$&! ()!+*)04+5

10$#!6 7!."/$80 - /)01$!$#!6 -#$/-59+)8+$0 ()#1!8!$& 1 )0*+5

:0; <=>3 <?>@ A-! /)01$!$#2 1#80 BCD # 8#EE!)!$F#0"G$&! (+8-:05

$+1.#3 (!)!1+82H#! #; )!I!$#2 1 )!I!$#! /)01$!$#2 J#F!%.#

uxy = exp u+exp(−2u) +(#-0$& 1 )0*+:! <K>@ L-$+1$&6 )!4/"G:05
:+6 $0-:+2H!% )0*+:& 21"2!:-2 -"!8/MH!! /:1!)N8!$#!O

 !"#!$% &'  !"#$!%$&! '#(!)*&"#+!,-&! .)/0$!$#! BCD 1#22!)!$3

4#/"5$&% (&1,6/$&0-&% BPD ,0&1#6,7 - .)/0$!$#8 9"!%$/3

:&)1&$/ 6&'1/ # 6&"5-& 6&'1/; -&'1/ &$& ()#$/1"!<#6 &1$&=.

#> ,"!1.8?#@ -"/,,&0A

9BCDD EF G)/0$!$#7 H6&'& -"/,,/ #=!86 0#1

uxy =
α(u)

α′(u)
F ′
(

F−1
(

α′(u)ux
)

)

−
α′′(u)uxuy
α′(u)

, B=D

uxy =
√

2uyF
(

G−1(ux)
)

. B?D

I#22!)!$4#/"5$J! (&1,6/$&0-#

v = F−1
(

α′(u)ux
)

, BKD

 



v = G−1(ux)  !"

 !"#$%&' (!)#*+*"&  #",  $" - (!)#*+*". /0+1*)23$!%$*)  %" 4$2

$'#+'4'#+**$5 6%+47 8(*-9"& : (%$#0+'#$!&+' 4$$'*$;+*".

G′ = F 5

/<=>> ?5 @!)#*+*"& A'$B$ -0)44) "C+.' #"%

uxy = ux
(

ψ(u, uy)−
α′′(u)

α′(u)
uy
)

,  &"

uxy = exp u
√

u2
x
+ b.  '("

D"88+!+*9")07*E+  $%4')*$#-"

v = lnα′(u) + ln ux,  ''"

v = u+ ln
(

ux +
√

u2
x
+ b

)

 ')"

 !"#$%&' (!)#*+*"&  &",  '(" - (!)#*+*". <"(#"00&

vxy = exp v  '*"

4$$'#+'4'#+**$5 6%+47 8(*-9"" ψ, α 4#&F)*E 4$$'*$;+*"+C

ψu(u, uy) + ψuy
(u, uy)

(

ψ(u, uy)−
α′′(u)

α′(u)
uy

)

= α′(u),  '%"

ψ 6= α, ψ 6= 0.

/<=>> G5 @!)#*+*"+

uxy = sin u
√

1− u2
x
.  '#"

%"88+!+*9")07*$1  $%4')*$#-$1

v = u± arcsin ux  '$"

4#&F)*$ 4 (!)#*+*"+C 4"*(423$!%$*)

vxy = sin v.  '+"

 



 !"## $% &'()*+*,+

uxy = u  !"#

-./012(+3 ()3./.-13(*.)20

v = au+ bux.  !$#

 !"## 4% &'()*+*,5 63.7. 28(11( ,9+:3 ),-;

uxy = p(uy),  %&#

uxy = c.  %!#

<'+.='(>.)(*,+

v = u+ ux  %%#

5)85+315 ()3./.-13(*.)2.? -85 0'()*+*,5  %!# , /+'+).-,3

0'()*+*,+  %&# ) 0'()*+*,+ vxy = c /', 018.),,

−p(uy)− c ln
(

p(uy)− c
)

= uy + d, p′ 6= 0.  %'#

 !"## @% &'()*+*,5

uxy =
b− ϕu(u, ux)uy
ϕux

(u, ux)
,  %(#

uxy =
uxuy

u
 %)#

1)5>(*A 1 0'()*+*,+9

vxy = 0  %*#

/.-13(*.)2(9,

v = ϕ(u, ux),  %+#

v = ln ux  %"#

1..3)+313)+**.%  '.9+ 3.7.B 0'()*+*,+ ),-(  $# 1)5>(*. /.-C

13(*.)2.?  !!# 1 0'()*+*,+9  %*#B /', 018.),,

ψu(u, uy) + ψuy
(u, uy)

(

ψ(u, uy)−
α′′(u)

α′(u)
uy

)

= 0.  %$#

D-+1E a 6= 0B c 6= 0B bB d F /'.,>).8E*A+ /.13.5**A+%

 



 !"#$#%&'()%*!+  !"#$ % !&'"" ()!"* +,%!",-%.&/$#0 #'"!)1

23%4 +,&.%'5 6 %*"7789 "#'% :)7;<%0 u(x, y) 0.'0"/#0 ,"="7%1
"* ),&.7"7%0 .%!& >?@9 /" A&#/7B" +,8%C.8!7B"9 ;8/8,B" *8-78

.B,&C%/$ %C ),&.7"7%0 >?@ % "D8 !%::","7<%&'$7B4 #'"!#/.%E

()!"* %#;'2A&/$ %C8 .#"4 .B,&-"7%E5 F&;%* 8(,&C8*9 uxy .#"D!&

C&*"70"/#0 7& f(u, ux, uy)9 uxyy G 7& .B,&-"7%"

fuuy + fux
f + fuy

uyy

% /5!5 H/8 8C7&A&"/9 A/8 .#0;&0 #*"=&77&0 +,8%C.8!7&0 8/u *8-"/

(B/$ .B,&-"7& A","C

u, ux, uy, uxx, uyy, .... >IJ@

K)7;<%% >IJ@ 7"'$C0 #.0C&/$ *"-!) #8(8E9 +8'$C)0#$ ),&.7"7%1

"* >?@ % "D8 !%::","7<%&'$7B*% #'"!#/.%0*%5 L8M/8*) .8 .#"4

.B;'&!;&4 87% #A%/&2/#0 7"C&.%#%*B*% +","*"77B*%5

N%::","7<%,)"* #88/78="7%" >I@ +8#'"!8.&/"'$78 +8 +","1

*"77B* x9 y9 )A%/B.&0 :8,*)'B >?@9 >O@

(

ϕuuux + ϕuux
uxx

)

uy + ϕuf +
(

ϕuux
ux + ϕuxux

uxx
)

f+

+ϕux

(

fuux + fux
uxx + fuy

f
)

= F (ϕ).

P #%') 7"C&.%#%*8#/% +","*"77B4 u9 ux9 uy9 uxx +8#'"!7"" ,&."71

#/.8 M;.%.&'"7/78 #%#/"*"

ϕuux
uy + ϕux

fux
+ ϕuxux

f = 0,
ϕuuuxuy + ϕuf + ϕuux

fux + ϕux

(

fuux + fuy
f
)

= F (ϕ).
>I?@

Q7/"D,%,)0 +",.8" ,&."7#/.8 #%#/"*B >I?@ +8 +","*"778E ux +81

')A&"*9 A/8

ϕuuy + ϕux
f = ψ(u, uy),

ϕuuuxuy + ϕuf + ϕuux
fux + ϕux

(

fuux + fuy
f
)

= F (ϕ).
>IR@

SB ,&##*&/,%.&"* !%::","7<%&'$7B" +8!#/&78.;% .%!& >I@ /&1

;%"9 A/8 ϕux
6= 09 +8M/8*) %C +",.8D8 #88/78="7%0 >IR@ #'"!)"/

f =
ψ − ϕuuy

ϕux

. >II@

 



 !"#$%&'()* +,-./01 2334 &! &$!5!) 5%&)-#$&! 2364

ϕux
ψuux + ψuy

ψ − ψuy
ϕuuy = ϕux

F (ϕ). 2374

8!!$-!9)-0) 2374 "0++)5)-/05,)* :! :)5)*)--;* ux< uy

ψuuy

(

ϕux
ux
)

ux

− ϕuux

(

ψuy
uy
)

uy

= 0. 23=4

>")#? &!@*!A-; #')",1B0) #',C%0D

ψuuy
= 0, ϕuux

= 0; 23E4

ψuuy
= 0,

(

uyψuy

)

uy

= 0; 23F4

ϕuux
= 0,

(

uxϕux

)

ux

= 0; 23G4

ψuuy
· ϕuux

6= 0. 23H4

I #',C%) 23E4 0*))*

ψ = g(u) + p(uy), ϕ = q(u) + s(ux). 27J4

 !"#$%&0* +!5*,'; 27J4 & #!!$-!9)-0) 2374

s′(ux)uxg
′(u) + p′(uy)

(

g(u) + p(uy)− q′(u)uy
)

=

= s′(ux)F
(

ϕ(u, ux)
)

. 27K4

I #0', -)@%&0#0*!#$0 :)5)*)--;L ux< uy :!#')"-)) #!!$-!9)-0)

M.&0&%')-$-! #0#$)*) 5%&)-#$&

(

g′(u)ux − F
(

q(u) + s(ux)
)

)

s′(ux) = λ(u),

p′(uy)
(

q′(u)uy − g(u)− p(uy)
)

= λ(u).
2764

N#:!'?@,( -)@%&0#0*!#$? :)5)*)--;L u< uy &$!5!) 5%&)-#$&! #0O

#$)*; 2764 @%:09)* #')",1B0* !P5%@!*D

λ(u) = c1q
′(u) + c2g(u) + c3. 2734

 



 !"!#$ %&'()*+ λ, -./.''&+ %0#1&203 4567 "0/89.:*1 :0 :90#0!

8009'0;!'*! 45<7

q′(u)
(

uyp
′(uy)− c1

)

− g(u)
(

p′(uy)+ c2
)

−p(uy)p
′(uy)− c3 = 0. 4557

=#* p′(uy) + c2 = 0 *1!!1

p(uy) = −c2uy + c4. 45>7

=#* ?901, %0#1&2. 4557 "#*0@#!9.!9 %0#1&

q′(u)(−uyc2 − c1) + c2(−c2uy + c4)− c3 = 0.

AB*9C:.D '!-.:*8*1089$ "!#!1!''CE u, uy "#*E0/*1 ( 8*89!1!

#.:!'89:

−c2q
′(u)− c2

2
= 0, −c1q

′(u) + c2c4 − c3 = 0. 45F7

 !"!#$ #.88109#*1 #.-2*B'C! 82&B.* -'.B!'*3 "0890D''CE c1,

c2G H *1!''0, "#* c1 = c2 = 0 *- 8*89!1C 45F7 82!/&!9, B90 c3 = 0,
. *- %0#1&2C 45>7 I

p(uy) = c4. 45J7

K- %0#1&2C 4567, *1!!1 λ(u) = c3, . *- "!#:0L0 8009'0;!'*D 45<7

"02&B.!1, B90

g′(u)ux − F
(

q(u) + s(ux)
)

= 0. 45M7

N009'0;!'*! 45M7 /*%%!#!')*#&!1 "0 "!#!1!''C1 u, ux

g′′(u)ux − F ′
(

q(u) + s(ux)
)

q′(u) = 0, 45O7

g′(u)− F ′
(

q(u) + s(ux)
)

s′(ux) = 0. 4>P7

Q82* F ′ = 0, 90 g′ = 0 * F = 0 481G %GR2C 4>P7, 45M77G S /.''01
82&B.! "02&B.!1, B90 &#.:'!'*!

uxy =
1− q′(u)uy
s′(ux)

 



 !""#$#%&!'()%*+ ,* -.'%*/0*+v = q(u)+s(ux) -/* !.-1 0 2$'/3
%#%!4 56789

:$! F ′ 6= 0; q′ 6= 0 ,$!<* != 0 2$'/%#%!4

uxy = ux

(

g(u)−
g′′(u)uy
g′(u)

)

,

-/1>'%%*=2 ,$#*?$'>*/'%!#= v = ln g′(u)+ ln ux - 2$'/%#%!#= @!3

2/!((19 :$# ,*(*A#%!# q′ = 0 ,$!/* !. 0 2$'/%#%!4

uxy = uF ′
(

F−1(ux)
)

,

-/* 1B#=2-1 ,* -.'%*/0*+ v = F−1(ux) 0 2$'/#%!4 C(#+%'3

D*$ *%' 5E89

F-(! c1 = 0; c2 6= 0 ,*(2G'#= 2$'/%#%!1

uxy = ux, uxy = ux exp u,

$#H#%!1 0*.*$I< -/1>'%I "*$=2('=!

v = ln ux + a, v = −u+ ln ux + c

- 2$'/%#%!#= 5678 -**./#.-./#%%*9 C$*=# .*J*; %'<* != 2$'/%#%!#

5KL8 - '/.*,* -.'%*/0*+ 5KM8; ' .'0A# 2$'/%#%!1 5KN8; 5KO89

P(2G'+ c1 6= 0; c2 = 0  '#. 2$'/%#%!1

uxy =
c+ uy

s′(ux)

! 5678; $#H#%!1 0*.*$I< -/1>'%%I -**.%*H#%!#= v = −u+ s(ux)9
:$! c1 ·c2 6= 0 !=##= ,* -.'%*/02 v = −u+s(ux); ,#$#/* 1B24

2$'/%#%!# uxy = 0 / -#?19

:2-.) .#,#$) p′(uy) + c2 6= 09 :#$#,!H#= $'/#%-./* 5QQ8 / /! #

g(u) = q′(u)
uyp

′(uy)− c1

p′(uy) + c2
−
p(uy)p

′(uy) + c3

p′(uy) + c2
.

R#>'/!-!=*-.) ,#$#=#%%I< u; uy ,*>/*(1#. >',!-'.) ,*-(# %##

$'/#%-./* -(# 24B!= *?$'>*=S

g(u) = c4q
′(u) + c5. 5OK8

 



 !"#$%&'( )*+,-'. /012 & #!!$+!34+'4 /552

q′(u)
(

uyp
′(uy)− c1

)

−
(

c4q
′(u) + c5

)(

p′(uy) + c2
)

−

−
(

p(uy)p
′(uy) + c3

)

= 0. /062

7'))484+-'8*4( #!!$+!34+'4 /062 9! 9484(4++!: u

q′′(u)
(

uyp
′(uy)− c1 − c4(p

′(uy) + c2)
)

= 0.

7%;44< +4$8*"+! 9!,%=%$>< ?$! 984"9!;!@4+'4 q′′(u) 6= 0 98'&!"'$
, #;*?%.< 8%##(!$84++!(* &A34B C%,'( !D8%=!(< q(u) = au +
b ' (A +%E!"'( *8%&+4+'4 /6F2< #&G=%++!4 9!"#$%+!&,!: /662 #

*8%&+4+'4( /612H %&$!9!"#$%+!&,* ";G *8%&+4+'G /612< % $%,@4

*8%&+4+'4 /I2 ' #!!$&4$#&*.J44 984!D8%=!&%+'4 /K2B

L;*?%: /MN2 "%4$ )!8(*;A /02< /N2 ' /652< /6N2B

 8' *#;!&'' /MK2 +%E!"'( *8%&+4+'4 /O2< #&G=%++!4 9!"#$%+!&P

,!: /112 # *8%&+4+'4( Q'*&';;G< 4#;' )*+,-''ψ< β *"!&;4$&!8GP

.$ #!!$+!34+'. /152 ' # *8%&+4+'4( /6I2< 4#;' &48+! 8%&4+#$&!

/6O2B C4!84(% "!,%=%+%B

R&$!8 &A8%@%4$ D;%S!"%8+!#$> #&!4(* +%*?+!(* 8*,!&!"'$4P

;. T'D48* RB UB =% 9!#$%+!&,* =%"%?' ' &+'(%+'4 , 8%D!$4B

QVCWXRCYXR

Z1[  !"!#!$ %& %& \ #'((4$8'GE ]&!;.-'!++AE *8%&+4+': ^^

Y_`B 1OKKB CB 5M< a 0B LB 1MMb1IMB

Z6[ '& ()& '*)+*,-.&cdefgfhidjk lmnlidimidohl op iqf rdmgj igjhlpogsjidoh

ituf ^^ 1OOKB vokB 11I< aB MB wB 1FF1b1F1FB

ZM[  /0123$  & 4& \D '+&%8'%+$%E Q%9;%#% S'948D!;'?4P

#,'E *8%&+4+':< ;'+4%8'=*(AE "'))484+-'%;>+!: 9!"#$%P

+!&,!: ^^ C4!8B ' (%$B )'=B 1OOOB CB 16F< a 6B LB 6MNb65NB

Z5[  /0123$  & 4&\ S'948D!;'?4#,'E *8%&+4+'GE< "!9*#,%.J'E

"'))484+-'%;>+A4 9!"#$%+!&,' ^^ C4!8B ' (%$B )'=B 6FF1B

CB 16N< a 1B LB IMbN5B

 



 !"  !"#$ %& '&( )*+*,*- '& '&#$%&$ '&()*+'+,)-.) *'/)+0$1'2

%)34') ,+56&)&'7 1',6'11)634$*$ ('/58 99 :;<8 =>>?8 #8 !@8

A ?8 B8 @CD?>@8

 @"  !"#$ %& '&( ./$012!31 4& 5&E&65+'5&(. F5/1535 ' G5+542

()+'3('%)34') 51*)0+. F' 99 H+$01)-. ()$+)('%)34$I ' /+'2

415J&$I -5()-5('4'K #+,J. C>2I L)*'$&51M&$I -$1$J)N&$I

4$&O)+)&P''8 E;; :+Q LR<S T45()+'&0,+*S =>>U8 B8 ??UD

?==8

 V" 6/23#7*-1 .& 8& <)1'&)I&.) *'/)+0$1'%)34') ,+56&)&'7

' ,+56&)&') W'P)I4' 99 X,&J5-)&(51M&57 -5()-5('45 '

)) /+'1$N)&'7 6 )3()3(6$Y&5&''K #+,J. -)NJ,&5+$J&$I

Z4$1.24$&O)+)&P''8 [5Z\:8 =>>]8 #8 ?8 B8 ?UCD?]C8

 !



 !" #$%&''(

)*++,-.*)/0.10 2*/1.*3- ) +/ 4-0

.05-+2-!-6718+9 "5-0):8  +/*)1; <-!-41

=, 53- > /1 )1//9

 !"!#$%& '('( )*+%, -%#.*/

0&121341

.? @A?BCDBE F?GCH IGCAEF?JCGK C?BDE GDCL?MDDN BHOP? G@EB>

CA?QRSTU @?A?VECA IWHPDC I BA?EIHE LGQHIDE&

5?GGVHCADV GQEPLJXLJ Y?P?FL&

y′′ + p1(x, λ)y
′ + p2(x, λ)y = 0, Z'[

a(λ)y′(0) + b(λ)y(0) = 0, Z([

c(λ)y′(1) + d(λ)y(1) = 0, Z$[

OPE λ > G@EBCA?QRSTU @?A?VECAN x ∈ [0, 1], a(λ), b(λ), c(λ), d(λ) >
\LSBMDDN BH]\\DMDESCT BHCHATW SE H^A?X?JCGK I SLQR HPSH>

IAEVESSH&

) A?^HCE [1] G\HAVLQDAHI?S? GQEPLJX?K Y?P?F?& 2LGCR d(λ)
KIQKECGK VSHOHFQESHV GQEPLJXEOH IDP?_

d(λ) = d0 + d1λ + d2λ
2 + ... + dm−1λ

m−1
N CAE^LECGK S?UCD k DY m

BH]\\DMDESCHI d0, d1, d2...dm−1N EGQD HGC?QRSTE m− k BH]\\DMD>

ESCHI DYIEGCST& `LSBMDD p1(x, λ), p2(x, λ), a(λ), b(λ)c(λ) > KIQKJC>
GK Y?P?SSTVDN DYIEGCSH C?B aE k SESLQEITW @H@?ASH>A?YQDFSTW
GH^GCIESSTW YS?FESDU Y?P?FD (1)− (3)&
bTQ? G\HAVLQDAHI?S? D PHB?Y?S? GQEPLJX?K CEHAEV?& 0GQD

p1(x, λ), p2(x, λ) > SE@AEATISH PD\\EAESMDALEVTE \LSBMDD @H λ
D @H xN ? \LSBMDD a(λ), b(λ), c(λ) > SE@AEATISH PD\\EAESMDALE>
VTE \LSBMDD @H λN CH PQK QJ^TW k SESLQEITW @H@?ASH A?YQDFSTW
GH^GCIESSTW YS?FESDU λiN OPE i = 1, k Y?P?FD (1)−(3)N PQK BHCHATW

 



c(λi) 6= 0 !"#$%#$&#! !'()")*+), k '!-*)"!.$,)*/#01 2!3445657

)#,!. dj, (j = s+ 1, s+ 2, ..., s+ k, s ∈ N) 2($).!8! 9-*!.5+ (3):
; ($<!,$1 [2, 3] '!2$%$#! &,! '(!5%.!*/#0= '!*5#!> !, -')27

,($*/#!8! '$($>),($ -,)')#5 n − 1 5% 2($).!8! 9-*!.5+ %$"$&5

?,9(>$7@59.5**+ !"#!%#$&#! .!--,!#$.*5.$), '! n #)*9.).0>

'!'$(#!7($%*5&#0> -!<-,.)##0> %#$&)#5+>: A"#$2! . [2, 3] %$7

"$&5 #$1!B")#5+ '!*5#!>$ !, -')2,($*/#!8! '$($>),($ *5C/ .

-*9&$) 2!8"$ 9-*!.5+ %$"$&5 ?,9(>$7@59.5**+ +.*+D,-+ ($-'$7

"$DE5>-+: F*9&$= #)($-'$"$DE51-+ 2($).01 9-*!.5= "*+ "$#7

#!= !<($,#!= %$"$&5 #) ($-->$,(5.$*-+:

G #$-,!+E)= ($<!,) '!*9&)#! !<!<E)#5) 3,!8! ()%9*/,$,$ "*+

-*)"9DE)= 2($).!= %$"$&5:

y′′ + p1(x, λ)y
′ + p2(x, λ)y = 0, HIJ

U1 = a11(λ)y
′(0) + a12(λ)y(0) + a13(λ)y

′(1) + a14(λ)y(1) = 0, HKJ

U2 = a21(λ)y
′(0) + a22(λ)y(0) + a23(λ)y

′(1) + a24(λ)y(1) = 0, HLJ

8") λ 7 -')2,($*/#0= '$($>),(, x ∈ [0, 1] '(5&)>

|a11(λ)|+ |a12(λ)|+ |a13(λ)|+ |a14(λ)| 6= 0,
|a21(λ)|+ |a22(λ)|+ |a23(λ)|+ |a24(λ)| 6= 0 '(5 *D<01 λM

49#2655 p1(x, λ), p2(x, λ), a11(λ), a12(λ), a13(λ), a14(λ), a21(λ), a22(λ), a23(λ)
+.*+D,-+ %$"$##0>5 5%.)-,#! ,$2 B) n #)#9*).01 '!'$(#! ($%7

*5&#01 -!<-,.)##01 %#$&)#5= %$"$&5 (4) − (6)M a24(λ) +.*+),-+

'!*5#!>!> -*)"9DE)8! .5"$N a24(λ) =
∑j=0

n−1 a
j
24λ

j
 8") aj24 ∈ C

O P:  !"#$#%&'()%*! %&!+&,- ! *!))%#.!*'&.// 0!'/.!,#

* "+#&*!, 1)'!*//2

3&!+&,# 42  !"# p1(x, λ), p2(x, λ) $ %&'(&()*%+ ,#--&(&%.#(/&$
0)& -/%1.## '+ x # '+ λ2 a11(λ), a12(λ), a13(λ), a14(λ), a21(λ), a22(λ), a23(λ)
$ %&'(&()*%+ ,#--&(&%.#(/&0) '+ λ #

|a11(λ)|+ |a12(λ)|+ |a13(λ)|+ |a14(λ)| 6= 0,
|a21(λ)|+ |a22(λ)|+ |a23(λ)|+ |a24(λ)| 6= 0,

 



 ! "#$%& n '&'("&)%* +!+,-'! -,."/0'%* 1!$1 )&''%* .',2
0&'/3 λi, (i = 1..n) .,4,0/ (4)− (6) 4"5 6! !-%*
(a21(λi)y2(1, λi) + a13(λi)y

′

1(1, λi)y2(1, λi)− a11(λi)y1(1, λi)−
a13(λi)y1(1, λi)y

′

2(1, λi)) 6= 0 !4',.'!0'! !+-&4&"5# n +!1"&4!2
), &"7'%* 6!899/:/&' !) aj24, j = 0..n− 1 ∈ N 6-,&)!;! (1"!)/5

(6)

 !"#$#%&'()%*!+ ,-!$.#/01 /&2&$ y1(x, λ) 0 y2(x, λ) '0.&3.! .&$#4
*0)015& 2&6&.07 8099&2&.:0#'(.!;! <2#*.&.07 (4)= <8!*'&%*!4
27>?&;! * %!/"& x = 0 <)'!*071

y1(0, λ) = 1, y
′

1(0, λ) = 0, y2(0, λ) = 0, y
′

2(0, λ) = 1. @AB

C0)'# λi 7*'7>%)7 "!2.&1 D#2#"%&20)%0/&)"!;! !E2&8&'0%&'7

∆(λ)= E!F%!1< <8!*'&%*!27>% )'&8<?&1< <2#*.&.0&>G

∆(λ) =

∣

∣

∣

∣

U1(y1) U1(y2)
U2(y1) U2(y2)

∣

∣

∣

∣

= 0.

H/0%5*#7 <2#*.&.0& (7) E!'</#&1
a24(λi)(a12(λi)y2(1, λi)+a13(λi)y

′

1(1, λi)y2(1, λi)−a11(λi)y1(1, λi)−
a13(λi)y1(λi)y

′

2(1, λi))+a23(λi)(a12(λi)y
′

2(1, λi)+a14(λiyi)(1, λi)y
′

2(1, λi)−
a11(λi)y

′

1(1, λi)−a14(λi)y
′

1(1, λi)y2(1, λi))−a22(λi)(a11(λi)+a13(λi)y
′

2(1, λi)+
a14(λi)y2(1, λi))+a21(λi)(a12(λi)+a13y

′

1(1, λi)+a14(λi)y1(1, λi)) = 0
,-!$.#/01 a12(λi)y2(1, λi)+a13(λi)y

′

1(1, λi)y2(1, λi)−a11(λi)y1(1, λi)−
a13(λi)y1(λi)y

′

2(1, λi) = A(λi), # *)> !)%#'(.<> /#)%( /&2&$ B(λi),
%!;8# a24(λi) -<8&% 01&%( )'&8<>?03 *08

a024 + a124λ+ a224λ
2 + ...+ an−1

24 λn−1 = B(λi)
A(λi)

, @IB

E! <)'!*0> %&!2&15 A(λi) 6= 0=
J#*&.)%*! (8) E2&8)%#*'7&% )!-!3 )0)%&1< n '0.&3.5D <2#*4

.&.03 !%.!)0%&'(.! n .&0$*&)%.5D "!F990:0&.%!* aj24 "2#&*!;!
<)'!*07 (6)+ ,E2&8&'0%&'&1 F%!3 )0)%&15 7*'7&%)7 10.!2 n4;!

E!278"# !E2&8&'0%&'7 K#.8&21!.8#+ L!)"!'("< )!-)%*&..5& $.#4

/&.07 λi(i = 1...n) E!E#2.! 2#$'0/.5 0 !%'0/.5 !% .<'7= %! !E2&4
8&'0%&'( )0)%&15 <2#*.&.03 (8) %#"M& !%'0/&. !% .<'7= E!F%!1<
)0)%&1# (8) 01&&% !8.!$.!/.!& 2&6&.0&+ N#"01 !-2#$!1 E#"#$#.!

 



 !" #"$%&"' a24(λ) "(")&* &" +",,!"&*+$%+*-!,./  !" % !0-1"+*2

$",3 ("4*)*!35

6 75  !"#$%$&'($)

*$&'($ +) 89,!3 λ1 = π/2/ % a12(λ1) = 0, a13(λ1) = 0, a22(λ1) =
0, a23(λ1) = 0, a11(λ1) 6= 0, a14(λ1) 6= 0, a21(λ1) 6= 0, a24(λ1) 6= 0

:*,,'"!0%' ,$-(9;<9; ,#-4!0*$3&9; )*(* 95

−y′′ = λ2y

a11(λ)y
′(0) + a14(λ)y(1) = 0

a21(λ)y
′(0) + a24(λ)y(1) = 0

=*0*4!-0%,!% -,4%> "#0-(-$%!-$3 ,%,!-'? %'--! ,$-(9;<%>

+%(@

∆(λ) = a14(λ)a21(λ) cosλ− a24(λ)a11(λ) cosλ = 0
λ1 = π/2 .+$.-!,. ,"1,!+-&&?' )&* -&%-' )*(* %/ % 0*+-&,!+"

∆(λ1) = 0/ &" #0% (*&&?A 9,$"+%.A + 90*+&-&%- (8) A(λ1) = 0
/  !" #0"!%+"0- %! 9,$"+%; !-"0-'?/ * %'-&&" "(&*)&* &"- +",2

,!"&*+$-&%- 4"BC%D%-&!"+ a24 ($. (*&&"> ,#-4!0*$3&"> )*(* %

&-+")'"E&"5

6 F5 ,-./01("&()

G*4%' "10*)"' #"4*)*&"/  !" % + ,$9 *- &-0*,#*(*;<%A,. 40*2

-+?A 9,$"+%> !-"0-'?/ ("4*)*&&*. + [2, 3]/ H"A0*&.-! ,+"; ,%$95 I

%'-&&"/ #0"%)+"$3&?> #"$%&"' "! ,#-4!0*$30"J" #*0*'-!0* ,!-2

#-&% n−1 40*-+"J" 9,$"+%. )*(* % K!90'*2L%9+%$$. , &-0*,#*2

(*;<%'% 40*-+?'% 9,$"+%.'% "(&")&* &" +",,!"&*+$%+*-!,. #"

n &-&9$-+?' #"#*0&" 0*)$% &?' ,"1,!+-&&?' )&* -&%.'5

 



 !"#$%&&'( )%*#"+,-, .!/%, 0',+ 1)2.%&%& 3 *-4-$% -3#5

6,2$%63!( 42-7&!6,232 !0 !1)%4%"%&22 1-)-.%,)!8 *-3)%1"%&29

6"!/&!( .%:-&2$%63!( 626,%.';

<=>?@A>B@A

CDE  !"#$%&  '(' F0 !1)%4%"%&22 3)-%8!7! #6"!829 1! 3!&%$5

&!.# &-0!)# 6!06,8%&&': *&-$%&2( GG H2II%)%&J2-"+&'%

#)-8&%&29; DKKK; >;LM; NO; P;DDQR5DDQO;

CQE )*+%&,-.-/ 0' '1 )23"*,*4& 5'6'1  !"#$%&  '(' F0)-,5

&'% *-4-$2 S,#).-5<2#82""9 6 &%)-61-4-TU2.269 3)-%8'5

.2 #6"!829.2;GG 5 V;W =*458! V!63; #&5,-X QYYK; 5 DOZ 6;

CLE  !"#$%&  '(' >%!)29 24%&,2I23-J22 3)-%8': #6"!82(

GA;V; A:,9.!8W F,4; I2*;5.-,; 2 ,%:&; A[ @\;5 BI-W ]2"2.

QYYO;5LYY6;

 



 !" #$%&'(#$)&#*

+,-.+,/+0, 12!23. 456.7.128.. 9

5:4.194-;+4/ 905 "-4/ 4<-2=6.

 !"!#$%! &' (' )*+!, -.*/

0%121"31

9 >?@@AB C?DAEF GHHIF>JKEHL M?>?NG AOEGP?IQ@ARA JOC?SIF@GL

HGHEFP?PG @FIG@FB@ARA EGO? H C?HOCF>FIF@@TPG O?C?PFEC?PGU

AOGHTS?FPTPG VS?MGIG@FB@TPG JC?S@F@GLPG WIIGOEGNFHVARA

EGO?U H JOC?SIF@GLPG S OFCFPF@@TX VAWYYGZGF@E?X OCG HE?C[GX

OCAGMSA>@TX S OCAGMSAIQ@TX STOJVITX ADI?HELX& 5AHECAF@T

C?M@AHE@TF ?OOCAVHGP?ZGG GHXA>@TX WVHECFP?IQ@TX M?>?N G

JHE?@ASIF@T AZF@VG HVACAHEG HXA>GPAHEG ?OOCAVHGP?ZGB OA

HAHEAL@GK G YJ@VZGA@?IJU HI?D?L HXA>GPAHEQ OA JOC?SIF@GK&

5CASF>F@? CFRJILCGM?ZGL ?OOCAVHGP?ZGB&

\ $& 4$56!"$%7! 8!2!9 3 3: 7$;;176"$56<

5JHEQ JOC?SILFPTB OCAZFHH AOGHTS?FEHL M?>?NFB !GCGXIF H

OFCFPF@@TPG VAWYYGZGF@E?PG(

−
2∑

α=1

∂

∂ξα

(
kα(ξ)

∂u

∂ξα

)
+

2∑

α=1

bα(ξ)
∂u

∂ξα
+ d(ξ)q(u) = f(ξ), ξ ∈ Ω,

u(ξ) = 0, ξ ∈ Γ,
]$^

S ADI?HEG Ω ⊂ R
2
 !"#$%"&'(") *"!+,- ./01+  !10 "&2324'5

64" bα, d, f, q(u)5 α = 1, 2 7 $202((,1 */(89##: g = (g1, g2) =
(k1, k2) ; / !2%&1(#1- <4("=#41&'(" $202((,> */(89#) ?/01+

 !10 "&2324'@ bα ∈ L∞(Ω) : ζα ≤ bα(ξ) ≤ ζα  -%- (2 Ω5 α = 1, 2:
q " !101&1(2 (2 R =" $(261(#A+# % R5 q(0) = 05 0 ≤ q0 ≤

 



[
q(s1) − q(s2)

]
/(s1 − s2) ≤ Lq < ∞,  !" #$%& s1, s2 ∈ R, s1 6= s2'

d ∈ L∞(Ω) : ζ3 ≤ d(ξ) ≤ ζ3 ()#) *+ Ω, f ∈ L2(Ω))
-#% %. .*/0%$1#/  /(2$13.4& 2(5+#!%*36

U =
2∏

k=1

Uk ⊂ B = W 1
∞(Ω)×W 1

∞(Ω),

Uα =

{
gα ∈ W 1

∞(Ω) : 0 < ν ≤ gα(ξ) ≤ ν,

∣∣∣∣
∂gα
∂ξβ

∣∣∣∣ ≤ Rβ,

β = 1, 2, ()#) *+ Ω

}
, α = 1, 2,

789

: % Rα, ν, ν ; <+ +**4% =3$!+, Rα > 0, α = 1, 2' ()#) ; (/=13 #$> 2)

?5% (/!+:+%1$" #4(/!*%*3% $!% 2>@3& 2$!/#36A

δ0 = max
ǫ1, ǫ2 > 0
ǫ1 + ǫ2 ≤ ν

{
ν − (ǫ1 + ǫ2)

D2
+ ζ3 −

m2

4ǫ1
−

p2

4ǫ2

}
> 0;

7B9

−m ≤ ζ1 ≤ ζ1 ≤ m, −q ≤ ζ2 ≤ ζ2 ≤ q, m, q =  !"#$ > 0;

ζ3 ≤ ζ3, ζ3, ζ3 =  !"#$; D = diam Ω.

C+ + 3. D2*EF3/*+! F%!3 # #3 %

J(g) =

∫

Ω

|u(ξ, g)− u0(ξ)|
2 dΩ, 7G9

: % u0 ∈ W 1
2 (Ω) ; <+ +**+" D2*EF3", u(g) ; D2*EF3" $/$1/"*3"

$3$1%.4, $//1#%1$1#2>@+" 2(5+#!%*3> g)

?/ 5%H%*3%. <+ +=3 7I9 (53 D3E$35/#+**/. 2(5+#!%*33 g ∈

U (/*3.+%1$" D2*EF3" u ≡ u(g) ∈
◦

W 1
2 (Ω) ≡ V , 2 /#!%1#/5">@+"

 !" ∀η ∈ V 1/0 %$1#2

∫

Ω

{ 2∑

α=1

kα(ξ)
∂u

∂ξα

∂η

∂ξα
+

2∑

α=1

bα(ξ)
∂u

∂ξα
η+d(ξ)q(u)η

}
dΩ =

∫

Ω

f(ξ)ηdΩ.

7J9

 



 !" #$%&'(()* +!%$+,&,-%(".* /'$'0' 123 ,$(,/('0(, !'/!%4"5'

6

◦

W 1
2 (Ω) +!" 7'-$,5 8"7#"!,6'((,5 9+!'6&%("" g ∈ U 1#5:

;2<3: =/ !%/9&>?'?,6 6 ;2< #&%$9%?@ 0?, ,A,AB%((,% 1"/

◦

W 1
2 (Ω)3

!%4%("% /'$'0" 123 +!"('$&%-"? ?'7-% +!,#?!'(#?69W 2
2,0(Ω) "

$&. &CA,D, g ∈ U #+!'6%$&"6' '+!",!('. ,E%(7'

‖u(g)‖W 2

2
(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω). 1F3

G%!%/ C /$%#> " 6 $'&>(%H4%5 A9$%5 ,A,/('0'?> +,&,-"?%&>()%

7,(#?'(?)@ (% /'6"#.B"% ,? 9+!'6&%(". g@ 4'D,6 66,$"5)* $'&%%

#%?,7 " ,? #%?,0(,D, 9+!'6&%(". Φh ∈ UhI W
2
2,0(Ω) = W 2

2 (Ω)∩
◦

W 1
2

(Ω):

 !"#!$% &'  !"#$ %&'()*+*& %"+ !")(%,- '., '("#/*(%0+

1/2/3, ('#,4/)$*(5( !'./%)+*,- 1236 1J37 8(52/ "!9+"#%!+#: '(

0./;*+; 4+.+: (2*( ('#,4/)$*(+ !'./%)+*,+ g∗ ∈ U 1/2/3, 1236

1J3: #7+7 J∗ = inf
{
J(g) : g ∈ U

}
> −∞: U∗ =

{
g∗ ∈ U : J(g∗) =

J∗
}

6= ∅: 4*(<+"#%( #(3+0 4,*,4!4/ U∗ =!*0>,(*/)/ >+),

J(g) ")/?( 0(4'/0#*( % H = L2 (Ω)7 @A?/- 4,*,4,1,.!A9/-
'(")+2(%/#+)$*("#$

{
g(n)

}∞

n=1
⊂ U ")/?( % H "B(2,#"- 0(

4*(<+"#%! U∗ #(3+0 4,*,4!4/ =!*0>,(*/)/ J(g)7

K?5%?"5@ 0?, "/ ?%,!%5) 1 #&%$9%? #9B%#?6,6'("% !%4%(".
/'$'0" 123L 1J3@ (, !%4%("% M?,H /'$'0"@ 6,,AB% D,6,!.@ 5,-%?

A)?> (% %$"(#?6%(()5:

N O: (%)*"+,*%- %..#"/+0$%10- )%2%3 4.#%56!*0-'

7"##!/,*"+,8 %..#"/+0$%109

P #6./" # 0"#&%(()5 !%4%("%5 /'$'0 ,+?"5'&>(,D, 9+!'6&%(".

#9B%#?6%(()H "(?%!%# +!%$#?'6&.%? 6,+!,# ,A '++!,7#"5'E""

A%#7,(%0(,5%!()* /'$'0 123L 1J3 +,#&%$,6'?%&>(,#?.5" 7,(%0(,5%!()*

/'$'0 ,+?"5'&>(,D, 9+!'6&%(".:

 



 !"!#$ %&'()!*+,%-% .&/!0*$,(1 2345 264 &%7'!0() 0 7%%'0$'7'0($

7*$".89.8 /!:,%7',.8 !&&/%;7()!<(8= )(,()(:(/%0!'+ >.,;<(%,!*

Jh(Φh) =
∑

x∈ω

∣∣y(x; Φh)− uh0(x)
∣∣2mes e(x),

2?4

&/( .7*%0(1@A #'% 7$'%#,!1 >.,;<(1 y(Φh) ∈
◦

W 1
2 (ω)A ,!:B0!$)!1

/$C$,($) /!:,%7',%D ;/!$0%D :!"!#(A ."%0*$'0%/1$' "*1 *8E%D

7$'%#,%D >.,;<(( v ∈
◦

W 1
2 (ω) 7.))!'%/,%). '%F"$7'0.

2∑

α=1

∑

x′∈ω′

α

Φ
(+0.5α)
αh y(+0.5α)

xα
v(+0.5α)
xα

h(+0.5)
α h3−α +

2∑

α=1

∑

ω

bhα y◦

xα

v mes e(x)

+
∑

ω

dh q(y) v mes e(x) =
∑

ω

fh v mes e(x),

2G4

! 7$'%#,B$ .&/!0*$,(1 Φh '!;%0BA #'%

Φh =
(
Φ1h,Φ2h

)
∈

2∏

k=1

Ukh = Uh ⊂ Bh = W 1
∞(ω)×W 1

∞(ω), 2H4

Uαh =
{
Φαh ∈ W 1

∞(ω) : 0 < ν ≤ Φαh(x) ≤ ν < ∞, x ∈ ω,
|Φαhx1

(x)| ≤ R1, x ∈ ω′
1, |Φαhx2

(x)| ≤ R2, x ∈ ω′
2

}
, α = 1, 2.

23I4

 "$7+ fh(x)A uh0(x)A b
h
α(x)A α = 1, 2A dh(x) 5 7$'%#,B$ !&&/%;7()!<((

>.,;<(D f(ξ)A u0(ξ)A bα(ξ)A α = 1, 2A d(ξ)A 0B#(7*1$)B$ &%

>%/).*!)=

fh(x) =
1

mes e(x)

∫

mes e(x)

f(ξ) dξ,

uh0(x) =
1

mes e(x)

∫

mes e(x)

u0(ξ) dξ, x ∈ ω.

bhα(x) =
1

mes e(x)

∫

mes e(x)

bα(ξ) dξ, 2334

 



dh(x) =
1

mes e(x)

∫

mes e(x)

d(ξ) dξ, x ∈ ω.

 ! "!#!$% !"&'$'(')*+ ,'-!. ω/ ω′
α/ α = 1, 2/ )!&0 * "!(%)!&0/

.!122*3*')-!# α(±0.5α)(x)/ α = 1, 2/ uh0(x) ,04 567/ 5874
9*:' #,;$% <%$'0 "&'$"!(=>=-?/ @-! #A"!()+'-,+ %,(!#*'

δ0 = max
ǫ1, ǫ2 > 0
ǫ1 + ǫ2 ≤ σ

{
ν − β(ǫ1 + ǫ2)

D2
+ ζ3 −

m2

4ǫ1
−

p2

4ǫ2

}
> 0,

BC6D

σ = v/β β = h1/h
∗
1+h2/h

∗
2 h

∗
α = min

x∈ω
h(±0.5α)
α  α = 1, 2 !" #$%$&$'$

()*+,*% (-&./*+)!/$(%0 ,()$/!1 2345

 !"#!$% &'  !"!#! $ %!&$'"(%)* +(,(%)* +!-%$./%$0 .&(12 264

3+) 4)5.)+$6!%%$1 73+!68(%)) Φh ∈ Uh 956)6!8(%/%! +(,(%):

$3(+!/$+%$;$ 7+!6%(%)* Ahy = Fh< ;"( Ah :
◦

W 1
2 (ω) →

◦

W 1
2 (ω)<

Fh ∈ W 1
2 (ω)= $3(+!/$+ Ah ) .(/$#%!* 47%5>)* Fh $3+("(8*:/.*

+!6(%./6!1)

(
Ahy, v

)
W 1

2
(ω)

= Ah(y, v),
(
Fh, v

)
W 1

2
(ω)

= lh(v), ∀v ∈
◦

W 1
2 (ω); 2734

 !"!#! 264 $"%$-%!#%$ +!-+(,)1! 6

◦

W 1
2 (ω) 3+) 5!'"$1 Φh ∈ Uh

) )1((/ 1(./$ !3+)$+%!* $>(%5!

‖y(Φh)‖W 1

2
(ω) ≤ C‖Φh‖L2(ω). 2784

9 35 ()#*"#+,! "-!+.* )"/#!0+"12!3 $!2"4% )"

1"12"5+*6 * 1!2"7+"/" 89+.-*"+%:%' ;<"4*$"12=

%))#".1*$%-*3 )" 89+.-*"+%:9 * 9)#%>:!+*6

:-&./*+)!/; ()*+,<=!* %*$&*>;

 



 !"#!$% &'  !"#$ u(ξ) = u(ξ, g) % y(x) = y(x,Φh) & '()(*%+
,-.-/  !"&  #" %  $"0  %" "11#2(#"#2(**13 415.- .6+ 6789:

!;'-26(*%< g ∈ U % Φh ∈ Uh ";'-2(.6%2- 1=(*>- ;15'()*1"#%

?(#1.- ;1 "1"#1+*%7

‖y(Φh)− u(g)‖W 1

2
(ω) ≤ C

[
|h|

2∑

α=1

‖kα‖W 1
∞
(Ω)+

+
2∑

α=1

‖Φαh − aα‖L∞(ω′)

]
‖u(g)‖W 2

2
(Ω).

 !&"

 !"#!$% (' @6+ 6789: !;'-26(*%< g ∈ U % Φh ∈ Uh .6+

;15'()*1"#% "(#1/*151 A!*>=%1*-6- ";'-2(.6%2- 1=(*>-

|J(g)− Jh(Φh)| ≤ C

{
|h|+

2∑

α=1

‖Φαh − aα‖L∞(ω′)

}
,  !'"

5.( C = const > 00 *( ,-2%"+B-+ 1# h0 y0 u0 Φh0 g3

()* +,,)-./012+* ,3/.+4/,5+ 6172/,5283 1996/:,+41;+<

71.1=+  !">  #" 9/ ?@2:;+/21)@ + @9610)-2+A 61,,4/56+4 96+

|h| → 0 9/,)-./015-)B2/,5B 6172/,5283 71.1= 4+2+4+71;++

 $"C  %"D E@.-4 ./9@,:15BC =5/ 08=+,)-2+* ?@2:;+/21)/0 Jh(Φh)
0-.@5,* 96+F)+G-22/ + 96+F)+G-228< ?@2:;+/21) Jh δh(Φh)
,0*712 , Jh(Φh) ,//52/H-2+*4+

Jh δh(Φh) = Jh(Φh) + Θδh(Φh),
∣∣Θδh(Φh)

∣∣ ≤ δh, ∀Φh ∈ Uh;
δ → +0 96+ |h| → 0.

 !$"

I6-.9/)/G+4 5-9-6BC =5/ 96+ :1G./4 h + ,//50-5,50@AJ-<

,-5:+ ω = ωh , 9/4/JBA :1:/K/>)+F/ 4-5/.1 4+2+4+71;++

9/)@=-2/ 96+F)+G-22/- 721=-2+- Jhδh∗ + ǫh 2+G2-< K612+ Jhδh∗
?@2:;+/21)1 Jh(Φh) 21 Uh + 21<.-2/ ,-5/=2/- @9610)-2+-

Φ̂h(x) = Φh δh εhC 51:/- =5/

Jhδh∗ ≤ Jhδh(Φ̂h) ≤ Jhδh∗ + ǫh, Φ̂h ∈ Uh,  !%"

K.- ǫh ≥ 0 + ǫh → 0 96+ |h| → 0D

 



 !"#!$% &'  !"!#$%&' ()*+'$%+,- *).)/ "0+0"0*)100  !"#2

 "#2  $# 3(0 |h| → 0 )33('4$0"0(5!% 64$%(!")78+59 *).)/5  !#:

 %# 3' ;5+410'+)752 %<!< lim Jh δh∗ = J∗ 3(0 |h| → 02 3(0/!"
$3()&!.70&, '1!+40 $4'('$%0 $-'.0"'$%0

∣∣Jh δh∗ − J∗
∣∣ ≤

∣∣Jh∗ − J∗
∣∣+ δh ≤ C|h|+ δh;

!$70 3'$7!.'&)%!78+'$%8 $!%'/+,- 53()&7!+0#

{
Φ̂h

}
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;
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P̃hΦ̂h

}
$7)?' & H = L2(Ω) $-'.0%$= 4

"+'@!$%&5 U∗ 6= ∅ '3%0")78+,- 53()&7!+0# *).)/0  !#:  %#<

&'(()*+,-) +./.,0 1*/,*( * (-203*4 (5*6-)*(+- 1 H /*
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<'6'?.  !#D  %# )*E3* -(/*20<*1'+0 C*3.?3*).,389 <'6'?8
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29H'@ )-3-)-<-,89A'@ /*(2.6*1'+.203*(+0  1 +*) ?-(2. -
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/* 3*,). H C* )3*E.(+18 U∗: N2@ /*(+,*.3-@ (-203* (5*6@A.4(@

)-3-)-<-,89A.4 /*(2.6*1'+.203*(+- /,*1.6.) ,.782@,-<'F-9
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G1.6.) 3' U (+'H-2-<'+*, Ω(g) = ‖g‖2H > g ∈ U - .7* (.+*?3=4

'3'2*7 Ωh(Φh) = ‖Φh‖
2
Hh

> Φh ∈ Uh: R,- C'E6*) h ,'(()*+,-) 3'
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Thδhαh
(Φh) = Jhδh(Φh) + αhΩ(Φh), Φh ∈ Uh, 45;7
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$, !.8  0#3AC-A A * %).D >?, |h| → 0E F?, *-B3#G h #>?!3!.,G

 !"#$%#! )>?-1.!%,! Φ̂h = Φhδhαhνh ∈ Uh8 )3#1.!"1#?ADC!!

) .#1,AG

Thδhαh∗ = inf Thδhαh
(Φh) ≤ Thδhαh∗ + νh, Φ̂h ∈ Uh, 4HI7
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&%0()('(,+ 13 !"'&*12 45;74 4HI75 6&7)+ %&"'()&*+#('$,&"#${

P̃hΦ̂h

}
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=
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CAD?DHB t0 >CPUPIHWL KPHDF SPICDAQ=D@>E TI=AT QATR= ?=>>WM O

ICBMTXDQP>E CIPGN P>B >P >KPAP>@NY vO SP>GD JDQP QATR P@GD@=D@&

*DZ=D@>E R=I=J= PSADIDGDHBE ?P?DH@= CAD?DHB t0 TI=A=O IGBHW
>@DAMHE lO ?=>>W QATR= m B >KPAP>@B v SP I=HHW? I=@JBK=O KP@PV
AWL >HB?=D@ RH=JDHBE SAPBRCPIHPL

∂u
∂x
>?DXDHBE >DJDHBE >@DAMHE

> =U>FB>>PL x1 C A=RGBJHWD ?P?DH@W CAD?DHB t& 4PITGN TSATQPV
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>HB?=D@ SPK=R=HBE >?DXDHBE u(x1, t)O = C ]_^ RH=JDHBD J=>@HPL SAPV
BRCPIHPL >?DXDHBE SP x C @PJKD x1& "AP?D @PQPO C PUDB\ R=I=J=\
QATR SP>GD TI=A= K=K UW >PDIBHED@>E >P >@DAMHD?&

`GBRKBD SP SP>@=HPCKD R=I=JB A=>>?P@ADHW C A=UP@=\ ]abc^& 0

]ab$^ H=LIDHW R=KADSGDHBE ?D\=HBJD>KB\ >B>@D? SP >PU>@CDHHW?

J=>@P@=? KPGDU=HBLO C ]%^ SADIGPMDH ?D@PI IB=QHP>@BKB SPIRD?V

HW\ @ATUPSAPCPIPCO C ]#^ ADZDHP CPGHPCPD TA=CHDHBD IGE >GTJ=EO
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∂2u
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A-!)#B)*& ,'0*%#& )! 0&%*9 "*)C& (x = 0) 4,/&(+ *B&%#/)*+

u(o, t) = 0 >D@
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∂2u

∂t2
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





x=l

= −ES
∂u

∂x









x=l
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H(* # 4,/&( 6-!)#B)*& ,'0*%#& )! "*)C& x = lI E-!%)&)#F >G@

9*7)* .-#/!(1 %#/
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∂2u

∂t2









x=l

= −a2
∂u

∂x









x=l

>J@

&'0# *4*$)!B#(1 B&-&$ m = M
ρSl
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6-,$! " 9!''& '(&-7)8
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u|t=t0 = 0, 0 ≤ x ≤ l >O@

∂u

∂t









t=t0

= 0, 0 ≤ x < l,
∂u
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= −v, t = t0, x = l >P@
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∂x
- :)&+!

x1 =,$ $/;!#!#$$ -,!;!##)M) =%,%;!:,% t< N,!DG!:9C )=,!0!'$:(
l4 t04m4v<

 !"!#$! %&'()#%* +(,(-$

E )DI!;4 ,!"!#$! 0%##). /%0%&$ #! ):'$&%!:9C ): ,!"!#$C
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∂u
∂x









x=l
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ρSl
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Q,)0)'J$:!'(#)9:( G0%,% G-!'$&$-%!:9C 9 G-!'$&!#$!;mL

 !"#$%"&% '()) *+#,#-.&!%-/"#)!/ 0,(+(

m < 1.7283 2l < aτ < 4l

1.7283 < m < 4.1511 4l < aτ < 6l

4.1511 < m < 7.35 6l < aτ < 8l

 !"#$#%&' ()*+*%* ','#)- t0 .$*"* /".0* & $%&). (-#"1)2 l3
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#$C< Q!,-)#%&%'(#) =) 9:!,J#H ,%9=,)9:,%#C!:9C :)'(+) )D,%:*

#%C -)'#%

(

∂u(x,t)
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
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УДК 519.161

МЕТОД ОПРЕДЕЛЕИЯ НИЖНИХ ГРАНИЦ НЕКОТОРЫХ

NP-ПОЛНЫХ ЗАДАЧ

Картак В. М., Мухачёва М. А. (Уфа, УГАТУ)

Введение

Вычисления нижних границ различных NP-полных задач

является актуальным вопросом, поскольку полученные результаты

можно применять при разработке как точных, так и приближенных,

эвристических алгоритмов. С этой точки зрения, особенно интересна

задача линейного целочисленного программирования (ЛЦП),

потому что многие NP-полные задачи имеют формулировки в

виде ЛЦП-моделей, и новые нижние границы задачи ЛЦП так

же могут быть использованы для них.

В данной статье описывается метод построения нижней

границы задачи ЛЦП (являющейся NP-полной), а так же его

применение для двух других NP-полных задач: о покрытии

множества (Set Cover Problem) и одномерного линейного раскроя

(One-dimensional Cutiing Stock Problem). Приведены результаты

вычислительного эксперимента.

§ 1. Значимые элементы задачи ЛП

Рассмотрим задачу линейного целочисленного программирования:

z∗ = min
{

cx : Ax = b, x ∈ Z
M
+

}

где A (m × M) - матрица из M переменных и m ограничений,

свободным вектором b ∈ R
m и целевой функцией c ∈ R

M .

Непрерывной релаксацией задачи z∗ называется задача линейного

программирования:

z = min
{

cx : Ax = b, x ∈ R
M
+

}

1



с той же матрицей ограничений A, размера m × M , свободным

вектором b и целевой функцией c, но без ограничений целочисленности

на компоненты вектора x.

Для задачи z∗ значение целевой функции z уже является

нижней границей, но это значение может быть улучшено (для чего

успешно применяются, например, методы, описанные в [2]).

Определим вспомогательную задачу линейного программирования:

z(t,q) = min
{

cx : Ax = b, xt ≤ q, x ∈ R
M
+

}

являющейся задачей z, в которую добавлено одно ограничение на

компоненту вектора xt.

Определение 1. Для заданного δ элемент xt вектора x называется

значимым, если существует q > 0 такое, что z(t,q) > z + δ

Данное определение вводится для обозначения таких компонент

вектора x, при исключении которых из задачи, происходит

увеличение значения целевой функции. Ведь, если значение q

для какой-либо компоненты xt равно 0, и значение целевой

функции z(t,q) при этом равно z, это означает, что компоненту xt

можно исключить из вектора переменных, тем самым уменьшив

размерность задачи.

Мы же будем рассматривать только такие компоненты вектора

x, для которых значение целевой функции z(t,q) увеличивается,

таким образом они являются значимыми .

Обозначим множество значимых элементов:

S(δ) = {t1, t2, . . . ts}

и множество соответствующих им значений

Q(δ) = {qt1, qt2, . . . qts}
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Введем в рассмотрение следующую задачу ЛП:

zδ = min cx

s.t. Ax = b

xt ≥ ⌊qt⌋ , t ∈ S(δ),

x ∈ Z
R
+

являющейся задачей z, с матрицей ограничений A (m × M),
свободным вектором b и целевой функцией c, в которую

каждой значимой компоненте xt вектора переменных x добавлено

ограничение, связанное с соответствующим значением qt.

Основная Теорема. Для того, чтобы z∗ − z > δ, достаточно,

чтобы zδ − z > δ.

Доказательство этой теоремы можно найти в [1]. В следующем

параграфе будет описано применение данной теоремы.

§ 2. Метод построения нижней границы задачи ЛЦП

Метод оценки нижней границы основан на нахождении значимых

переменных, которые обязательно будут иметь ненулевое значение

в любом оптимальном решении задачи z.

Приведем описание алгоритма.

1. Определим значение δ, для которого будет проверятся

истинность условия теоремы: zδ − z > δ. В нашем случае

мы будем перебирать значения δ натуральными числами,

начиная с 1.

2. Вычисляем решение задачи z. Обозначим оптимальный

вектор Xz = (x1, . . . , xm).

3. Определим для данного значения δ все значимые переменные.

Для этого, с каждой ненулевой компонентой xt вектора Xz

решим следующую ЛП задачу:

zt = min
{

cx : Ax = b, xt = 0, x ∈ R
M
+

}
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Если значение zt − z > δ, то компонента xt для данного

значения δ является значимой.

4. Для всех значиных переменных установим qt равным 0 и

решим задачу zδ. Если получим, что zδ−z > δ, то и z∗−z > δ,

а значит нижнюю границу для задачи z∗ можно установить

равным ⌈z⌉ + δ.

Данный метод был применем для вычисления нижних границ

ЛЦП-моделей двух NP-полных задач. Основным применением

метода предполагалась задача одномерного линейного раскроя

(1dCSP). Однако, метод так же был рассмотрен в приложении

к задаче о покрытии множества (SCP). Последняя задача была

рассмотрена по причине ее наглядности и простоты построения

модели целочисленного программирования.

В следующих двух параграфах приведем формулировки указанных

задач и их ЛЦП-модели.

§ 3. Задача о покрытии множества

Комбинаторная постановка задачи о покрытии множества

заключается в следующем.

Пусть даны множество M = {1, . . . ,m} и набор его подмножеств

M1, . . . ,Mn таких, что
⋃n

j=1Mj = M .

Совокупность подмножеств Mj, j ∈ J ⊆ {1, . . . ,m},
называется покрытием множества M , если

⋃

j=J Mj = M .

Каждому подмножеству Mj приписан вес cj ≥ 0. Требуется найти

покрытие минимального суммарного веса. Задача называется

невзвешенной, если все подмножества Mj имеют единичные веса.

Модель целочисленного программирования для данной задачи

имеет вид:

SCP = min {cx : Ax ≥ e, x ∈ {0, 1}n}
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где A = (aij) - матрица размера m× n с элементами aij = 1, если

i ∈ Mj, и aij = 0 в противном случае, e - m-вектор из единиц, c =
(c1, . . . , cn) - вектор весов; x = (x1, . . . , xn) - вектор переменных

с компонентами xj = 1, если Mj входит в покрытие, и xj = 0 в

противном случае.

§ 4. Задача одномерного линейного раскроя

Приведем постановку задачи одномерного линейного раскроя.

Дан набор m типов заготовок заданной ширины wi = 1, длины

li и потребности bi, i = 1, . . . m. Данные заготовки необходимо

вырезать из одномерных прутков заданной ширины W = 1 и

длины L, соблюдая при этом следующие условия:

1. Сумма длин заготовок, вырезаемых из каждого прутка не

должна превосходить его длины:
∑

lj ≤ L (рюкзачное

ограничение).

2. Количество заготовок каждого типа, вырезанное из всех

прутков, должно быть не меньше потребности bi каждой

заготовки.

Требуется минимизировать количество использованных прутков.

Определение 2. Картой раскроя назовем вектор, описывающий

допустимый способ раскроя прутка aj = (a1j, . . . , amj)
T , с

ограничением
∑m

i=1 liaij ≤ L, для j = 1, . . . , N .

Составим матрицу всевозможных карт раскроя

A = ‖a1, a2, . . . , aN‖ размера m × N

В этих определениях ЛЦП-модель выглядит следующим образом

1dSCP = min

{

N
∑

j=1

xj : Ax = b, x ∈ Z
N
+

}

,
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где x = (x1, x2, . . . , xN) – вектор интенсивности карт раскроя

Поскольку количество N различных карт раскрой, вообще

говоря, экспоненциально зависит от входных параметров задачи,

то построить матрицу ограничений A в явном виде не представляется

возможным. Для построения матрицы A используется метод Col-

umn Generation, разработанный Фордом и Фалкерсоном в 1962

году. Описание данного метода можно найти, например, в [4].

§ 5. Результаты вычислительного эксперимента

Программы для тестирования обеих задач были реализованы

на языке программирования С++ с использованием пакета с

открытым исходным кодом COIN-OR LP, для решения симплекс-

методом ЛП задач (http://www.coin-or.org/projects/Clp.xml).

Ниже приведена таблица с результатами вычислительного

эксперимента для задачи о покрытии множества.

Name m n LP δ

4.1 200 1000 32.7972 1

4.2 200 1000 31.7061 1

4.3 200 1000 32.4495 0

4.4 200 1000 33.2722 0

4.5 200 1000 32.7942 1

4.6 200 1000 32.2358 0

4.7 200 1000 33.5202 0

4.8 200 1000 31.7710 1

4.9 200 1000 32.8890 1

4.10 200 1000 33.3073 0

5.1 200 2000 28.7334 0

5.1 200 2000 28.5779 0

5.3 200 2000 28.8458 1

5.4 200 2000 28.6118 0

5.5 200 2000 28.2531 0

5.6 200 2000 28.8565 1

5.7 200 2000 28.0904 0

5.8 200 2000 28.9318 1

5.9 200 2000 28.9821 1

5.10 200 2000 28.7882 1

Name m n LP δ

6.1 200 1000 14.7808 0

6.2 200 1000 14.2882 0

6.3 200 1000 14.8715 0

6.4 200 1000 14.6840 0

6.5 200 1000 14.9238 1

A.1 300 3000 29.5485 0

A.2 300 3000 29.8154 1

A.3 300 3000 29.7621 0

A.4 300 3000 29.0948 0

A.5 300 3000 29.5657 0

B.1 300 3000 14.0856 0

B.2 300 3000 13.9854 1

B.3 300 3000 14.0646 0

B.4 300 3000 14.0103 0

B.5 300 3000 13.9783 1

C.1 400 4000 31.0951 0

C.2 400 4000 31.4151 0

C.3 400 4000 31.0480 0

C.4 400 4000 31.0433 0

C.5 400 4000 31.2810 0

6



Метод был протестирован на примерах библиотеки OR-Library

серии 4, 5, 6, а так же серий A, B, C с задачами большой

размерности.

Для тестовых множеств 4, 5 нижняя граница, в сравнении с

непрерывной релаксацией, была улучшена в 5 из 10 случаев.

Для тестовых множеств 6, A-C граница была улучшена в 1 из 5

случаев.

Приведем таблицу результатов вычислительного эксперимента

для задачи одномерного линейного раскроя.

Name m n LP δ

bpp.13 161 597 67.9946 0

bpp.14 136 476 60.9971 1

bpp.119 173 625 76.0000 1

bpp.144 173 569 73.0000 1

bpp.175 185 658 83.0000 1

bpp.178 178 655 79.9953 0

bpp.181 157 596 71.9985 0

bpp.195 161 575 63.9959 0

bpp.359 164 534 74.9964 0

bpp.360 148 424 62.0000 1

bpp.40 144 490 58.9985 1

bpp.419 189 674 79.9990 1

bpp.47 158 463 71.0000 1

bpp.485 163 617 70.9971 0

Name m n LP δ

bpp.531 175 487 83.0000 1

bpp.561 177 622 71.9955 1

bpp.60 144 488 62.9972 0

bpp.640 165 475 74.0000 1

bpp.645 141 525 57.9985 1

bpp.709 160 583 67.0000 1

bpp.716 158 494 75.0000 1

bpp.742 148 453 64.0000 1

bpp.766 143 507 61.9986 1

bpp.781 174 627 70.9990 0

bpp.785 163 662 67.9937 0

bpp.814 179 456 81.0000 1

bpp.832 139 549 59.9975 0

bpp.900 173 656 74.9945 1

7



Метод был протестирован на тестовых примерах hard28
библиотеки OR-Library, сгенерированных J. Schoenfield.

Для данного тестового набора по сравнению с непрерывной

релаксацией, нижняя граница была улучшена в 18 из 28
случаев.

Из вычислительных результатов видно, что метод хорошо себя

зарекомендовал при нахождении нижних границ рассматриваемых

задач. В дальнейшем планируется на этой основе разработать

нижние границы для задачи двумерного размещения в полосу

(Two-dimensional Strip Packing Problem).
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2θ +O2 −→ 2θCO, W1 = k1(T )θ
2
3x1;

θCO +O2 −→ θCO + CO2, W2 = k2(T )θ3x1;

θCO −→ θC + CO, W3 = k3(T )θ2;

θCH2
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, W6 = k6(T )(θ

∗
1 − z1)ρC/RC ;
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2 − z2)ρ2/RC ;

7'$ "8! !"#( !#'$9:;<= "#&'(%- )!9:>()2 · c) '9? W1 − W5 (

7>4)

2·c6 '9?W6-W7@ k(T ) A 8!;"#&;#< "8! !"#$% "#&'(%-B&*("?C($

!# #$)D$ &#E < (T ) D! E &*;$;(F G  $;(E"&- )!9:>()2 · c) '9?
K1 −K5- )

2
>. '9? K6- K7@ x1A8!;H$;# &H(? 8("9! !'& * 7&B!*!%

I&B$- )!9:;<$ '!9(@ z1 A 8!;H$;# &H(? *!'! !'& ( z2 A 8!;H$;# &A
H(? 8("9! !'& * !JK$)$ 8!8"!*<= !#9!L$;(%- 7j/7c, 4j = 1, 26@ θk
A "#$D$;( D!8 <#(? D!*$ =;!"#( 8!8"&  &B9(M;<)( E79$ !';<)(

8!)D9$8"&)( 4θ1 A *!'! !'AE79$ !';<% 8!)D9$8"- θ2 A 8("9! !';!A

E79$ !';<% 8!)D9$8"- θ3 A "*!J!';&? E79$ !';&? D!*$ =;!"#: 6@ θ
∗
i

A 8!9(M$"#*! &'"! J( !*&;;!7! 8!8"!) *!'! !'& 4NO56 ( 8("9! !'&

4NO06-  &*;!*$";!$ !#;!"(#$9:;! #$8EC$7! "!"#!?;(? D!*$ =;!"#(

8!8"!*<= !#9!L$;(%- 7i/7C @ρC A D9!#;!"#: 8!8"&- 7>)

3
@ RC A " $'A

;(%  &'(E" 8!8"!*<= 7 &;E9- )/

P&L'&? (B "#&'(% 5AQ "9$'E$#  &"")&# (*&#: ;$ 8&8 R9$)$;A

#& ;EF- & 8&8 ;$8($ (= "!*!8ED;!"#(/ S&8- "#&'(? 5 !D("<*&A

$# !J &B!*&;($ 8("9! !'AE79$ !';!7! 8!)D9$8"&- D !("=!'?C$$ *

 $BE9:#&#$ '(""!H(&#(*;!% &'"! JH(( 8("9! !'&/ T!"9$';??- 8&8

(B*$"#;!- D !#$8&$# M$ $B ;$"8!9:8! D !)$LE#!M;<= "#&'(%/ U#&A

'(? 0 !D("<*&$# "!*!8ED;!"#: D $* &C$;(%- D (*!'?C(= 8 D!A

?*9$;(F * 7&B!*!% I&B$ '(!8"('& E79$ !'&/ U#&'(? , !D("<*&$#

D !H$""<- &;&9!7(M;<$ D !H$""E !8("9(#$9:;!7! '$7(' ( !*&;(?

E79$*!'! !'!*/ V$!J=!'()! !#)$#(#:- M#! &'"! JH(? 8("9! !'&

;& E79$ !';<= D!*$ =;!"#?= D !#$8&$# ;$!J &#()!- #! $"#: &'A

 



 !"#$"!%&''() *$ +!"!, -!./0 ,/ !"#$"!%&01 2 0!+1*! % %$,/

3"!,4*0!% !*$ +/'$2 5 60! 47$0(%&+! 1 3"$ '&3$ &'$$  8/-(5

9$'/0$7/ *$/ 4"&%'/'$2 W6 $ W7 47$0(%&:0 3!,%$.'! 01 3!

*!* !%!) ;"&'4+/<  %2=&''(8  4;+/"!,!- %!,!"!,& $ *$ +!"!,&<

70! !#4 +!%+/'! ,$>>4=$/) *!-3!'/'0!% $= !#?/-& ;"&'4+( *

/@ %'/A'/) 3!%/"8'! 0$< & ,+2 *$ +!"!,& % '&7&+1'() -!-/'0

"/;/'/"&B$$ C 3"!0$%!3!+!.'!- '&3"&%+/'$$ ,!  ! 0!2'$2 '& (C

D/'$25 E=-/'/'$2  !,/".&'$2 !#?@-'(8 *!-3!'/'0!% zj< !3"/,/C

+2/-!/ W6 $ W7< =&%$ $0 !0 4-/'1A/'$2 "&=-/"& ;"&'4+ *!* & %

3"!B/  & %(.$;&< & 0&*./ !0 '/3"/"(%'!;! $=-/'/'$2  ! 0!2'$2

3!%/"8'! 0$ =&  7/0 3"!0/*&'$2 8$-$7/ *$8 "/&*B$)5 F7$0(%&2<

70!  %/,/'$2 !  ! 0&%/ 3"!-/.40!7'(8 *!-3+/* !%< !#"&=4:D$8C

 2 3"$ %(.$;/ *!* &< % '& 0!2D// %"/-2 !0 40 0%4:0< ,+2 *!+$7/C

 0%/''(8 "& 7/0!% -( 3"/,3!+!.$+$< 70! !,$' &0!- 4;+/"!,&< %

 "/,'/-<  %2=&'  !,'$- &0!-!- *$ +!"!,& % *$ +!"!,C4;+/"!,'!-

*!-3+/* /< $+$  ,%4-2 &0!-&-$ %!,!"!,& % %!,!"!,C4;+/"!,'(8

>"&;-/'0&85 G 0&*!-  +47&/ 3"$ 3!+'!- 3!*"(0$$ 3!%/"8'! 0$

*!* & *&*$-C+$#! *!-3!'/'0!- '& H ;"&-- 4;+/"!,& #4,/0 3"$8!C

,$01 2 IJK ;"&--& *$ +!"!,& $+$ HJL ;"&--& %!,!"!,&5 M#!='&C

7$- N0$ *!N>>$B$/'0( αO $ αH < 0!;,&

θ∗1 = αHθ1; θ∗2 = αOθ2 OPQ

R&*+:7$0/+1'() N0&3 3! 0"!/'$2 *$'/0$7/ *!) -!,/+$  ! 0!C

$0 % !3"/,/+/'$$ *$'/0$7/ *$8 *!' 0&'0  *!"! 0/) "/&*B$) ,+2

'&),/''!) -!,/+$ '& ! '!%/ N* 3/"$-/'0&+1'(8 ,&''(8 !  *!C

"! 0$ 8$-$7/ *$8 3"/%"&D/'$)5 S/A/'$/ !#"&0'!) =&,&7$ 0/ '!

 %2=&'!  >!"-4+$"!%*!) 3"2-!) *$'/0$7/ *!) =&,&7$< 05/5  "&=C

"&#!0*!) -&0/-&0$7/ *!;! !3$ &'$2 ,+2 "& 7/0&  ! 0&%& "/&*B$C

!''!)  -/ $ $  *!"! 0/) "/&*B$$ '& ! '!%/ *$'/0$7/ *!) -!,/+$5

6* 3/"$-/'0&+1'(/ $  +/,!%&'$2 *$'/0$7/ *$8 =&*!'!-/"'!C

 0/) %(.$;& *!* !%(8 !0+!./'$) 3"!%!,20 2< *&* 3"&%$+!< % *$C

'/0$7/ *!) !#+& 0$< 05/5 % 0&*$8 4 +!%$28< *!;,& %+$2'$/ 3"!B/ C

 !% 3/"/'! & $ !#-/'& '& =/"'/ $ %  +!/ *&0&+$=&0!"&  %/,/'! *

 



 !"! # #$ %&'(& # ')*+,-! ,"(. +-&/&01(*1 2!3& / +-&(&4"&5

6!-)#216!&"".7 #*(8"&/)879 2!3& / -,8)(&-, * /!3-&&:!:,"". 

*2&, )8(82!;8(&-8$ <&*(8(&4"& (&4"& +&/,0,"!, (8)!7 -,8)(&5

-&/ &+!*./8,(*1  &0,2=> !0,82="&?& * ,@,"!1$ A&?08 !; ,","!,

)&"6,"(-86!B )& +&","(&/ ?8;&/&B C8;. "87&0!(*1 !; #-8/","!B

 8(,-!82="&?& 3828"*8D

N0x
0
i −Nxi
Vp

Skγk

5∑

i=1

νijWj = 0; i = 1, 5 EFG

?0, N0 ! N 5  &2="81 *)&-&*(= ?8;&/&?& +&(&)8 "8 /7&0, ! /.7&0,

!; -,8)(&-89  &2=HIJ xi, x
0
i 5 )&"6,"(-86!! )& +&","(&/ ?8;&/&B

C8;. ! !7 "8482="., ;"84,"!19  &2="., 0&2!J Vp 5 &3K, -,8)(&5

-89  

3
J γk 5 "8*.+"81 +2&("&*(= )8(82!;8(&-89 ?/ 

3
J Sk 5 (,)#L81

#0,2="81 +&/,-7"&*(= )&)*&/.7 ?-8"#29  

2/?J νij5 *(,7!& ,(-!5
4,*)!, )&'CC!6!,"(.9 +-!/,0,""., / (832!6, M$ N"0,)*86!1 /

#-8/","!17 EFG +& iD M 5 )!*2&-&09 O 5 /&089 F 5 0!&)*!0 #?2,-&09

P 5  &"&&)*!0 #?2,-&08$ Q *!*(, # #-8/","!B EFG /7&0!( +,-, ,"5

"81 N 9 )&(&-81 &+-,0,21,(*1 !; #*2&/!1 "&- !-&/)! *&*(8/8 +&
?8;&/&B C8;,D

N0x
0
i −Nxi
Vp

Skγk

5∑

i=1

δjWj = 0 EPG

?0, δj =
∑

νij 5 +&*2,0"11 *(-&)8  8(-!6. *(,7!& ,(-!4,*)!7

)&'CC!6!,"(&/ E* $ (832$MG$

R& +&","( W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7

θ1 S S S 5M S 5M 5M

θ2 O S 5M M 5O S M

θ3 5O S M S O M S

x1 5M 5M S 5M S S S

x2 S S S M S S S

x3 S M S S M S S

x4 S S M S S S S∑
5M S M S M S S

 



 !"#$"%&$'()* +&,&(&+)-"* . /+0-&## (&#%)-"0()+(123 /0#!0$'.

!4 5 607& 518",) !0$"9&#%50 !0!#) () !)%)$":)%0+& 4;&('<)&%#*=

>7)$&("& !0!#)3 #0,$)#(0 !"(&%"9&#!02 ;07&$" ?@A3 &#%' +&:4$'.

%)% B0%+15)B)%0;) 4,$&+07) () 5%0+023 %+&%'&2 " /*%02 #%)7"*6

6";"9&#!0,0 /+&5+)C&("*= D+0"#607*C)* /+" E%0; /&+&#%+02!)

5(&<(&2 /05&+6(0#%" :) #9&% 0F;&() /05&+6(0#%'.0FG&; ,+)(4$1

?#%)7"" H " IA ":;&(*&% 50 5+&;&(" #07&+8)("& 0FG&;(16 !0;/0.

(&(%05= J0#%0*("& /05&+6(0#%" 5#&,7) ;&('<& 0FC&,0 5&#) !0!#0.

516 0%$08&("2= K0,7) 4+)5(&("& ;)%&+")$'(0,0 F)$)(#) !0;/0.

(&(%05 /+&7#%)5$*&%#* #$&74LC&2 #"#%&;02M

dqC
dt

= −MCSk(W2 +W3 +W5);

zi, qC
dt

= SkWi; i = 1, 2; I = i+ 5; ?NA

7∑

j=1

νijWj = 0; i = 1, 2; θ1 + θ2 + θ3 = 1;

# ()9)$'(1;" 4#$05"*;" . t = 0M qC = q0C O z1 = z01O z2 = 03 ,7& t .
5+&;*3 #O MC . ;0$&!4$*+()* ;)##) !0!#)3 ,P;0$'O Sk . 47&$'()*

/05&+6(0#%' !0!#0516 ,+)(4$3 ;

2
P,QRO qC 3 q

0
C . %&!4C&& !0$"9&.

#%50 !0!#) () !)%)$":)%0+& " &,0 ()9)$'(0& #07&+8)("& ,P,SK=

T&<&("& 0F+)%(02 :)7)9" #507"%#* ! +)##;0%+&("L #&+"" /+*;16

:)7)9 # ;"(";":)-"&2 U4(!-"0()$) 0%!$0(&("* +)#9&%(16 :().

9&("2 !0(-&(%+)-"2 ()F$L7)&;16 5&C&#%5 0% E!#/&+";&(%)$'(16

7)((16

F =
N∑

i=1

n∑

j=1

|Xcalc
ij −Xexp

ij |

,7& Xcalc
ij .+)#9&%(1& :()9&("*O Xexp

ij .E!#/&+";&(%)$'(1& 7)((1&3

N . !0$"9&#%50 %09&! E!#/&+";&(%)3 n . !0$"9&#%50 5&C&#%53

49)#%54LC"6 5 +&)!-""=

V W=  !"#$%%&$ '$()*&

 



 !"!#$! %$%&!'( )*+ ,-. /01213$&%4 '13$5$6$0127##(' '!&18

31' 9:&&(8;!0%1#7<

F1 = f(zk) · h
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 !" #$%&#'()*+,,-+ ())*+!-./,(+ �/1.(2(3 )4+�('+)"(5)(66+2�(',-7 -8 9-*( . *(64/2('+)"-6  1*+ !"#$%&'#( )* +* ,-�(/ 0(%�-234565#'5-:;<= >? <@;<A;BC DE<FGHI @<AEHIH;;<= IH:>J>;B KAGKHL@K:>MN;<@L>OM > GHPH;>H <;O<G<N>PH@O>C ?MF<GHAM;>=& (@@GH:<AM5;>K A QL<= <FGM@L> DE<A<:KL@K ;H L<GRO< @ D<I<SRT OG>;>PH@O>CQO@DHE>IH;L<AU ;< > D<@EH:@LA<I IMLHIML>PH@O<N< I<:HG>E<AM5;>K& 6MLHIML>PH@O>H I<:HG> D<?A<GKTL DE<N;<?>E<AMLR QA<GT5J>T EMO<A<= <DVC<G> DE> EM?G>P;BC A;HW;>C �MOL<EMC > LHEM5DHAL>PH@O>C A<?:H=@LA>KC&. :M;;<= EMF<LH >?VPH;>H <@<FH;;<@LH= ;MPMGR;<N< QLMDM E<@LM<DVC<G> YFH? <FEM?<AM;>K ;<ABC OE<AH;<@;BC @<@V:<AZ DE<A<:>L5@K A EMIOMC IHCM;>O> I;<N<�M?;BC @>@LHI [\℄& �M@@IMLE>AMHIMKI<:HGR D<?A<GKHL <D>@MLR QA<GTJ>T <DVC<G> A ?MA>@>I<@L> <LIH^OGHL<P;<= M:NH?>> > VE<A;K D>LMLHGR;BC AHSH@LA&_ \& 7!89(#!4&( :(6(;'8V@LR G>I�ML>PH@O>= V?HG KAGKHL@K ;H:H�<EI>EVHI<= D<E>5@L<= @EH:<=U ;M@BSH;;<= G>I�<=& *>I�V DEH:@LMA>I OMO :>@5DHE@;VT @>@LHIV` :>@DHE@><;;MK �M?M 5 DGM?IM OE<A> Y^>:OMK�M?MZ @ <FaHI;<= O<;JH;LEMJ>H= αP U M :>@DHE@;BH �M?B 5 OGHLO>EMO<A<= <DVC<G>& "GHLO> I<NVL FBLR ^>ABI> YbcdefgZ >G> IHEL5ABI> YhgdhZU @ <FaHI;BI> O<;JH;LEMJ>KI> αV , αDU @<<LAHL@LAH;5;<& .BD<G;KHL@K V@G<A>H αV + αD + αP = 1& 8G<L;<@L> �M? D<5@L<K;;B& P>LBAMHL@K D<@LVDGH;>H D>LMLHGR;BC AHSH@LA YO>@G<E<:MZ >?OE<AH;<@;BC OMD>GGKE<A <OEV^MTSH= LOM;> A <FGM@LR G>I�ML>5PH@O<N< V?GM& "<;JH;LEMJ>T D>LMLHGR;<N< @VF@LEMLM <F<?;MP>I 



n !"# $%&'"(&)*+'# $%&,#""- '.&/#%0'1#"2'# !.3'0&)#4"/5'#" '00677&4 "'"/#0&4 73 )377&0 8/3$# 0&)#9'%&537'* 7# 61'/-:53#/"* ;%357#7'* 2&75#2,'':)'��6.'' )9* &=>#07-( 2&7,#7/%3,'4�3. .3$'"-53?/"* 5 "9#)6?+#0 =#.%3.0#%7&0 5')#@
∂αV

∂t
+∇(αV ~uc) = −∇ ~JV + SV , ABC

∂αD

∂t
+∇(αD~uc) = −∇ ~JD + SD, ADC

∂αP

∂t
+∇(αP~up) = (∇ ~JV +∇ ~JD) + SP , AECF)# ~uc : "2&%&"/G 29#/&17-( �3. "'"/#0-H ~up : "2&%&"/G I')2&4�3.-H ~JV ' ~JD : )'��6.'&77-# $&/&2' &/%3I3?+'# 0#(37'1#"2&#5.3'0&)#4"/5'# A3)F#.'*C 0#I)6 5')30' 29#/&2 &$6(&9' JD℄@

~JV = −MαV∇µ, ~JD = −MαD∇µ, ALCF)# M : 2&8��','#7/ $&)5'I7&"/' 29#/&2 M1'/3#/"*H 1/& 7#/%3.9'1'* 0#I)6 3)F#.'57-0' "5&4"/530' 0#%/5-( ' I'.7#"$&:"&=7-( 29#/&2 &$6(&9' N9* &$'"37'* 3)F#.'57&F& 5.3'0&)#4:"/5'* '"$&9G.6#/"* ('0'1#"2'4 $&/#7,'39 µH 5-%3I3#0-4 1#%#.53%'3,'&776? $%&'.5&)76? "5&=&)7&4 87#%F'' �#9G0F&9G,3@
µ =

δE

δαV

=
δE

δαD

= f ′(αT )− ε2∇2αT , APCF)# f(αT ) =
1

4
α2

T (1− αT )
2H αT = αV + αD Q9#/&173* 3)F#.'* $&.5&9*#/ 2&7/%&9'%&53/G $%&"/%37"/5#7:7&# %3"R'%#7'# &$6(&9'H /& #"/G �&%0'%&53/G ' $&))#%I'53/G�'.'1#"2' ' ='&9&F'1#"2' %#39'"/'17&4 F%37',6 %3.)#93 0#I)6&=93"/*0' .)&%&5-( ' &$6(&9#5-( 29#/&2 !$#%5-# /32&# 5-%3:I#7'# )9* 3)F#.'' 5"/%#13#/"* 5 %3=&/# JE℄  



 !"#$ %&'()$ *&+,("-.".',/0 1)(#.1 "23+4,4 " ).14)$,.5 1.,67(,#847&(5 -&#4#()$,.%. "!'"#84#4 n9 #: (: -(8(0.; -8.&"0.;&#91.%;4 1.,7(,#847&3 -4;4(# ,&*( .-8(;()(,,.%. +,4<(,&3 nN : =,6#(,"&2,."#$ ;()(,&3 1)(#.1 -8.-.87&.,4)$,4 !8.2,> -&#4#()$6,/0 2(?("#29 -8& .'84+.24,&& ,.2/0 1)(#.1 "..#2(#"#2!>?(( 1.6)&<("#2. *&;1."#& -.),."#$> -(8(0.;&# 2 1)(#.<,!> @4""!: =,4.'.8.#9 -8& 84"#2.8(,&& @(8#2/0 1)(#.1 1)(#.<,43 @4""4 -.)6,."#$> -(8(0.;&# 2 *&;1."#$: A..#2(#"#2(,,. &"#.<,&1.2/( <)(6,/ &@(># 2&;B
SV = λMnαV − λAαV − λNH(nN − n)αV , CDE
SD = λAαV + λNH(nN − n)αV − λLαD, CFE

SP = −λMnαV + λLαL, CGE%;( λM 9 λN 9 λA & λL &,#(,"&2,."#& ;()(,&3 *&2/0 1)(#.1CHIJKLILE9 %&'()& *&2/0 1)(#.1 &+6+4 ,(;."#4#14 -&#4#()$,/02(?("#2 CMN
PKLILE9 %&'()& *&2/0 1)(#.1 -. ;8!%&@ -8&<&,4@CQRKRJKLILE9 84"#2.8(,&3 @(8#2/0 1)(#.1 CSTLIMUE9 "..#2(#"#2(,,.9
H 6 �!,17&3 W(2&"45;4:A1.8."#$ 1)(#.<,/0 �4+ .-&"/24(#"3 .'.'?(,,/@ +41.,.@X48"&B

~uc = −k(∇pc − µ∇(αV + αD)) CYE%;( k 6 1.Z��&7&(,# �&)$#847&&9 pc 6 ;42)(,&( 1)(#.<,.5 �4+/:[842,(,&( ;)3 "1.8."#& *&;1.5 �4+/ &@((# ")(;!>?&5 2&;B
~up = −k∇pp C\]E="-.)$+!3 !842,(,&( ,(84+8/2,."#&9 +4-&^(@ !842,(,&( ;)3 ;426)(,&3B

−∇(k∇pc) = ST −∇(µ∇(αV + αD)), C\\E%;( ST = SV + SD:
 



 !"#$#$%# &'$(#$)*+(%% ,%)+)#-.$/0 1#2#3)1 ',%3/1+#)343-#5672%" 6*+1$#$%#"8
∂n

∂t
+∇(n~uc) = ∇(Dn∇n) + SC − SU , 9:;<=5# Dn > &'?��%(%#$) 5%��6!%% ,%)+)#-.$/0 1#2#3)1A SC > ,'>3)6,-#$%# ,%)+)#-.$/0 1#2#3)1 %! &+,%--4*'1A SU = nαV > ,'>)*#B-#$%# &%3-'*'5+ C%1/"% &-#)&+"%DE $+F+-.$/G "'"#$) 1*#"#$% 1' 13#G 'B-+3)% -%"�+)%F#3&'='6!-+ ~uc = 0, n = n∞D E 'B-+3)% ',60'-% αV = 1A + 1 '3)+-.$'G'B-+3)% αP = 1DH+ =*+$%(# -%"�+)%F#3&'=' 6!-+ 1/,'-$47)34 3-#5672%#63-'1%48

∇αV ~n = ∇αD~n = ∇p~n = 0, n = n∞, 9:I<=5# ~n > #5%$%F$+4 $'*"+-.DJ ;D �!"#$%&'&( )*+$!,,-.- *++$!/-0',*1K+,%L#" 'B2%# 6*+1$#$%4 "+)#"+)%F#3&'G "'5#-%A ,*#53)+1>-#$$'G 1 J :A 1 3�#*%F#3&% 3%""#)*%F$'" 3-6F+#D M-4 &'$(#$)*+>(%G ',60'-#1/0 &-#)'& ,'-6F%" 3-#5672%# 6*+1$#$%48
∂αT

∂t
+

1

r2
∂αTuc

∂r
=

1

r2
∂

∂r
(r2MαT

∂µ

∂r
) + ST , 9:N<

∂αD

∂t
+

1

r2
∂αDuc

∂r
=

1

r2
∂

∂r
(r2MαD

∂µ

∂r
) + SD. 9:O<P*+1$#$%4 5-4 3&'*'3)% &-#)'& % 5-4 &'$(#$)*+(%% ,%)+)#-.$/01#2#3)1 ,*%"6) 1%58

1

r2
∂r2uc

∂r
= ST , 9:Q<

1

r2
∂

∂r
(r2

∂n

∂r
) = n(αT − αD). 9:R<M-4 F%3-#$$'=' *#L#$%4 ,*%"#$4-34 "#)'5 &'$)*'-.$'=' 'BS#"+A,'5*'B$' ',%3+$$/G 1 TN℄D H+ �%3D : ,*%1#5#$/ *+3,*#5#-#$%4,+*+"#)*'1 ,*% *'3)# 3�#*%F#3&% 3%""#)*%F$'G ',60'-%D 



�!"# $% �&"'()*)+),!) '&(&-).(/0 '(! (/".) "�)(!2)"3! "!--).(!2,/4 /'56/+!#7#8 9:;< =#8 9:>< 
#8 9:$;< @#8 9:>;# !"#"$%!&' ()(*!+ ,-*(*!. /�.12 34 526 .(**( !*7)+)-)* 7)$.8#*1+,) 9.,&: );<:)$*,&: 7$*+)74 7)+)-&* ;)+-*=$>?+ ;.+"+*$%8!&* ,*@*1+,"4 ;)1+<;"?@.* , )=$"1+% $.(�)<B$"2 C$*+7. -"B8(!)9"?+1>4 (*-+,&* 7$*+7. *@D !* ,)B!.7"?+2 E +*#*!.*( ,-*8(*!. );<:)$% -"1+*+4 7)!F*!+-"F.> ;.+"+*$%!&: ,*@*1+, , F*!8+-* );<:)$. ;"G"*+ G) 7-.+.#*17)H) B!"#*!.> nN 2 I.,&* 7$*+87. !"#.!"?+ <(.-"+%4 )=-"B<*+1> !*7-)+.#*17)* >G-) /�.12 34 J264-"1+*+ 7)!F*!+-"F.> αD2 K"$** <-),*!% ;.+"+*$%!&: ,*@*1+, ,&8-",!.,"*+1> )+ F*!+-" );<:)$. ;) B!"#*!.? n = nN /�.12 34 
264#+) 1))+,*+1+,<*+ 7$.!.#*17.( G"!!&(2 M*7-)+.#*17)* >G-) ;-)8G)$9"*+ -"B,.,"+%1>4 (*-+,&* 7$*+7. 1) ,-*(*!*( -"1+,)->?+1>4)=-"B),",N">1> 9.G7)1+% ,&:)G.+ .B );<:)$.4 9.,&* 7$*+7. ;*8>



 !"!#$%&'( ) *')*+*,-).!!'( / *'& $0'&)* 1�-'3 45 
35 7383 9 &!:;!0-!" ) !"!0-5 */<=*>? ,*'&-@$!& */ !,!>!00A=  $B"! *) - !C/ *'& $0'&)!00AD  *'& ,$>!! 0! / *-'=*,-&5 &$E E$E /* "! !  *'&$*/<=*>!)*D "$''A E>!&E- )0<& - */<=*>- *&,$>(%&'( *& -'&*;0-:E$ /-&$&!>?0A= )!#!'&) - */<=*>? ,*'&-@$!& /*'&*(00*@* *+F!"$3G$E-" *+ $B*"5 )'! / *H!''A / *-'=*,(& &*>?E* )0<& - */<=*>-5,!>!0-! E>!&*E E*"/!0'- <!&'( @-+!>?% E>!&*E -  $'&)* !0-!""! &)A= E>!&*E3  !"#$%&'(&I -)!,!0$ "$&!"$&-;!'E$( "*,!>? 0$;$>?0*@* J&$/$  *'&$  $:E*)*D */<=*>- ) >-"�$&-;!'E*" <B>!3 L>( '�! -;!'E- '-""!&: -;0*D */<=*>- /*><;!0A ) !"!00A! - / *'& $0'&)!00A! B$)-:'-"*'&- E*0H!0& $H-D E>!&*E */<=*>-5  $'/ !,!>!0-! /-&$&!>?:0A= )!#!'&) - 'E* *'&- E>!&*E3 I*E$B$0*5 ;&* 0$ 0$;$>?0*" J&$/! $B)-&-( 1+!B *+ $B*)$0-( 0*)A= E *)!0*'0A= '*'<,*)8 / *'& $0:'&)!00AD  *'& */<=*>- / !E $#$!&'( / - ,*'&-M!0-- */ !,!>!0:0*@*  $B"! $3 NOGP�QGR�QS4℄  !"#$%&'!( �* +* L-0$"-E$ "0*@*�$B0A= ' !,3 G3 43 U3VW$<E$5 4XYZ3S[℄ ,-./ 0* 1*2 345/6789: ;* 0*2 <8-/:4. =* >*2 ?8-.@-6- A* \]^__:7`a_bc`dbef agfh`ci_
`_c bdbf`b_e^ hgad^ j^dkh] l3 md7_f eb7bga_^`
ef a_h]d7 nn odg^bef dp \]_d^_h`
ef q`dfdjr3 [ssY3t3 [uv3 w3 u[x:uxv3Sv℄ B8C.@8467 D* ;*2 EF-6@/8 G* ;*2 0H/88F@@ ;* B* y 
dbh`bggaeii^de
] hd ad7_ff`bj 
_ff:
_ff e7]_c`db nn odg^bef dp \]_d^_h`
efq`dfdjr3 [ssz3 t3 [xv3 w3 XY:4vv3Sx℄ I$%$(J$K L* {-'>!00A! "!&*,A  !.!0-( B$,$; &!/>**+"!0$- ,-0$"-E- M-,E*'&-3 U3V |0! @*$&*"-B,$&5 4XYx3 



 !" #$%&%'()*)+,- ./!0+0*,1 2)-,3) *0-).,3,4/56)�)408�,903",5 : *";,< ",*08,903",5"=*38)*8 !"#$%  & '&( ')*$+",-#$ .&  & /0�$( 2$3�056#7879"7. >%℄ @ABBCDE@FG CFEDH AGAIJKA GFFHJGBELFGGDBEJ @FMFGJN DOP@AEGQR KAHAS RJCJSFBTDU TJGFEJTJ& 6@DVFBB DW@FHFIFGJN SJBIAJ LJHA GFKALJBJCQR WA@ACFE@JSFBTJR �YGTVJU TDGBEAGE AIZD@JEPCJSFG& =BGDLGAN BID[GDBE\] LDKGJTA^_AN W@J AGAIJKF BID[GQR@FATVJU] ` Z@DCDKHTDBE\ LQSJBIFGJU& 6@J aEDC BIFHYFE YSFBE\]SED JCF^EBN L LJHY AGAIJEJSFBTJF LQSJBIFGJN B GFIJGFUGQCJLQ@A[FGJNCJ& )LEDCAEJKAVJN LQSJBIFGJU BEAGDLJEBN BACDBEDNPEFI\GDU W@DOIFCDU W@J AGAIJKF JG�D@CAEJLGDBEJ&. GABEDN_FU @AODEF W@FHIAZAFEBN EFD@FEJTDPZ@A�DLQU CFEDH]WDKLDIN^_JU @AKID[JE\ JBRDHGY^ KAHASY AGAIJKA LQHFIFGJN OAPKJBA GFKALJBJCQR WA@ACFE@JSFBTJR �YGTVJU TJGFEJSFBTJR TDGPBEAGE GA @NH BY_FBELFGGD ODIFF W@DBEQR& 6@J aEDC W@JGVJWJPAI\GD JBWDI\KYFEBN BE@YTEY@A BRFC W@DEFTAGJN BID[GQR @FATVJU&3JBEFCA YW@D_FGGQR LQ@A[FGJU JBBIFHYFEBN GA DBGDLF AIZD@JEPCA] JKID[FGGDZD L >'℄& !AIFF WDTAKQLAFEBN] SED DObFHJGFGJF TDCPWDGFGE OAKJBDL TA[HDU JK YW@D_FGGQR WDHBJBEFC DO@AKYFE WDIPGQU OAKJB JBRDHGDU BJBEFCQ& "A[HAN JBBIFHYFCAN WDHBJBEFCAJCFFE BACDBEDNEFI\GY^ RJCJSFBTY^ JGEF@W@FEAVJ^&c %& .9$,": -89-:9$;9-)<" =7379"> -?=$<9@A :$8$;A"*";7)%-B %"97<"%"dJ@DTJU TIABB TJGFEJSFBBTJR CDHFIFU CD[GD W@FHBEALJE\ LLJHF
da

dt
= f(a, k), 



 !" a = (a1, . . . , an) # $"%&'( %')*")&(+*,- $"."/&$0 k =
(k1, . . . , ks) # $"%&'( %,)"&,1"/%,2 %')/&+)&0 f = (f1, f2) # $345,/3$+6&/7 $ /''&$"&/&$,, / 8+%')'9 !"-/&$:6.,2 9+//;<"%&'( %')*")&(+*,, 9'=)' (+8>,&? )+ !$+ 5'!$"%&'(+@

a = (x′, y), !" x′ = (x′

1, . . . , x
′

n1
) /''&$"&/&$:"& ,89"(7"939 $"."/&$+9 , y =

(y1, . . . , yn2
) # )",89"(7"939 $"."/&$+90 n1 + n2 = n;A')*")&(+*,7 )",89"(7"932 $"."/&$ '5("!"B7"&/7 ,8 )"%'&'4(32 !'5'B),&"B?)32 /''&)'C"),-; D,/&"9+ %,)"&,1"/%,2 :(+$4)"),- 5(,'>("&+"& $,!@











dx
dt

= f1(x
′, y, k);

f2(x
′, y, k) = 0;

x′(0) = x′

0
.

EFGH' ("C)'/&? ε (+//9+&(,$+"&/7 %+% !'5'B),&"B?)3- 5+(+49"&(0 %'&'(3- )" $2'!,& $ /,/&"9: :(+$)"),-0 + $2'!,& $ x;I'=)' (+//9+&(,$+&? /,&:+*,,0 %' !+
x′ = x+ xε, x′ = x+ ε, x′ = xε, !" 0 6 ε 6 ε10 ε1 # 5("!"B?)+7 !'5:/&,9+7 5' ("C)'/&? ,89"("4),7;J!"7 /'/&',& $ &'90 1&' ε $2'!,& $ $"%&'( '5("!"B7"932 5+(+49"&('$0 %'&'(3- >:!"& ,9"&? $,!@
k′ = k′(k, ε) = (k1, . . . , ks; ε1, . . . , εn1

)< K&'9 /B:1+" 8+!+1+ ,9""& >"/%')"1)'" 9)'="/&$' ("C"),-;L' !+ ("C+"&/7 8+!+1+ '5("!"B"),7 $,!+ )"8+$,/,932 5+(+9"&4(,1"/%,2 �:)%*,-0 !B7 %'&'(32 :/&(+)")+ B'%+B?)+7 )",!")&,4�,*,(:"9'/&?;L' !+ !'/&+&'1)' ,//B"!'$+&? 9+&(,*:
U =

(

∂f1

∂k′

)

−

(

∂f1

∂y

)(

∂f2

∂y

)

−1(

∂f2

∂k′

) ENG 



 !"#$ !%& '()(*($ (+*,&,- ,). +*/!#0% 1/.) 0% .%.),0# 234567 8)(9( .-,&:,) .:;,.)!(!/"%, ",":-,!($ 0/)*%<# A= "/7#>!/,0($ 0/)*%<,$ .! 7,$= 7/!%. ;,$ )(-?'( () k % ε= )/'($ 1)(
U ·A ≡ 0.@.-% 8)/ 0/)*%</ "/$&,"/= )( A/7%. ",7/!%.%0#B 1/.)"#B *,C,>"%$ .%.),0#
∂ρ

∂k′
·A = 0,9&, ρ1(k, ε), . . . , ρm(k, ε) D .%.),0/ ",-%",$"#B +/*/0,)*%1,.'%B�:"'<%$=m D 1%.-( -%",$"( ",7/!%.%0#B .)(-A<(! 0/)*%<# F'(>A%5G H5  !"#!$%&"'(#)�%+!,&)- %.$!#/#!$)0%- 1)#2#3$"45%1%+!,&%5 #!)&0%6I/*C*:) ,.)? !,')(*= :0"(J,"%, 8-,0,")(! '()(*(9( "/ .(()>!,).)!:K;%, .)/&%% 0,B/"%70/ .-(J"($ *,/'<%% !0,.), . +(.-,>&:K;%0 .-(J,"%,0 !.,B .)/&%$ +*%!(&%) ' %)(9(!(0: :*/!","%K*,/'<%%= ! '()(*(0 ",) +*(0,J:)(1"#B !,;,.)!567!,.)"(= 1)( 1%.-( ",7/!%.%0#B 0/*C*:)(! P */!"(L

P = S − I,9&, S D 1%.-( .)/&%$= I D 1%.-( ",7/!%.%0#B +*(0,J:)(1"#B !,>;,.)!5M/.)? '(0+(",") ! 0/*C*:), (A#1"( */!"# ":-K5 N/'%0 (A>*/7(0= 0/*C*:) !#&,- ,) %7 !.,$ .(!(':+"(.)% .)/&%$ ",'()(>*:K +(&.%.),0:= ! '()(*:K !B(&%) )(-?'( 1/.)? .)/&%$ %.B(&"(>9( 0,B/"%70/5 O."(!"/ %&, +*,&-/9/,0(9( 0,)(&/= (."(!/""(>9( "/ ),(*,)%'(>9*/�%1,.'($ %"),*+*,)/<%% 0/*C*:)(! B%0%1,>.'%B *,/'<%$= .(.)(%) ! )(0= 1)( !0,.)( /"/-%7/ %"�(*0/)%!"(>.)% &- !.,$ .-(J"($ .B,0# *,/'<%$ */..0/)*%!/K). ), .B,0#= 



 !"!#$% !"&%'()" *( +#!"% (,-% #%( .-- +!  (/0!12 -* ,%*(&-34-1$5 1(#6#2"!&7 81%4"! !0,!9 4:!/,!9 4-4"%1$ 1$ +!:2'(%1,%4 !:; ! 42<%4"&%,,! =!:%% +#!4"$57 >-4:! -44:%02%1$5 2+#!3<%,,$5 4-4"%1 #(&,! '-4:2 ,%*(&-4-1$5 1(#6#2"!&7 ?+#%0%:%,3,$% 0:@ ,-5  !1+!,%,"$ =(*-4( +(#(1%"#-'%4 -5 ��!1 #%( .--B +!:2'(%1 1(#6#2"B "7%7 +!4:%0!&("%:;,!4";&%#6-,3#%( .-9 - &%#6-,3&%<%4"&B &5!0@<-5 & ,-57 !"#$! %& �(441!"#-1 1%5(,-*1 #%( .-- +-#!:-*( L"(,(B & :)3'()<-9 & 4%=@ 4:%02)<-% 4"(0--M
1) C2H6 → 2CH3

2) CH3 + C2H6 → CH4 + C2H5

3) C2H5 ⇆ C2H4 +H

4) H + C2H6 ⇆ H2 + C2H5

5) 2C2H5 → C2H4 + C2H6

DNE
O*1%#@)"4@ 4 +!C#%6,!4";)  !,.%,"#(.-- '%"$#%5 &%<%4"&M

C2H6B CH4B C2H4B H2P ,% -*1%#@)"4@  !,.%,"#(.-- +#!1%/2"!'3,$5 &%<%4"&M CH3B C2H5B H78&%0%1 !=!*,('%,-@M A1 = C2H6B A2 = CH4B A3 = C2H4B A4 =
H2B B1 = CH3B B2 = C2H5B B3 = H7 
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�!"# ! �#$� &'()*+#,$ -.-,+/0 #+$12..8% (!"0/&4 9"!/4*/ :/-&% 3);"0/-/.2< ."!=!4*%0 P = 27$2(/=). ."*!/>4 /3>/+)3*3%-*/ +&, ?!"�" -/-*).2 !)"5>//@ !"!#$ % & ' ( ) * +  ,    !  %  &" &#$  '  (-1  ,  , , , , , ,  , , , , , . -2 , , , , . , , , , , , , , , , ,-3 , , , , , , , . , , , , , , . ,-4 , , , , , , , , , , , . , , , ,/1 , . ,  , , , , , , , , , , , ,/2 , , , , , .  , , , , , .  , ,/3 , , , , , , , , . ,  , , , , ,01 .  , , , , , , , , , , , , , ,02 , , . .   , , , , , , , , , ,03 , , , , , , .   , , , , , , ,04 , , , , , , , , , . .   , , ,05 , , , , , , , , , , , , , .   $



�!"# ! �#$� &$#'#()$ *1�!"� !"$$%"&!'(")%*+ $'$&)%, '%))& -. /01 ' -2 ()!34'56 7* %"&!'8) '58'/)5&5*$&' 9*$:)/*("&):;5*$&' ()!4'53()<)$&( ' ()!4'53!)"=8'+ [W3, B3,W4, B2] *&()>")& %"!43!0& M1 =
(

0 0 1 1 0
)T ?9*$:)/*("&):;5*$&; @:)%)5&*(%"&!'8, '58'/)5&5*$&' (W3, 7)3(W3, 9)3(B3, 9)3(B3, 11)3(W4, 11)3

(W4, 13)3(B2, 13)3(B2, 7)3(W3, 7)A6 B$C*/D 'E @&*1*F 9)!("D 9*/$'3$&)%" G0/)& $*$&*D&; 'E &!)&;)+ ' >)&()!&*+ !)"=8'+ $'$&)%,?HA?5" 1!"�) I ()!4'5,3!)"=8'' W3 ' W4A ' ()<)$&("F ( 5'C0>"$&(0J<') ?5" 1!"�) I ()!4'5,3()<)$&(" A1F A3F A4F B2F B3F'58'/)5&5,) ()!4'5"%3!)"=8'D% W3 ' W4A6 �!"� %"4!0&" M1'E*G!"K)5 5" !'$05=) 26L5":*1'>5*F 9*$:)/*("&):;5*$&; ()!4'53()<)$&( ' ()!4'53!)"=8'+ [W1, B1,W2, B2,W5, A1] $**&()&$&(0)& %"!4!0&0 M2 =
(

1 2 0 0 1
)T ?9*$:)/*("&):;5*$&; @:)%)5&*( %"&!'8, '538'/)5&5*$&' (W1, 1)3(W1, 2)3(B1, 2)3(B1, 4)3(W2, 4)3(W2, 6)3(B2, 6)3$



�!"# ! �#$� &$#'#()$ *2

(B2, 14) (W5, 14) (W5, 16) (A1, 16) (A1, 1) (W1, 1)!" #$%&'( )%*+, +$-.' /0*-$ +%+$%($1 ,2 )-&3%45 3$%&%4 , )($%4 &-'67,4 +,+$-.89:!" �&'� .'=&0$' M2 ,2%/&'>-? ?' &,+0?6- :"@&%3-&6' /'A'?+%38B +%%$?%=-?,4 )%6'283'-$5 C$% .'&=&0$8
M1 , M2 *-4+$3,$-A1?% ?'4*-?8 3-&?%"D$%E%38- 0&'3?-?,(5 +%%$3-$+$30FG,- .'&=&0$'. M15 M2H

C2H6 = C2H4 +H2,

2C2H6 = 2CH4 + C2H4.I,+$-.' %/86?%3-??8B *,��-&-?7,'A1?8B 0&'3?-?,4 *A()%*+,+$-.8 %$3-C'FG-4 )-&3%.0 .'&=&0$0 ,.--$ 3,*H
d[A1]
dt

= −w4,
d[A3]
dt

= w3,
d[A4]
dt

= w4,

d[B2]
dt

= −w3 + w4,
d[B3]
dt

= w3 − w4,
9J!E*- w3 = k3y2 − k30x

′

3
y35 w4 = k4x

′

1
y3 − k40x

′

4
y2" KA( )%*+,+$-.8$



 !"#$%&' ()*!+",-!& *)( (./ ." 0 /)/1
d[A1]
dt

= −w1 − w2 + w5,
d[A2]
dt

= w2,
d[A3]
dt

= w5,

d[B1]
dt

= −w2,
d[B2]
dt

= 2w1 + w2 − 2w5,
23456! w1 = k1x

′

1
' w2 = k2x

′

1
y1' w5 = k5y

2

2
78"9(6%. .") %$/ U :(5;":<( �( ./;! 2>47?!#)( (@ !6!;A!.B9 @" ".!) (* 6;A @! *(& @(6:%:)!.B1

k′ = k′ (k, ε) = (k3, k4, k30, k40, ε1, ε3, ε4) ;6;A *)( (& @(6:%:)!.B1
k′ = k′ (k, ε) = (k1, k2, k5, ε1) .C") %$" :*AD!& 6;A @! *(& @(6:%:)!.B *B5;A6%) :;!6/,-%.(E "D(.1

AM1
=

























0 k3
k5

0 0 0

k4 0 0 0 k4
k30 0 0 −k30 0

0 k40
k5

−k40 0 0

0 0 0 0 − (1 + ε1)

0 0 0 1 + ε3 0
0 0 1 + ε4 0 0

























; 2F4
6;A *)( (& @(6:%:)!.B1

AM2
=









0 0 k1
1 1 1
0 2 0

0 0 − (1 + ε1)









. 2G4H%:)!."' :(()*!):)*/,-"A 2F4' 2G41 



k4
∂ρ
∂k4

+ k30
∂ρ
∂k30

= 0

k3
k5

∂ρ
∂k3

+ 2
∂ρ
∂k5

+ k40
k5

∂ρ
∂k40

= 0

−k40
∂ρ
∂k40

+ (1 + ε4)
∂ρ
∂ε4

= 0

−k30
∂ρ
∂k30

+ (1 + ε3)
∂ρ
∂ε3

= 0

k1
∂ρ
∂k1

+ k4
∂ρ
∂k4

− (1 + ε1)
∂ρ
∂ε1

= 0 !"#$ %&"!'#$#()* %&+#%&,%)* -!.!(&/.#0&$1#* �3%14#, $56$/5#/ #" 15(-5%&%/7
ρ1 =

k30
k4

,

ρ2 =
k23
k5
,

ρ3 =
k1 + k4

k1k4(1 + ε1)
,

ρ4 = k30(1 + ε3),
ρ5 = k40(1 + ε4).

89:
;!1#( 5.!"5(< ' (&*!%#"(& .&!14## -#.5+#"! =/!%! >5$/3-%!?=1$-&.#(&%/!+@%!? #%�5.(!4#? -5"'5+?&/ 5-.&>&+#/@ -?/@ %&"!6'#$#()* -!.!(&/.#0&$1#* �3%14#,< "!>!'!&()* $#$/&(5, 89:ABC;D�F;G�FHI℄  !"#$%  & '&( ')*$+",-#$ .&  & C%�5.(!/#'%5$/@ 1#%&/#0&6$1#* #"(&.&%#, -.# 5-.&>&+&%## -!.!(&/.5' (!/&(!/#0&$1#*(5>&+&, *#(#0&$15, 1#%&/#1# KK L3.%!+ M.&>%&'5+N$15O5(!/&(!/#0&$15O5 5PQ&$/'!A RSSTA ;A II< U RA MA IVI6IVWAHR℄  !"#$%  & '&( ')*$+",-#$ .&  &( /$*"0-#$ '& .& ;&5.&/#156O.!�5'), (&/5> 5-.&>&+&%#? (!.X.3/5' $+5N%)* *#(#0&6$1#* .&!14#, KK Y51+!>) F1!>&(## %!31A RSISA ;A ZVZ< U ZAMA ZTT6[SIA  



 !" #$%&' ()*+! ,()-)../0 ,)*+"!12 3,,1)!+45.32 6317*�593+..+: "+.4)"9334 "+179)4/0 ,)"*+�50 !"�$%"&' () *)+ ,$-./$0 *) �)2�"45"&60'67"0.+ 89:;�;<=>? @ABC>@?DCBEF GCDH>BDI C JAKD<?EF <K>G;F LCML>?<L;@?N;MOBEP DQRQ; PBASA=D<M>BBEF B;N=BEF D ?>FBD=><@DF JKDTMAH>BDI U$℄& WKD ;B;MDQ> JMA<@AI Q;G;=D �DMO?K;YDABBAI @ABTC>@YDD !;K<D AZB;KNH>BA A?C>?CM>BD> A? P>F;BD=><@ASA K;CBATC><DL AGBAJ;K;P>?KD=><@ASA <>P>I<?C; <?;YDAB;KBEF @ABC>@?DCTBEF K>HDPAC& [?A LCM>BD> ZEMA AZ\L<B>BA < JAPA]O^ ?>AKDD@A<DPP>?KDD U_℄` ;B;MD?D=><@D JAMN=>B; ;<DPJ?A?D@; <>P>I<?C;K;CBAC><DI D DQN=>B; >SA N<?AI=DCA<?O CZMDQD ZD�NK@;YDD KAHTG>BDL& 5B;MDQ <DMOBAI B>>GDB<?C>BBA<?D K>a>BDI JKD ZAMOaDFB;G@KD?D=BA<?LF CAQPAH>B ?AMO@A < JAPA]O^ =D<M>BBEF P>?ATGAC& 3QN=>BE <>P>I<?C; <?;YDAB;KBEF K>HDPAC GML JKLPANSAMOTBEF AZM;<?>I B; A<BAC> P>?AG; �;M>K@DB; Uc℄ D P>?AG; <>?A@ Ud℄&4 G;BBAI K;ZA?> AJD<;B =D<M>BBEI P>?AG K;<=>?; @ABC>@?DCTBEF GCDH>BDI < JAPA]O^ NK;CB>BDI C JAMLKBEF @AAKGDB;?;F&!ML K>a>BDL Q;G;=D D<JAMOQAC;M;<O @AB>=BARK;QBA<?B;L <F>P;`A<BAC;BB;L B; P>?AG> <P>]>BBEF <>?A@ U#℄& 3QN=>BA A?C>?CM>BD>D K;QCD?D> <>P>I<?C @ABC>@?DCBEF K>HDPAC GML K;QMD=BEF @AMOTY>CEF <>@?AKAC&<"45'0"&=' >'?'@$) ,D<?>P; NK;CB>BDI �DMO?K;YDABBAI@ABC>@YDD C JAMLKBEF @AAKGDB;?;F er, ϕf D Z>QK;QP>KBEF J>K>TP>BBEF DP>>? CDGg
∂tθ = ∆θ +G(ψ) − J(θ, ψ) ≡ F1(θ, ψ), e$f
0 = ∆ψ − λG(θ) ≡ F2(θ, ψ), e_f 



∆θ = ∂2
rθ +

1

r
∂rθ +

1

r2
∂2

ϕθ,

J(θ, ψ) =
1

r
[∂r(θ ∂ϕ ψ) − ∂ϕ(θ ∂r ψ)],  !"

G(θ) =
1

r
[cosϕ∂ϕθ + r sinϕ∂rθ].  #"$%&'( t ) *+&,-. θ ) /012/3&34& 0&,5&+607+8 /0 +6*3/*&'3/9/5+/�42-. ψ ) �731;4- 0/16< =42(0+6;4/33/& >4'2/ �@2&- /5+&A%&2-&0'- �/+,72/B λ = gβl2δT/kχ. 9%& g ) 7'1/+&34& '*/C/%3/9/56%&34-. β ) 1/@��4;4&30 0&52/*/9/ +6'D4+&34-. k = ν/K )/03/D&34& 1/@��4;4&306 *-E1/'04 F4%1/'04 1 5+/34;6&,/'04.

l ) ,6'D06C %2438. χ ) 1/@��4;4&30 0&,5&+607+/5+/*/%3/'04.
δT ) 9+6%4&30 0&,5&+607+8 5/ *8'/0&<$6%6>6 +6'',60+4*6&0'- * 1/2(;&*/, '&10/+& D = [R1, R2] ×
[Φ1,Φ2]< G6 9+634;& /C26'04 D %2- �731;44 0/16 4 0&,5&+607+85+434,6H0'- '2&%7HI4& 1+6&*8& 7'2/*4-J

θ
∣

∣

∂D
= 0, ψ

∣

∣

∂D
= 0.  K"G6>62(3/& +6'5+&%&2&34& 0&,5&+607+8 %6&0'- 243&B38, 5/*8'/0& 5+/�42&,J

θ|t=0 = θ 0(r, ϕ) ≡ θ1 −
R2 + r cosϕ

2R2
(θ1 − θ2), (r, ϕ) ∈ D,  L"E%&'( θ1 4 θ2 ) E36>&34- 0&,5&+607+8 * 0/>16M (R2, π" 4 (R2, 0)1/2(;6 '//0*&0'0*&33/< G6>62(3/& 7'2/*4& E6%6&0'- 0/2(1/ %2-0&,5&+607+8. 0<1< �731;4- 0/16 /5+&%&2-&0'- 5/ θ 4E  N".  K"<O2- E6%6>4  P"Q K" *85/23-&0'- '2&%7HI&& 430&9+62(3/& 0/FA%&'0*/J

∫

D

[

F1(θ, ψ)ψ − F2(θ, ψ)θ
]

rdrdϕ = 0,  R"'5+6*&%24*/'0( 1/0/+/9/ 7'0636*24*6&0'- 3&5/'+&%'0*&33/ 430&A9+4+/*634&, 5/ >6'0-,. 4'5/2(E/*634&, �/+,728 �+436 4 7>&0/,1+6&*8M 7'2/*4B< T614, /C+6E/,. 1/'4,,&0+4&B '4'0&,8  P"Q K" 



 !" #$% !#&$'()�+,&-. L = (ψ,−θ)/ 0$' '1,202#$ !'13'4,'%$56' !"#,. '7,'62(23#$(.0#%&'8' %#3#9%$!2 (#:#,.9 ;<℄> !"#$ %&'(!))#*# +!,!)&-. ?" 0.%"#,,'8' (#:#,. 12)720. @ABC@DB .%6'"51+#$% 3#$'7 &',#0,EF (21,'%$#9> G!'7.$% '%,'!,2 %#$&2 ri = R1 + ihr/ i = 1 . . .N / hr = (R2 −R1)/(N + 1)/
ϕj = Φ1 + jhϕ/ j = 1 . . .M / hϕ = (Φ2 − Φ1)/(M + 1)/ ! +1"2F &'$')('9 '6(#7#" #$% $#36#(2$+(2 . �+,&-. $'&2/ . %3#H#,,E# +1"E
ri−1/2 = R1 + (i− 1/2)hr/ i = 1 . . . n+ 1/ ϕj−1/2 = Φ1 + (j − 1/2)hϕ/
j = 1 . . .m+ 1 7" 266('&%.32-.. ,#".,#9,'%$. ! 12720#>I2 7!+F$'0#0,'3 :2J"',# !!'7 $% (21,'%$,E# '6#(2$'(E 6#()!EF 6('.1!'7,EF . '6#(2$'(E !E0.%"#,. %(#7,#8' 7" -#"EF .6'"+-#"EF .,7#&%'! i . jK

(δ1f)i+1/2,j =
fi+1,j − fi,j

hr
, (δ2f)i,j+1/2 =

fi,j+1 − fi,j

hϕ
, @LB

(δ1
0f)i+1/2,j =

fi+1,j + fi,j

2
, (δ2

0f)i,j+1/2 =
fi,j+1 + fi,j

2
.M .%6'"51'!2,.#3 @LB 1272N$% (21,'%$,E# '6#(2$'(E ,2 0#$E)(#F$'0#0,'3 :2J"',#/ (21,'%$,E# '6#(2$'(E 6#(!EF 6('.1!'7),EF ,2 $(#F$'0#0,'3 :2J"',# . 7.%&(#$,E9 2,2"'8 "26"2%.2,2K

d0 = δ1
0δ

2
0, d1 = δ2

0δ1, d2 = δ1
0δ2,

D1 = δ1
0δ1, D2 = δ2

0δ2, ∆h =
1

r
δ1(rδ1) +

1

r2
δ2δ2.G' !,+$(#,,.F +1"2F %#$&. i = 1 . . .N / j = 1 . . .M 126.%E!2)#$% 7.%&(#$,E9 2,2"'8 +(2!,#,.9 @ABC@<BK

∂tθi,j = ∆hθi,j +Gi,j(ψ) − Ji,j(θ, ψ), @OB
0 = ∆hψi,j − λGi,j(θ). @APBQ(. 266('&%.32-..  &'J.2,2 6(.3#, "2%5 �'(3+"2 R(2&2!EK

Ji,j(θ, ψ) ≈ J(θ, ψ) |(ri,ϕj)=
α

ri
[D1(θD2ψ) −D2(θD1ψ)]i,j +

+
(1 − α)

ri
[d1(d0θd2ψ) − d2(d0θd1ψ)]i,j , @AAB 



 !"#  $$%&'()* +)) G(θ) )($&",-&. " (, �&%*0" 1 (&2% 3#456 # '&()**78%)4 !"# ()(87*9 % -3&(8392 0% .373): ;<℄>
Gi,j(θ) ≈ G(θ) |(ri,ϕj)=

β

ri
(cosϕD2θ + r sinϕD1θ)i,j +

+
(1 − β)

ri
(D2(cosϕ θ) +D1(r sinϕ θ))i,j . ?@ABC9D&% $ % *78%&. α ) β . �&%*0" 2 ?@@BE?@AB $%&)-.&!)"(#)- 0("&.)# .9$&"373)# % -3&(83&F&  3 "&F 8&G!7(8. ?HBI J%)

α = 1/3 ) β = 1/2 '&37K3&5% -3&(83 # (27* ()(87*9 (&2% 3#78'&()**78%)4 )(2&!3&: - ! K)I�!"#$%&'&( )*+$!,,-.- /0+1!2*3!,&'4 J%&.7!73& )(("75!&. 3)7 (8 +)&3 %392 %7G)*&.1 �&%*)%046)2(# . %7-0",8 87$7%.&F& $7%72&! 1 '&F! *72 3)K7('&7 % .3&.7()7 87%#78 0(8&:5K).&(8,I � ((* 8%). ")(, '&",+7.97 (7'8&%9 ( % -39*) 0F" *)% (8.&% 1 .308%733): ) .37M3): % !)0(9 D9") % .39 (&&8.785(8.733& R1 = 11 R2 = 2I C 8 D")+7 $%).7!739 %7-0",8 89 .95K)("73): !"# 8%72 &D" (87:> 0-'&: 8% $7+)7.)!3&: &D" (8) D11'&",+7.&F& (7'8&% D2 ) $&"0'&",+ D3IND" (8, [Φ1, Φ2] λcr λ∗  !"#$
D1 [15π/16, 17π/16] 154.8 330.0 16 × 18
D2 [7π/8, 9π/8] 69.4 380.0 16 × 24

D3 [π/2, 3π/2] 41.6 97.0 16 × 48%&' ()!* +,&$)"!- ,.&+ /+&01!2+ +"(!"(&!23! )!4!-)"($ )"$536+2$72.* 8(39!23- +" 4!*$231!)#+:+ 7$(2+(!)3'; < =$(3)34+)"3+" (!&3132. #+&>5!(+:+ )!#"+7$ 7!$&3=0?")' 7$=2++,7$=2.! #+26(!#"3(2.! 8(39!23' ) 13)&+4 ($&+( +" 8(0* 8+ @!)"3; < "$,&35!/73(!8!2. #73"31!)#3! 13)&$ �B&!' λcr /!7(+:+ /!7!*+8$ 3 =2$61!23' λ∗C /73 #+"+7.* 2$ )!4!-)"(! (/!7(.! /+'(&'?")' 2!0)"+-613(.! )"$53+2$72.! 7!934.;D$ 73); EFG /73(!8!2. /7+!#533 #73(.* 7$))13"$22.* )!64!-)"( 2$ /&+)#+)"> 32"!:7$&>2.* /$7$4!"7+(H 



Nuh =
Φ2
∫

Φ1

∂θ
∂r
r
∣

∣

r=R2

dϕ Nuv =
R2
∫

R1

1
r

∂θ
∂ϕ

∣

∣

∣

ϕ=ϕ∗

dr ϕ∗ = Φ1+Φ2

2
 !"# Nuh Nuv $ %&'() *+''#(,-) '..-/#-'-/+01&# -#2(./34 2.5-.6)4 %#7#8 /9#:900 !7)9&;+ & '7#"&99+0 )8&4+-)(,9+0 (&9&0<=(> +86.? -7)2#;&#/&"9.? .@()'-& D1 '#4#?'-/. '-);&.9)7593A 7#B&4./ .-/#-/(>#-'> 27& λcr ≈ 155< *) 7&'< C 27#"'-)/5(#9) 67&/)> '#4#?'-/) 27& λ = 300 & (&9&& -.6) & 7)'27#"#(#59&> -#42#7)-+73 "(> 9#'6.(,6&A 7#B&4./ D.-4#%#93 ;&�7)4&F<G#4#?'-/. '.'-)/(>0- / .'9./9.4 '-);&.9)793# "/&B#9&> / /&"#

−0.3 0 0.3

−1.7

−1.2

−0.7

−0.2

1

2

3

λ=300

 Nu
v

 Nu
h

1 2 3

�!"# $% &'(')"*+, "*-.!,/-0/12 0'3!(,+ 456 ,75-"*! D1# &80-+-% �:/;.!! *,;-! 0-"80'4'5'/!6 *'(8'0-*:01 456 "*-.!,/-0/12 0'3!(,+ !< "'(')"*+-"/+A &(& -7#A 6.9/#6-&/93A /)(./< H4#01)>'> / 8)")%# '&44#-57&> .@()'-& .-9.'&-#(,9. /#7-&6)(,9.? .'& 27.>/(>#-'> / -.4 %-. '#4#?'-/) '."#7B)- 7#B&43 2#7#A.">1&# "7+! / "7+!) 27&"#?'-/&& 27#.@7)8./)9&> Rϕ : {ϕ, θ, ψ} 7→ {2π − ϕ, θ,−ψ}<*) 7&'< I 27&/#"#9. '#4#?'-/. '-);&.9)793A 6.9/#6-&/93A 7#5B&4./ 27& λ = 200 & .@()'-& D2< J 6.(,;#/.4 '#6-.7#D2 2. '7)/59#9&0 ' +86.? -7)2#;&#/&"9.? .@()'-,0 D1 2.(+%)#-'> @.(,:##7)89..@7)8&# 6.9/#6-&/93A '-7+6-+7 ' %&'(.4 /)(./ .- "/+A ".2>-&<=(> 2.(+6.(,;) D3 '#4#?'-/. '-);&.9)793A 6.9/#6-&/93A 7#5B&4./ .-/#-/(>#-'> 27& λcr ≈ 42 & +B# 27& λ > 97 / 7#8+(,-)-#4.9.-.99.? 9#+'-.?%&/.'-& 9) '#4#?'-/# 2.>/(>0-'> "/) +%)'-6)=



−0.5 0 0.5
−2.5

−2.2

−1.9 1

2

3

4

λ=200

 Nu
v

 Nu
h

1 2

3 4

�!"# $% &'(')"*+, "*-.!,/-0/12 0'3!(,+ ! �5/6.!! *,6- 0'3!(,+ !7 "'(')"*+-8,9:-"*; D2 !"#$%&'() *+"!,-(&!+". $#/(0!&1 2 34&(+(0!+"( !" 54-46.57)84557) 0!9*" $#46(3!&7&4".+% $#/(07 + -(+6!0 :!5&#:"(&57)&46!0 !" 8&*) 8! '#+"(1 ;<=>�@=A�@BC℄  !"#$ %& '&( )"*+, '& EFGHI
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dx1

dt
= −w1 + w5;

dx2

dt
= −3w1 − 2w2 − 3w4 − w5 + w6;

dx3

dt
=
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1
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w2 −

1

2
w3 +

1

2
w4;

dx4

dt
= 2w1 + w2 + w4 − w6;

dx5

dt
= 2w1 + w2 + 2w4;

dx6

dt
= w2;

dx7

dt
= −2w3;

dx8

dt
= w3 − w4 − w5;

dx9

dt
= w3 + w5 − w6;

dx10

dt
= w4 + w6;
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#$% xi  !"#$%#&'($)) *%+%,&*( Xi-wi  ,!"'",&. i / ,&(0))1
x7(0) = 0.4507-x2(0) = 0.5413-x1(0) = 0.008-xi(0) = 0, i 6= 1, 2, 72

X1  Cp2ZrCl2- X2  ClAlBui
2- X3  Cp2ZrHCl ·HAlBui

2-
X4  Cl2AlBui- X5  C4H8- X6  Cp2ZrH2- X7  CH2CHR-
X8  Cp2Zr(CH2CH2R)Cl-X9  Bui
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Генерация случайного набора констант

D<ε?

Да

начало

нет

Решение на видеокарте прямых задач

Вычисление на видеокарте функционалов

Поиск минимального функционала D и

соответствующего набора

конец

да
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начало

конец

Генерация первого

поколения констант

Решение прямых

задач и вычисление

невязок

на видеокарте

Селекция -

выбор 10% лучших

наборов

поиск минимального

функционала D и

его набора

D<ε?

да

Мутация -

формирование новых

точек согласно

распределению Коши

нет
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h = 0.0001C�#/#'&.!2 %$/0(&/( "12 -#' $*$ -$%$1#/!2  *#/#(!,#0%$7 &1K*$'!(7# ! *#/#'&.!2 %$/0(&/(  &1*$'!(7# 01),&G/$*$ -$!0%& -'$K $"!1&09 -$ �$'7)1#
ki = rand()%m+

1

rand()%100 + 1
h_i 



 !" rand() #  "$"%&'(% )*+,&-$./ 0"*./ ,1)"*2 3(!,1$4$$./ %&5#$(6"%$(6+ %&)3%"!"*"$172% # (3"%&018 598'18 ()'&':& (' !"*"#$18;�&96"% 3(3+*8011 551!+ ( %&$1,"$1- '"/$1:1 =.* 598' 40002'&:16 (=%&9(6 >*"6"$'&%$." ?& 1 5.3(*$87')8 !*8 4000 $&=(#%(5 :($)'&$' (!$(5%"6"$$( $& 51!"(:&%'";�&)3%"!"*"$1" @(?1 =.*( 5.=%&$( )'&$!&%'$.62 3('(6:1  "#$"%1%(5&*1)A )*"!+7B16 (=%&9(6
knewi = koldi + tg

(

rand() · π/RANDCMAX − π

2
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 !" ##$%&'()*+,-./". !0,"12-0�1/.204 2. ,15,-/62278".90-.:; ,11-21<6206 �0,". 0 !1=1!21,-0 !"#$%&'()*" �, -, ./�"1 2"3�/45*$&$('$1>?@A>BCDAEFA GEGDFHG I��AKBFCEL>BF MAGDFHGNFF FECA>BFNFOLEEPQ RMLAKBLC FDF LNAEKF >BLFSL>BF KLSRGEFT EACLHSLUEL VAHMG>WABG >BGCKF XF>KLEBFMLCGEFY XDY RMFCAXAEFY V?X?@FQ XAEAUOEPQ RLBLKLC K BAK?@AT >BLFSL>BF) ZAD[\ XGEELT MGVLBP YCDYOAB>Y LRMAXADAEFA CDFYEFY FECA>BFNFLEEPQ MF>KLC EG BMAV?AS?\ELMS? XLQLXEL>BF EG KGRFBGD)] ') 6789:;:<=> ?

7ABCDBE F:;BDBEG H7I>= .6?F 8>CJ7I^LXAD[ _`a L>ELCGEG EG GEGDFHA HEGWAEFT RLKGHGBADY MAEOBGVAD[EL>BF >LV>BCAEELbL KGRFBGDG ROEc KLBLMPT LRMAXADYAB>Y>DAX?\@FS LVMGHLS;
ROE ≡

dF>BGY RMFVPD[5GDGE>LCGY >BLFSL>B[ >LV>BCAEELbL KGRFBGDG e'f, NAD[\ LRMAXADAEFY �GKBLMLCc CDFY\@FQ EG MAEBGVAD[EL>B[>LV>BCAEELbL KGRFBGDG �FMSPc MGHDLUFS ROE EG KLSRLEAEBP;
ROE =

NP

PP
×

PP

EBIT
×

EBIT

S
×

S

A
×

A

E
c bXA; egf

NP O WF>BGY RMFVPD[h
PP O RMFVPD[ XL EGDLbLLVDLUAEFYh
EBIT O RMFVPD[ XL ?RDGBP RMLNAEBLC F EGDLbLCh
S O CPM?WKGh
A O GKBFCPh
E O >LV>BCAEEPT KGRFBGD)  



�!"# $% &'()"*+,-+ ./0)1)'+*! (+2')3+*42/"'! "/3"',+22/5/ 0).!')*)# !"#$% &'( )!"*#+,-#./0 1+2.21#3 )!/1!$%14 !5- !+2#5.2+!6*-5- 5- -5-$27 )+!8$9: 75-;#52< )!1-7-.#$#< +#5.-=#$%5!/.232 >!?#. 5# "-.% :!+!82# )+!,5!759# !@#512 !?2"-#>!< )+2=96$2 * 4/$!*20: @21$2;5!,! :-+-1.#+- A1!5!>212B C- +2/B D )+#"6/.-*$#59 75-;#520 EF( "$0 +-7$2;59: !.+-/$#< A1!5!>212B G$0/+-*5#520 )!1-7-.#$#< 5- +2/B H !.!=+-?#59 )!1-7-.#$2 +95!;65!< "!:!"5!/.2 5- !/5!*# "-559: �!5"!*!,! +951- 7- )#+2!" /DJJK )! HLLJ ,,BM HB  !"#$!% &''($ )*#
#,- ./0(%N4O#/.*4#. >5!?#/.*! >!"#$#< !@#512 /.!2>!/.2 /!=/.*#55!6,! 1-)2.-$-3 5-2=!$## )!)4$0+5!< 27 52: 0*$0#./0 >!"#$% !@#5121-)2.-$%59: -1.2*!* PD℄3 1!.!+4R 2/)!$%74R. /*98# KLS A1/)#+6.!*T
r = rf + β(rm − rf) 3 ,"#T UVW

rf 6 =#7+2/1!*-0 /.-*1- "!:!"5!/.2X
rm 6 "!:!"5!/.% +95!;5!,! )!+.�#$0X
β 6 1!A��2@2#5. =A.-B 6



�!"# $% &!'()!*( +,-,+',".! !'+/*"( 0012 3( 45567$88599# !"  !"
$%&'() *+", -.$/ 0$)(.# $%&$'( )*&&$+ ,$)(-. -(/.0 12()1$-$/(&.( $3 45'.'*-(&06&$%0. %0$.,$%0. *57.. P0 '%(, $/.)*(,8, ' 39)9:(, ).'.)(&6)*, D;
P0 =

∞
∑

t=1

Dt

(1 + r)t
<=>?2. 9%-$'.. 1$%0$@&&8 0(,1$' 2$%0* ).'.)(&)$' A ,$)(-B 12(6$32*C9(0%@ %-()9D:., $32*C$,;

P0 =
D1

r − g
<E>F*5., $32*C$,G %0*'5* ).%5$&0.2$'*&.@ &* %$3%0'(&&8+ 5*1.0*-39)(0;

r =
D1

P0

+ g <H>:



 !"#$%&%'() ) *+,"-.)" #%&/%-!%,0%/% ."1$+ !%-.+ #()(#"02#%) ."*34(5 3!%)"06 !"0.+7"&60%-.( ROE8 + #%&9 $!(7:&(8 0+2$!+)&;"1%5 0+ ):$&+.3 #()(#"0#%)8 2 ρ8 $%&3,(1 -&"#39439 1%2#"&6 %<"0*( -.%(1%-.( -%7-.)"00%/% *+$(.+&+=
r =

D1

P0

+ (1− ρ) ∗ ROE >?@A BC !"#$%&#'  ()&"D #+00%5 1%#"&( $!%(E)%#(.-; %<"0*+ )&(;0(; 10%'"-.)+ F*%20%1(,"-*(G �+*.%!%)8 %$!"#"&;94(G -.%(1%-.6 *+$(.+&+=
r = rf + γ1β1 + ...+ γkβk 8 /#"= >I@

βk (E1"!;". ,3)-.)(."&60%-.6 .!"73"1%5 0%!1: #%G%#0%-.( 0+-%7-.)"00:5 *+$(.+& %. (E1"0"0(; k2/% F*%0%1(,"-*%/% �+*.%!+8( γk $!"#-.+)&;". -%7%5 !(-*%)39 $!"1(9 #&; βkCJ-0%)0:" 0"#%-.+.*( #+00:G 1%#"&"5 -%-.%;. ) .%18 ,.% F*%20%1(,"-*%5 ."%!(( 0" $!"#3-1+.!()+".-; $!;1%/% )&(;0(; ."G�+*.%!%)8 *%.%!:" ) 0(G (-$%&6E39.-;8 + .+*'" -.+.(,0%-.69$%&3,"00:G !"E3&6.+.%)C K%#"&( %<"0*( *+$(.+&+8 $%-.!%"00:"0+ %-0%)" (-.%!(,"-*(G #+00:G 73#3. $%-.%;00% 03'#+.6-; ) +*2.3+&(E+<((8 %<"0*" -."$"0( )&(;0(; *+'#%/% �+*.%!+ ( +0+&(E"+#"*)+.0%-.( $%-.!%"00%5 1%#"&(CA LC *+,-./.0+12//34 5+67+6 8,9:+6 ;<=>?M NOON/C 7+0*( �"#"!+&60%5 !"E"!)0%5 -(-."1: PQRS >MTU@-.+&( $!(1"0;.6 *%17(0(!%)+00:5 $%#G%# * %<"0*" -.%(1%-.(-%7-.)"00%/% *+$(.+&+=
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