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ÓÄÊ 532.5.296:534.12ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏÓÇÛ�ÜÊÎÂ Ó ÑÒÅÍÊÈÀãàíèí À. À., Èëüãàìîâ Ì. À., Ìàëàõîâ Â. �.(Ó�à, ÈÌ ÓÍÖ �ÀÍ, Êàçàíü, ÈÌÌ ÊÍÖ �ÀÍ)ÂâåäåíèåÄèíàìèêà ïóçûðüêîâ ó ñòåíêè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîñòîðîííèì ÿâëå-íèåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ðàññìîòðåíèåì òåõåå àñïåêòîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ êàâèòàöèîííûì ðàçðóøåíèåì �äåñòðóêòèâíûì âîçäåéñòâèåì ïóçûðüêîâ íà ïîâåðõíîñòè òåë.ßâëåíèå êàâèòàöèîííîãî ðàçðóøåíèÿ èçâåñòíî äàâíî. Åãî èñ-ñëåäîâàíèå áûëî íà÷àòî åùå â íà÷àëå 20 âåêà â ñâÿçè ñ áûñòðûìèçíîñîì ãðåáíûõ âèíòîâ âîäíûõ äâèãàòåëåé. Êàâèòàöèîííîìó ðàç-ðóøåíèþ ïîäâåðæåíû òàêæå è ìíîãèå äðóãèå óñòðîéñòâà, íàõîäÿ-ùèåñÿ â êîíòàêòå ñ æèäêîñòüþ, äàâëåíèå êîòîðîé íà ïîâåðõíîñòèêîíòàêòà â ïðîöåññå �óíêöèîíèðîâàíèÿ, â ñèëó ðàçíûõ ïðè÷èí,ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì.Ïðèìåð ðàçðóøèòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ êàâèòàöèè èëëþñòðèðó-åò ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1 �îòîãðà�èÿ âðàùàþùåéñÿ äåòàëè íàñî-ñà, ïðîêà÷èâàþùåãî æèäêîñòü [1℄. Ïîâðåæäåíèÿ èìåþòñÿ íà âñåéïîâåðõíîñòè äåòàëè. Ïðè ýòîì õîðîøî âèäíû îñîáåííî ñèëüíûåðàçðóøåíèÿ êðàåâ ëîïàñòåé â çîíàõ íàèáîëåå èíòåíñèâíîé êàâè-òàöèè. Ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 2 íåáîëüøîé �ðàãìåíò ïîâåðõíîñòèòåëà áîëåå äåòàëüíî èëëþñòðèðóåò òî, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ èçíà÷àëü-íî ðîâíîé ïîâåðõíîñòüþ òåëà ïðè âîçäåéñòâèè êàâèòàöèè.Ôóíäàìåíòàëüíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàçðóøèòåëüíîãî âëèÿíèÿêàâèòàöèè ÿâëÿåòñÿ óÿñíåíèå îñîáåííîñòåé âîçäåéñòâèÿ íà òåëîîòäåëüíîãî ïóçûðüêà. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäî-âàíèé ýòîãî âîïðîñà, ðÿä âàæíûõ ðåæèìîâ âîçäåéñòâèÿ îòäåëü-íûõ ïóçûðüêîâ íà òåëî äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íåèçó÷åííûì. Ê íèì, â3



�èñ. 1: Ôîòîãðà�èÿ äå-òàëè íàñîñà, ïðîêà÷èâàþ-ùåãî æèäêîñòü. �èñ. 2: Ïîâåðõíîñòü òåëàïîñëå âîçäåéñòâèÿ êàâè-òàöèè.÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ ðåæèì óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì â�èíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ ïóçûðüêà â æèäêîñòè âîçíèêàþò óäàð-íûå âîëíû. Áûñòðî ðàñòóùèå âîçìîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîãîîáîðóäîâàíèÿ (íàïðèìåð, ñêîðîñòè âèäåîñúåìêè) è âîçìîæíîñòåéâû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè (â ÷àñòíîñòè, åå áûñòðîäåéñòâèÿ) ïîç-âîëÿþò ïðèñòóïèòü ê äåòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ è ýòèõ ñëîæíûõÿâëåíèé.Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðà-çîì. Ñíà÷àëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ îñíîâíûå ìåõàíèçìû êàâèòàöèîí-íîãî ðàçðóøåíèÿ. Çàòåì êðàòêî îïèñûâàþòñÿ ñóùåñòâóþùèå òåî-ðåòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè ïóçûðüêàâáëèçè ïîâåðõíîñòè òåë. Ïîñëå ýòîãî ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ-÷åòà ïîëåé äàâëåíèÿ â æèäêîñòè è íàïðÿæåíèé â òâåðäîì äå�îð-ìèðóåìîì òåëå â ñëó÷àå ñèëüíîãî ñõëîïûâàíèÿ ïóçûðüêà âáëèçèåãî ïîâåðõíîñòè íà ðåæèìå ñ óäàðíûìè âîëíàìè. Ýòè ðåçóëüòàòûèìåþò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð, òàê êàê ïîëó÷åíû ñ ïðèìåíåíèåìóïðîùåííûõ ìîäåëåé ïóçûðüêà, äèíàìèêè æèäêîñòè è òâåðäîãîäå�îðìèðóåìîãî òåëà.
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�èñ. 3: �àäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â æèäêîñòè â äâà ìîìåíòà âðåìåíè âõîäå ñõëîïûâàíèÿ â íåé ïóñòîé ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè. Rm, R � íà÷àëüíûé è òåêó-ùèé ðàäèóñû ïóçûðüêà, p0 � ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå æèäêîñòè.� 1. Îñíîâíûå ìåõàíèçìû êàâèòàöèîííîãî ðàçðóøåíèÿÊ íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ìåõà-íèçìà êàâèòàöèîííîãî ðàçðóøåíèÿ, à èìåííî, ìåõàíèçìû Rayleigh[2℄ è Kornfeld and Suvorov [3℄. Â 1917 ã. �ýëåé ïîêàçàë [2℄, ÷òî âõîäå ñõëîïûâàíèÿ ïóñòîé ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè (ïóñòîãî ïóçûðü-êà) â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿæèäêîñòè p(r, t) èìååò âèä (ðèñ.3)
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,ãäå r � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò öåíòðà ïóçûðü-êà, t � âðåìÿ, R = R(t) � òåêóùèé ðàäèóñ ïóçûðüêà, Rm � íà÷àëü-íûé ðàäèóñ ïóçûðüêà, p0 � äàâëåíèå æèäêîñòè. Ïðè r = 41/3R,ò.å. íà ðàññòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, ïðèìåðíî ðàâíîì

1.59R, â ïðî�èëå äàâëåíèÿ æèäêîñòè p(r, t) èìååòñÿ ìàêñèìóì.Â ïðîöåññå ñõëîïûâàíèÿ ðàäèóñ ïóçûðüêà óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ(R → 0), â ðåçóëüòàòå ÷åãî äàâëåíèå æèäêîñòè â îêðåñòíîñòèïóçûðüêà âîçðàñòàåò òàê, ÷òî åãî ìàêñèìóì ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-íå÷íîñòè êàê (Rm/R)3. Ïî ðåøåíèþ �ýëåÿ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òîâ õîäå ñõëîïûâàíèÿ ñ�åðè÷åñêîãî ïóçûðüêà äàâëåíèå æèäêîñòè5



�èñ. 4: Ñõëîïûâàíèå ïóçûðüêà ó ñòåíêè ñ îáðàçîâàíèåì íà åãî ïîâåðõíîñòè âûñî-êîñêîðîñòíîé ñòðóè ïðè êîíòàêòå ïóçûðüêà ñî ñòåíêîé (à) è ïðè íàëè÷èè ìåæäóíèìè íåáîëüøîé ïðîñëîéêè æèäêîñòè (b). Ìîìåíò t1 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó ñõëîïû-âàíèÿ, à ìîìåíò t2 � êàñàíèþ ñòðóåé ïîâåðõíîñòè ñòåíêè (a) è ïðîòèâîïîëîæíîé÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà ïóçûðüêà (b). Ñòðåëêà óêàçûâàåò íàïðàâëåíèÿ äâè-æåíèÿ ñòðóè.îêîëî íåãî ìîæåò äîñòèãàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé â ñëó-÷àå ìîäåëüíîãî ïóñòîãî ïóçûðüêà, è î÷åíü áîëüøèõ, íî êîíå÷íûõçíà÷åíèé äëÿ ðåàëüíîãî ïóçûðüêà, çàïîëíåííîãî ïàðîì, ãàçîì èëèïàðîãàçîâîé ñìåñüþ. ßñíî, ÷òî åñëè ïóçûðåê áóäåò ñõëîïûâàòüñÿïîäîáíûì îáðàçîì âáëèçè ïîâåðõíîñòè òåëà, òî ïîâåðõíîñòü òåëàáóäåò èñïûòûâàòü çíà÷èòåëüíîå ñèëîâîå âîçäåéñòâèå. Òàêîé ìå-õàíèçì ñèëîâîãî âëèÿíèÿ ïóçûðüêà íà òåëî îáû÷íî è íàçûâàþòìåõàíèçìîì �ýëåÿ.Â 1944 ã. Kornfeld and Suvorov [3℄ â ðåçóëüòàòå àíàëèçà íà-êîïëåííûõ ê òîìó âðåìåíè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèøëèê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ñõëîïûâàíèå ïóçûðüêîâ âáëèçè ñòåíîê ïðî-èñõîäèò íå ÷èñòî ñ�åðè÷åñêè, êàê ïðèíèìàë �ýëåé, à ñ áîëüøè-ìè äå�îðìàöèÿìè ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè. Èìè áûëî âûäâèíó-òî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè ñõëîïûâàíèè ïóçûðüêîâ âáëèçè ñòåí-6



�èñ. 5: Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ (ñïëîøíûå ëèíèè, Plesset and Chapman [4℄) èýêñïåðèìåíòàëüíûõ (ïóíêòèðíûå ëèíèè, Lauterborn and Bolle [5℄) �îðì ïóçûðüêàâ ïðîöåññå åãî ñõëîïûâàíèÿ ó ñòåíêè ñ îáðàçîâàíèåì íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêàâûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóè.êè íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ âîçíèêàþò âûñîêîñêîðîñòíûå ñòðóéêè. Íàðèñ. 4 ïîêàçàíû îñåâûå ñå÷åíèÿ ïóçûðüêà â äâà ìîìåíòà âðåìåíè(â íà÷àëå t1 è êîíöå t2 ïðîöåññà) äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ íåñ�åðè÷åñêî-ãî ñõëîïûâàíèÿ (a, b). Â ïåðâîì ñëó÷àå ïóçûðåê êàñàåòñÿ ñòåíêè,à âî âòîðîì � íàõîäèòñÿ îò íåå íà íåáîëüøîì óäàëåíèè (ìåæäóïóçûðüêîì è ñòåíêîé èìååòñÿ æèäêàÿ ïðîñëîéêà). Â êîíöå ñõëî-ïûâàíèÿ îáðàçîâàííûå íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ ñòðóéêè ìîãóòîêàçûâàòü ñèëüíîå âîçäåéñòâèå íà ñòåíêó (ïî íàïðàâëåíèþ ñòðåë-êè) ëèáî íåïîñðåäñòâåííî (ïóòåì ñòîëêíîâåíèÿ ñ íåé, ðèñ. 4a), ëè-áî îïîñðåäîâàííî (ñòàëêèâàÿñü ñ îáëàñòüþ ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà,ðàñïîëîæåííîé áëèæå ê ñòåíêå, ðèñ. 4b), ÷òî è âûçûâàåò ìèêðî-ðàçðóøåíèÿ ñòåíêè.Ñòðóéíûé ìåõàíèçì êàâèòàöèîííîãî ðàçðóøåíèÿ áûë ïîäòâåð-æäåí òåîðåòè÷åñêè â 1971 ã. Plesset and Chapman [4℄. �åçóëüòà-òû ðàñ÷åòîâ ñõëîïûâàíèÿ ïóçûðüêà ó ïëîñêîé òâåðäîé ñòåíêè âñëó÷àå, êîãäà ìåæäó ïóçûðüêîì è ñòåíêîé èìååòñÿ æèäêàÿ ïðî-ñëîéêà (ðèñ. 4b), ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. �àñ÷å-7



�èñ. 6: Ôîòîãðà�èÿ ïóçûðüêà, ñõëîïûâàþùåãîñÿ ó ñòåíêè ñ îáðàçîâàíèåì íà åãîïîâåðõíîñòè âûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóè (ñäåëàíà Êðàìîì [6℄).òû âûïîëíåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Âèäíî, ÷òî ïî ìåðåñõëîïûâàíèÿ ïóçûðüêà â âåðõíåé áîëåå óäàëåííîé îò ñòåíêè îáëà-ñòè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà îáðàçóåòñÿ ñòðóÿ, êîòîðàÿ ñî âðåìåíåìóâåëè÷èâàåòñÿ è ñòàëêèâàåòñÿ ñ íèæíåé áîëåå áëèçêîé ê ñòåíêå÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñöåíàðèþ ðàç-âèòèÿ ñòðóè, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 4b. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòüñòðóè èìååò ïîðÿäîê ñîòåí ìåòðîâ â ñåêóíäó.Â 1975 ã. ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ Ïëåññåòà è ×àïìàíà áûëè ïîä-òâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî Lauterborn and Bolle [5℄. Èõ ýêñïå-ðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîêàçàíû íà ðèñ. 5 êðóæî÷êàìè. Âèäíî óäî-âëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà.Ïî ìåðå óãëóáëåíèÿ èññëåäîâàíèé è ðàçâèòèÿ ýêñïåðèìåíòàëü-íîãî îáîðóäîâàíèÿ ñòàëè ïîëó÷àòü áîëåå íàãëÿäíûå ñâèäåòåëü-ñòâà ðåàëèçàöèè ñòðóéíîãî ìåõàíèçìà êàâèòàöèîííîãî ðàçðóøå-íèÿ. Ïðèìåðîì òîìó ñëóæèò ñäåëàííàÿ Êðàìîì [6℄ î÷åíü ÿðêàÿ�îòîãðà�èÿ ïóçûðüêà â �èíàëüíîé ñòàäèè åãî ñõëîïûâàíèÿ óòâåðäîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 6). Íà ýòîé �îòîãðà�èè ÷åòêî âèäíàñòðóÿ, ïðîøèâàþùàÿ ïîëîñòü ïóçûðüêà.� 2. Ñóùåñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäûðàñ÷åòàÊ íàñòîÿùåìó âðåìåíè âûïîëíåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëå-äîâàíèé äèíàìèêè ïóçûðüêîâ ó ñòåíêè. Âûÿâëåí ðÿä çàâèñèìî-8



�èñ. 7: Ñðàâíåíèå �îðì ïóçûðüêà â ïðîöåññå åãî ñõëîïûâàíèÿ ó ñòåíêè ñ îáðàçî-âàíèåì íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà âûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóè. Ñïëîøíûå ëèíèè ïîëó-÷åíû Plesset and Chapman [4℄ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ïóíêòèðíûå ëèíèè �Àãàíèíûì è Äàâëåòøèíûì [9℄) ìåòîäîì �óíãå-Êóòòà. Â ìîäåëè Àãàíèíà è Äàâëåò-øèíà [9℄ äå�îðìàöèè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà ïðèíèìàþòñÿ ìàëûìè.ñòåé ïàðàìåòðîâ ñõëîïûâàíèÿ ïóçûðüêîâ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïó-çûðüêîì è ñòåíêîé, èñêðèâëåííîñòüþ ïîâåðõíîñòè ñòåíêè, íà÷àëü-íûõ ðàçìåðîâ ïóçûðüêà, �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ æèäêîñòè è ìíîãîåäðóãîå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, â êî-òîðûõ æèäêîñòü âáëèçè ïóçûðüêà, êàê ïðàâèëî, ñ÷èòàåòñÿ íåñæè-ìàåìîé, ãàç â ïóçûðüêå ãîìîáàðè÷åñêèì (ñ îäíîðîäíûì ðàñïðåäå-ëåíèåì äàâëåíèÿ), à òåëî òâåðäûì íåäå�îðìèðóåìûì. Ý��åêòûâÿçêîñòè è ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè, åå òåïëîîáìåíà ñ ïóçûðüêîì èäð. îáû÷íî ó÷èòûâàþòñÿ ïðèáëèæåííî. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿó÷åòà ðåàêöèè òåëà åãî ìîäåëèðóþò íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ.Â ðàìêàõ óêàçàííûõ äîïóùåíèé çàäà÷ó îá îòêëîíåíèÿõ �îðìûïóçûðüêîâ îò ñ�åðè÷åñêîé ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü. Ïîñëåíåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé îíà ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Íåèçâåñòíûìè âíåé ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñ ïóçûðüêà, ïîëîæåíèå åãî öåíòðà è àìïëèòó-äû îòêëîíåíèé åãî �îðìû îò ñ�åðè÷åñêîé â âèäå ïîâåðõíîñòíûõñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê [7, 8℄. 9



Îäíà èç òàêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ïóçûðüêà áûëà ïðåäëîæå-íà íåäàâíî Àãàíèíûì è Äàâëåòøèíûì 2009 [9℄. Îíà îòëè÷àåòñÿîò äðóãèõ òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü âîçäåéñòâèå ïóçûðüêà íàñòåíêó ïðè ïðîèçâîëüíî ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó íèìè. Íà ðèñ.7 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ åå ïðèìåíåíèÿ (ïóíêòèðíûåêðèâûå) ñ òåì, ÷òî ïîëó÷åíî Ïëåññåòîì è ×àïìàíîì (ñïëîøíûåêðèâûå) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Âèäíî, ÷òî ýòà ìîäåëü äî-âîëüíî õîðîøî ðàáîòàåò è ïðè íå î÷åíü ìàëûõ èñêàæåíèÿõ ñ�å-ðè÷íîñòè ïóçûðüêà. Âìåñòå ñ òåì, îíà íåïðèìåíèìà ïðè êîíòàêòåïóçûðüêà ñî ñòåíêîé, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ.Äëÿ èçó÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêîâ ñ áîëüøèìè äå-�îðìàöèÿìè èõ ïîâåðõíîñòåé íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïîä-õîä, â êîòîðîì íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ñêîðîñòü ïîâåðõíî-ñòè ïóçûðüêà íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ(�ÈÓ). �åøåíèå �ÈÓ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-òîâ (Ì�Ý). Ïðè ýòîì æèäêîñòü îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâÿçêîéíåñæèìàåìîé, åå äâèæåíèå � áåçâèõðåâûì.Îñòàíîâèìñÿ íà ðàáîòàõ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ àíàëîãè÷íûéïîäõîä, áîëåå ïîäðîáíî.Â ðàáîòå Âîèíîâ Î.Â. è Âîèíîâ Â.Â. 1975 [10℄ ïðåäëîæåí ÷èñ-ëåííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè �ÈÓ äëÿ ðàñ÷åòà íåñòà-öèîíàðíûõ äâèæåíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâî-áîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè (âêëþ÷àÿ äèíàìèêó ïóçûðüêà ó ñòåíêè).Ýòîò ìåòîä ðàçâèò â ðàáîòå Âîèíîâ Î.Â. è Âîèíîâ Â.Â. 1976 [11℄äëÿ ðàñ÷åòîâ çàõëîïûâàíèÿ äå�îðìèðîâàííîãî (íåñ�åðè÷åñêîãî)ïóçûðüêà îêîëî ñòåíêè. Îáíàðóæåíà ñèëüíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüïàðàìåòðîâ ñòðóè ê íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè ïóçûðÿ. Ñ ðîñòîì íà-÷àëüíîé äå�îðìàöèè ñêîðîñòü ñòðóéêè ðåçêî âîçðàñòàåò.Blake, Taib, and Doherty 1986 [12℄ èñïîëüçóþò Ì�Ý äëÿ èçó÷å-íèÿ ðîñòà è êîëëàïñà ïàðîâûõ ïîëîñòåé îêîëî òâåðäîé ãðàíèöûñ ó÷åòîì âûòàëêèâàþùåé ñèëû. Ìèãðàöèÿ êîëëàïñèðóþùåãî ïó-çûðüêà è ïîñëåäóþùåå �îðìèðîâàíèå ñòðóè ìîãóò áûòü íàïðàâ-10



ëåíû êàê ê ñòåíêå, òàê è îò íåå.Kurbatskii and Kedrinskii 1992 [13℄ ïðèìåíÿþò Ì�Ý äëÿ èçó-÷åíèÿ êóìóëÿòèâíîãî òå÷åíèÿ è ïàðàìåòðîâ âûñîêîñêîðîñòíîéñòðóè â ïàðîãàçîâûõ ïóçûðüêàõ êàê îñíîâíîãî èñòî÷íèêà èìïóëüñ-íîãî âîçäåéñòâèÿ íà æåñòêóþ ñòåíêó. �àññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåò-ðè÷íàÿ çàäà÷à êîëëàïñà ïîëîñòè â íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè ñ ïåðåìåííûì äàâëåíèåì, êîòîðîå ðàñ÷èòûâàåòñÿ ïî äâóõ�àç-íîé ìîäåëè.Best 1993 [14℄ ïðèìåíÿåò Ì�Ý äëÿ îïèñàíèÿ êîëëàïñà ïóçûðü-êà ó òâåðäîé ñòåíêè. �àññ÷èòûâàåòñÿ äâèæåíèå òîðîèäàëüíîãî ïó-çûðüêà ïóòåì ñîåäèíåíèÿ êîí÷èêà ñòðóè ñî ñòîðîíîé ïóçûðüêà, ïîêîòîðîé áüåò ñòðóÿ.Blake, Robinson, Shima and Tomita 1993 [15℄ ðàññìàòðèâàþò äâè-æåíèå äâóõ êàâèòàöèîííûõ ïóçûðüêîâ âîçëå òâåðäîé ãðàíèöû.Ïðèìåíÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ ñ ïîìîùüþ âûñî-êîñêîðîñòíîé êàìåðû è ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå Ì�Ý.Ñðàâíåíèå óäîâëåòâîðèòåëüíî êàê â îòíîøåíèè èñòîðèè èçìåíå-íèÿ �îðìû, òàê è äâèæåíèÿ öåíòðà. Â ýêñïåðèìåíòàõ è ðàñ÷åòàõíàáëþäàëèñü âûòÿíóòûå ïóçûðüêè, ñòðóè, íàïðàâëåííûå ê òâåð-äîé ñòåíêå è îò íåå, ðàñùåïëåíèå ïóçûðüêà.Chahine and Duraiswami 1993 [16℄ ðàçðàáîòàëè Ì�Ý äëÿ ðàñ÷åòàäâóìåðíîé è òðåõìåðíîé äèíàìèêè ïóçûðüêîâ, îáðàçóþùèõñÿ ïðèïîäâîäíûõ âçðûâàõ â îáúåìå æèäêîñòè è îêîëî åå ãðàíèö.Â ðàáîòå Boulton-Stone 1993à [17℄ äàåòñÿ ñðàâíåíèå ðàçíûõ âà-ðèàíòîâ Ì�Ý äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ äâóìåðíûõ ïóçûðüêîâ âíåîãðàíè÷åííîé æèäêîñòè.Sato, Tomita and Shima 1994 [18℄ èññëåäóþò äèíàìèêó ïóçûðüêàó òâåðäîé ñòåíêè â ïîëå îñöèëëèðóþùåãî äàâëåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåìäâóõ ïîäõîäîâ. Ì�Ý ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðî�èëÿ ïóçûðü-êà âî âðåìåíè. Äëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèéè ìèãðàöèè ñ�åðè÷åñêîãî ïóçûðüêà èñïîëüçóþòñÿ îáûêíîâåííûåäè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Æèäêîñòü ïîëà-11



ãàåòñÿ íåâÿçêîé, íåñæèìàåìîé, ïîòåíöèàëüíîé, à ãàç â ïóçûðüêåîïèñûâàåòñÿ ïîëèòðîïè÷åñêèì çàêîíîì. Îáíàðóæåíî, ÷òî ïåðèîäè àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïóçûðüêà ñâÿçàíû íå òîëüêî ñ èçìåíåíè-åì äàâëåíèÿ æèäêîñòè, íî è ïîëîæåíèåì ïóçûðüêà îòíîñèòåëüíîñòåíêè.Â ðàáîòå Robinson, Boulton-Stone and Blake 1995 [19℄ ñ ïîìîùüþÌ�Ý èçó÷àåòñÿ íà÷àëüíîå äâèæåíèå öèëèíäðè÷åñêè äå�îðìèðó-åìûõ ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ, âñïëûâàþùèõ â íåâÿçêîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè. �àññìîòðåíî âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, îò-íîñèòåëüíîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ è îáúåìà.Â ðàáîòå Blake, Hooton, Robinson and Tong 1997 [20℄ ñ ïîìîùüþÌ�Ý èññëåäóþòñÿ �àêòîðû, âëèÿþùèå íà �îðìèðîâàíèå è íà-ïðàâëåíèå ñòðóè æèäêîñòè ïðè êîëëàïñå ïîëîñòè, íà âîçäåéñòâèåíà áëèçëåæàùèå òâåðäûå ñòåíêè. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàñ÷åòîâîñåñèììåòðè÷íûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîêà-çàíî, ÷òî âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà ìîæåò âûçûâàòü �îðìèðîâàíèåñòðóè ïàðàëëåëüíî âåðòèêàëüíîé òâåðäîé ñòåíêå, ò.å. ñòðóè áåçðàçðóøèòåëüíîãî âëèÿíèÿ. Ìîäåëèðóþòñÿ òàêæå ðîñò è êîëëàïñêàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà â ïîòîêå ñ ïåðåäíåé òî÷êîé ñòàãíàöèèêàê ìîäåëè ïîâòîðíîãî ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ãäå÷àñòî íàáëþäàåòñÿ ñèëüíîå êàâèòàöèîííîå ðàçðóøåíèå. Äåëàåòñÿñðàâíåíèå ìåæäó ñ�åðè÷åñêèìè è îñåñèììåòðè÷íûìè òåîðèÿìèäëÿ îñöèëëèðóþùèõ ïóçûðüêîâ â ïîëå ïåðèîäè÷åñêîãî äàâëåíèÿ.Blake, Tomita and Tong 1998 [21℄ ïðèìåíÿþò Ì�Ý äëÿ èçó÷åíèÿàñèììåòðè÷íîãî êîëëàïñà êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà îêîëî ñòåí-êè ñ ðàçâèòèåì âûñîêîñêîðîñòíîé æèäêîé ñòðóè è îáðàçîâàíèåìòîðîèäàëüíîãî ïóçûðüêà. Ïîñëå îáðàçîâàíèÿ òîðîèäàëüíîãî ïó-çûðüêà íà ãðàíèöå ìîãóò áûòü äàâëåíèÿ, íà ïîðÿäîê áîëüøå, ÷åìóäàðíîå äàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñî ñòðóåé.Wang 1998 [22℄ ñ ïîìîùüþ Ì�Ý èçó÷àåò íåëèíåéíóþ äèíàìè-êó ïóçûðüêà îêîëî íàêëîííîé ñòåíêè. Óëó÷øåíèÿ îòíîñèòåëüíîïðåäûäóùèõ ðàáîò êàñàþòñÿ òðåàíãóëÿöèè íà÷àëüíîãî ñ�åðè÷å-12



ñêîãî ïóçûðüêà, èíòåãðèðîâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ âëèÿíèÿ, ðàñ÷å-òà íîðìàëüíîãî âåêòîðà è êàñàòåëüíîé ñêîðîñòè â óçëàõ, ñõåìå èí-òåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè è ò.ä. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ïóçûðüêà,íàõîäÿùåãîñÿ îò íàêëîííîé ñòåíêè íà ðàññòîÿíèè îäíîãî, äâóõ èòðåõ åãî ìàêñèìàëüíûõ ðàäèóñîâ (Rm), ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿ-ìè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ âûòàëêèâàþùóþ ñèëó, è ðàçíûìíàêëîíîì ñòåíêè. Åñëè ïóçûðåê â íà÷àëå îòñòîèò îò íàêëîííîéñòåíêè íà ðàññòîÿíèå 3Rm èëè áîëåå, òî ñòðóÿ ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé êñèììåòðè÷íîé. Íàïðàâëåíèå ñòðóè, ïðèáëèçèòåëüíî, òàêîå æå êàêè äâèæåíèå öåíòðà ïóçûðüêà. Êîãäà ïóçûðåê îòñòîèò îò ñòåíêè,ïðèìåðíî, íà 2Rm, ñòðóÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ è íàïðàâëåíà ââåðõ.Êîãäà ïóçûðåê îòñòîèò îò ñòåíêè íà ðàññòîÿíèå Rm èëè ìåíüøå,à âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà è ñèëà ïðèòÿæåíèÿ Áúåðêíåññà ÿâëÿþòñÿñðàâíèìûìè, ñòðóÿ òàêæå íàïðàâëåíà, ïðèáëèçèòåëüíî, ââåðõ.Â ðàáîòå Zhang, Yeo , Khoo and Chong 1999 [23℄ ïðåäëàãàåò-ñÿ òðåõìåðíûé âàðèàíò Ì�Ý ñ óñòðàíåííûìè îñîáåííîñòÿìè. Âêîíòåêñòå äèíàìèêè ïóçûðüêà èçó÷àåòñÿ âûáîð ïàðàìåòðîâ äëÿäåñèíãóëÿðèçàöèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì äëÿ óñïåõà äàííî-ãî ìåòîäà. Ïðè èõ ïðàâèëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ îí ÿâëÿåòñÿíàìíîãî ý��åêòèâíåå, ÷åì ñóùåñòâóþùèå. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðîñòî-òîé ìåòîäà äåñèíãóëÿðèçàöèè. Êðîìå òîãî, ïðåäëàãàåòñÿ ïðîñòîéè ïðèâëåêàòåëüíûé ñïîñîá èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè. Õîòÿ ïðè ýòîì âðå-ìåííîé øàã èìååò òåíäåíöèþ ê óìåíüøåíèþ ïî ìåðå ñáëèæåíèÿäâóõ ïîâåðõíîñòåé, ýòî ìîæíî ëåãêî ïðåîäîëåòü ïóòåì âðåìåííî-ãî ïåðåõîäà ê ïðÿìîìó ìåòîäó. Çàòåì ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìîæíîâíîâü èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ äâóñâÿçíûõ îáëàñòåé,âêëþ÷àÿ òîðîèäàëüíûå ïóçûðüêè, ÷òî èíà÷å ñäåëàòü òðóäíî.Harris, Verma and Chakrabarti 1999 [24℄ èñïîëüçóþò Ì�Ý äëÿèññëåäîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèå âçðûâíîãî ïóçûðüêà ñ �èêñèðîâàí-íîé æåñòêîé êîíñòðóêöèåé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìî-äè�èöèðîâàííàÿ �îðìà Ì�Ý äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïóçûðüêàâáëèçè òâåðäîé êîíñòðóêöèè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ13



òèïè÷íûõ îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷.Blake, Keen, Tong and Wilson 1999 [25℄ ðàññìàòðèâàþò ñ ïðè-ìåíåíèåì Ì�Ý äèíàìèêó ïóçûðüêà âîçëå îñöèëèðóþùåé ïîâåðõ-íîñòè, óäàð ñòðóé è ðàçðóøåíèå ïîâåðõíîñòåé, âçàèìîäåéñòâèåïóçûðüêîâ, ïóçûðüêîâûå êëàñòåðû è ïîâåäåíèå ïóçûðüêîâ îêîëîíåðîâíîé ïîâåðõíîñòè.À�àíàñüåâ è �ðèãîðüåâà 2000 [26℄ èñïîëüçóþò Ì�Ý äëÿ îïè-ñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêà ñî ñòåíêîé ïðè ðàçíûõ ðàäèóñàõïóçûðüêà, ðàññòîÿíèÿõ îò ñòåíêè, ïîëîæåíèé ñòåíêè.Â ðàáîòå Brujan, Keen, Vogel and Blake 2002 [27℄ ñ ïîìîùüþÌ�Ý è ýêñïåðèìåíòàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ �èíàëüíàÿ ñòàäèÿ êîë-ëàïñà ïðîèçâåäåííîãî ëàçåðîì êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà âáëèçèòâåðäîé ãðàíèöû. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ñòðóè æèäêîñòè, îáðàçó-þùåéñÿ ïðè êîëëàïñå ïóçûðüêà, èñïóñêàíèå óäàðíîé âîëíû è ý�-�åêò "âñïëåñêà"èçó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ âûñîêîñêîðîñòíîé �îòî-ãðà�èè äî 5 ìèëëèîíîâ êàäðîâ â ñåêóíäó. Ì�Ý äàåò èçîëèíèèäàâëåíèÿ è ïîëå âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè è �îðìû ïóçûðüêà.Ñîãëàñîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ �îðì ïóçûðü-êà è ïåðåìåùåíèÿ åãî öåíòðà âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîå.Zhang Z and Zhang H 2004 [28℄ ñ ïîìîùüþ Ì�Ý ðàññìàòðèâàþòâëèÿíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà ïîâåäåíèå ÷èñòî ïàðîâîéïîëîñòè èëè ïîëîñòè, ñîäåðæàùåé íåêîòîðîå íåêîíäåíñèðóåìîåâêëþ÷åíèå. Ïîëîñòü ðàñòåò, êîëëàïñèðóåò è îòñêàêèâàåò îñåñèì-ìåòðè÷íî âîçëå òâåðäîé ñòåíêè. �àññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå çíà-÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè, âûòàëêèâàþùåé ñèëûè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.Zhang Z and Zhang H 2005 [29℄ ïðèìåíÿþò Ì�Ý äëÿ èçó÷åíèÿâëèÿíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà äèíàìèêó äâóõ èçíà÷àëü-íî ñ�åðè÷åñêèõ ïîëîñòåé, ðàñòóùèõ è êîëëàïñèðóþùèõ îñåñèì-ìåòðè÷íî îêîëî òâåðäîé ñòåíêè. Âàðüèðóþòñÿ ðàçìåðû ïîëîñòè,ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïóçûðüêàìè è ìåæäó ïóçûðüêàìè è ñòåíêîé,÷èñëà Âåáåðà. Îáíàðóæåíî, ÷òî êîãäà áîëåå íèçêàÿ ïîëîñòü íà-14



ìíîãî ìåíüøå áîëåå âûñîêîé, à ÷èñëî Âåáåðà ìåíüøå èëè ðàâíî20, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå â õîäå êîëëàïñà èìååò ñóùåñòâåí-íîå âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå íèæíåé ïîëîñòè. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â èç-ìåíåíèè �îðìû è íàïðàâëåíèÿ åå ñòðóè, åñëè ñèëû Áúåðêíåññà,äåéñòâóþùèå íà íèæíþþ ïîëîñòü ñî ñòîðîíû âåðõíåé ïîëîñòè èñòåíêè ïðèìåðíî ðàâíû. Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëà Âå-áåðà áîëüøå èëè ðàâíû 10, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íå èìååòêà÷åñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ïîâåäåíèå ïîëîñòè, à âûçûâàåò ëèøüèçìåíåíèå äëèíû, øèðèíû èëè ðàçìåðîâ ñòðóè æèäêîñòè.Afanasiev and Grigorieva 2006 [30℄ ìåòîäîì �Ý èçó÷àþò òðåõ-ìåðíóþ äèíàìèêó ïàðîãàçîâîãî ïóçûðüêà â íåîãðàíè÷åííîé æèä-êîñòè è âçàèìîäåéñòâèå ïóçûðüêà ñ íàêëîííîé ñòåíêîé.Æèäêîñòüíåâÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ, äâèæåíèå áåçâèõðåâîå. Èçó÷àþòñÿ âûñî-òà ñòðóè, åå íàïðàâëåíèå è ñêîðîñòü. Äëÿ îöåíêè ý��åêòà ýðîçèèñòåíêè ïðèìåíÿåòñÿ êîý��èöèåíò ïðîíèêíîâåíèÿ ñòðóè.Lee, Klaseboer and Khoo 2007 [31℄ ìåòîäîì �Ý èññëåäóþò �îð-ìèðîâàíèå òîðîèäàëüíîãî ïóçûðüêà â êîíå÷íîé ñòàäèè êîëëàïñàïîëîñòè â îêðåñòíîñòè òâåðäîé ãðàíèöû. Äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ(îòñêîê) òîðîèäàëüíîãî ïóçûðüêà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ó÷åòîì ïî-òåðü ýíåðãèè ñèñòåìû. Ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ðàñ÷åòà íàáëþäàåìîéâ ýêñïåðèìåíòàõ îáðàòíîé ñòðóè.Êðîìå òîãî, äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà è êîëëàïñà ïóçûðüêà âîçëåòâåðäîé ñòåíêè, ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èëè äðóãîãî ïóçûðüêà âà-ðèàöèè Ì�Ý ïðèìåíÿëèñü â ðàáîòàõ Lenoir 1976 [32℄, Prosperetti1982 [33℄, Taib, Doherty, and Blake 1984 [34℄, Taib 1985 [35℄, Blake,Taib, and Doherty 1987 [36℄.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �ÈÓ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðî-äà, èìåþùèå ñèíãóëÿðíûå ÿäðà (â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ýòèÿäðà âêëþ÷àþò ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ñ ëîãàðè�ìè-÷åñêîé îñîáåííîñòüþ). Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöè-àëüíûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû (Stroud and Serest 1966 [37℄).15



Íàðÿäó ñ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè-êè ïóçûðüêîâ ó ñòåíîê ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå è ðÿä äðóãèõ ìåòîäîâ.Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.Mithell, Kling, Cheeseweight and Hammit 1967 [38℄ èññëåäîâàëèíåñèììåòðè÷íîå ñõëîïûâàíèå ïóñòîãî ïóçûðüêà ó ñòåíêè ìîäè�è-öèðîâàííûì ìåòîäîì ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê (MAC) Harlow and Welh1965 [39℄.Plesset and Chapman 1970 [40℄ ðàçðàáîòàëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûéìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè ïóçûðüêà â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëàñêîðîñòè. Ýòîò ìåòîä ýêîíîìè÷íåå, ÷åì ìåòîä ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê(MAC) Harlow and Welh 1965 [39℄ çà ñ÷åò ó÷åòà ïîòåíöèàëüíî-ñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Âÿçêîñòü è ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè íåó÷èòûâàþòñÿ.Plesset and Chapman 1971 [4℄ ðàññìîòðåëè êîëëàïñ èçíà÷àëü-íî ñ�åðè÷åñêîãî ïàðîâîãî ïóçûðüêà ó ñòåíêè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ÷èñëåííî ðàçðàáîòàííûì àâòîðàìè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîìâ òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè Plesset and Chapman 1970 [40℄.Âÿçêîñòü è ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè íå ó÷èòûâàþòñÿ. �àññìîòðåíûñëó÷àè, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïóçûðåê íàõîäèòñÿ âêîíòàêòå ñî ñòåíêîé è íà ðàññòîÿíèè ïîëîâèíû ðàäèóñà. Ïîêàçàíî,÷òî íà ðàííåé ñòàäèè êîëëàïñà ïóçûðåê �îðìèðóåò íàïðàâëåííóþê ñòåíêå ñòðóþ. Ñêîðîñòü ñòðóè â ìîìåíò åå êîíòàêòà ñ ïðîòèâî-ïîëîæíîé ñòîðîíîé ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà ðàâíà 130 ì/ñ â ïåðâîìñëó÷àå è 170 ì/ñ � âî âòîðîì. Ñòðóÿ �îðìèðóåòñÿ ðàíî, òàê ÷òîý��åêòû ñæèìàåìîñòè â æèäêîñòè è ïàðå íåñóùåñòâåííû.Mithell and Hammit 1973 [41℄ èññëåäîâàëè íåñèììåòðè÷íîåñõëîïûâàíèå ïóñòîãî ïóçûðüêà ó ñòåíêè ìîäè�èöèðîâàííûì ìå-òîäîì ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê (MAC) Harlow and Welh 1965 [39℄. Æèä-êîñòü íåñæèìàåìàÿ. Ý��åêòû âÿçêîñòè æèäêîñòè ó÷òåíû âíóòðèæèäêîñòè è â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ñòåíêå. Â îêðåñòíîñòè ãðà-íèöû ïóçûðüêà îíè ñ÷èòàþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè.Bevir and Fielding 1974 [42℄ ïðèìåíèëè ïðèáëèæåííûé ïîäõîä16



ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ ðàííèõñòàäèé êîëëàïñà ïóçûðüêà. Â íåì ïðèìåíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå èñ-òî÷íèêîâ è ïðîèçâîäíûõ (íàïðèìåð, äóáëåòîâ), öåëèêîì ñîäåðæà-ùèõñÿ â ïðåäåëàõ ïóçûðüêà è ðàñïîëîæåííûõ âäîëü îñè ñèììåò-ðèè. Ïðåèìóùåñòâñòâî òàêîãî ìåòîäà â òîì, ÷òî îí òðåáóåò ìåíü-øå ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ êîí÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòî-äîì "ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê ïðèìåíÿåìûì Plesset and Chapman 1971 [4℄è Mithell and Hammit 1973 [41℄. Åãî ãëàâíûé íåäîñòàòîê ñîñòîèòâ òîì, ÷òî åãî íåëüçÿ ïðèìåíÿòü äëÿ ïîçäíåé ñòàäèè êîëëàïñà.Â ðàáîòàõ Ryskin and Leal 1983 [43℄, Ryskin and Leal 1984a [44℄,Ryskin and Leal 1984b [45℄, Ryskin and Leal 1984 [46℄, ïðåäëàãàåòñÿêîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè ïóçûðüêîâ ñïðèìåíåíèåì àäàïòèâíûõ ñåòîê.Shopov, Minev, Bazhlekov, and Zapryanov 1990 [47℄ ïðèìåíÿþòìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèå äå�îð-ìèðóåìîãî ïóçûðüêà ñ òâåðäîé ñòåíêîé ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ�åéíîëüäñà. Íåñòàöèîíàðíîå âÿçêîå òå÷åíèå, âûçâàííîå äå�îðìè-ðóåìûì ãàçîâûì ïóçûðüêîì, ïðèáëèæàþùèìñÿ èëè óäàëþùèìñÿîò ñòåíêè, èçó÷àåòñÿ ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà â ðàìêàõïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Ïóçûðåê äâèæåòñÿ ïîä âëèÿíè-åì âûòàëêèâàþùåé ñèëû. �àáîòîñïîñîáíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäàäåìîíñòðèðóåòñÿ íà äâóõ ïðèìåðàõ: ïóçûðåê äâèæåòñÿ â ïîëó-ïðîñòðàíñòâå, îãðàíè÷åííîì òâåðäîé ïëàñòèíîé, è â ñ�åðè÷åñêîìêîíòåéíåðå, çàïîëíåííîì âÿçêîé æèäêîñòüþ. Ïîëó÷åíû ðåçóëü-òàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë �åéíîëüäñà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñèçâåñòíûìè òåîðåòè÷åñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.Popinet and Zaleski 2002 [48℄ ÷èñëåííî èçó÷àþò ý��åêò âÿç-êîñòè íà �îðìèðîâàíèå ñòðóé ïðè êîëëàïñå ïóçûðüêîâ îêîëîòâåðäîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøå-íèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ óñëîâèÿìè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-ñòè. Ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-íûìè äëÿ êîëëàïñà áîëüøèõ ïóçûðüêîâ. Îäíàêî îòñêîêè ïîëó-17



÷àþòñÿ áîëüøå, ÷åì â ýêñïåðèìåíòå, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàíî ñïðåíåáðåæåíèåì ý��åêòàìè ñæèìàåìîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè.Sankin and Zhong 2006 [49℄ èçó÷àþò âçàèìîäåéñòâèå ñîçäàííûõëàçåðîì îòäåëüíûõ ïóçûðüêîâ (ñî âðåìåíåì êîëëàïñà 121 ìêñ)îêîëî ñåëèêîíîâîé ðåçèíîâîé ìåìáðàíû ñ óäàðíîé âîëíîé (ñ ïè-êîâûì äàâëåíèåì 55 ÌÏà è äëèòåëüíîñòüþ èìïóëüñà ñæàòèÿ1.7 ìêñ). Ýòî âçàèìîäåéñòâèå âåäåò ê íàïðàâëåííîìó âûíóæäåííî-ìó íåñèììåòðè÷íîìó êîëëàïñó ïóçûðüêà ñ �îðìèðîâàíèåì ìèê-ðîñòðóè ê ïîâåðõíîñòè. Ìàêñèìàëüíîå ïðîíèêíîâåíèå ñòðóè âìåìáðàíó âîçíèêàåò â õîäå �àçû êîëëàïñà ïóçûðüêà ïðè îïòè-ìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ïîäõîäà óäàðíîé âîëíû è ðàññòîÿíèÿîò ïîâåðõíîñòè. Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò îáåñïå÷èâàòü óíè-êàëüíîå àêóñòè÷åñêîå ñðåäñòâî äëÿ ìèêðîèíúåêöèè, ïðèìåíÿåìîåäëÿ äîñòàâêè ìàêðîìîëåêóë è ãåíîâ ê áèîëîãè÷åñêèì òêàíÿì.Îáçîð ðàííèõ ðàáîò ïî äèíàìèêå ïóçûðüêîâ îêîëî ãðàíèö ìîæ-íî íàéòè â ðàáîòå Blake and Gibson 1987 [1℄.Òàêèì îáðàçîì, åñëè äå�îðìàöèè ïóçûðüêà ìàëûå, òî ïðè èçó-÷åíèè äèíàìèêè ïóçûðüêà îêîëî ïîâåðõíîñòè òåëà îáû÷íî èñïîëü-çóþò ìîäåëè, îïèñûâàåìûå îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìèóðàâíåíèÿìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò ìå-òîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ èëè ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîä ãðàíè÷-íûõ ýëåìåíòîâ óñòóïàåò ïî ýêîíîìè÷íîñòè ìåòîäó �óíãå-Êóòòà,íî çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ äå�îðìàöèè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ ìîãóò áûòü ïðàêòè÷åñêèïðîèçâîëüíûìè. Ïðè ýòîì â ìåòîäàõ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî äîâîëüíî ïîëíî ó÷åñòü ý��åêòû âÿçêîñòèæèäêîñòè, åå òåïëîîáìåíà ñ ïóçûðüêàìè è ò.ä.
18



� 3. Ñõëîïûâàíèå ïóçûðüêîâ íà ðåæèìå ñ óäàðíûìèâîëíàìèÍåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé âîçäåéñòâèÿêàâèòàöèè íà ñòåíêè ðÿä âàæíûõ ðåæèìîâ äèíàìèêè ïóçûðüêàâáëèçè òåëà è âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì â òåëå íàïðÿæåíèé äî ñèõïîð îñòàåòñÿ íåèçó÷åííûì. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ñóùåñòâó-þùèõ ìîäåëÿõ æèäêîñòü îêîëî ïóçûðüêà, êàê îòìå÷àëîñü, ñ÷è-

�èñ. 8: Ôîòîãðà�èè èçìåíåíèÿ �îðì ïóçûðüêà è âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì â æèä-êîñòè óäàðíûõ âîëí ïðè ñèëüíîì íåñ�åðè÷åñêîì ñõëîïûâàíèè ïóçûðüêà (Mettin,Luther, Lindau and Lauterborn [50℄). 19



òàåòñÿ íåñæèìàåìîé, ãàç â ïóçûðüêå � ãîìîáàðè÷åñêèì, à òåëî �íåäå�îðìèðóåìûì. Âìåñòå ñ òåì, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñâè-äåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî â �èíàëå ñèëüíîãî íåñ�åðè÷åñêîãî ñõëî-ïûâàíèÿ ïóçûðüêà â æèäêîñòè â åãî îêðåñòíîñòè ìîãóò âîçíèêàòüóäàðíûå âîëíû äîâîëüíî ñëîæíîé êîí�èãóðàöèè.Ïðèìåð òàêîãî ñõëîïûâàíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 8, ãäå ïðåäñòàâëå-íà ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ �îòîãðà�èé Mettin, Luther, Lindauand Lauterborn [50℄. Ôîòîãðà�èè äåìîíñòðèðóþò èçìåíåíèå �îð-ìû ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè è âîëíîâîé êàðòèíû â æèäêîñòè â çà-êëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè ñèëüíîãî íåñ�åðè÷åñêîãî ñõëîïûâàíèÿ ïó-çûðüêà. �àçìåð êàäðîâ � 1.3 ìì× 0.8 ìì, ðàçðåøåíèå � 100 ìèë-ëèîíîâ êàäðîâ/ñåê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàäðîâ â ðÿäàõ � ñëåâàíàïðàâî, à ðÿäîâ � ñâåðõó âíèç.Âèäíî, ÷òî â êîíöå ñæàòèÿ ïóçûðüêà åãî �îðìà ñèëüíî èçìåíÿ-åòñÿ. Âîçíèêàåò ðÿä óäàðíûõ âîëí. Âñëåä çà ñòðóåé, ïîêàçàííîéíà ïðèâåäåííûõ âûøå ðèñóíêàõ, îáðàçóåòñÿ òàêæå è ñòðóÿ ñ ïðî-òèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ (òàê íàçûâàåìàÿ "îáðàò-íàÿ ñòðóÿ"), ÷òî õîðîøî âèäíî íà ïîñëåäíåì êàäðå. ßñíî, ÷òî äëÿîïèñàíèÿ âîçäåéñòâèÿ ïóçûðüêà íà òåëî ïðè òàêîì ñõëîïûâàíèèíåîáõîäèìî ïðàâèëüíî îïèñûâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëíè â æèäêîñòè, è â äå�îðìèðóåìîì òåëå, è, âîçìîæíî, â ïîëîñòèïóçûðüêà.� 4. Óäàðíîå âîçäåéñòâèå ïóçûðüêîâ íà òâåðäûå òåëà�àññìîòðèì ñõëîïûâàíèå ïóçûðüêà ó ñòåíêè â óäàðíî-âîëíîâîìðåæèìå (ò.å. â ðåæèìå ñ îáðàçîâàíèåì óäàðíûõ âîëí). Äëÿ ýòî-ãî âîñïîëüçóåìñÿ óïðîùåííûìè ìîäåëÿìè ñõëîïûâàíèÿ ïóçûðü-êà, ó÷åòà ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè è óïðóãîñòè òâåðäîãî òåëà.Çàäà÷ó ñõëîïûâàíèÿ ïóçûðüêà áóäåì ñ÷èòàòü îñåñèììåòðè÷-íîé, ñ îñüþ ñèììåòðèè z, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîéïîâåðõíîñòè òåëà. Çà íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè t = 0 ïðèìåì ìî-ìåíò, êîãäà êîí÷èê ñòðóè êàñàåòñÿ ëèáî ïîâåðõíîñòè òåëà (ðèñ.9a,20



�èñ. 9: Óïðîùåíèå �îðìû ïóçûðüêà (ñëåâà íàïðàâî) ïðè íàëè÷èè íà åãî ïîâåðõíî-ñòè âûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóè äëÿ ðàñ÷åòîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåííûõ îöåíîêâëèÿíèÿ ñòðóè íà òâåäîå äå�îðìèðóåìîå òåëî.ñâåðõó), ëèáî ïðîòèâîïîëîæíîé (íèæíåé) ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïó-çûðüêà (ðèñ.9a, ñíèçó). Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåæäó ïóçûðüêîì èñòåíêîé èìååòñÿ ïðîñëîéêà æèäêîñòè. Óïðîñòèì �îðìó ïóçûðü-êà, êàê óêàçàíî íà ðèñ.9b. Êðîìå òîãî, ïðèìåì, ÷òî ïî ñðàâíåíþñ ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì ñòðóéêè ïîëîñòü ïóçûðüêà ÿâëÿåòñÿ íà-ñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî âëèÿíèåì åå âåðõíåé è áîêîâîé ïîâåðõíîñòåéìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áó-äåì èìåòü êîí�èãóðàöèþ, ïîêàçàííóþ íà ðèñ.9.Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ñòðóè íà òåëî âîñ-ïîëüçóåìñÿ äâóìÿ ìîäåëÿìè. Â ïåðâîé ìîäåëè áóäåì ó÷èòûâàòüäå�îðìèðóåìîñòü òåëà, íî ñ óïðîùåííûì îïèñàíèåì äèíàìèêèæèäêîñòè ïî ìîäåëè ëèíåéíîé àêóñòèêè. Òàêàÿ ìîäåëü äàñò âîç-ìîæíîñòü îöåíèòü âîçíèêàþùèå â òåëå íàïðÿæåíèÿ. Âî âòîðîéìîäåëè òåëî áóäåì ñ÷èòàòü àáñîëþòíî æåñòêèì, íî äèíàìèêó æèä-êîñòè áóäåì îïèñûâàòü ïî áîëåå ïîëíîé ìîäåëè ñ ó÷åòîì êîí-âåêöèè. Ýòî ïîçâîëèò ïðîñëåäèòü âëèÿíèå ðàñòåêàíèÿ æèäêîñòè21



âäîëü ïîâåðõíîñòè òåëà, ÷òî íå ó÷èòûâàåòñÿ â ìîäåëè ëèíåéíîéàêóñòèêè.� 5. Óïðîùåííàÿ ìîäåëü óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ñòðóè íàòâåðäûå äå�îðìèðóåìûå òåëàÄëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè æèäêîñòè ïðèíèìàåòñÿ ìîäåëü ëèíåé-íîé àêóñòèêè
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�èñ. 10: �àñ÷åòíûå îáëàñòè â ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííîãî êîíòàêòà ñòðóè ñ ïîâåðõ-íîñòüþ òåëà (ñëåâà) è ïðè íàëè÷èè ìåæäó ñòðóåé è òåëîì ïðîñëîéêè æèäêîñòè(ñïðàâà).Çäåñü ρ � íåâîçìóùåííàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà òåëà, σr, σz, σϕ, �íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé, s � êàñà-òåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ïëîùàäêàõ ñ íîðìàëÿìè ïî îñÿì r èëè z,
λ, µ � êîý��èöèåíòû Ëàìý.Ñ ó÷åòîì îñåâîé ñèììåòðèè ðàñ÷åòíûå îáëàñòè (ðèñ.10) ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòåé: îáëàñòè ñòðóè
Ωj = (0 6 r 6 Rj) × (zj 6 z 6 zi), îáëàñòè ïðîñëîéêè æèäêî-ñòè Ωl = (0 6 r 6 R∞) × (0 6 z 6 zi) è îáëàñòè óïðóãîãî òåëà
Ωb = (0 6 r 6 R∞) × (z∞ 6 z 6 0). Çäåñü Rj � ðàäèóñ ñòðóè,
z = zj � ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà ñòðóè è ïðîñëîéêè (ïðè 0 6 r 6 Rj),
z = 0 � ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà ìåæäó òåëîì è æèäêîñòüþ. Ïðèîòñóòñòâèè ïðîñëîéêè (ðèñ.10, ñëåâà) � Ωl =Ø è zj =0. Âåëè÷è-íû R∞, zi, z∞ � ðàäèàëüíàÿ è îñåâûå êîîðäèíàòû èñêóññòâåííûõãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, îáû÷íî ââîäèìûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ áåñêîíå÷íûõ îáëàñòåé.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è ïðè îòñóòñòâèè ïðîñëîéêè ïðèâåäå-23



�èñ. 11: Óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííîãîêîíòàêòà ñòðóè ñ ïîâåðõíîñòüþ òåëà.

�èñ. 12: Óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ìåæäó ñòðóåéè òåëîì ïðîñëîéêè æèäêîñòè. 24



íû íà ðèñ. 11, à ïðè åå íàëè÷èè � íà ðèñ. 12. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ
c1 = [(λ+2µ)/ρ]1/2 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ, c2 = (µ/ρ)1/2 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñäâèãà. Âîáîèõ ñëó÷àÿõ íà èñêóññòâåííûõ ãðàíèöàõ z = zi, z = z∞ è r = R∞ñòàâÿòñÿ ïðèáëèæåííûå íåîòðàæàþùèå óñëîâèÿ [51℄, áîêîâàÿ ïî-âåðõíîñòü ñòðóè r = Rj ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Íàïîâåðõíîñòè ìåæäó òåëîì è æèäêîñòüþ íàêëàäûâàþòñÿ êîíòàêò-íûå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé (êàñàòåëüíûå íà-ïðÿæåíèÿ â æèäêîñòè ðàâíû íóëþ) è íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõâåêòîðà ñêîðîñòè. Íà ëåâîé ãðàíèöå îáëàñòåé æèäêîñòè è òåëàâûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè.Ñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõ-íîñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè z = 0 (äëÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áåçïðîñëîéêè) èëè z = zj (äëÿ îáëàñòè ñ ïðîñëîéêîé), íå ÿâ-ëÿþùèåñÿ ìåæ�àçíûìè ãðàíèöàìè "æèäêîñòü-óïðóãîå òåëî"èëè"æèäêîñòü-æèäêîñòü".Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä
Ωj : p = p0 , u = 0 , v = v0 .

Ωl : p = p0 , u = 0 , v = 0 .

Ωb : σz = −p0 , σr = σϕ = −λ(λ+ 2µ)−1p0 , s = 0 , u = 0 , v = 0 .Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé σr è σϕ â òåëå ñîîòâåòñòâóþòíóëåâûì çíà÷åíèÿì äå�îðìàöèé â íàïðàâëåíèÿõ r è ϕ.� 6. Óäàðíîå âîçäåéñòâèå ñòðóè íà òâåðäûåäå�îðìèðóåìûå òåëà�àññìîòðèì óäàðíîå âîçäåéñòâèå ñòðóè íà òâåðäîå äå�îðìèðó-åìîå òåëî â ðàìêàõ ïðèíÿòîé âûøå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðè ñëåäó-þùèõ äàííûõ: ρ = 8000 êã/ì3, ρ0 = 1000 êã/ì3, c1 = 5742.9 ì/,
c2 = 3069.7 ì/, c0 = 1500 ì/, p0 = 0.1 ÌÏà, z∞ = 100 ìêì,
zj = 20 ìêì (ïðè îòñóòñòâèè ïðîñëîéêè zj = 0), zi− zj = 60 ìêì,25



Rj = 20 ìêì, R∞ = 100 ìêì äëÿ ñêîðîñòè ñòðóè v0 = −100 ì/ñ.Îíè ñîîòâåòñòâóþò óäàðó âîäÿíîé ñòðóè ïî ñòàëüíîìó òåëó. �àñ-÷åòû ïðîâîäèëèñü ìåòîäîì �îäóíîâà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè[52℄ íà ïðÿìîóãîëüíîé ðàçíîñòíîé ñåòêå ñ åå ïîñëåäîâàòåëüíûìèçìåëü÷åíèåì äî ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áåç ïðîñëîé-êè æèäêîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 13, 15a, äëÿ îáëàñòè ñ ïðîñëîé-êîé íà ðèñ. 14, 15b. Íà ðèñ. 13, 14 ïîêàçàíû èçîëèíèè äàâëåíèÿæèäêîñòè p è îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ −σz â øåñòü õàðàêòåðíûõ ïî-ñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþùèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1−6. Íà ðèñ. 15äàíû ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ æèäêîñòè p è îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ
−σz âäîëü îñè ñèììåòðèè z äëÿ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè (ñòðåëêîéóêàçàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñòðóè). Íà ðèñ. 13, 14 âèäíî ðàñ-ïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí è âîëí ñæàòèÿ â æèäêîñòè è ñæèìàþ-ùèõ íàïðÿæåíèé â òâåðäîì òåëå. Âèäíû òàêæå è èõ ïîñòåïåííàÿòðàíñ�îðìàöèÿ è �îðìèðîâàíèå îáëàñòåé ñ îòðèöàòåëüíûì äàâ-ëåíèåì â æèäêîñòè è ðàñòÿãèâàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè â òâåðäîìòåëå. Áîëåå ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ î ïîëîæåíèÿõ ìàêñèìóìîâñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé â òåëå è èõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ ìîæíîïîëó÷èòü èç ðèñ. 15.Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â ñëó÷àå áåç ïðîñëîéêè (ðèñ. 13, 15a) ìàê-ñèìàëüíûå ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ â òåëå (ìîìåíò t3) îêàçûâà-þòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå (ïðèìåðíî â 1.5 ðàçà) òåõ, ÷òî îáðàçóþò-ñÿ â ìîìåíò íà÷àëüíîãî ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñòðóè è òåëà (ìîìåíò t1).Õàðàêòåðíî, ÷òî ìàêñèìóì ýòèõ íàïðÿæåíèé äîñòèãàåòñÿ íà îñèñèììåòðèè íå íåïîñðåäñòâåííî íà ïîâåðõíîñòè òåëà, à íà íåêîòî-ðîì óäàëåíèè îò íåå (ïîðÿäêà 0.5 ðàäèóñà ñòðóè). Àíàëèç ïîêàçû-âàåò, ÷òî îáà ýòè ý��åêòà ñâÿçàíû ñ âëèÿíèåì ñäâèãîâûõ íàïðÿ-æåíèé. Ïðè �îðìàëüíîì óìåíüøåíèè ìîäóëÿ ñäâèãà, íàïðèìåð,â 10 ðàç óêàçàííûé ìàêñèìóì �óíêöèè −σz(r, z) óìåíüøàåòñÿ äîñâîåãî çíà÷åíèÿ â ìîìåíò t = t1.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü âîçíèêàþùóþ â ìîìåíò t6 íà ïîâåðõ-26



íîñòè òåëà è âîçëå íåå â îêðåñòíîñòè îñè ñèììåòðèè îáëàñòü ñîçíà÷èòåëüíûìè ðàñòÿãèâàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè (ðèñ. 13). Â ýòîéçîíå ìîãóò ïðîèñõîäèòü îòêîëüíûå ðàçðóøåíèÿ. Ïðèâåäåííûå íà

�èñ. 13: Èçîëèíèè äàâëåíèÿ â æèäêîñòè p(r, z) è îñåâûõ íàïðÿæåíèé â óïðóãîìòåëå −σz(r, z) (â áàðàõ) â øåñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1−6 â ñëó÷àåíåïîñðåäñòâåííîãî óäàðà ñòðóè ïî ïîâåðõíîñòè òåëà.ðèñ. 14, 15b ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàëè÷èå ìåæäó ñòðóåé èïîâåðõíîñòüþ òåëà ïðîñëîéêè æèäêîñòè, õîòÿ è îñëàáëÿåò îòìå-÷åííûå âûøå ý��åêòû, íî íå óñòðàíÿåò èõ ïîëíîñòüþ. È çäåñüìàêñèìóì ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé, êàê â ñëó÷àå áåç ïðîñëîéêè,íàõîäèòñÿ íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè òåëà. Âîçíèêà-27



þò òàêæå çíà÷èòåëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ, ÷òî ìîæåòïðèâîäèòü ê îòêîëüíûì ðàçðóøåíèÿì.

�èñ. 14: Èçîëèíèè äàâëåíèÿ â æèäêîñòè p(r, z) è îñåâûõ íàïðÿæåíèé â óïðóãîìòåëå −σz(r, z) (â áàðàõ) â øåñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1−6 â ñëó÷àåíàëè÷èÿ ìåæäó ñòðóåé è òåëîì ïðîñëîéêè æèäêîñòè.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè óäàðíîì âîçäåé-ñòâèè ñòðóè íà òåëî â íåì ìîãóò âîçíèêàòü êàê áîëüøèå ñæèìà-þùèå, òàê è çíà÷èòåëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ. Ïðè÷åìâ ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñæàòèÿ è ñäâèãà ñæèìàþùèåíàïðÿæåíèÿ ìîãóò äîñòèãàòü ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé íå íàïîâåðõíîñòè òåëà, à íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò íåå.28



�èñ. 15: Ïðî�èëè äàâëåíèÿ â æèäêîñòè p(0, z) è îñåâûõ íàïðÿæåíèé â óïðóãîìòåëå −σz(0, z) âäîëü îñè ñèììåòðèè z â ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííîãî óäàðà ñòðóè ïîïîâåðõíîñòè òåëà (à) è ïðè íàëè÷èè ìåæäó ñòðóåé è òåëîì ïðîñëîéêè æèäêîñòè(b).�àñ÷åòû òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè âûáðàííûõ õàðàêòåðèñòè-êàõ óïðóãîãî òåëà (ñòàëü) îáðàòíîå âëèÿíèå äå�îðìàöèé òåëà íàâîëíû â æèäêîñòè íåçíà÷èòåëüíî.� 7. Óïðîùåííàÿ ìîäåëü óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ñòðóè íàæåñòêóþ ñòåíêóÓ÷èòûâàÿ ñëàáóþ çàâèñèìîñòü âîëí â æèäêîñòè îò óïðóãîñòèòåëà, îöåíêà âëèÿíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèé äèíà-ìèêè æèäêîñòè, ò.å. âëèÿíèÿ ðàñòåêàíèè ñòðóè ïî ñòåíêå, áûëàñäåëàíà áåç ó÷åòà äå�îðìèðóåìîñòè òåëà. Ïðè ýòîì áûë ðàññìîò-ðåí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ïðîñëîéêà æèäêîñòè ìåæäó ñòðóåé èñòåíêîé îòñóòñòâóåò.Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè æèäêîñòè â ñòðóå áûëà ïðèíÿòà ñëå-äóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 ,

∂(ρu)

∂t
+ (∇ · ρu)u + (ρu · ∇)u + ∇p = 0 ,29



�èñ. 16: �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü è óñëîâèÿ íà åå ãðàíèöàõ â ñëó÷àå óäàðà ñòðóè î ïî-âåðõíîñòü íåäå�îðìèðóåìîãî òåëà.ãäå u � âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè, ρ � ïåðåìåííàÿ ïëîòíîñòü æèä-êîñòè. Ñèñòåìà çàìûêàåòñÿ áàðîòðîïíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ
p = p(ρ).�àñ÷åòíàÿ îáëàñòü â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîèò ëèøü èç îäíîé îá-ëàñòè ñòðóè Ωj. Îíà ïîêàçàíà íà ðèñ. 16. Òàì æå ïðèâåäåíû èóñëîâèÿ íà åå ãðàíèöàõ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíèìà-åòñÿ p = p0 , ρ = ρ0 , u = 0 , v = v0.� 8. Óäàðíîå âîçäåéñòâèå ñòðóè íà æåñòêóþ ñòåíêó�àñ÷åòû óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ñòðóè íà æåñòêóþ ñòåíêó â ðàì-êàõ ïðèíÿòîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ïîñòàíîâêè çàäà÷è âû-ïîëíåíû ïðè òåõ æå âõîäíûõ äàííûõ, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü âûøåïðè ðàññìîòðåíèè âîçäåéñòâèÿ ñòðóè íà óïðóãîå òåëî, âàðüèðî-âàëàñü ëèøü ñêîðîñòü ñòðóè v0. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíûíà ðèñ. 17a,b â âèäå èçîëèíèé äàâëåíèÿ æèäêîñòè p â òðè õàðàê-òåðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþùèõ ìîìåíòà âðåìåíè t1−3 äëÿñêîðîñòè ñòðóè v0 = −10 ì/ñ (ðèñ. 17a) è v0 = −100 ì/ñ (ðèñ. 17b).Íà ðèñ. 17ñ äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíî òàêæå è ÷èñëåííîå ðåøåíèåýòîé æå çàäà÷è, ïîëó÷åííîå ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëè ëèíåéíîé àêó-ñòèêè ïðè v0 = −100 ì/ñ. 30



�èñ. 17: Èçîëèíèè äàâëåíèÿ æèäêîñòè p(r, z) (â áàðàõ) â òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõìîìåíòà âðåìåíè t1−3 ïðè óäàðå ñòðóè î ïîâåðõíîñòü íåäå�îðìèðóåìîãî òåëà. �å-øåíèå çàäà÷è ñ ó÷åòîì (a � äëÿ ñêîðîñòè ñòðóè −10 ì/ñ, b � äëÿ ñêîðîñòè ñòðóè
−100 ì/ñ, ìîäåëü íåëèíåéíîé ãèäðîäèíàìèêè) è áåç ó÷åòà ( � äëÿ ñêîðîñòè ñòðóè
−100 ì/ñ, ìîäåëü ëèíåéíîé àêóñòèêè) ðàñòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî ïîâåðõíîñòè òåëà.Âèäíî, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñòðóè âëèÿíèå êîí-âåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè âîçðàñòà-åò. Â ÷àñòíîñòè, ïîëå äàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì ýòèõ ñëàãàåìûõ ïðè
v0 = −10 ì/ñ (ðèñ. 17a) õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ïîëåì, ïîëó÷åí-íûì áåç èõ ó÷åòà (ðèñ. 17). Ïðè v0 = −100 ì/ñ ïîëÿ äàâëåíèÿ,ïîëó÷åííûå ïî äâóì ìîäåëÿì, çàìåòíî ðàçëè÷àþòñÿ (ðèñ. 17b).Ïðè v0 = −100 ì/ñ âèäíî, ÷òî âîçíèêàåò èñêðèâëåíèå áîêîâîéïîâåðõíîñòè ñòðóè îêîëî ïîâåðõíîñòè ñòåíêè, îáóñëîâëåííîå ðàñ-31



òåêàíèåì æèäêîñòè. Âìåñòå ñ òåì, êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ïîëåéèçîëèíèé äàæå â ìîìåíò âðåìåíè t = t3 âñå åùå îñòàåòñÿ íåçíà-÷èòåëüíûì.Òàêèì îáðàçîì, ðàñòåêàíèå ñòðóè ìîæåò îêàçûâàòü âëèÿíèå íàâåëè÷èíó äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà òåëî. Îäíàêî âåëè÷èíà ìàê-ñèìàëüíûõ ñæèìàþùèõ è ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé ìîæåò èç-ìåíèòüñÿ ïðè ýòîì íåçíà÷èòåëüíî â ñèëó òîãî, ÷òî ýòè ýêñòðåìàëü-íûå çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ ÷åðåç äîâîëüíî êîðîòêèé ïðîìåæóòîêâðåìåíè ïîñëå íà÷àëà óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ñòðóè.Çàêëþ÷åíèåÕàðàêòåð âîçäåéñòâèÿ âûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóè, âîçíèêàþùåéíà ïîâåðõíîñòè ñèëüíî ñõëîïûâàþùåãîñÿ ïóçûðüêà, íà òâåðäîåäå�îðìèðóåìîå òåëî â ðåæèìå ñ óäàðíûìè âîëíàìè (óäàðíîãîâîçäåéñòâèÿ) îñòàåòñÿ íåèçó÷åííûì. Ñ ïîìîùüþ óïðîùåííûõ ìî-äåëåé óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ âûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóè íà òâåðäîåäå�îðìèðóåìîå òåëî ïîêàçàíî, ÷òî â òåëå ìîãóò âîçíèêàòü êàêáîëüøèå ñæèìàþùèå, òàê è çíà÷èòåëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿ-æåíèÿ, ÷òî íà ïðàêòèêå ìîæåò ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ â íèõòðåùèí è ðàçðóøåíèé. Ïðè ýòîì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñæèìà-þùèõ íàïðÿæåíèé ìîãóò âîçíèêàòü íå íà ïîâåðõíîñòè òåëà, à íàíåêîòîðîì óäàëåíèè îò íåå.Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñòåêàíèå ñòðóè ìîæåò îêàçûâàòü âëèÿíèå íàâåëè÷èíó äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà óïðóãîå òåëî. Îäíàêî, ïðèñêîðîñòè ñòðóè äî 100 ì/ñ ýòî âëèÿíèå íå ñòîëü âåëèêî è ïðèðàñ÷åòàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àêóñòè÷åñêóþ ìîäåëü.Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ðåæèìå ñ óäàðíû-ìè âîëíàìè òðåáóåòñÿ ïðîâåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèéñ ïðèìåíåíèåì áîëåå òî÷íûõ ìîäåëåé.Áëàãîäàðíîñòè�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàìì �ÀÍ è ïðè ïîääåðæêå32



�ÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 08-01-00215). Àâòîðû áëàãîäàðíû ê.�.-ì.í.Õàëèòîâîé Ò.Ô. çà ïðåäîñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, èñïîëü-çîâàííûå â ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å, è ïîìîùü â î�îðìëåíèè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Blake J. R., Gibson D. C. Cavitation bubbles near boundaries //An.Rev.Fluid Meh. 1987. V. 19. P. 99�123.[2℄ Rayleigh Lord. On the pressure developed in a liquid on a ollapseof a spherial avity // Phylos Mag. 1917. V. 34. � 200. P. 94�97.[3℄ Kornfeld M. And Suvorov N. On the destrutive ation ofavitation // App. Phys. 1944. V. 15. P. 495�506.[4℄ Plesset M. S., Chapman R. B. Collapse of an initially spherialvapour avity in the neighbourhood of a solid boundary // J.Fluid Meh. 1971. V. 47. P. 283�290.[5℄ Lauterborn W., Bolle H. Experimental investigations of avitation-bubble ollapse in the neighbourhood of a solid boundary // J.Fluid Meh. 1975. V. 72. P. 391�399.[6℄ Blake J. R., Keen G. S., Tong R. P. and Wilson M. Aoustiavitation: the �uid dynamis of non-spherial bubbles // Phil.Trans. R. So. Lond. 1999. V. 357. P. 251-267.[7℄ Shima A., Sato Y. The ollapse of a spherial bubble betweennear a solid wall // J. Me. 1981. V. 20. P. 253-271.[8℄ Chahine G.L., Bovis A.G. Pressure �eld generated by non-spherial bubble ollapse // Trans. ASME. J. Fluid Eng. 1983.V. 105. P.356-363.[9℄ Àãàíèí À. À., Äàâëåòøèí À. È. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìî-äåéñòâèÿ ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè ñ ó÷åòîì èõ ìà-ëîé íåñ�åðè÷íîñòè // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2009.Ò. 21. � 6. Ñ. 89�102. 33



[10℄ Âîèíîâ Î.Â., Âîèíîâ Â.Â. ×èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà íåñòà-öèîíàðíûõ äâèæåíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñîñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1975. Ò. 221.�3. Ñ. 559-562.[11℄ Âîèíîâ Î.Â., Âîèíîâ Â.Â. Î ñõåìå çàõëîïûâàíèÿ êàâèòàöè-îííîãî ïóçûðüêà îêîëî ñòåíêè è îáðàçîâàíèÿ êóìóëÿòèâíîéñòðóéêè // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1976. Ò. 227. �1. Ñ. 63-66.[12℄ Blake J.R., Taib B.B., Doherty G. Transient avities nearboundaries. Part 1. Rigid boundary // Journal of FluidMehanis Digital Arhive. 1986. V. 170. P. 479-497.[13℄ Kurbatskii K.A., Kedrinskii V.K. Collapse of a bubble in theavitation zone near a rigid boundary // The Journal of theAoustial Soiety of Ameria. Otober 1992. V. 92. Issue 4.P. 2453.[14℄ Best J. P. The formation of toroidal bubbles upon the ollapseof transient avities // Journal of Fluid Mehanis. 1993.V. 251.P. 79-107.[15℄ Blake J.R., Robinson P.B., Shima A., Tomita Y. Interation oftwo avitation bubbles with a rigid boundary// Journal of FluidMehanis Digital Arhive. 1993. V. 255. P. 707-721.[16℄ Chahine G.L., Duraiswami R. Boundary element method foralulating 2-D and 3-D underwater explosion bubble behaviorin free water and near strutures. NSWC Weapons Researh andTehnology Departament Report NCWCDD/TR-93/44.[17℄ Boulton-Stone J.M. A omparison of boundary integral methodsfor studying the motion of two-dimensional bubble in an in�nite�uid // Comput. Methods Apll. Meh. Eng. 1993a. V. 102. P.213-234. 34



[18℄ Sato K., Tomita Y., Shima A. Numerial analysis of a gas bubblenear a rigid boundary in an osillating pressure �eld. // J. Aoust.So. Am. 1994. V. 95. P. 2416-2424.[19℄ Robinson P.B., Boulton-Stone J.M., Blake J.R. Appliation ofthe boundary integral method to the interation of rising two-dimensional deformable gas bubbles // Journal of EngineeringMathematis. 1995. V. 29. P. 393.[20℄ Blake J.R., Hooton M.C., Robinson P.B., Tong R.P. Collapsingavities, toroidal bubbles and jet impat //Phil. Trans. R. So.Lond., Ser.A. 1997. V. 355. �1724. P. 537-550.[21℄ Blake J.R., Tomita Y., Tong R.P. The Art, Craft and Sieneof Modelling Jet Impat in a Collapsing Cavitation Bubble //Applied Sienti� Researh. 1998. V. 58. N(1-4). P. 77-90.[22℄ Wang Q.X. The Evolution of a Gas Bubble Near an Inlined Wall// Theoret. Comp. Fluid Dynamis.1998. V. 12. N1. P. 29-51.[23℄ Zhang Y.L., Yeo K.S., Khoo B.C., Chong W.K. Simulation ofthree-dimensional bubbles using desingularized boundary integralmethod // International Journal for Numerial Methods inFluids. 1999. V. 31. P. 1311.[24℄ Harris P.J., Verma A., Chakrabarti R. Interation of anexplosion bubble with a �xed rigid struture // InternationalJournal for Numerial Methods in Fluids. 1999. V. 29. P. 389.[25℄ Blake J.R., Keen G.S., Tong R.P., Wilson M. Aoustiavitation: the �uid dynamis of non-spherial bubbles // Phyl.Trans. R. So. Lond. A. 1999. V. 357. P. 251-267.[26℄ À�àíàñüåâ Ê.Å., �ðèãîðüåâà È.Â. Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèèïðîñòðàíñòâåííîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðÿ îêîëî òâåðäîé
35



ñòåíêè â èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè ïî-âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ // Òð. Ìàò. öåíòðà èì. Ëîáà÷åâñêî-ãî. 2000. Ò. 7. Ñ. 38-42.[27℄ Brujan E.A., Keen G.S., Vogel A., Blake J.R. The �nal stage ofthe ollapse of a avitation bubble lose to a rigid boundary //Physis of Fluids - January. 2002. V. 14. �1. P 85-92.[28℄ Zhang Z.Y., Zhang H.S. Surfae tension e�ets on the behaviorof a avity growing, ollapsing, and rebounding near a rigid wall// Physial Review E 2004. V. 70. P. 056310.[29℄ Zhang Z.Y., Zhang H.S. Surfae tension e�ets on the behaviorof two avities near a rigid wall // Physial Review E 2005. V. 71.P. 066302.[30℄ Afanasiev K.E., Grigorieva I.V. Numerial investigation ofthree-dimensional bubble dynamis // Journal of EngineeringMathematis. 2006. V. 55. N(1-4). P. 65-80.[31℄ Lee M., Klaseboer E., Khoo B.C. On the boundary integralmethod for the rebounding bubble // Journal of Fluid Mehanis.2007. V. 570. P. 407-429.[32℄ Lenoir M. Calul numerique de l'implosion d'une bulle deavitation au voisinage d'une paroi ou d'une surfae libre // J.Me. 1976. V. 15. P. 725-751.[33℄ Prosperetti A. Bubble dynamis: a review and some reent results// ApplJ. Si. Res. 1982. V. 38. P.145-164.[34℄ Taib B.B., Doherty G., Blake J.R. Boundary integral methodsapplied to avitetion bubble dynamis // Pro.Cent. for Math.Anal. ANU Math. Program. and Numerial Anal Workship. EdS.A. Gustafson, R.S. Wormersley. 1984. V. 6. P.166-186.[35℄ Taib B.B. Boundary integral methods applied to avitetionbubble dynamis // PhD thesis. Univ. Wollongong. Australia.36



[36℄ J.R., Taib B.B., Doherty G. Transient avities near boundariesPart 2. Free surfae // Journal of Fluid Mehanis DigitalArhive. 1987. V. 181. P. 197-212.[37℄ Stroud A.H., Serest D.Gaussian Quadrature Formulas. EnglewoodCli�s. NJ: Prentie-Hall. 1966.[38℄ Mithell T.M, Kling C.L., Cheeseweight R, Hammit F.G. U. ofMihigan. College of Eng. Rep. 1967. Rep. 07738-5-T.[39℄ Harlow F.G. and Welh J.E. Numerial alulation of time-dependent visous inompressible �ow of �uid with free surfaes// Physis of �uid. 1965. Vol. 8. P.2182-2189.[40℄ Plesset M.S., Chapman R.B. Collapse of an initially spherialvapour avity in the neighbourhood of a solid boundary // Div.of Eng. and Appl. Siene. Calif Inst. of Teh. Rep. No. 85-49.[41℄ Mithell T.M, Hammit F.G. Asymmetri avitation bubbleollapse // Trans. ASME. 1973. V. D95. �.1 P. 29-37. (Ïåðåâîä:Ìèò÷åë, Õýììèò. Íåñèììåòðè÷íîå ñõëîïûâàíèå êàâèòèðóþ-ùåãî ïóçûðüêà. Òåîð. îñíîâû èíæ. ðàñ÷åòîâ. 1973. Ò.95. � 1.Ñ.98-107.)[42℄ Bevir M.K., Fielding P.J. Numerial solution of inompressiblebubble ollapse with jetting // In: Moving boundary Problemsin Heat Flow and Di�usion (ed. J.R. Okendon and W.R.Hodgkins)) Ckfrendon Press. 1974.[43℄ Ryskin G., Leal L.G. Orthogonal mapping // J. Comput. Phys.1983. V. 56. P.71-100.[44℄ Ryskin G., Leal L.G. Numerial dolutions of free boundaryproblems in �uid mehanis. Part I. The �nite-didderenetehnique // J. Fluid Meh. 1984a. V. 148. P.1-17.[45℄ Ryskin G., Leal L.G. Numerial dolutions of free boundaryproblems in �uid mehanis. Part II. Buoyany-driven motion of37



a gas bubble through a quiesent liquid // J. Fluid Meh. 1984b.V. 148. P.19-36.[46℄ Ryskin G., Leal L.G. Numerial dolutions of free boundaryproblems in �uid mehanis. Part III. Bubble deformation in anaxisymmetri strainig �ow // J. Fluid Meh. 1984. V. 148. P.37-44.[47℄ Shopov P.J., Minev P.D., Bazhlekov I.B., Zapryanov Z.D.Interation of a deformable bubble with a rigid wall at moderateReynolds numbers // Journal of Fluid Mehanis. 1990. V. 219.P. 241.[48℄ Popinet S., Zaleski S. Bubble ollapse near solid boundary: anumerial study of the in�uene of visosity // J. Fluid Meh.2002. V. 464. P. 137-163.[49℄ Sankin G.N. and Zhong P. Interation between shok wave andsingle inertial bubbles near an elasti boundary // Phys. Rev. E2006. V. 74. P. 046304.[50℄ Mettin R., Luther S., Lindau O. and Lauterborn W. Investigationsof avitation bubble dynamis by means of fast Cinematography //The Intern. Conf. on multiphase systems. 2000. Gilem Publisher,Pol Publisher. Ufa. P.279-287.[51℄ Èëüãàìîâ Ì.À., �èëüìàíîâ À.Í. Íåîòðàæàþùèå óñëîâèÿ íàãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ì.: Ôèçìàòëèò. 2003. 240 ñ.[52℄ �îäóíîâ Ñ.Ê., Çàáðîäèí À.Â., Èâàíîâ Ì.ß., Êðàéêî À.Í.,Ïðîêîïîâ �.Ï. ×èñëåííîå ðåøåíèå ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ãàçî-âîé äèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1976. 400 ñ.
38



ÓÄÊ 532.529.5ÈÑÒÅ×ÅÍÈÅ ÄÂÓÕÔÀÇÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÈÇ ÑÎÏËÀÀãèøåâà Ó. Î. (Á�Ó, Ó�à)�àëèìçÿíîâ Ì. Í. (ÈÌåõ ÓÍÖ �ÀÍ, Ó�à)ÂâåäåíèåÈçó÷åíèå çàêîíîìåðíîñòåé òå÷åíèÿ äâóõ�àçíûõ ñìåñåé â ñîï-ëàõ ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-íåíèÿ. Ñ êàæäûì ãîäîì òåõíîëîãèè ñîïåë âñå øèðå ïðèìåíÿþòñÿâ íàøåé ïîâñåäíåâíîé æèçíè. Ïðèìåðû ìû ìîæåì âèäåòü ïîâñå-ìåñòíî: îêðàñî÷íûå ñîïëà (ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ íàïðàâëåí-íîé ñòðóè ëàêîêðàñî÷íîãî ìàòåðèàëà, ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè âåùåñòâàè íåîáõîäèìîé òîëùèíû ïîêðûòèÿ), àáðàçèâíûå ñîïëà (èñïîëü-çóþòñÿ äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñìåñè àáðàçèâà è âîçäóõà ïðèî÷èñòêå, íàïðèìåð, ìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé îò îêàëèíû, ñòà-ðîé êðàñêè, ðæàâ÷èíû è äðóãèõ çàãðÿçíåíèé), íàñîñû, ïîæàðíûåáðàíäñïîéòû, áûòîâûå ïóëüâåëèçàòîðû. �åçóëüòàòû ïîëó÷åííûåïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ñ ñîïëàìè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê çà-äà÷àì, ñâÿçàííûì, íàïðèìåð, ïðîáëåìîé òðàíñïîðòèðîâêè ìíîãî-�àçíûõ ñðåä âíóòðè çàãíóòûõ òðóá èëè ìàãèñòðàëüíûõ òðóáîïðî-âîäîâ.Ïîäîáíûå ïðîöåññû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå, à òàêæå ìî-ãóò ïðèìåíÿòüñÿ â íîâåéøèõ òåõíîëîãèÿõ. Àêòóàëüíîñòü ïðîáëå-ìû ñâÿçàíà ñ àíàëèçîì âîçìîæíûõ àâàðèéíûõ ñèòóàöèé, âûçâàí-íûõ, íàïðèìåð, óäàðíûìè âîëíàìè è ý��åêòîì êàâèòàöèè. È íà-îáîðîò, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü óñèëåíèÿ óäàðîâ â òåõíîëîãè÷å-ñêèõ ïðîöåññàõ, ñâÿçàííûõ ñ âîçäåéñòâèåì âûñîêîãî äàâëåíèÿ.Òàêæå èçâåñòíî ìíîãîæåñòâî ðàáîò ïî ïîëó÷åíèþ íàíîïîðîø-êîâ ñ èñïîëüçîâàíèå ñîïåë, íàïðèìåð, ïðè èñòå÷åíèè áåíçîëà ÷å-ðåç ñîïëî, ñîïðîâîæäàåìîãî êàâèòàöèåé, óñòàíîâëåíî îáðàçîâàíèåòâåðäûõ ÷àñòèö, ñîäåðæàùèõ àëìàç [1℄.39



� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâøååñÿ àäèàáàòè÷åñêîå òå÷åíèå æèä-êîñòè ñ ïóçûðüêàìè ãàçà â ñîïëå êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ. Ïðèìåì ñëå-äóþùèå äîïóùåíèÿ äëÿ ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè [3℄: ñìåñü ÿâëÿ-åòñÿ ìîíîäèñïåðñíîé, âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü ñóùåñòâåííûëèøü â ïðîöåññå ìåæ�àçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Âñå ïóçûðüêè ñ�å-ðè÷åñêèå è îäèíàêîâîãî ðàäèóñà. Îòñóòñòâóåò äðîáëåíèå è ñëèïà-íèå ïóçûðüêîâ. Æèäêîñòü òåðìîñòàò.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâèäåííûìè äîïóùåíèÿìè çàïèøåì ñèñòå-ìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â êâàçèîäíîìåðíîì è îäíîñêîðîñòíîìïðèáëèæåíèè [4℄:- óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû æèäêîñòè:
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ãäå ρ0
l , αl, αg, v, pl, pg, n, a, w, γ, q, ν(v), σ - ñîîòâåòñòâåííî ïëîò-íîñòü æèäêîñòè, îáúåìíîå ñîäåðæàíèå æèäêîé è ãàçîâîé �àçû,ñêîðîñòü, äàâëåíèå â æèäêîñòè è ïóçûðüêàõ ãàçà, ÷èñëî è ðàäèóñïóçûðüêîâ, ñêîðîñòü ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ, ïîêàçàòåëü àäèàáà-òû ãàçà, èíòåíñèâíîñòü òåïëîîáìåíà èëè òåïëîâîé ïîòîê îò ãàçàê æèäêîñòè, êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòú æèäêîñòè, êîý��èöèåíòïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.Èíòåíñèâíîñòü òåïëîîáìåíà q ìîæíî îïðåäåëèòü êîíå÷íûì ñî-îòíîøåíèåì äëÿ ÷èñëà Íóññåëüòà, çàâèñÿùèì îò ðàçíîñòè ñðåäíèõòåìïåðàòóð ãàçà è æèäêîñòè:

q = Nuλg
Tg − T0

2a
,ãäå T0 = const - òåìïåðàòóðà æèäêîñòè, Nu - ÷èñëî Íóññåëüòà.Ïðè îïèñàíèè ÷èñëî Íóññåëüòà çàäàåòñÿ â âèäå:
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� 2. Ïðèâåäåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ðàñ÷åòíîìó âèäóÄëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îñíîâíûå ïàðàìåòðû ìîæíî íàéòè,ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè. Äëÿ ýòîãî ñèñòåìó óðàâíåíèé íàäî ïðèâåñòèê ðàñ÷åòíîìó âèäó.Èç óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû æèäêîñòè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ è óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ïóçûðüêîâ äëÿ ñêîðîñòèòå÷åíèÿ æèäêîñòè ïîëó÷èì:
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ãäå íèæíèé èíäåêñ 0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà íà âõîäåñîïëà.�åøàÿ ñèñòåìó ìåòîäîì �óíãå-Êóòòà 4 ïîðÿäêà ïðè çàäàííîìñå÷åíèè ñîïëà è ïàðàìåòðàõ äâóõ�àçíîé ñìåñè íà âõîäå â ñîïëî,ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé äàâëåíèÿ, òåìïå-ðàòóðû è ðàäèóñà ïóçûðüêà ïî âñåé äëèíå ñîïëà.� 3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâÏðè èñòå÷åíèè ÷åðåç ñîïëî ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè, â íåé,âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ äàâëåíèÿ â æèäêîñòè â ñóæàþùåéñÿ ÷à-ñòè ñîïëà, è èíåðöèîííîãî ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ ïóçûðüêîâ â îá-ëàñòè ìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ, ìîãóò ðàçâèâàòüñÿ íåëèíåéíûå êî-ëåáàíèÿ ïóçûðüêîâ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàê-òåðèñòèêàìè ãàçîæèäêîñòíîé ñìåñè è âåëè÷èíîé ìèíèìàëüíîãîäàâëåíèÿ, äîñòèãàåìîãî â ãîðëîâèíå ñîïëà, êàê ïîêàçàíî â [2℄ è[4℄. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå çàäà÷è.Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå êî-ëåáàíèé ïóçûðüêîâ íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà äàâëåíèå â æèä-êîñòè, â îáëàñòè ìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ, ïðèáëèæàåòñÿ ê çíà÷å-íèþ äàâëåíèÿ íàñûùåíèÿ ïàðîâ æèäêîñòè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåéòåìïåðàòóðå æèäêîñòè, è îïðåäåëÿåòñÿ âîçíèêàþùåé ðàçíîñòüþäàâëåíèé â �àçàõ ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè, îáóñëîâëåííîé èíåð-öèîííûì ðàäèàëüíûì äâèæåíèåì ïóçûðüêîâ â ðàñøèðÿþùåéñÿ÷àñòè ñîïëà âáëèçè ãîðëîâèíû.×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ ñîïëà (ðèñ. 2) ïåðå-ìåííîãî êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ äëèíîé 15 ñì. Äèàìåòðû êîíöîâ ðàâíû
3.57 ñì. Äèàìåòð ìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàâåí 2.52 ñì è ðàñïîëî-æåí íà ðàññòîÿíèè 2.3 ñì îò âõîäà ñîïëà. Âõîäó ñîïëà ñîîòâåò-ñòâóåò êîîðäèíàòà z = 0.Â ðàñ÷åòàõ æèäêîé �àçîé ÿâëÿåòñÿ âîäà, èíåðòíûì ãàçîì - âîç-äóõ.Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñíèæåíèÿ äàâëåíèÿ â æèä-43



êîñòè â ñóæàþùåéñÿ ÷àñòè ñîïëà è èíåðöèîííîãî ðàäèàëüíîãîäâèæåíèÿ â îáëàñòè ìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðîèñõîäèò áîëåå ÷åìøåñòèêðàòíîå óâåëè÷åíèå ïóçûðüêîâ ñ ïîñëåäóþùèì áûñòðûì èõñæàòèåì, âñëåäñòâèå ÷åãî â ðàñøèðÿþùåéñÿ ÷àñòè ñîïëà ðàçâè-âàþòñÿ èíòåíñèâíûå êîëåáàíèÿ ïóçûðüêîâ, â êîòîðûõ â ìîìåíòûìàêñèìàëüíîãî ñæàòèÿõ ïèêîâûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòó-ðû ãàçà äîñòèãàþò ïîðÿäêà 70 ÌÏà è 3700 Ê ñîîòâåòñòâåííî.Çàìåòèì, ÷òî äîñòèæåíèå òàêèõ âûñîêèõ òåìïåðàòóð â ãàçåïðèâîäèò ê ñâå÷åíèþ ïóçûðüêîâ è íåèçáåæíîé ïîòåðå ýíåðãèè ïðèèçëó÷åíèè. Îäíàêî ýòîò �àêò è íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ñîîòâåòñòâó-þùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé íå îòìåíÿåò, ñ íàøåé òî÷êèçðåíèÿ, ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü äîñòèæåíèÿ âûñîêèõ äàâ-ëåíèé è òåìïåðàòóð â ïóçûðüêàõ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå.Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòè ñ ñèëüíûìè íåëè-íåéíûìè ïóëüñàöèÿìè ïóçûðüêîâ â ñîïëå íàáëþäàåòñÿ, êîãäà äàâ-ëåíèå â ãîðëîâèíå óìåíüøàåòñÿ äî òûñÿ÷íûõ äîëåé àòìîñ�åðû, èîïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ñêîðîñòè íà âõîäå ñîïëà è îòíîøåíèåìïëîùàäè âõîäíîãî ñå÷åíèÿ ê ïëîùàäè ñå÷åíèÿ â ãîðëîâèíå ñîï-ëà. Ïîâûøåíèå ñêîðîñòè äî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîìäàâëåíèå æèäêîñòè â ãîðëîâèíå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïðèâîäèò êíàèáîëåå èíòåíñèâíûì êîëåáàíèÿì ïóçûðüêîâ è ðåàëèçàöèè â íèõîãðîìíûõ äàâëåíèé è òåì-ïåðàòóð ãàçà â ìîìåíòû ìàêñèìàëüíîãîñæàòèÿ.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû äëÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ñ ðàç-íûìè ïî ðàçìåðó ïóçûðüêàìè. Âèäíî, ÷òî íàèáîëåå ñèëüíûå êîëå-áàíèÿ ïóçûðüêîâ ðåàëèçóþòñÿ â êðóïíîäèñïåðñíîé ïóçûðüêîâîéñðåäå (ïðè a0 = 10−4), òîãäà êàê ìåëêèå ïóçûðüêè ïðàêòè÷åñêèíå ïîäâåðæåíû ïóëüñàöèÿì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âñëåäñòâèåïðîÿâëåíèÿ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ìåëêèå ïóçûðüêè îá-ëàäàþò ìåíüøåé ñïîñîáíîñòüþ ê ðàñøèðåíèþ â îáëàñòè ìèíè-ìàëüíîãî ñå÷åíèÿ è íàêîïëåíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äëÿ ïî-ñëåäóþùèõ êîëåáàíèé. À óìåíüøåíèå óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, ÷å-44



ðåç êîòîðóþ ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ìåæäó ãàçîì â ïóçûðüêàõ èæèäêîñòüþ, ñ ðîñòîì íà÷àëüíîãî ðàçìåðà ïóçûðüêîâ, îáóñëàâëè-âàåò ðåàëèçàöèþ â áîëåå êðóïíûõ ïóçûðü-êàõ ïèêîâûõ äàâëåíèéè òåìïåðàòóð âñëåäñòâèå ñíèæåíèÿ òåïëîâûõ ïîòåðü ïðè èõ ïóëü-ñàöèÿõ.Çäåñü îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå ñëó÷àÿõòå÷åíèå ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè â ñîïëå ÿâëÿåòñÿ äîçâóêîâûì, ò.å.â ìèíèìàëüíîì ñå÷åíèè ñîïëà ñêîðîñòü ãàçîæèäêîñòíîãî ïîòîêàíå äîñòèãàåò ìåñòíîé ðàâíîâåñíîé ñêîðîñòè çâóêà. Òàêæå åùå ðàçîãîâîðèìñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûå âåëè÷èíû äëÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðà-òóðû ãàçà ñîîòâåòñòâóþò ñðåäíèì, ïî ïóçûðüêó çíà÷åíèÿì. Íà ñà-ìîì äåëå ïðîöåññ èíåðöèàëüíîãî ñæàòèÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ïó-çûðüêà ïðåäñòàâëÿåò äâèæåíèå, êîòîðîå ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿíåëèíåéíûìè ãàçîäèíàìè÷åñêèìè ý��åêòàìè, òàêèìè êàê îáðà-çîâàíèå óäàðíûõ âîëí. Ïîýòîìó â öåíòðàëüíûõ çîíàõ ïóçûðüêîâìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè çíà÷è-òåëüíî áîëåå âûñîêèå òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ, ÷åì ïðåäñòàâëåí-íûå çíà÷åíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îíäà �ÔÔÈ(08-01-97033), Ïðîãðàììû �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ (ÎÅ-15) è Ïðîãðàììû �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ (Ï-17).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �àëèìîâ Ý. Ì., Êóäèí À. Ì., Ñêîðîáîãàäñêèé Â. Ì. è äð.Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ñèíòåçà àëìàçà â ïðîöåñ-ñå êàâèòàöèè // Äîêëàäû �ÀÍ. 2004. Ò. 395. � 2. Ñ. 187-191.[2℄ Ëåïèõèí Ñ. À, �àëèìçÿíîâ Ì. Í. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèåðåàëèçàöèè âûñîêèõ äàâëåíèé è òåìïåðàòóð â ãàçîâîé �à-çå ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè ïðè åå èñòå÷åíèè ÷åðåç ñîïëà. //Ñá. òðóäîâ XV Çèìíåé øêîëû ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.-Ïåðìü, 2007. Ñ. 225�229. 45



[3℄ Íèãìàòóëèí �. È. Äèíàìèêà ìíîãî�àçíûõ ñðåä. Ò. 1. Ì.:Íàóêà, 1, 360 Ñ.[4℄ Øàãàïîâ Â. Ø, Ëåïèõèí Ñ. À, �àëèìçÿíîâ Ì. Í �åàëèçàöèÿâûñîêèõ äàâëåíèé è òåìïåðàòóð â ãàçîâîé �àçå ïðè èñòå÷åíèèïóçûðüêîâîé æèäêîñòè ÷åðåç ñîïëî. // ÈÔÆ. 2007. Ò. 80.� 6. Ñ. 134�137.ÓÄÊ 330+519.862.6ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÎÖÅÍÊÈ ÆÈËÎÉÍÅÄÂÈÆÈÌÎÑÒÈ (ÍÀ Ï�ÈÌÅ�Å ÂÒÎ�È×ÍÎ�Î �ÛÍÊÀÆÈËÜß �.ÓÔÀ)Àçíàáàåâ À. Ì. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÂ ñîâðåìåííîì îáùåñòâå â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ýêîíîìè÷åñêèõîòíîøåíèé ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå âîñòðåáîâàííûìè óñëóãè, ñâÿçàí-íûå ñ îöåíêîé âñåâîçìîæíûõ àêòèâîâ, âûñòóïàþùèõ îáúåêòàìèýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé. Ñâÿçàíî ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ íåîá-õîäèìîñòüþ íà çàêîíîäàòåëüíîì óðîâíå ïðîâåäåíèÿ îöåíêè ïðèîñóùåñòâëåíèè áîëüøèíñòâà òðàíçàêöèé.Îäíèì èç òàêèõ îáúåêòîâ ñåãîäíÿ âûñòóïàåò æèëàÿ íåäâè-æèìîñòü. Ñóùåñòâóþùèå òðàäèöèîííûå ìåòîäû èíäèâèäóàëüíîéîöåíêè íåäâèæèìîñòè îáëàäàþò íåäîñòàòêàìè: 1) òðóäîåìêîñòü;2) âûñîêàÿ äîëÿ ñóáúåêòèâèçìà êîíêðåòíîãî îöåíùèêà â ïîëó÷åí-íûõ ðåçóëüòàòàõ, íåñìîòðÿ íà åãî îïûò è çíàíèÿ.Îòñþäà âûòåêàåò àêòóàëüíîñòü öåëè äàííîé ðàáîòû - ðàçðà-áîòêè ìåòîäà îöåíêè, êîòîðûé ïîçâîëèë áû íà îñíîâå áîëüøîãîêîëè÷åñòâà �àêòè÷åñêèõ äàííûõ áûñòðî è îáúåêòèâíî îöåíèâàòüñòîèìîñòü æèëüÿ â çàâèñèìîñòè îò âëèÿíèÿ ñîâîêóïíîñòè öåíîîá-ðàçóþùèõ �àêòîðîâ. 46



� 1. �åãðåññèîííûé àíàëèç êàê ìåòîä ïðîâåäåíèÿìàññîâîé îöåíêèÌàññîâàÿ îöåíêà ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíûõ ïîäõî-äîâ ê îöåíêå: ñðàâíèòåëüíîãî, çàòðàòíîãî è äîõîäíîãî. Êàæäûé èçíèõ, ïî ñóòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîéìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, óñòàíàâëèâàþùåé ñâÿçü ìåæäó íàèáîëååâåðîÿòíîé öåíîé îáúåêòà îöåíêè, öåíàìè àíàëîãîâ è öåíîîáðàçóþ-ùèìè �àêòîðàìè. Èíûìè ñëîâàìè, îñíîâíàÿ çàäà÷à îöåíêè ñîñòî-èò â òîì, ÷òîáû ïîíÿòü: à) êàêèå õàðàêòåðèñòèêè âëèÿþò íà öåíûîáúåêòîâ íåäâèæèìîñòè; á) êàê èìåííî õàðàêòåðèñòèêè âëèÿþòíà öåíû îáúåêòîâ íåäâèæèìîñòè [1℄.Îäíèì èç ìåòîäîâ ìàññîâîé îöåíêè íåäâèæèìîñòè ìîæåò ñëó-æèòü ðåãðåññèîííûé àíàëèç, ïðîâîäèìûé â ðàìêàõ ñðàâíèòåëüíî-ãî ïîäõîäà. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðûíî÷íóþ ñòîè-ìîñòü îáúåêòà íåäâèæèìîñòè êàê �óíêöèþ îò îñíîâíûõ öåíîîáðà-çóþùèõ �àêòîðîâ, à òàêæå óêàçàòü íàïðàâëåíèå âëèÿíèÿ äàííûõ�àêòîðîâ. Â îáùåì âèäå äàííóþ çàâèñèìîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòüñëåäóþùèì îáðàçîì:
Yðàñ÷ = f(X1, ..., Xn),ãäå Yðàñ÷ - ñòîèìîñòü èññëåäóåìîãî (îöåíèâàåìîãî) îáúåêòà íåäâè-æèìîñòè; f(X) - îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âëèÿíèåöåíîîáðàçóþùèõ �àêòîðîâ íà ñòîèìîñòü èññëåäóåìîãî îáúåêòà;

X1, ..., Xn - öåíîîáðàçóþùèå �àêòîðû.Îñíîâíàÿ öåëü ïðèìåíåíèÿ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà äëÿ îöåíêè� ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè �îðìèðîâà-íèÿ ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè íåäâèæèìîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòè-ñòè÷åñêèõ äàííûõ ïî îáúåêòàì, âûñòàâëåííûì íà ïðîäàæó.
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� 2. Ýòàïû ïðîâåäåíèÿ îöåíêè íà îñíîâå ðåãðåññèîííîãîàíàëèçàÝòàï 1. Ñáîð, àíàëèç è ïåðâè÷íàÿ îáðàáîòêà äàííûõ.Ýòàï âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñáîð èí�îðìàöèè îá îáúåêòàõ, âûñòàâ-ëåííûõ íà ïðîäàæó, è ñîñòàâëåíèå íà èõ îñíîâå åäèíîé áàçû äàí-íûõ. Êàê ïðàâèëî, â òàêîì ñëó÷àåèñïîëüçóþòñÿ áàçû äàííûõ îòðèýëòîðñêèõ àãåíòñòâ çà îïðåäåëåííûé (íåáîëüøîé) ïðîìåæóòîêâðåìåíè.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå îáúåêòèâíîãî âëèÿíèÿ öåíîîáðàçó-þùèõ �àêòîðîâ, âûáîðêà èç îáúåêòîâ áûëà áîëüøîé è ïðåçåíòà-òèâíîé, â íåé äîëæíû îòñóòñòâîâàòü �àíîìàëüíûå� îáúåêòû, ñòîè-ìîñòü êîòîðûõ ïðè çíà÷èòåëüíîì îòêëîíåíèè îò ñðåäíåðûíî÷íîéöåíû íåâîçìîæíî îáúÿñíèòü ðûíî÷íûìè �àêòîðàìè. Èìåííî ïî-ýòîìó ïðîâîäèòñÿ ëîãè÷åñêèé àíàëèç è ïåðâè÷íàÿ îáðàáîòêà äàí-íûõ ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ.Ýòàï 2. Îïðåäåëåíèå è âûáîð öåíîîáðàçóþùèõ �àêòîðîâ.Íà äàííîì ýòàïå íà îñíîâå ýêñïåðòíîãî ìíåíèÿ îöåíùèêà èïåðâè÷íîãî àíàëèçà áàçû äàííûõ îáúåêòîâ âûÿâëÿþòñÿ íàèáîëååçíà÷èìûå �àêòîðû, âëèÿþùèå íà êîíå÷íóþ ñòîèìîñòü êâàðòèð.Ñðåäè íèõ âûäåëÿþò: 1) êîëè÷åñòâî êîìíàò â êâàðòèðå; 2) ìàòå-ðèàë ñòåí æèëîãî çäàíèÿ; 3) òèï äîìà; 4) ðàçâèòèå îêðóæàþùåéèí�ðàñòðóêòóðû; 5) ýòàæ; 6) ðàçíèöà ïëîùàäåé òåêóùåãî îáúåêòàè ñòàíäàðòíîãî (áàçîâîãî) îáúåêòà; 7) óðîâåíü îòäåëêè (ðåìîíòà)êâàðòèðû è äðóãèå.Çàòåì âûáèðàþòñÿ �àêòîðû, êîòîðûå íàèáîëåå ïðèñóùè àíà-ëèçèðóåìîé âûáîðêå.Ýòàï 3. Âûáîð èñõîäíîãî òèïà ìîäåëè.Äëÿ ïðîâåäåíèÿ îöåíêè íà îñíîâå ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ïðåä-ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìíîãî�àêòîðíûå ëèíåéíûå ðåãðåññèîííûåìîäåëè ñëåäóþùèõ òèïîâ:
• àääèòèâíàÿ: Yðàñ÷ = C + a1 ∗X1 + ...+ am ∗Xm + ε,48



• ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ: Yðàñ÷ = C ∗ aX1

1 ∗ ... ∗ aXm
m ∗ ε,ãäå Yðàñ÷ - ñòîèìîñòü 1 êâ. ì îöåíèâàåìîé êâàðòèðû; C - ñòîèìîñòü1 êâ. ì â êâàðòèðå ñ áàçîâûìè (ñòàíäàðòíûìè) ïàðàìåòðàìè; Xm- öåíîîáðàçóþùèé �àêòîð m; am - êîý��èöèåíò, îïèñûâàþùèéâëèÿíèåm-ãî �àêòîðà íà êîíå÷íóþ ñòîèìîñòü îáúåêòà; ε - îøèáêàðàñ÷åòîâ ìîäåëè.�àñ÷åò êîý��èöèåíòîâ ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàä-ðàòîâ (ÌÍÊ). Îöåíèâàíèå äàííûì ìåòîäîì ïîäðàçóìåâàåò ëèøüàääèòèâíûé õàðàêòåð âëèÿíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íà çà-âèñèìóþ, ïîýòîìó ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ìîäåëü ïðåîáðàçóþò â àä-äèòèâíûé âèä (ëèíåàðèçóþò, ñäåëàâ ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâåîøèáêè íóëþ) ïóòåì ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ:

lnYðàñ÷ = lnC +X1 ∗ ln a1 + ...+Xm ∗ ln am + ln ε.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîý��èöèåí-òîâ ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè, íàä íåé âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ, îá-ðàòíàÿ ëîãàðè�ìèðîâàíèþ (ïîòåíöèðîâàíèå). Ñ ïîìîùüþ äàííîéîïåðàöèè ìîäåëü ïðèíèìàåò ïåðâîíà÷àëüíûé (ìóëüòèïëèêàòèâ-íûé) âèä ñ óæå ðàññ÷èòàííûìè âîññòàíîâëåííûìè çíà÷åíèÿìè êî-ý��èöèåíòîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü ïîëó÷åííûå êîý��èöèåíòû ïîçâî-ëÿþò ðàññ÷èòàòü è íàãëÿäíî ïîêàçàòü çíà÷åíèÿ êîððåêòèðîâîê íàöåíîîáðàçóþùèå �àêòîðû â ïðîöåíòíîì âûðàæåíèè, à â ñëó÷àå ñèçíà÷àëüíî àääèòèâíîé ìîäåëüþ � â àáñîëþòíîì âûðàæåíèè.Î÷åíü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îïèñàííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèåâîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè îøèáêè, òî åñòüâåëè÷èíà îøèáêè èçìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî èçìåíåíèþ çíà÷å-íèÿ àíàëèçèðóåìîãî çàâèñèìîãî �àêòîðà. Ìîäåëè òàêîãî òèïà íà-çûâàþò íåëèíåéíûìè ïî ïàðàìåòðàì ëèáî âíóòðåííå ëèíåéíûìè,êîãäà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè è ïåðåîáî-çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëü ìîæíî ïðèâåñòè ê ëèíåéíîìó, ò.å.àääèòèâíîìó âèäó [3, ñ.4℄. 49



Ñîãëàñíî ïðèíöèïó öåíîîáðàçîâàíèÿ íà ðûíêå, äëÿ îöåíêè æè-ëîé íåäâèæèìîñòè íàèáîëåå ïðèåìëåìî èñïîëüçîâàòü ìóëüòèïëè-êàòèâíóþ ìîäåëü.Ýòàï 4. Âòîðè÷íàÿ îáðàáîòêà è ïîäãîòîâêà äàííûõ äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ ìîäåëè.Ïðîâîäèòñÿ âòîðè÷íàÿ îáðàáîòêà èí�îðìàöèè îá èìåþùèõ-ñÿ â ñ�îðìèðîâàííîé áàçå îáúåêòàõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èõ íåïî-ñðåäñòâåííî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè. Ïðîèñõîäèò òàê íàçûâàåìàÿ�îöè�ðîâêà� âûáðàííûõ íà âòîðîì ýòàïå öåíîîáðàçóþùèõ �àêòî-ðîâ è ïðèñâîåíèå çàäàííûõ öè�ðîâûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèìïåðåìåííûì xm â ïðåäñòàâëåííûõ âûøå �îðìóëàõ.Ïîëó÷åííûå ïåðåìåííûå íîñÿò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð, ò.å.ïðèñâàèâàþò êà÷åñòâåííûì ïðèçíàêàì �àêòîðîâ êîëè÷åñòâåííûåçíà÷åíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé øêàëå, âûáèðàåìîé îöåíùèêîì íàîñíîâå ýêñïåðòíîãî ìíåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, äàííûå ïåðåìåííûåïðèíèìàþò ëèøü äâà çíà÷åíèÿ: 0 èëè 1 è íàçûâàþòñÿ äâîè÷íû-ìè (áèíàðíûìè). Â òàêîì ñëó÷àå îíè îòðàæàþò ïðèíàäëåæíîñòü(çíà÷åíèå 1) öåíîîáðàçóþùåãî �àêòîðà ê îáúåêòó, ëèáî æå åãîîòñóòñòâèå (çíà÷åíèå 0).Íàïðèìåð, îòðàæåíèå ïðèñóòñòâèÿ è ñîîòâåòñòâåííî âëèÿíèÿíà îáúåêò �àêòîðà ïåðâîãî ýòàæà: åñëè êâàðòèðà íàõîäèòñÿ íàïåðâîì ýòàæå, çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ðàâíî 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, åñ-ëè íå íàõîäèòñÿ íà ïåðâîì ýòàæå � çíà÷åíèå ðàâíî 0.Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå òàêèå ïåðå-ìåííûå, âî-ïåðâûõ, ïðîñòû äëÿ ïîíèìàíèÿ, âî-âòîðûõ, îíè ñïî-ñîáíû äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáûåíåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè öåíû îò öåíîîáðàçóþùèõ �àêòîðîâ è,íàêîíåö, â-òðåòüèõ, îíè î÷åíü áëèçêè ê ìîäåëÿì öåíîîáðàçîâà-íèÿ, êîòîðûìè ðóêîâîäñòâóþòñÿ â ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíî-ñòè îïåðàòîðû ðûíêà íåäâèæèìîñòè [1℄.Â öåëîì, ïåðåìåííûå ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå êîëè÷åñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ, îòðàæàþùèå êà÷åñòâåííûå ïðèçíàêè. Íàïðèìåð,50



ðåìîíò â êâàðòèðå ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè îòñóò-ñòâèè ðåìîíòà ïåðåìåííîé ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå 0, ïðè íåîáõî-äèìîñòè åãî ïðîâåäåíèÿ � çíà÷åíèå, ðàâíîå -1, ïðè íàëè÷èè õîðî-øåãî ðåìîíòà � çíà÷åíèå 1, îòëè÷íîãî � 2 è ò.ä. Çäåñü ïåðåìåííàÿîïèñûâàåò òàêæå è ñòåïåíü �ïðèñóòñòâèÿ� öåíîîáðàçóþùåãî �àê-òîðà ó îöåíèâàåìîãî îáúåêòà.Èíîãäà, â çàâèñèìîñòè îò òèïà âëèÿþùåãî �àêòîðà, ïåðåìåí-íûå ìîãóò îòðàæàòü è åãî êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè. Îäèíèç íèõ � �àêòîð âëèÿíèÿ âàðèàöèè ïî ïëîùàäè ìåæäó îáúåêòàìèíà èõ êîíå÷íóþ ñòîèìîñòü. Â äàííîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ, îïèñûâà-þùàÿ âëèÿíèå óêàçàííîãî �àêòîðà, áóäåò ïðèíèìàòü àáñîëþòíûåçíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ (ëèáî â êâ. ì, ëèáî îòíîñèòåëüíîãî â ïðî-öåíòàõ) ïëîùàäè îöåíèâàåìîãî îáúåêòà îò áàçîâîãî.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðå÷èñëåííûì âûøå îáîçíà÷åíèåì êà÷å-ñòâåííûõ ïðèçíàêîâ, âûáèðàåòñÿ áàçîâàÿ êâàðòèðà ñ ýòàëîííû-ìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ îöåíùèêîì èíäèâèäóàëü-íî. Êàê ïðàâèëî, ýòî îáúåêò ñî ñòàíäàðòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè,íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ â âûáîðêå. Èìåííî îòíîñèòåëüíîäàííîé êâàðòèðû îïðåäåëÿåòñÿ âëèÿíèå èçó÷àåìûõ �àêòîðîâ íàöåíû äðóãèõ êâàðòèð. Ïîýòîìó âñåì ïåðåìåííûì, îòðàæàþùèìâëèÿíèå �àêòîðîâ íà öåíó äàííîãî îáúåêòà, ïðèñâàèâàþòñÿ çíà-÷åíèÿ, ðàâíûå 0 (â ñèëó îòñóòñòâèÿ ó òàêîãî îáúåêòà óêàçàííûõ�àêòîðîâ). Â óêàçàííûõ ìîäåëÿõ ñòîèìîñòü òàêîãî îáúåêòà îòðà-æàåò âåëè÷èíà ïîñòîÿííîãî ÷ëåíà (êîíñòàíòà C).Ýòàï 5. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è îöåíêà åå êà÷å-ñòâà.Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðîöåäóð, âîçìîæíîïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèîöåíêè ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè æèëîé íåäâèæèìîñòè.�àñ÷åò êîý��èöèåíòîâ âûáðàííîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ âñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììàõ, èìåþùèõ âñòðîåííûå ïàêåòûîáðàáîòêè äàííûõ íà îñíîâå ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Ñðåäè íèõ:51



ýêîíîìåòðè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå ïàêåòû EViews, Statistia,Dedutor, à òàêæå òàáëè÷íûé ïðîöåññîð MS Exel (íàäñòðîéêà�Àíàëèç äàííûõ�).Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè è ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ êîý��è-öèåíòîâ, ïðîâîäèòñÿ îöåíêà êà÷åñòâà ïîëó÷åííîé ìîäåëè ïî ñëå-äóþùèì íåîáõîäèìûì êðèòåðèÿì:
• Êîý��èöèåíò äåòåðìèíàöèè (R2), ñêîððåêòèðîâàííûé íà÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû (Adjusted R-square).
• Îáîáùåííàÿ îøèáêà ìîäåëè (S.E. of regression), èëè ñðåäíå-êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå (ÑÊÎ). Äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîéìîäåëè â èñõîäíîì âèäå ðàññ÷èòûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîå çíà÷å-íèå ÑÊÎ (êîý��èöèåíò âàðèàöèè) ïóòåì âîññòàíîâëåíèÿ åãîèç ïðîëîãàðè�ìèðîâàííîé.
• Êðèòåðèé Ôèøåðà (F -Statisti) � îöåíèâàåò â öåëîì íàäåæ-íîñòü ðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ.
• Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà (t-Statisti) � ðàññ÷èòûâàåòñÿ äëÿ êàæ-äîãî êîý��èöèåíòîâ ìîäåëè.
• Êîý��èöèåíò Jarque-Bera (íåîáõîäèì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîò-âåòñòâèÿ îñòàòêîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè íîðìàëüíîìó çàêîíóðàñïðåäåëåíèÿ).Ýòàï 6. Èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ðàñ÷åò èòî-ãîâûõ êîððåêòèðîâîê íà öåíîîáðàçóþùèå �àêòîðû èç ïîëó÷åííîéìîäåëè.Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ êîý��èöèåíòîâ ìîæíî ðàññ÷èòàòüêîððåêòèðîâêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå öåíîîáðàçóþùèå �àêòîðû:îòíîñèòåëüíûå, âûðàæåííûå â ïðîöåíòàõ � â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè; ëèáî àáñîëþòíûå, âûðàæåííûå â äå-íåæíûõ åäèíèöàõ � â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ àääèòèâíîé ìîäåëè.Îáùàÿ ñõåìà ðàñ÷åòà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:52



• äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè: K% = (aXm
m − 1) ∗ 100%,

• äëÿ àääèòèâíîé ìîäåëè: KABS = am ∗Xm,ãäåK% èKABS - ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíîå (â %) è àáñîëþòíîåçíà÷åíèå (â äåíåæíûõ åäèíèöàõ) ðàññ÷èòûâàåìîé êîððåêòèðîâêè.� 3. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè íà îñíîâåäàííûõ ðûíêà æèëîé íåäâèæèìîñòè ã. Ó�àÏîñòðîåíèå ìîäåëè áûëî ïðîâåäåíî â íà÷àëå 2008ã. íà îñíîâåäàííûõ çà ïîñëåäíèå ìåñÿöû 2007ã. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿèñïîëüçîâàëàñü âûáîðêà èç åäèíîé áàçû äàííûõ î ïðåäëîæåíèèîáúåêòîâ æèëîé íåäâèæèìîñòè îò ðèýëòîðñêèõ àãåíòñòâ â ã. Ó�à,ñîñòàâëåííîé ÎÎÎ �Èí�îðìàöèîííàÿ ñèñòåìà ÖÅÍÒ�� � îðãàíè-çàòîðà íàöèîíàëüíîé ìóëüòèëèñòèíãîâîé ñèñòåìû.Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïåðâè÷íîé îáðàáîòêè äàííûõ, íà îñíîâå ýêñ-ïåðòíîãî ìíåíèÿ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå öåíîîáðàçóþùèå �àê-òîðû, ñïîñîáíûå çíà÷èòåëüíî ïîâëèÿòü íà �îðìèðîâàíèå ðûíî÷-íîé ñòîèìîñòè àíàëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ: 1) êîëè÷åñòâî êîìíàò âêâàðòèðå � 1, 2, 3, 4; 2) ìàòåðèàë ñòåí æèëîãî çäàíèÿ � ïàíåëü,êèðïè÷, êîìáèíèðîâàííûé; 3) òèï äîìà (ïëàíèðîâêà êâàðòèðû) �îáû÷íûé (ñòàíäàðòíàÿ ïëàíèðîâêà), �õðóùåâêà�, �ñòàëèíêà�, ýëèò-íûé, à òàê æå íîâûå äîìà ñ óëó÷øåííîé ïëàíèðîâêîé; 4) ìåñòî-ïîëîæåíèå âíóòðè ðàéîíà (ðàçâèòîñòü îêðóæàþùåé èí�ðàñòðóê-òóðû); 5) ýòàæ êâàðòèðû � ïåðâûé, ïîñëåäíèé (ò.å. êðàéíèå); 6)ïëîùàäü êâàðòèðû � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ïðîöåíòíîãî îòêëîíå-íèÿ ïëîùàäè îöåíèâàåìîãî îáúåêòà îò ïëîùàäè áàçîâîãî îáúåêòà.Ïëîùàäè áàçîâûõ îáúåêòîâ: îäíîêîìíàòíûå êâàðòèðû � 33 êâ.ì; äâóõêîìíàòíûå � 45 êâ. ì; òðåõêîìíàòíûå � 65,8 êâ. ì; ÷åòûðåõ-êîìíàòíûå � îöåíêà íå ïðîèçâîäèëàñü â ñèëó ìàëîãî êîëè÷åñòâàòàêèõ îáúåêòîâ â âûáîðêå.Òàêæå ïðè îöåíêå â àíàëèòè÷åñêèõ öåëÿõ â ìîäåëü ââîäèëèñüíåêîòîðûå äðóãèå �àêòîðû. 53



Â èòîãå áàçîâàÿ êâàðòèðà îáëàäàëà ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:îäíîêîìíàòíàÿ (ïëîùàäü 33 êâ. ì); â ïàíåëüíîì äîìå ñòàíäàðò-íîé ïëàíèðîâêè (80-90-õ ãîäîâ ïîñòðîéêè); íå íà êðàéíåì ýòàæå;ñ îáû÷íîé îòäåëêîé è ñî ñòàíäàðòíûì ðàçâèòèåì îêðóæàþùåéèí�ðàñòðóêòóðû. Èìåííî îòíîñèòåëüíî äàííîãî îáúåêòà ïðîâî-äèëàñü îöåíêà âëèÿíèÿ öåíîîáðàçóþùèõ �àêòîðîâ.Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè äëÿ îöåíêè áûëà âûáðàíà óïîìÿ-íóòàÿ âûøå ìíîãî�àêòîðíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ðåãðåññèîííàÿìîäåëü. Äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ è ïîñòðîåíèÿ/îöåíêè ìîäåëåé èñ-ïîëüçîâàëèñü òàáëè÷íûé ïðîöåññîð MS Exel è ýêîíîìåòðè÷åñêèéïàêåò EViews.Èòîãîì èññëåäîâàíèÿ ÿâèëîñü ïîñòðîåíèå è ðàñ÷åò ðåãðåññèîí-íûõ ìîäåëåé ïî òðåì æèëûì ðàéîíàì ã. Ó�û: Ñèïàéëîâî, ×åðíè-êîâêà, Çåëåíàÿ �îùà/øêîëà ÌÂÄ.Ïîëó÷åííûå ìîäåëè îêàçàëèñü ïîëíîñòüþ àäåêâàòíûìè ïî âñåìíåîáõîäèìûì ñòàòèñòè÷åñêèì ïàðàìåòðàì.Èòîãîâûå (âîññòàíîâëåííûå) çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ êîððåêòèðîâîêïî ðàéîíó ÑèïàéëîâîÍà ñåãîäíÿøíèé äåíü, â ñâÿçè ñ ýêîíîìè÷åñêèì êðèçèñîì è èç-ìåíåíèåì êîíúþíêòóðû ðûíêà, ÿâëÿåòñÿ ïðèîðèòåòíûì î÷åðåä-íîå ïðîâåäåíèå îöåíêè æèëüÿ â ã. Ó�à ïî ïðåäëîæåííîìó ìåòîäóè ñðàâíåíèå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå.Â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðîöåññ ïî-ñòðîåíèÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, êàæóùèéñÿ íà ïåðâûé âçãëÿäïðîñòûì, â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûì èòðóäîåìêèì. Î÷åíü ðåäêî ïåðâàÿ âûáðàííàÿ ñïåöè�èêàöèÿ çàâè-ñèìîñòè äàåò õîðîøèå ïî âñåì ïàðàìåòðàì ðåçóëüòàòû. Êàê ïðà-âèëî, ïðèõîäèòñÿ ïîñòåïåííî ïîäáèðàòü �îðìóëó ñâÿçè è ñîñòàâ�àêòîðíûõ ïåðåìåííûõ, àíàëèçèðóÿ íà êàæäîì ýòàïå êà÷åñòâîïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè. Àíàëèç êà÷åñòâà îáÿçàòåëüíî äîëæåíâêëþ÷àòü, êðîìå ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé è êðèòåðè-54
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åâ àäåêâàòíîñòè, åùå è àíàëèç ýêîíîìè÷åñêîãî ñìûñëà ïîëó÷åííî-ãî óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè. À èìåííî, äåéñòâèòåëüíî ëè çíà÷èìûìèîêàçàëèñü �àêòîðíûå ïåðåìåííûå, âàæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ òåî-ðèè; ïîëîæèòåëüíû èëè îòðèöàòåëüíû êîý��èöèåíòû, ïîêàçûâà-þùèå íàïðàâëåíèå âîçäåéñòâèÿ ýòèõ �àêòîðîâ; ïîïàëè ëè ðàñ-ñ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðåãðåññèè è, ñîîòâåòñòâåííî,ïîëó÷åííûå íà îñíîâå íèõ êîððåêòèðîâêè, â ïðåäïîëàãàåìûå ïîòåîðåòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì èíòåðâàëû [2, ñ.63℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �ðèáîâñêèé Ñ.Â. �Îöåíêà íåäâèæèìîñòè äëÿ íàëîãîîáëî-æåíèÿ� // Âåñòíèê îöåíùèêà [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ℄. Ýëåê-òðîí. æóðíàë.- Ì.: Ïîðòàë Appraiser, 2006. �åæèì äîñòóïà:http://www.appraiser.ru/, ñâîáîäíûé.[2℄ Öûìáàëåíêî Ñ. Â., Öèìáàëåíêî Î.Ñ., Øåïåëü Î.Â. Îñîáåííî-ñòè îïðåäåëåíèÿ ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè íåäâèæèìîñòè ìóíèöè-ïàëüíûõ îáðàçîâàíèé // Îöåíî÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü. 2007. �1.[3℄ Öûïëàêîâ À.À. Íåêîòîðûå ýêîíîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû: Ìåòî-äè÷åñêîå ïîñîáèå. - Íîâîñèáèðñê: ÝÔ Í�Ó, 1997.ÓÄÊ 534.112ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÑÒÜ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂÇÀÊ�ÅÏËÅÍÈß ÑÒ�ÓÍÛ ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ×ÀÑÒÎÒÀÌÅÅ ÊÎËÅÁÀÍÈÉÀõòÿìîâà À.À. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÏðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ìåõàíèçìàõ è äâèãàòåëÿõ, ÿâëÿþò-ñÿ èñòî÷íèêàìè øóìà. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ ó÷åíûõ56



áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî øóì ïðèíîñèò áîëüøîé óðîí íàøåìó çäî-ðîâüþ. Ïîýòîìó, â ïîñëåäíèå ïîëòîðà - äâà äåñÿòèëåòèÿ âåëîñüóæåñòî÷åíèå ïî ñíèæåíèþ ê öåëîìó ðÿäó îòðàñëåâûõ ñòàíäàðòîâè íà÷àëèñü èññëåäîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ øóìà è âèáðàöèè. Îäíàêîíàó÷íûå ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ çàêðåïëåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ áåç-îïàñíûé äèàïàçîí ÷àñòîò êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîÿâè-ëèñü ëèøü íåäàâíî. Ýòè ðàáîòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõàêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêè, êîòîðàÿ èçó÷àåò âîçìîæíîñòè ðàñïî-çíàíèÿ õàðàêòåðèñòèê äâèãàòåëÿ èëè äðóãîãî ìåõàíèçìà ïî åãîøóìó. Â ÷àñòíîñòè, ÷àñòî, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èäåíòè�èöè-ðîâàòü âèä è ïàðàìåòðû çàêðåïëåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïîíàáîðó ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ýòîé çà-äà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùèì: òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü êðàåâûå óñëî-âèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïî åå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Â ðàáîòå[1℄ áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î âîññòàíîâëåíèè êðàåâûõ óñëîâèéñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ èçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè â óðàâíåíèèïî îäíîìó ñïåêòðó. Â ÷àñòíîñòè ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à
−y′′(x) = λ2y(x), (1)

y(0) = 0, (2)
y′(1) + d(λ)y(1) = 0. (3)Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòà d(λ), èìå-þùåãî ñëåäóþùèé âèä d(λ) = d0 + d1λ, äîñòàòî÷íî çíàòü äâà ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ. Åñëè æå
d(λ) = d0 + d1λ+ d2λ

2,òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ïîëèíîìà äîñòàòî÷íî òðåõ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1) � (3).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
d(λ) = d0 + d2λ
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Ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ òåì, ÷òî îïðåäåëèòåëüñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåìÂàíäåðìîíäà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ âîññòàíîâëå-íèÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè, äîñòàòî÷íî äâóõ, à íå òðåõ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé. Îäíàêî, òðåáóåòñÿ íàëîæèòü åùå îäíî äîïîëíè-òåëüíîå óñëîâèå.� 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âîññòàíîâëåíèèêâàäðàòè÷íîé �óíêöèè â êðàåâîì óñëîâèè.Òåîðåìà 1. Äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé�óíêöèè d(λ) = d0 + d2λ
2 â êðàåâîì óñëîâèè (3), äîñòàòî÷íîäâóõ ðàçëè÷íûõ è îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1è λ2, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:
λ1 + λ2 6= 0.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (1) � (3), ãäå

d(λ) = d0 + d2λ
2. Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ (1).
y(x)îáù = C1 cosλx+

C2 sinλx

λ
.Âû÷èñëèì åå ïðîèçâîäíóþ:

y′(x)îáù = −λC1 sinλx+ C2 cosλx.Ó÷èòûâàÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (2) è (3), ïîëó÷àåì
C1 6= 0, C2 = 0,

−λC1 sinλ+ d(λ)C1
cosλ

λ
= 0.Èç (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî d(λ) = λ2 tg λ.58



Äàëåå, ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ãäå òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü êîý�-�èöèåíòû d0 è d2.
d0 + d2 λ

2
1 = λ2

1 tg λ1,
d0 + d2 λ

2
2 = λ2

2 tg λ2.
(4)Äëÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ïî ïðàâèëó Êðàìåðà íåîáõî-äèìî, ÷òîáû ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû áûëà íåâûðîæäåííîé, ò.å.

∆ =

∣∣∣∣
1 λ2

1

1 λ2
2

∣∣∣∣ 6= 0.Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
λ2 − λ1 6= 0,

λ1 + λ2 6= 0.Òåîðåìà äîêàçàíà.� 2. Ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà λ1+λ2 = 0, ò.å. óñëîâèå òåî-ðåìû 1 íàðóøàåòñÿ. Ïóñòü èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 = πè λ2 = −π. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ïîëèíîì
d(λ) = d0 + d2λ

2.�åøåíèå. Ïîäñòàâèâ äàííûå çíà÷åíèÿ λ1 è λ2 â ñèñòåìó (4),ïîëó÷èì
d0 + d2π

2 = 0,
d0 + d2π

2 = 0.Êàê âèäèì, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõóðàâíåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëîðåøåíèé. � 3. Çàêëþ÷åíèå.59



Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ�óíêöèÿ d(λ) â êðàåâîì óñëîâèè (3) èìååò âèä d(λ) = d0+d2λ
2, òîäëÿ åå âîññòàíîâëåíèÿ òðåáóåòñÿ ëèøü äâà ðàçëè÷íûõ è îòëè÷íûõîò íóëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

λ1 + λ2 6= 0.Ïðè÷åì, ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ïîñêîëüêó ýêñïå-ðèìåíòàëüíîå ïîëó÷åíèå òðåòüåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ áûâàåò÷àñòî ïðîáëåìàòè÷íûì, òî íàéäåííûé ðåçóëüòàò âåñüìà âàæåí âàêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñàäîâíè÷èé Â.À., Ñóëòàíàåâ ß.Ò., Àõòÿìîâ À.Ì. Îáðàò-íûå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâû-ìè óñëîâèÿìè.// - Ì.: Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 2009. - 184 ñ.ÓÄÊ 534.113Î �ÅØÅÍÈÈ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄÈÀ�ÍÎÑÒÈ�ÎÂÀÍÈßÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ×ÀÑÒÎÒÀÌ ÅÅ ÊÎËÅÁÀÍÈÉÀþïîâà À. �. (Íå�òåêàìñê, ÍÔ Áàø�Ó)Îïðåäåëåíèå íàãðóæåííîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ñîáñòâåí-íûì ÷àñòîòàì åå êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì â ñâÿçè ñíåîáõîäèìîñ-òüþ ðåøåíèé çàäà÷ àêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêè äàí-íûõ ñèñòåì. Ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå óïðîùåííî ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê áàëêè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè, ÿâëÿþòñÿñîñòàâíîé ÷àñòüþ ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõøèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ äåÿòåëüíîñòè ÷åëî-âåêà. Èçâåñòíî, ÷òî ñîñðåäîòî÷åííûå ìàññû ñî âðåìåíåì ìîãóò60



ìåíÿòü ñâîè çíà÷åíèÿ â ñâÿçè ñ èçíîøåííîñòüþ. Ïîýòîìó îïðåäå-ëåíèå ìàññ âàæíî äëÿ ïðîâåðêè íàäåæíîñòè ðàáîòû ìåõàíè÷åñêîéñèñòåìû.Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èçó÷åíèå òàêèõ ñèñòåì ñâÿçàíî ñ áîëüøèìèçàòðóäíåíèÿìè è çàòðàòàìè. Â [1℄ áûë ïðåäëîæåí ìåòîä, ñ ïî-ìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî äèàãíîñòèðîâàòü íàãðóæåííîñòü ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïî äâóì ñîáñòâåí-íûì ÷àñòîòàì èçãèáíûõ êîëåáàíèé. Ò.å. íàéäåííûå â [1℄ �îðìóëûïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü îïåðàòèâíûé êîíòðîëü òåõíè÷åñêèõ êîíñ-òðóêöèé áåç èõ ðàçáîðêè.Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé áûëè íàéäåíû �îðìóëû,èìååò ñëåäóþùèé âèä: áàëêà äëèíû l íàãðóæåíà â òî÷êàõ, îòñòî-ÿùèõ îò ëåâîé îïîðû íà ðàññòîÿíèÿ x1,x2, íåêîòîðûìè ñîñðåäî-òî÷åííûìè ìàññàìè m1,m2. Îáà êîíöà áàëêè øàðíèðíî îïåðòû,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå ñïîñîáû çàêðåïëåíèÿ, ïðè ýòîìèçìåíÿòñÿ òîëüêî êîý��èöèåíòû âëèÿíèÿ ajk.Íåîáõîäèìûå �îðìóëû áûëè ïîëó÷åíû èç ÷àñòîòíîãî óðàâíå-íèÿ
Det(AM − pE) = 0, p =

1

ω2
,ãäå A = ‖ajk‖-êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, M -äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè m1,m2 ñîîòâåòñòâåííî, E-åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ω-÷àñòîòíûé ïàðàìåòð.Åñëè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé p1 è p2 èçâåñò-íû, òî ìàññû ìîæíî âîññòàíîâèòü èç �îðìóë

M1 =
(p1 + p2) ∓

√
(p1 + p2)2 − 4a11a22p1p2

|A|

2
(1)

M2 =
(p1 + p2) ±

√
(p1 + p2)2 − 4a11a22p1p2

|A|

2
(2)ãäå M1 = a11 ·m1, M2 = a22 ·m2, |A| = a11a22 − a2

21. Ìàññû íàõî-äÿòñÿ èç �îðìóë (1)-(2) îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè61



èõ ìåñòàìè.Áûëà ãèïîòåçà, ÷òî è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ òðåìÿ ìàññàìèáóäåò ïîëó÷åí ïîäîáíûé ðåçóëüòàò. Íî ýòà ãèïîòåçà îêàçàëàñü íåâåðíîé. Áîëåå òîãî, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âîññòàíîâëåíèèçíà÷åíèé n ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ ïîëó÷àåòñÿ n! ðåøåíèé, ñðåäèêîòîðûõ n ðåøåíèé äåéñòâèòåëüíûå, îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå.Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, î òîì, ÷òî ðåøåíèåçàäà÷è ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû âñåãäà áóäåò äåéñòâèòåëüíûìè ïîëîæèòåëüíûì.Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A âñåãäàïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå
A = ‖ajk‖-êâàäðàòíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà,ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû âëèÿíèÿ ajk. Äëÿøàðíèðíî-îïåðòîé íà îáîèõ êîíöàõ áàëêè ïðè ïîñòîÿííîé æåñò-êîñòè íà èçãèá èìååì

ajk =
x2
j(l − xj)

2[2xk

xj
+ xk

l−xj
− x3

k

x2
j (l−xj)

]

6EJl
(3)

xk 6 xj, ajk = akj, EJ = const.Íàéäåì íåîáõîäèìûå êîý��èöèåíòû, ïðèíÿâ EJ = 1

a11 =
2x2

1(l − x1)
2

6l
, a22 =

2x2
2(l − x2)

2

6l
,

a21 =
x2

2(l − x2)
2[2x1

x2
+ x1

l−x2
− x3

1

x2
2(l−x2)

]

6lÏðåäñòàâèì a2
21 â âèäå

a2
21 =

x4
2(l − x2)

4

36l2
× (

2x1x2(l − x2) + x1x
2
2 − x3

1

x2
2(l − x2)

)2 =

= ... =
x2

1

36l2
· (2x2l − x2

2 − x2
1) · (l − x2)62



Çàïèøåì òåïåðü îïðåäåëèòåëü |A| = a11a22 − a2
21 è ïðåäïîëîæèì,÷òî |A| 6 0

|A| =
4x2

1 · (l − x1)
2 · x2

2 · (l − x2)
2

36l2
− x2

1(l − x2)
2

36l2
· (2x2l−x2

2−x2
1)

2 =

=
x2

1 · (l − x2)
2

36l2
· [4(l− x1)

2 · x2
2 − (2x2 · l − x2

2 − x2
1)

2] 6 0Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàñïèøåì ïî �îðìóëå ðàçíîñòèêâàäðàòîâ, îïóñòèâ ëåâûé ìíîæèòåëü â ñèëó åãî ïîëîæèòåëüíîñòè
[2(l−x1) ·x2− (2x2 · l−x2

2−x2
1)] · [2(l−x1) ·x2 +(2x2 · l−x2

2−x2
1)] =

= ... = [(x2 − x1)
2] · [4lx2 − (x2 − x1)

2] 6 .0Îòñþäà
4lx2 − (x2 − x1)

2
6 0

4lx2 − x2
2 · (1 − x1

x2
)2 6 0

4l − x2 · (1 − x1

x2
)2

6 0Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì íåâåðíîå, ò.ê. 1 − x1

x2
< 1 è x1 <

x2 < l. Ñëåäîâàòåëüíî |À|>0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå î ïîëîæèòåëüíûõ êîð-íÿõ. Îáîçíà÷èì a11m1 = M1 è a22m2 = M2. Òîãäà ñèñòåìà óðàâ-íåíèé {
a11m1 + a22m2 = p1 + p2

|A|m1m2 = p1p2ïåðåïèøåòñÿ â âèäå




M1 +M2 = p1 + p2

M1M2 =
a11a22p1p2

|A|63



Âûðàçèâ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ M1, ïîäñòàâèì âî âòîðîå:
M2

2 − (p1 + p2) ·M2 +
a11a22p1p2

|A| = 0 (4)�àññìîòðèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñíåèçâåñòíûì M2. Êîðíè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâÿòñÿ â âèäå:
M2 =

(p1 + p2) ±
√

(p1 + p2)2 − 4a11a22p1p2

|A|

2
.Òîãäà

M1 =
(p1 + p2) ∓

√
(p1 + p2)2 − 4a11a22p1p2

|A|

2
.Äëÿ òîãî, ÷òîáû M1 è M2 áûëè äåéñòâèòåëüíûìè, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò D óðàâíåíèÿ (4) áûë íåîòðèöà-òåëüíûì. Äîïóñòèì îáðàòíîå, ïóñòü

(p1 + p2)
2 − 4a11a22p1p2

|A| < 0Íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî p1 6= p2; p1, p2 > 0. Òàê êàê |A|>0 çàïèøåì
|A| · (p1 + p2)

2 − 4a11a22p1p2 < 0Ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé ýòî âûðàæåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèéâèä:
|A| · (p1 − p2)

2 < 0Çäåñü |A| > 0, (p1 − p2)
2 > 0, ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-÷èå. Ò.å. D > 0, à çíà÷èò M1 è M2 áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè.Äîêàæåì ïîëîæèòåëüíîñòü êîðíåé. Èç ðàâåíñòâ äëÿ M1, M2 èèç D > 0 ñëåäóåò, ÷òî

p1 + p2 >

√
(p1 + p2)2 − 4a11a22p1p2

|A|64



çíà÷èò M1, M2 > 0, à òàê êàê çíà÷åíèÿ ÷àñòîò ïîëîæèòåëüíû, òîè çíà÷åíèÿ ìàññ áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêà-çàòü. Äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåðèì íà ïðèìåðàõ.Ïðèìåð 2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì, ÷òî íà áàëêå, ëåæàùåéíà äâóõ îïîðàõ è èìåþùåé äëèíó l = 30, îñðåäîòî÷åíû ãðóçû.Èçâåñòíî, ÷òî ýòè ãðóçû ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè 10 ñì è 20ñìîò ëåâîãî êîíöà áàëêè è EJ = 6, 25 · 2 · 106. Ïî èçâåñòíûì çíà-÷åíèÿì ÷àñòîò p1 = 0, 0013, p2 = 0, 0001 íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòüìàññû ãðóçîâ m1 è m2.Íàéäåì êîý��èöèåíòû âëèÿíèÿ a11 = a22 = 0, 000036, a21 =
0, 000031 è ïîäñòàâèì èõ â (1)-(2). Â èòîãå, âûðàçèâ ìàññû, ïîëó-÷èì {m1 = 18, m2 = 19, 9}, {m1 = 19, 9, m2 = 18}. �åøåíèå ïîëó-÷èëè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê. Âñå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíûåè äåéñòâèòåëüíûå.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìû äîïîëíè-òåëüíûå óñëîâèÿ. Ñîñðåäîòî÷åííûå ìàññû, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé äåòàëè êîíñòðóêöèé, íåäîñòóïíûõ äëÿ âèçóàëüíîãîîñìîòðà. Íî ñðåäè íèõ âñòðå÷àþòñÿ è òàêèå, ãäå îäèí èç êîíöîâèëè êàêîé-òî ó÷àñòîê îñòàåòñÿ îòêðûòûì äëÿ îñìîòðà è èññëåäî-âàíèÿ. Òîãäà äîáàâèâ íà ýòîò êîíåö èëè ó÷àñòîê äîïîëíèòåëüíóþèçâåñòíóþ ìàññó, èëè, íàîáîðîò, óäàëèâ åå, ìîæíî ïîëó÷èòü åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå.Èñïîëüçóåì ýòî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ â ïðèâå-äåííîì âûøå ïðèìåðå.Ïðèìåð 3. �àñïîëîæèì äîïîëíèòåëüíûé ãðóç ñ ìàññîém3 = 5 êãíà ðàññòîÿíèè 25ñì îò ëåâîãî êîíöà áàëêè. Çíàÿ ÷àñòîòû p1 =
0, 000005, p2 = 0, 000092, p3 = 0, 001323 è ìàññó m3, íàéäåì m1 è
m2. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîé îáðàòíîé çàäà÷è áûëà ñîñòàâëåíà ïðî-ãðàììà â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå Maple. �åøåíèå ïðåäñòàâèòñÿ ââèäå {m1 = 18, m2 = 19, 9, m3 = 5. Çíà÷åíèÿ m1 è m2 ñîâïàäàþòñ çíà÷åíèÿìè ìàññ, äëÿ êîòîðûõ áûëè íàéäåíû çíà÷åíèÿ ÷àñòîò.65



Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî åñëè èçâåñòíî õîòÿáû îäíî çíà÷åíèå mj, òî îñòàëüíûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíàáîðó ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì ýòó æå çàäà÷ó äëÿ áàëêè ñ æåñòêèì çà-êðåïëåíèåì. Ïî çíà÷åíèÿì p1 = 0, 000096, p2 = 0, 004650 íåîáõî-äèìî îïðåäåëèòü ìàññû ãðóçîâ.Êîý��èöèåíòû âëèÿíèÿ ðàñ÷èòûâàþòñÿ ïî �îðìóëå [4, .119℄
ajk =

x2
k(3xj − xk)

6EJ
.Òîãäà a11 = 0, 000027, a21 = 0, 000067, a22 = 0.000213. Ïîäñòàâèìâñå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ â (1)-(2) è ïîëó÷èì {M1 = 0, 00048, M2 =

0, 00427}, {M1 = 0, 00427, M2 = 0, 00048}. Âûðàçèì îòñþäà ìàñ-ñû {m1 = 18, m2 = 20}, {m1 = 159, 99, m2 = 2, 25}. Çäåñü òàêæåìîæíî ïðèìåíèòü âûøåóïîìÿíóòûå äåéñòâèÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ðå-øåíèÿ.Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ïðè äèàãíîñòè-ðîâàíèè êàêîé-ëèáî íåäîñòóïíîé äëÿ âèçóàëüíîãî îñìîòðà ÷àñòèìåõàíè÷åñêîé óñòàíîâêè ñëîæíîé ñòðóêòóðû ïðîâîäèòü àíàëèç ååòåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, íå èñïîëüçóÿ äîðîãîñòîþùóþ ðàçáîðêóè íå íàðóøàÿ ïðèðàáîòêó äåòàëåé. Ýòî óäîáíûé è íàèáîëåå áåç-îïàñíûé ñïîñîá, íå òðåáóþùèé áîëüøèõ çàòðàò è âðåìåíè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àõòÿìîâ À. Ì. Äèàãíîñòèðîâàíèå íàãðóæåííîñòè ìåõàíè÷å-ñêîé ñèñòåìû // Ïðèáîðû è ñèñòåìû.óïðàâëåíèå, êîíòðîëü,äèàãíîñòèêà. 2003. No 6[2℄ Êîëëàòö Ë. Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ(ñ òåõíè÷åñêè-ìè ïðèëîæåíèÿìè). Ì.: Íàóêà, 1968.[3℄ Graham ML Gladwell. Inverse problems in vibration .// AppliedMehanis Reviews. 1996. � 10.Part 2.66



[4℄ Áàáàêîâ È. Ì. Òåîðèÿ êîëåáàíèé. Ì.: Äðî�à, 2004.ÓÄÊ 514.747ÑÔÅ�À �ÈÌÀÍÀ È ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎÅ �ÀÑÑÒÎßÍÈÅÁàéãóñêàðîâ Ò. Þ. (Ó�à, Á�Ó)ÂâåäåíèåÂîçüìåì ñ�åðó åäèíè÷íîãî äèàìåòðà, êàñàòåëüíóþ ê ïëîñêî-ñòè â íóëåâîé òî÷êå O. Äèàìåòð ñ�åðû OP , ïðîõîäÿùèé ÷åðåçòî÷êó O, áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê ïëîñêîñòè; âòîðóþ òî÷êó åãîïåðåñå÷åíèÿ ñî ñ�åðîé, òî÷êó P (0, 0, 1) íàçîâåì ïîëþñîì.Âñÿêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé íà ïëîñêî-ñòè; ñîåäèíÿÿ ýòó òî÷êó ñ ïîëþñîì ïðÿìîé ëèíèåé Pz, ïîëó÷èì âïåðåñå÷åíèè ýòîé ïðÿìîé è ñ�åðû åäèíñòâåííóþ òî÷êó (îòëè÷íóþîò P ), êîòîðóþ ïðèìåì çà èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z èíàçîâåì åå S(z).Èòàê, ìû óñòàíàâëèâàåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî íåïðå-ðûâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêîñòè è òî÷êàìè ñ�å-ðû (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè P ). Ýòà ñ�åðà, èç êîòîðîé âûêèíóòàòî÷êà P , ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì ñîâîêóïíîñòè âñåõ êîìïëåêñíûõ÷èñåë, S(C). Åñòåñòâåííî ïðèíÿòü òî÷êó P çà èçîáðàæåíèå áåñêî-íå÷íîñòè, à ñîîòâåòñòâóþùóþ åé åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïëîñêîñòèíàçâàòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé ýòîé ïëîñêîñòè.Òàêèì îáðàçîì, ïóòåì óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàçûâàåìî-ãî ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèåé, ìû óñòàíàâëèâàåì âçàèìíî îä-íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñ�åðû è òî÷êàìè ïëîñêî-ñòè, âêëþ÷àÿ åå åäèíñòâåííóþ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Ýòàñ�åðà, òî÷êè êîòîðîé èçîáðàæàþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïëåêñ-íûõ ÷èñåë è áåñêîíå÷íîñòè, íîñèò íàçâàíèå êîìïëåêñíîé ÷èñëîâîéñ�åðû, èëè ñ�åðû �èìàíà. Ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî67



âìåñòå ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåí-íîé ïëîñêîñòüþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Ñìûñë ýòîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñ ïîìî-ùüþ îòîáðàæåíèÿ S äîêàçàòü íåêîòîðûå òåîðåìû äëÿ îáëàñòåéíà ïëîñêîñòè, äîêàçàííûå òîëüêî äëÿ êîíå÷íûõ îáëàñòåé.� 1. Ôîðìóëû ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèèÌû óæå äàëè ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñòåðåîãðà�è÷åñêîéïðîåêöèè; òåïåðü çàéìåìñÿ âûâîäîì �îðìóë ýòîãî ïðåîáðàçîâà-íèÿ, ò.å. ðåøèì çàäà÷ó: çíàÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îïðåäåëèòü êî-îðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ñ�åðû, è îáðàòíî. Äëÿ ðå-øåíèÿ ýòîé çàäà÷è âûáåðåì ñèñòåìó ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåé êî-îðäèíàò Oξηζ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñè Oξ è Oη ñîâïàäàþò ñîîò-âåòñòâåííî ñ îñÿìè Ox è Oy íà ÷èñëîâîé ïëîñêîñòè, à îñü Oζ íà-ïðàâëåíà ïî äèàìåòðó OP . Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ yi èçîáðà-æàåòñÿ íà ïëîñêîñòè òî÷êîé ñ êîîðäèíàòàìè x, y; íà ñ�åðå ïóñòüýòî ÷èñëî îòîáðàçèòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè ξ, η, ζ. Òàê êàêöåíòð ñ�åðû ëåæèò â òî÷êå (0, 0, 1
2) è ðàäèóñ åå ðàâåí 1

2, òî ξ, η, ζäîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ñ�åðû:
ξ2 + η2 + (ζ − 1

2
)2 =

1

4
èëè ξ2 + η2 = ζ(1 − ζ). (1)68



Äàëåå, òàê êàê òðè òî÷êè (0, 0, 1), (ξ, η, ζ) è (x, y, 0) ëåæàò íàîäíîé è òîé æå ïðÿìîé ëèíèè, èõ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ñî-îòíîøåíèÿì
ξ − 0

x− 0
=
η − 0

y − 0
=
ζ − 1

0 − 1
. (2)Èç ýòèõ ðàâåíñòâ (2) ìîæíî âûðàçèòü x è y ÷åðåç ξ, η, ζ. Òàê,ñðàâíèâàÿ ïåðâîå îòíîøåíèå ñ òðåòüèì, à çàòåì âòîðîå ñ òðåòüèì,íàéäåì:

x =
ξ

1 − ζ
, y =

η

1 − ζ
. (3)Ýòè �îðìóëû (3) äàþò âûðàæåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè ïëîñêîñòè÷åðåç êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ñ�åðû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿîáðàòíûõ �îðìóë çàìåòèì, ÷òî

x2 + y2 =
ξ2 + η2

(1 − ζ)2
=

ζ

1 − ζ
, (3′)îòêóäà íàõîäèì:

ζ =
x2 + y2

x2 + y2 + 1
=

|z|2
|z|2 + 1

; (4)çíàÿ æå ζ èç �îðìóë (3) îïðåäåëÿåì ξ è η:
ξ =

x

x2 + y2 + 1
=

Re z

|z|2 + 1
; (4′)

η =
y

x2 + y2 + 1
=

Imz

|z|2 + 1
. (4′′)Ôîðìóëû (4), (4′), è (4′′) äàþò âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò òî÷êèñ�åðû ÷åðåç êîìïîíåíòû x è y êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.� 2. Ñ�åðè÷åñêîå ðàññòîÿíèåÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü z = x + iy, w = p + iq � êîìïëåêñíûå÷èñëà, à S(z) è S(w) � èõ èçîáðàæåíèÿ íà ñ�åðå �èìàíà. Ñ�å-ðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì sp(z, w) áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ, ðàâíóþ69



îáûêíîâåííîìó ðàññòîÿíèþ â R
3 ìåæäó S(z) è S(w):

sp(z, w) = |S(z) − S(w)|. (5)Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì S(z) è S(w), êàê Z è W ñîîòâåò-ñòâåííî, à èõ êîîðäèíàòû ξ, η, ζ êàê Zξ, Zη, Zζ è Wξ, Wη, Wζ .Âûðàçèì sp(z, w) ÷åðåç z è w:
sp(z, w) =

√
(Zξ −Wξ)2 + (Zη −Wη)2 + (Zζ −Wζ)2. (5′)×òîáû íå çàïóòàòüñÿ, áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ÷àñòÿì:

sp(z, w) =
√
A2 +B2 + C2, ãäå A = Zξ−Wξ, B = Zη−Wη, C = Zζ−Wζ.

A =
x

|z|2 + 1
− p

|w|2 + 1
=
x(|w|2 + 1) − p(|z|2 + 1)

(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)
(6.1)

B =
y

|z|2 + 1
− q

|w|2 + 1
=
y(|w|2 + 1) − q(|z|2 + 1)

(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)
(6.2)

C =
|z|2

|z|2 + 1
− |w|2

|w|2 + 1
=

|z|2(|w|2 + 1) − |w|2(|z|2 + 1)

(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)
(6.3)

A2 =
x2(|w|2 + 1)2 − 2xp(|w|2 + 1)(|z|2 + 1) + p2(|z|2 + 1)2

(|z|2 + 1)2(|w|2 + 1)2
(6.4)

B2 =
y2(|w|2 + 1)2 − 2yq(|w|2 + 1)(|z|2 + 1) + q2(|z|2 + 1)2

(|z|2 + 1)2(|w|2 + 1)2
(6.5)

C2 =
|z|4(|w|2 + 1)2 − 2|z|2|w|2(|w|2 + 1)(|z|2 + 1) + |w|4(|z|2 + 1)2

(|z|2 + 1)2(|w|2 + 1)2

(6.6)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x2 + y2 = |z|2 è p2 + q2 = |w|2, ïåðåïèøåì çíà-
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ìåíàòåëü äðîáè A2 + B2 + C2 â âèäå:
(|z|4 + |z|2)(|w|2 + 1)2 − 2(|w|2 + 1)(|z|2 + 1)(|z|2|w|2 + xp+ yq)+

+ (|w|4 + |w|2)(|z|2 + 1)2 = |z|2(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)2−
−2(|w|2 +1)(|z|2 +1)(|z|2|w|2 +xp+yq)+ |w|2(|w|2 +1)(|z|2 +1)2 =

= (|w|2 + 1)(|z|2 + 1)(|z|2(|w|2 + 1) − 2(|z|2|w|2 + xp+ yq)+

+ |w|2(|z|2 + 1)) = (|w|2 + 1)(|z|2 + 1)(|z|2 − 2xp− 2yq + |w|2) =

= (|w|2+1)(|z|2+1)((x−p)2+(y−q)2) = (|w|2+1)(|z|2+1)|z−w|2;

(|w|2 + 1)(|z|2 + 1) ñîêðàùàåòñÿ è îñòàåòñÿ:
sp(z, w) =

√
|z − w|2

(|w|2 + 1)(|z|2 + 1)
=

|z − w|√
(|w|2 + 1)(|z|2 + 1)

. (7)Ýòà �îðìóëà áóäåò ñëóæèòü îñíîâíîé �îðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿñ�åðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî sp(z, w) çàâèñèòòîëüêî îò |z|, |w| è |z−w|, òî åñòü ïðè ïîâîðîòå ïëîñêîñòè sp(z, w)íå ìåíÿåòñÿ.� 3. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñ�åðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿÂî ïåðâûõ, ñòîèò óäîñòîâåðèòüñÿ, äåéñòâèòåëüíî ëè sp(z, w)ìîæíî íàçûâàòü ðàññòîÿíèåì. Òî åñòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè îíî òðåìàêñèîìàì ìåòðèêè:
1)sp(z, w) > 0, sp(z, w) = 0 ⇔ z = w;

2)sp(z, w) = sp(w, z);

3)sp(z, w) + sp(w, t) > sp(z, t),ãäå z, w, t− ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî sp(z, w) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ åâ-êëèäîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó S(z) è S(w), çàêëþ÷àåì, ÷òî âñåòðè àêñèîìû âåðíû, òàê êàê âåðíû äëÿ åâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ.71



Ïóñòü z ∈ C è S � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè D ⊂ C. Äëÿêðàòêîñòè �óíêöèþ ñ�åðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû îáëàñòèïåðåîáîçíà÷èì êàê
spD(z)= inf

w∈∂D
sp(z, w), z ∈ D,

spD(S)= inf
z∈S

spD(z).Ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ñ åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì, íåîáõîäèìî âû-äåëèòü íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà. Âûäåëèì âàæíûå äëÿíàñ ñâîéñòâà spD â íåáîëüøóþ òåîðåìó.Òåîðåìà. Äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ C �óíêöèÿ spD ïî-ëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíà è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:1)sp(z, w) > spD(z) − spD(w) äëÿ ëþáûõ z, w ∈ D;2)åñëè S ⊂ S ′ ⊂ D, òî dD(S) > dD(S ′).Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê S(∂D) � çàìêíóòî,
inf
t∈∂D

sp(z, t) = min
t∈∂D

sp(z, t), ò.å. ∃A ∈ ∂D : sp(z, A) = spD(z);

sp(z, w) + sp(A, z) > sp(A,w) > spD(w).2) Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ inf è âêëþ÷åíèÿ S ⊂ S ′.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 09-01-00046_à. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Õàáèáóëëèí Á. Í., Õàáèáóëëèí Ô. Á., ×åðåäíèêîâà Ë. Þ.,Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé äëÿ êëàññîâ ãîëîìîð�íûõ�óíêöèé, èõ óñòîé÷èâîñòü è ýíòðîïèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.I // Àëãåáðà è àíàëèç. 2008. Ò.20. �1. 146-189.[2℄ Ïðèâàëîâ È. È. Ââåäåíèå â òåîðèþ �óíêöèé êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî. Ì.: Íàóêà, 1984.72



ÓÄÊ 534.222+536.46ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÁÛÑÒ�Î�Î �Î�ÅÍÈß�ÀÇÎÂÎ�Î ÒÎÏËÈÂÀ Â ��ÀÍÓËß�ÍÎÉ ÍÀÑÛÏÊÅÁàëàïàíîâ Ä. Ì. (Ó�à, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓÍÖ �ÀÍ)ÂâåäåíèåÂ ðàáîòàõ [1, 2℄ îáíàðóæåí è ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàí ðå-æèì áûñòðîãî ãîðåíèÿ ðàçáàâëåííûõ âîäîðîä-êèñëîðîäíûõ ñìå-ñåé â òðóáàõ, çàïîëíåííûõ ñòàëüíîé äðîáüþ. Ïëàìÿ â äàííîì ðå-æèìå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ ïî-ðÿäêà 20-300 ì/ñ, �îðìèðóÿ ïåðåä ñîáîé óåäèíåííûé ïèëîîáðàç-íûé èìïóëüñ äàâëåíèÿ. Ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû ìèìî ïüåçîäàò-÷èêîâ äàâëåíèÿ, óñòàíîâëåííûõ ïî âñåé äëèíå òðóáû îòìå÷àåòñÿïëàâíûé ðîñò äàâëåíèÿ äî íåêîòîðîãî ìàêñèìóìà, çàòåì äàâëåíèåòàê æå ïëàâíî ñïàäàåò è íàáëþäàåòñÿ ñâå÷åíèå ãàçà, ñîïðîâîæäà-þùåå çîíó õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.Áûñòðîå ãîðåíèå íå ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî íè ìîëåêóëÿðíîéòåïëîïðîâîäíîñòüþ ãàçà, òàê êàê ñêîðîñòü ýòîãî ïðîöåññà èìååòïîðÿäîê 1 ì/ñ, íè àäèàáàòè÷åñêèì ñæàòèåì êàê ïðè äåòîíàöèè,ïîñêîëüêó â ïðî�èëå âîëíû äàâëåíèÿ îòñóòñòâóåò õàðàêòåðíûéñêà÷îê. Â [3℄ ïðåäëîæåí ìåõàíèçì êîíâåêòèâíîãî ðàñïðîñòðàíå-íèÿ ïëàìåíè, ïðè êîòîðîì ïîäæèãàíèå õîëîäíîé ñìåñè ïðîèñõîäèòâ ðåçóëüòàòå âûáðîñà èç çîíû ðåàêöèè ãîðÿ÷èõ ñòðóé, êîòîðûå âçà-èìîäåéñòâóÿ ìåæäó ñîáîé ïîðîæäàþò òóðáóëåíòíûé �ðîíò ïëà-ìåíè. Òàêèì îáðàçîì, âûñîêàÿ ñêîðîñòü âîëíû áûñòðîãî ãîðåíèÿçäåñü ñâÿçûâàåòñÿ â îñíîâíîì ñ òóðáóëèçàöèåé ïîòîêà ãàçà èç-çàñëîæíîé ãåîìåòðèè ïîðîâûõ êàíàëîâ. Â [3℄ ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ñòàöèîíàðíîå áûñòðîå ãî-ðåíèå, è èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðåøåíèÿ. Îäíàêî, ââèäó òîãî, ÷òî73



ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ñäåëàíû äîñòàòî÷íî ãðóáûå óïðîùåíèÿ, ïî-ëó÷åííûé ïðî�èëü âîëíû äàâëåíèÿ ëèøü êà÷åñòâåííî íå ïðîòèâî-ðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [1, 2℄. Òàêæå, ìîäåëü íå ïîçâî-ëÿåò îäíîâðåìåííî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíûè ïàðàìåòðû ïèêà äàâëåíèÿ.Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áîëåå ïîëíîé ìî-äåëè ÿâëåíèÿ áûñòðîãî ãîðåíèÿ íà îñíîâå óðàâíåíèé ìåõàíèêèìíîãî�àçíûõ ñèñòåì [4℄ è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ èññëåäî-âàíèÿ ñòðóêòóðû �ðîíòà âîëíû è âûÿâëåíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðè÷èí,îáóñëàâëèâàþùèõ âûñîêóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè âðåæèìå áûñòðîãî ãîðåíèÿ.� 1. Óðàâíåíèÿ ìîäåëè�àññìîòðèì îäíîìåðíûé ðåàãèðóþùèé ïîòîê óíèòàðíîãî ãàçî-�àçíîãî òîïëèâà â ïîðàõ ïëîòíîé íàñûïêè èç îäèíàêîâûõ òâåð-äûõ øàðîâ. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ìîäåëè áóäåì ïîëàãàòü ñïðà-âåäëèâûìè ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ: 1) ðàçìåðû òâåðäûõ ÷àñòèöìíîãî áîëüøå äëèíû ïðîáåãà ìîëåêóë â ãàçå, íî ïðè ýòîì ìíîãîìåíüøå ðàññòîÿíèé, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîå èçìå-íåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ; 2) ïîðèñòûé êàðêàñà íåïî-äâèæåí è íåñæèìàåì; 3) îòñóòñòâóåò âëèÿíèå îñîáûõ ñâîéñòâ ïî-âåðõíîñòíîé �àçû; 4) ìàññîîáìåí ìåæäó �àçàìè íå ïðîèñõîäèò;5) òåïëî îò ìåæ�àçíîãî òðåíèÿ öåëèêîì âûäåëÿåòñÿ â ãàçå. Îñ-íîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèÿõ ìåõàíèêè ìíîãî�àçíûõ ñèñòåì [4℄è ïîäõîäå �åéíîëüäñà-Áóññèíåñêà ê ìîäåëèðîâàíèþ òóðáóëåíòíî-ñòè, ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé, çàïèøåì îñðåä-íåííûå óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ãàçîîáðàçíîé è òâåðäîé �àçû:
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∂

∂t
(αgρg) +

∂

∂x
(αgρgvg) = 0;

∂

∂t
(αgρgvg) +

∂

∂x

(
αgρgv

2
g + pg

)
=

∂

∂x

(
ηT
∂vg
∂x

)
+ Fsg;

∂

∂t

(
αgρg

[
Ug +

v2
g

2

])
+

∂

∂x

(
αgρgvg

[
Ug +

v2
g

2
+
pg
ρg

])
=

= Qsg +
∂

∂x

(
ηTvg

∂vg
∂x

)
+

∂

∂x

(
λT
∂Tg
∂x

)
;

∂

∂t
(αsρsUs) = Qgs.

(1)
Çäåñü ïðåäñòàâëåíû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ïîë-íîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ãàçîâîé �àçû è åäèíñòâåííûé çà-êîí ñîõðàíåíèÿ � âíóòðåííåé ýíåðãèè äëÿ òâåðäîé �àçû (ìàññàè èìïóëüñ ñêåëåòà ñîõðàíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïðè ñîáëþäåíèèïðåäïîëîæåíèé 2 è 4). Èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: t �âðåìÿ, x � êîîðäèíàòà â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, αi,
ρi, Ui, Ti � ñîîòâåòñòâåííî: îáúåìíîå ñîäåðæàíèå, èñòèííàÿ ïëîò-íîñòü (ìàññà �àçû â åäèíèöå åå îáúåìà), óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿýíåðãèÿ è òåìïåðàòóðà i-îé �àçû (i = g, s); vg è pg � ñêîðîñòüè äàâëåíèå ãàçà ñîîòâåòñòâåííî; ηT è λT � òóðáóëåíòíûå êîý�-�èöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ãàçà; Fsg è Qsg � îáúåì-íûå èíòåíñèâíîñòè ïåðåäà÷è èìïóëüñà è òåïëà îò ãàçîâîé �àçû êòâåðäîé, Qsg = −Qgs. Íèæíèé èíäåêñ g îòíîñèòñÿ ê ïàðàìåòðàìãàçîâîé �àçû, s � òâåðäîé �àçû.Â êà÷åñòâå ãàçîâîãî ãîðþ÷åãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåñü 20%H2 +
80%O2, ãäå öè�ðû îçíà÷àþò ìîëÿðíóþ êîíöåíòðàöèþ ðåàãåíòà.Ñîãëàñíî [5℄ ðåàêöèÿ ãîðåíèÿ ïðîòåêàåò â äâå ñòàäèè. Íà ïåðâîéñòàäèè (èíäóêöèÿ) ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå àêòèâíûõ öåíòðîâ â ðå-çóëüòàòå áèìîëåêóëÿðíûõ ðåàêöèé îáìåíà ñ íèçêèì òåïëîâûì ý�-�åêòîì. Ïî èñòå÷åíèè ïåðèîäà èíäóêöèè â çîíå ðåàêöèè íà÷èíàþò75



ïðîòåêàòü ñóùåñòâåííî ýêçîòåðìè÷åñêèå òðåõìîëåêóëÿðíûå ðåàê-öèè. Êàê ïîêàçàíî â [6℄ äëÿ âûñîêèõ òåìïåðàòóð ãîðåíèÿ ñîñòàâãàçîâîé ñìåñè äîñòàòî÷íî òî÷íî ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþåäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé � ìîëÿðíîé ìàññû. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïè-ñàòü ìîäåëü êèíåòèêè ðåàêöèè â âèäå äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé:
∂

∂t
(αgρgY ) +

∂

∂x
(αgρgvgY ) = JY ;

∂

∂t
(αgρgµg) +

∂

∂x
(αgρgvgµg) = Jµ;

(2)ïåðâîå èç êîòîðûõ îïèñûâàåò êèíåòèêó èíäóêöèîííîé ñòàäèè, àâòîðîå � ýêçîòåðìè÷åñêîé ñòàäèè. Îáîçíà÷åíèÿ: µg � ìîëÿðíàÿìàññà ãàçà; Jµ � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìîëÿðíîé ìàññû çà ñ÷åò ðå-àêöèè ãîðåíèÿ, óìíîæåííàÿ íà ïëîòíîñòü ãàçà; Y � äîëÿ ïåðèîäàõèìè÷åñêîé èíäóêöèè; JY � ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ èíäóêöèîííîãîïåðèîäà, óìíîæåííàÿ íà ïëîòíîñòü ãàçà. Íà ñòàäèè èíäóêöèè 0 <
Y < 1, Jµ = 0, à íà ñòàäèè òåïëîâûäåëåíèÿ Y = 0, JY = 0, Jµ 6= 0.Èç-çà ñâîåé ãðîìîçäêîñòè âûðàæåíèÿ äëÿ Jµ è JY íå ïðèâîäÿòñÿ,íî èõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [6℄ è [7℄. Ñëåäóÿ ìîäåëè [6℄ çàïèøåìêàëîðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà:
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− 1
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exp(θ/Tg) − 1
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RTg+Eµ
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1
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)
.(3)Çäåñü µa = 0.013 êã/ìîëü � ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçà â àòîìàðíîìñîñòîÿíèè, β = µmax/µmin = 2.22, ãäå µmax = 0.029 êã/ìîëü è µmin= 0.013 êã/ìîëü � ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçà â ïðåäåëüíî ðåêîìáèíè-ðîâàííîì è ïðåäåëüíî äèññîöèèðîâàíîì ñîñòîÿíèÿõ; θ = 4980 Ê� ý��åêòèâíàÿ òåìïåðàòóðà âîçáóæäåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñòåïå-íåé ñâîáîäû ìîëåêóë. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3) îïðåäåëÿåò òåðìî-äèíàìè÷åñêóþ, à âòîðîå � õèìè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ âíóòðåííåé76



ýíåðãèè ãàçà. Â êà÷åñòâå òåðìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãàçî-âîé �àçû èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñîâåðøåííîãî ãàçà.Áëàãîäàðÿ âûñîêîé òåïëîåìêîñòè òâåðäîãî âåùåñòâà ñêåëåòñëàáî íàãðåâàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñãîðàíèÿ òîïëèâà, ïîýòîìó òåïëî-åìêîñòü cs òâåðäîé �àçû ìîæíî ñ÷èòàòü êîíñòàíòîé, è çàïèñàòüóäåëüíóþ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ñêåëåòà êàê Us = csTs.Ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ �àç Fsg íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è îáîáòåêàíèè òâåðäîé ñ�åðû [4℄ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû:
Fsg = Fη + Fm + FA. (4)Ñëàãàåìûå â (4) èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: Fη � êâàçèñòàöèîíàð-íàÿ ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ, Fm � ñèëà ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ, FA �ñèëà Àðõèìåäà. Âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ ñèë èìåþò âèä [4℄:

Fη = −αgαsKη
ηgvg
d2

0

; Fm =
1

2
αgαsKmρg

dvg
dt

; FA = αgαsρg
dvg
dt
,(5)ãäå d0 � äèàìåòð òâåðäûõ ÷àñòèö, ηg � ìîëåêóëÿðíàÿ âÿçêîñòü ãà-çà, à êîý��èöèåíòû Km è Kη ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îò αi è ÷èñëà�åéíîëüäñà. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ Km è Kη,ïîëó÷åííûå ñîîòâåòñòâåííî â [8℄ è [9℄. Ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ äëÿ

Kη â [9℄ ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî èñòèííàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ãàçà âíóò-ðè ïîðîâûõ êàíàëîâ â 1/αg ðàç áîëüøå, ÷åì ñðåäíÿÿ ðàñõîäíàÿñêîðîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãàç îáëàäàåò ñóùåñòâåííî ìåíüøåé òåïëîïðî-âîäíîñòüþ, ÷åì ìàòåðèàë ñêåëåòà, îáúåìíóþ ñêîðîñòü ìåæ�àçíî-ãî òåïëîîáìåíà îïðåäåëèì ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå [4℄:
Qsg =

6αs
d2

0

λgNug (Ts − Tg) , (6)â êîòîðîé Nug � ÷èñëî Íóññåëüòà � áåçðàçìåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêàèíòåíñèâíîñòè òåïëîîáìåíà, îïðåäåëÿåìîå ïî �îðìóëå, ïîëó÷åí-íîé â [10℄. 77



Ìîëåêóëÿðíûå êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòèãàçîâîé ñìåñè áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ïî êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ðå-àëüíîãî ãàçà â ïðèáëèæåíèè ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà-Äæîíñà [11℄:
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√
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1
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; Ω = f(
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) (7)Îáîçíà÷åíèÿ: cV � òåïëîåìêîñòü ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, σ =

1.678 · 10−10 ì è ǫ/k = 6418 Ê � ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà-Äæîíñà, k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. Àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè
Ω(kTg/ǫ), óäîáíàÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ, âçÿòà èç [2℄.Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, òå÷åíèå ãàçà â îêðåñòíîñòè âîëíûãîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òóðáóëåíòíûì. Òóðáóëåíòíûå êîý��èöèåíòûïåðåíîñà, â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëüþ ïóòè ñìåøå-íèÿ Ïðàíäòëÿ [13℄ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë:

ηT = l2m

∣∣∣∣
∂vg
∂y

∣∣∣∣ ≈ l2m
2vg
de

; lm = 0.4de; λT = PrTηT . (8)ãäå PrT � òóðáóëåíòíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, çíà÷åíèå êîòîðîãî äëÿòå÷åíèé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 0.9.Çàìûêàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé óñëîâèåì íîðìèðîâêè äëÿ îáú-åìíûõ êîíöåíòðàöèé �àç: αg+αs = 1. Èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòèñêåëåòà ñëåäóåò, ÷òî êàê îáúåì ãàçà â ïîðàõ αg, òàê è îáúåì ñêå-ëåòà αs ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè.Óðàâíåíèÿ (1)-(8) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíîïåðåìåííûõ ρg, vg, pg, µg, Tg, Ts, Ug, Us, Y .Ñèñòåìà èíòåãðèðîâàëàñü ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäàäðîáíûõ øàãîâ.� 1. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿÈññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû �ðîíòà âîëíû áûñòðîãî ãîðåíèÿ ïðî-âîäèëîñü äëÿ ñìåñè 20%H2+20%O2 â îäíîìåðíîé îáëàñòè ñ �èçè-÷åñêèì ðàçìåðîì 1 ì. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ìîëÿðíîé ìàññû ñìåñè78



µg = 0.026 êã/ìîëü. Íà îáîèõ êîíöàõ îáëàñòè, äëÿ ñîîòâåòñòâèÿýêñïåðèìåíòàëüíûì óñëîâèÿì [1℄, ñòàâèëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,ìîäåëèðóþùèå òâåðäóþ ñòåíêó. Â êà÷åñòâå òâåðäîé �àçû ðàññìàò-ðèâàëàñü çàïîëíÿþùàÿ âñþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü íàñûïêà èç ñòàëü-íûõ øàðîâ, äèàìåòðîì 3 ìì; ñðåäíÿÿ ïîðèñòîñòü òàêîé íàñûï-êè ñîñòàâëÿåò 0.4. Èíèöèèðîâàíèå ãîðåíèÿ ïðîèçâîäèëîñü ìîäå-ëèðîâàíèåì ìãíîâåííîãî òåïëîâûäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè 1ÌÄæ/ì3 â óçêîé îáëàñòè ðàçìåðîì 1 ñì.Íà ðèñ. 1. ïðèâåäåíî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå äëÿ íà÷àëüíîãî äàâ-ëåíèÿ â ñìåñè 0.4 áàð.

�èñ. 1: Ýïþðû äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû â âîëíå áûñòðîãî ãîðåíèÿ äëÿñìåñè 20%H2 + 80%O2 ïðè íà÷àëüíîì äàâëåíèè 0.4 áàð.�àññ÷èòàííàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè ñîñòàâëÿåò135 ì/ñ, ÷òî äîâîëüíî áëèçêî ê ýêñïåðèìåíòàëüíîìó çíà÷åíèþèç [2℄, êîòîðîå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé ðàâíî 150 ì/ñ. Ââîëíå íàáëþäàåòñÿ ïèê äàâëåíèÿ ñ ïëàâíûì ïåðåäíèì �ðîíòîì,÷òî êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ îñöèëëîãðàììàìè [2℄. Çàäíèé �ðîíòèìååò ñóùåñòâåííî ìåíüøèé íàêëîí, ÷åì â îïûòå, ÷òî, âîçìîæíî,79



ñâÿçàíî ñ ïðåíåáðåæåíèåì íåñòàöèîíàðíûìè ý��åêòàìè ïðè òåï-ëîîáìåíå ìåæäó �àçàìè.Èç ýïþð ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íà ðèñ. 1. ñëåäóåò, ÷òîïîòîê ãàçà îïåðåæàåò âîëíó õèìè÷åñêîé ðåàêöèè (�ðîíò êîòîðîéïðèìåðíî ñîâïàäàåò ñ �ðîíòîì òåìïåðàòóðû), íî â çîíå òåïëîâû-äåëåíèÿ ñêîðîñòü ãàçà òàêæå ïîëîæèòåëüíà, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïåðåíîñ òåïëà îò ïðîäóêòîâ ðåàêöèè ê õîëîäíîìó ãàçó èìååò, õîòÿáû îò÷àñòè, êîíâåêòèâíûé ìåõàíèçì. Çà çîíîé ðåàêöèè (åå ëåâàÿãðàíèöà ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ïëàâíîãî ìàêñèìóìà òåìïåðà-òóðû) íàáëþäàåòñÿ îòòîê ðàçîãðåòûõ ðåàêòàíòîâ â îáðàòíóþ ñòî-ðîíó îò õîäà âîëíû, íî ñ ãîðàçäî ìåíüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì ïåðåäçîíîé ðåàêöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàâëåíèå çà âîëíîé çíà÷è-òåëüíî âûøå, ÷åì ïåðåä íåé.Ïëàâíîå íàðàñòàíèå äàâëåíèÿ ïåðåä âîëíîé áûñòðîãî ãîðåíèÿñâÿçàíî ñ �èëüòðàöèîííûì ðåæèìîì òå÷åíèÿ ãàçà ÷åðåç ïîðû ñêå-ëåòà. Ïðè âàðüèðîâàíèè ðàçìåðîâ òâåðäûõ ÷àñòèö, à âìåñòå ñ òåìè ãèäðàâëè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû, âûÿñíåíî, ÷òî âîçìóùå-íèå äàâëåíèÿ óñïåâàåò ðàñïðîñòðàíèòüñÿ íà òåì áîëüøåå ðàññòîÿ-íèå ïåðåä âîëíîé, ÷åì áîëüøå äèàìåòð ÷àñòèö. Øèðèíà ïåðåäíå-ãî �ðîíòà èìïóëüñà äàâëåíèÿ òàêæå çàâèñèò îò ñêîðîñòè ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ïëàìåíè: ÷åì áûñòðåå äâèæåòñÿ âîëíà, òåì íà ìåíüøååðàññòîÿíèå îò íåå óñïåâàåò îòîéòè âîçìóùåíèå äàâëåíèÿ è òåììåíüøèé îáúåì ãàçà íàõîäèòñÿ â äâèæåíèè (ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òå-÷åíèÿ ïðè ýòîì âîçðàñòàåò).Â ðåæèìå áûñòðîãî ãîðåíèÿ îñíîâíûìè �àêòîðàìè, îïðåäå-ëÿþùèìè óñòîé÷èâîñòü è ñàìîïîääåðæèâàåìîñòü âîëíû ðåàêöèè,ÿâëÿþòñÿ òóðáóëåíòíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü è òåïëîîòâîä îò çîíûðåàêöèè ê ÷àñòèöàì ñêåëåòà. Â ïðåíåáðåæåíèè òåïëîïðîâîäíûìñëàãàåìûì â óðàâíåíèè áàëàíñà ýíåðãèè ãàçà íå óäàëîñü ïîëó÷èòüñòàöèîíàðíîé âîëíû ãîðåíèÿ - ïëàìÿ ëèáî çàòóõàëî, ëèáî ïåðåõî-äèëî â äåòîíàöèþ. Çàòóõàíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè ÷èñëàõ Íóññåëüòà
Nug > 200. Òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü ïðè ðàññìîòðåííûõ óñëîâèÿõ80



ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà ïàðàìåòðàõ âîëíû ãîðåíèÿ.Åñëè íà÷àëüíîå äàâëåíèå â ñèñòåìå ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü, òîñêîðîñòü ïëàìåíè óâåëè÷èâàåòñÿ, ïèê äàâëåíèÿ è ìàññîâîé ñêîðî-ñòè ãàçà ðàñòåò. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ (ðàñ÷åò äàåò 1.5áàð) ðåæèì áûñòðîãî ãîðåíèÿ ïåðåõîäèò â ñâåðõçâóêîâîé ðåæèììåäëåííîé äåòîíàöèè, â êîòîðîì òàêæå âàæíóþ ðîëü â óñòîé÷èâî-ñòè ñòàöèîíàðíîé âîëíû èãðàåò òóðáóëåíòíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü.Ïðåäñòàâëåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàåò óäîâëåòâîðèòåëü-íîå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåííûìè çàêîíîìåðíî-ñòÿìè âûñîêîñêîðîñòíîãî äîçâóêîâîãî ãîðåíèÿ â èíåðòíûõ ãðàíó-ëÿðíûõ íàñûïêàõ, ÷òî ãîâîðèò î åå ïðèãîäíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ ðàñ-ñìàòðèâàåìîãî êðóãà ÿâëåíèé. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþòïðåäïîëîæåíèå [3℄, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ãîðåíèÿ ïî ãàçîâîé ñìåñèîáóñëîâëåíî êîíâåêòèâíûì ìåõàíèçìîì ïåðåäà÷è òåïëà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëÿìèí �.À., Ïèíàåâ À.Â. Î ðåæèìå áûñòðîãî äîçâóêîâîãîãîðåíèÿ ãàçîâ â èíåðòíîé ïîðèñòîé ñðåäå ñ ïëàâíûì ïîäúåìîìäàâëåíèÿ â âîëíå // Ôèçèêà ãîðåíèÿ è âçðûâà. 1987. Ò. 23.� 4.[2℄ Ïèíàåâ À.Â., Ëÿìèí �.À. Îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè äîçâó-êîâîãî è äåòîíàöèîííîãî ãîðåíèÿ ãàçîâ â èíåðòíûõ ïîðèñòûõñðåäàõ // Ôèçèêà ãîðåíèÿ è âçðûâà. 1989. Ò. 25. �4.[3℄ Òóíèê Þ.Â. Ñàìîïîääåðæèâàþùèéñÿ ðåæèì âûñîêîñêîðîñò-íîãî ãîðåíèÿ ãàçà â èíåðòíûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ íàñûïíîéïëîòíîñòè // Ôèçèêà ãîðåíèÿ è âçðûâà. 1990. Ò. 26. � 6. Ñ. 98-104.[4℄ Íèãìàòóëèí �.È. Äèíàìèêà ìíîãî�àçíûõ ñðåä. Ì.: Íàóêà,1987. 464 ñ.[5℄ Ëåâèí Â.À., Êîðîáåéíèêîâ Â.Ï. Ñèëüíûé âçðûâ â ãîðþ÷åéñìåñè ãàçîâ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà.81



1969. � 6. Ñ. 48-51.[6℄ Íèêîëàåâ Þ.À. Ïðèáëèæåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ìîäåëü êèíå-òèêè è êàëîðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ õèìè÷åñêè ðåàãè-ðóþùèõ ãàçîâûõ ñìåñåé ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ // Ôèçèêàãîðåíèÿ è âçðûâà. 2001. Ò. 37. � 1. Ñ. 6-15.[7℄ Strehlow R.A., Crooker A.J., Cusey R.E. Detonation initiationbehind an aelerating shok wave // Combustion and Flames.1967. Vol. 11, N 4. P. 339-351.[8℄ Berryman J.G. Elasti wave propagation in �uid saturatedporous media // The Journal of the Aoustial Soiety ofAmeria. 1981. Vol. 69, N 2. P. 416-424.[9℄ Àýðîâ Ì.Ý., Òîäåñ Î.Ì., Íàðèíñêèé Ä.À. Àïïàðàòû ñî ñòà-öèîíàðíûì çåðíèñòûì ñëîåì: �èäðàâëè÷åñêèå è òåïëîâûå îñ-íîâû ðàáîòû. Ë.: Õèìèÿ, 1979. 176 ñ.[10℄ Rogg B., Herrmann D., Adomeit G. Shok-indued �ow inregular arrays of ylinders and paked beds // InternationalJournal of Heat and Mass Transfer. 1985. Vol. 28, N 12.[11℄ Âàðíàòö Þ., Ìààñ Ó., Äèááë �. �îðåíèå. Ôèçè÷åñêèå è õèìè-÷åñêèå àñïåêòû, ìîäåëèðîâàíèå, ýêñïåðèìåíòû, îáðàçîâàíèåçàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ. Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2003. 352 ñ.[12℄ �èä �., Ïðàóñíèö Äæ., Øåðâóä Ò. Ñâîéñòâà ãàçîâ è æèäêî-ñòåé: Ñïðàâî÷íîå ïîñîáèå. Ë.: Õèìèÿ, 1982. 592 ñ.[13℄ �èíçáóðã È.Ï. Àýðîãàçîäèíàìèêà. Ì.:Âûñøàÿ øêîëà, 1966.404 ñ.
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ÓÄÊ 532.529.5ÈÑÒÅ×ÅÍÈÅ ÄÂÓÕÔÀÇÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÈÇ ÑÎÏËÀÑ Ó×ÅÒÎÌ ÔÀÇÎÂÛÕ ÏÅ�ÅÕÎÄÎÂÁóçèíà Â. À. (Á�Ó, Ó�à)�àëèìçÿíîâ Ì. Í. (ÈÌåõ ÓÍÖ �ÀÍ, Ó�à)Ââåäåíèå�àçîæèäêîñòíûå ïóçûðüêîâûå ñèñòåìû øèðîêî ðàñïðîñòðàíå-íû â ïðèðîäå, èõ ïðèìåíåíèÿ â ñîâðåìåííîé òåõíèêå, âûçûâàåò ïî-âûøåííûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé è ó÷åíûõ ê êëàññó çàäà÷, ñâÿ-çàííûõ ñ ïðîáëåìàìè ìåõàíèêè ïóçûðüêîâûõ ñðåä. Ýòîò èíòåðåñâîçðàñòàåò â ñâÿçè ñ ïåðñïåêòèâàìè ðàçâèòèÿ íîâûõ òåõíîëîãèé,ñâÿçàííûõ â ÷àñòíîñòè ñ âîçìîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ãàçî�àçíûõâûñîêîòåìïåðàòóðíûõ, ïëàçìîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â èçíà÷àëü-íî õîëîäíîé ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè è ïîëó÷åíèåì ñóïåðâûñîêèõðàáî÷èõ äàâëåíèé, ïîñðåäñòâîì âîçäåéñòâèÿ íà ïóçûðüêîâûå ñðå-äû â îãðàíè÷åííûõ åìêîñòÿõ óäàðíûìè âîëíàìè èëè ïðîïóñêàíè-åì ãàçîæèäêîñòíûõ ñèñòåì ÷åðåç ñîïëà.Íàïðèìåð, ýòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàíîïîðîøêîâ.Ïðîöåññ èçãîòîâëåíèÿ íàíîïîðîøêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:ïðè èñïàðåíèè òâåðäîãî ìàòåðèàëà ñ ïîñëåäóþùèì èíòåíñèâíûìîõëàæäåíèåì ïàðîâ ïîëó÷àåìîãî âåùåñòâà. Â ðåçóëüòàòå âîçäåé-ñòâèÿ íèçêîé òåìïåðàòóðû íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ êîíäåíñàöèè æå-ëàåìûõ ÷àñòèö, è ìîæíî ïîëó÷èòü óëüòðàäèñïåðñèîííûé ìàòåðè-àë, ðàçìåð ÷àñòèö ó êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò îò 10 äî 300 íì. Áëàãîäà-ðÿ òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà íàíîðàçìåðíûõ ïîðîøêîâ â àòìîñ�å-ðå ðàçëè÷íûõ ãàçîâ ìîæíî ïîëó÷èòü íàíîïîðîøêè ðàçëè÷íûõ âå-ùåñòâ ñ î÷åíü âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ: äåñÿòêè êèëîãðàììâ ÷àñ äëÿ íåêîòîðûõ íàíîïîðîøêîâ. Íà äàííûé ìîìåíò íà ïðàê-òèêå ïîëó÷åíû óëüòðàäèñïåðñíûå ïîðîøêè îêñèäà ìàãíèÿ, îêñèäà83



àëþìèíèÿ, çàêèñè ìåäè, îêñèäà êðåìíèÿ, à òàêæå ðÿäà ìåòàëëîâ -� íèêåëÿ, àëþìèíèÿ, òàíòàëà, ìîëèáäåíà.Â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ àêàäåìèê �àëèìîâ Ý.Ì. ïðè èñòå÷å-íèè áåíçîëà ÷åðåç ñîïëî, ñîïðîâîæäàåìîãî êàâèòàöèåé, óñòàíîâ-ëåíî îáðàçîâàíèå òâåðäûõ ÷àñòèö, ñîäåðæàùèõ àëìàç [1℄.� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâøååñÿ àäèàáîòè÷åñêîå òå÷åíèå æèä-êîñòè ñ ãàçîâûìè ïóçûðüêàìè â ñîïëå êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ. Äëÿîïèñàíèÿ äâóõ�àçíîãî ïîòîêà ïðèíèìàåì ñòàíäàðòíûå äîïóùå-íèÿ äëÿ ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè: ñìåñü ÿâëÿåòñÿ ìîíîäèñïåðñíîé,âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü ñóùåñòâåííû ëèøü â ïðîöåññå ìåæ-�àçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îòñóòñòâóåò äðîáëåíèå è ñëèïàíèå ïó-çûðüêîâ, ïóçûðüêè ñ�åðè÷åñêèå è îäèíàêîâîãî ðàäèóñà. Æèä-êîñòü òåðìîñòàò.�àçîâóþ �àçó ïóçûðüêîâîé ñèñòåìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàêãàçîâóþ ñìåñü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ êîìïîíåíò - èíåðòíîãî ãàçà,íå ó÷àñòâóþùåãî â �àçîâûõ ïåðåõîäàõ, è ïàðà îêðóæàþùåé ïó-çûðüêè æèäêîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâèäåííûìè äîïóùåíèÿìèçàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé â êâàçèîäíîìåðíîì è îäíîñêîðîñòíîìïðèáëèæåíèè [5℄:- óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû æèäêîñòè (ïðåíåáðåãàåì èçìå-íåíèåì ìàññû æèäêîñòè çà ñ÷åò �àçîâûõ ïåðåõîäîâ):
d

dz

[
ρ0
l (1 − αg) vS

]
= 0;-óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ïóçûðüêîâ:

d

dz
(nvS) = 0;-óðàâíåíèå èìïóëüñîâ:

ρ0
l (1 − αg) v

dv

dz
= −dpl

dz
;84



-óðàâíåíèå �ýëåÿ-Ëàìáà ñ ó÷åòîì ìåæ�àçíîãî ìàññîîáìåíà:
av
dw

dz
+

3

2
w2 + 4ν(v)w

a
=
pg − pl − 2σ

a

ρ0
l

,

v
da

dz
= w +

j

ρ0
l

, αl + αg = 1, αg =
4

3
πa3n,ãäå ρ0

l , αl, αg, v, pl, pg, n, a, w, ν(v), σ, j - ñîîòâåòñòâåííî ïëîò-íîñòü æèäêîñòè, îáúåìíîå ñîäåðæàíèå æèäêîé è ãàçîâîé �àçû,ñêîðîñòü, äàâëåíèå â æèäêîñòè è ïóçûðüêàõ ãàçà, ÷èñëî è ðàäè-óñ ïóçûðüêîâ, ñêîðîñòü ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ, êèíåìàòè÷åñêàÿâÿçêîñòü æèäêîñòè, êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, èí-òåíñèâíîñòü èñïàðåíèÿ.Äîïîëíèì ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèìè:-óðàâíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè äëÿ èçìåíåíèÿ ãàçîâîé ñìåñè âïóçûðüêå:
v
de

dz
= −4πa2pgwg(a) + 4πa2qg + 4πa2jcg(a)Ta, (e = mgcgTg, )ãäå cg, qg - óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ãàçîâîé ñìåñè ïðè ïîñòîÿííîìîáúåìå,èíòåíñèâíîñòü òåïëîîáìåíà.-óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ïàðîãàçîâîé ñìåñè:

dpg
dz

=
3 (γ − 1)

av

[
− γpg
γ − 1

(
w +

j

ρ0
l

)
+ qg+

+
(
Ba + cg(a)

)
Taj − (1 − kv)

(
cgv − cgg

cg
− Bv − Bg

B

)
cgTgj

]
,ãäå γ - ñîîòâåòñòâåííî ïîêàçàòåëü àäèàáàòû äëÿ ãàçà, cgi, Bi(i = g, v) - óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü è ïðèâåäåííàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿí-íàÿ äëÿ èíåðòíîé è ïàðîâîé ñîñòàâëÿþùåé ãàçîâîé ñìåñè. Óðàâíå-íèå äëÿ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè ïàðîãàçîâîé ñìåñè è êîíöåíòðàöèèïàðà ñëåäóþò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ ñìåñè â ïóçûðüêåè åå ãàçîâîé ñîñòàâëÿþùåé. 85



Óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ïàðîãàçîâîé ñìåñè â ïóçûðüêå è ååãàçîâîé ñîñòàâëÿþùåé:
v
dmg

dz
= 4πa2j, v

d

dz
[mg (1 − kv)] = 0, mg =

4

3
πa3ρ0

g;- óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ïàðîãàçîâîé ñìåñè â ïóçûðüêå:
dρ0

g

dz
=

3
(
j − ρ0

gw
)

av
;-óðàâíåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèè ïàðà â ïóçûðüêå:

dkv
dz

=
3 (1 − k

v
)

ρ0
gav

j.� 2. Óñëîâèÿ íà ìåæ�àçíîé ãðàíèöåÍà ãðàíèöå �àçîâîãî ïåðåõîäà çàäàåì óñëîâèå áàëàíñà òåïëà[5℄:
ql − qg = jl,ãäå l -óäåëüíàÿ òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ. �àçíèöà ïîòîêîâ òåïëàèäåò íà �àçîâûé ïåðåõîä.Òåïëîâûé ïîòîêè k ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ýì-ïèðè÷åñêèìè �îðìóëàìè:

ql = Nulλl
Tl − Ta

2a
, qg = Nugλg

Ta − Tg
2a

.Èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà òåïëà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òåìïå-ðàòóðû ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè:
Ta =

λlNulTl + λgNugTg − 2ajl

λlNul + λgNug
.Èíòåíñèâíîñòü �àçîâîãî ïåðåõîäà:

j = − ρg(a)
1 − kv(a)

DSh
kv − kv(a)

2a
,86



ãäå ρg(a), kv(a) - ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü ãàçîâîé ñìåñè è ìàññî-âàÿ êîíöåíòðàöèÿ íà ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè, D - êîý��èöèåíòäè��óçèè, Sh - ÷èñëî Øåðâóäà.Ïðè îïèñàíèè ÷èñëî Íóññåëüòà çàäàåòñÿ â âèäå:
Nu =

{ √
Pe, åñëè Pe > 100,

10, åñëè Pe < 100.Äëÿ ÷èñëà Ïåêëå ïðèìåì âûðàæåíèå:
Pe = 12 (γ − 1)

T0

|Tg − T0|
a |w|
ν(T )

, ν(T ) =
λg
cgρ0

g

.Çäåñü ν(T ), λg, cg - êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, êîý�-�èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè è òåïëîåìêîñòü ãàçà ñîîòâåòñòâåííî.Èñòèííàÿ ïëîòíîñòü ãàçà â ïóçûðüêå:
ρ0
g = ρ0

gg + ρ0
gv,ãäå ρ0

gg, ρ0
gv - ñîîòâåòñòâåííî ïàðöèàëüíûå ïëîòíîñòè èíåðòíîãîãàçà è ïàðà æèäêîñòè.Ââåäåì ìàññîâûå êîíöåíòðàöèè èíåðòíîãî ãàçà è ïàðà â ãàçîâîé�àçå:

kg =
ρ0
gg

ρ0
g

, kv =
ρ0
gv

ρ0
g

, kg + kv = 1.Äëÿ äàâëåíèÿ ãàçîâîé �àçû, ñîãëàñíî çàêîíó Äàëüòîíà èìååì:
pg = pgg + pgv,ãäå ïàðöèàëüíûå äàâëåíèÿ èíåðòíîãî ãàçà è ïàðà îïðåäåëÿþòñÿóðàâíåíèåì Ìåíäåëååâà-Êëàïåéðîíà:

pgg = ρ0
gg

R

µg
Tg, pgv = ρ0

gv

R

µv
Tg.Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ R - óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, µv, µg -ìîëÿðíûå ìàññû ïàðà è èíåðòíîãî ãàçà, Tg - òåìïåðàòóðà ãàçà âïóçûðüêå. 87



� 3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâÍà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâïóçûðüêîâîé æèäêîñòè ïðè òå÷åíèè â ñîïëå ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà�àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Ñêîðîñòü ñìåñè íà âõîäå ñîïëà v0 = 11.37 ì/ñ.�åîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ñîïëà, ïðèíÿòîãî â ðàñ÷åòàõ, ñëåäóþ-ùèå: äëèíà 0.15 ì, äèàìåòðû êîíöîâ 0.0357 ì, ðàññòîÿíèå îò âõîä-íîãî (z = 0) äî ìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñîïëà 0.025 ì, äèàìåòðìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ 0.0252 ì. Óêàçàííûå ïàðàìåòðû ñîïëà ñî-ãëàñóþòñÿ ñ ðàçìåðàìè ñîïë Ëàâàëÿ [4℄ è òðóáîê Âåíòóðè [2℄, ïðè-ìåíÿâøèìèñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ êðèòè÷åñêîãîòå÷åíèÿ äâóõ�àçíûõ ãàçîæèäêîñòíûõ ñìåñåé è âñêèïàþùèõ æèä-êîñòåé. Äëÿ ïàðàìåòðîâ íà âõîäíîì ñå÷åíèè ñîïëà (z = 0) ïðèíÿ-òû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: äàâëåíèÿ â æèäêîñòè è â ãàçîâîé �àçå
pl0 = pg0 = 0.2 ÌÏà, òåìïåðàòóðà Tg0 = 300 Ê, ðàäèóñ ïóçûðüêîâ
a0 = 10−4 ì, îáúåìíîå ãàçîñîäåðæàíèå αg0 = 10−4.Êðèâûå 1 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà íå ó÷èòûâàþòñÿ �à-çîâûå ïåðåõîäû, êðèâûå 2 - ñëó÷àþ ñ ó÷åòîì �àçîâûõ ïðåâðà-ùåíèé. Äëÿ ÷èñëà Íóññåëüòà ïðèíÿòî çíà÷åíèå Nul = 103. Êàêîòìå÷åíî â [3℄, ó÷åò ìåæ�àçíîãî ìàññîîáìåíà îêàçûâàåò äâîÿ-êîå âîçäåéñòâèå: âî-ïåðâûõ, ïðîèñõîäèò áîëåå ñèëüíîå íà÷àëüíîåðàñøèðåíèå ïóçûðüêîâ â îáëàñòè ìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñîïëà,ïîñêîëüêó ïóçûðüêè ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ìÿãêèìè, âñëåäñòâèå èí-òåíñèâíîãî èñïàðåíèÿ æèäêîñòè âíóòðü ïóçûðüêîâ, ïðèâîäÿùå-ãî ê óìåíüøåíèþ ñîïðîòèâëÿåìîñòè ïóçûðüêîâ ðàñøèðåíèþ. Ïðèýòîì ìàññà ïàðîãàçîâîé ñìåñè â ïóçûðüêàõ ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿâ íåñêîëüêî ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé. Âî-âòîðûõ, ïðèïîñëåäóþùåì áûñòðîì ñæàòèè ïóçûðüêîâ, ýòî íàáðàííîå çíà÷è-òåëüíîå êîëè÷åñòâî ïàðà, íå óñïåâàåò êîíäåíñèðîâàòüñÿ îáðàòíî,÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñïîñîáñòâóåò çíà÷èòåëüíîìó äåìï�èðîâàíèþïðîöåññà ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ. Ïîýòîìó â ïàðîãàçîâûõ ïóçûðüêàõíàèáîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ ïèêîâûõ äàâëåíèé è òåìïåðàòóð ðå-àëèçóþòñÿ íå ïðè ïåðâûõ ñõëîïûâàíèÿõ, êàê ýòî èìååò ìåñòî â88



ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè ïðè îòñóòñòâèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, à ïðèïîñëåäóþùèõ êîëåáàíèÿõ, êîãäà ìàññà ïàðîãàçîâîé ñìåñè âíóòðèïóçûðüêîâ óìåíüøàåòñÿ.Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà âèäíî, ÷òî èíòåí-ñèâíîñòü èñïàðåíèÿ æèäêîñòè â ïóçûðüêè âîçðàñòàåò âáëèçè ãîð-ëîâèíû ñîïëà, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ óâåëè÷åíèåì ìåæ�àçíîé ïîâåðõ-íîñòè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîèñõîäèò ìàññîîáìåí, ñ ðîñòîì ïóçûðüêîâè ïðèáëèæåíèåì äàâëåíèÿ â æèäêîñòè ê äàâëåíèþ íàñûùåííûõïàðîâ.Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ðàñ÷åò, äëÿ âîäîâîçäóøíûõ ñìåñåé èñ-ïàðåíèåì æèäêîñòè ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå 25o Ñ ìîæíî ïðåíå-áðå÷ü (ðèñ. 2 è 3), âñëåäñòâèå íåçíà÷èòåëüíîãî âêëàäà ïàðîâîéêîìïîíåíòû ãàçîâîé �àçû â ìåõàíèçì ðàçâèòèÿ êîëåáàíèé ïó-çûðüêîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (08-01-97033), Ïðîãðàììû �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ (ÎÅ-15) è Ïðîãðàììû �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ (Ï-17).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �àëèìîâ Ý. Ì., Êóäèí À. Ì., Ñêîðîáîãàäñêèé Â. Ì. è äð.Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ñèíòåçà àëìàçà â ïðîöåñ-ñå êàâèòàöèè // Äîêëàäû �ÀÍ. 2004. Ò. 395. � 2. Ñ. 187-191.[2℄ Êðàì÷åíêîâ Å.Ì., �óáàðåâ Â.ß., Ñòåðëèíãîâ Â.À., Óðáàíî-âè÷ Ë.È., Åðìàêîâ Î.Í. Ý��åêò çàïèðàíèÿ ðàñõîäà â òðóáêåÂåíòóðè // Òðóäû IV �îññèéñêîé íàöèîíàëüíîé êîí�åðåí-öèè ïî òåïëîîáìåíó. 2006. Ò. 5. Ñ. 262-264.[3℄ Ëåïèõèí Ñ.À., �àëèìçÿíîâ Ì.Í. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèåðåàëèçà-öèè âûñîêèõ äàâëåíèé è òåìïåðàòóð â ãàçîâîé �à-çå ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè ïðè åå èñòå÷åíèè ÷åðåç ñîïëà //Ñá. òðóäîâ XV Çèìíåé øêîëû ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.Ïåðìü. 2007. Ñ. 225-229. 89



[4℄ Ìèëüìàí Î.Î., �îëäèí À.Ñ., Êàðûøåâ À.Ê., Ïîìàçêîâ Â.Â.,Øèðÿåâ Î.Í. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ âñêè-ïàþùåé æèäêîñòè â ðàñøèðÿþùèõñÿ êàíàëàõ // Òðóäû IV�îññèéñêîé íàöèîíàëüíîé êîí�åðåíöèè ïî òåïëîîáìåíó. 2006.Ò. 5. Ñ. 276-279.[5℄ Øàãàïîâ Â. Ø, Ëåïèõèí Ñ. À, �àëèìçÿíîâ Ì. Í �åàëèçàöèÿâûñîêèõ äàâëåíèé è òåìïåðàòóð â ãàçîâîé �àçå ïðè èñòå÷åíèèïóçûðüêîâîé æèäêîñòè ÷åðåç ñîïëî // ÈÔÆ. 2007. Ò. 80. � 6.Ñ. 134�137.ÓÄÊ 517.956.2Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÎÒÑÓÒÑÒÂÈß ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ�ÅØÅÍÈÉ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÑÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞÁóçèíà Å. À. (Ó�à, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ)Ââåäåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãîñåìåéñòâà óðàâíåíèé ñ p-Ëàïëàñîì è ñ íåîäíîðîäíîé íåëèíåéíî-ñòüþ íåîïðåäåëåííîãî çíàêà. Â îñíîâíîì ðåçóëüòàòå íàéäåíà òî÷-íàÿ âàðèàöèîííàÿ �îðìóëà äëÿ êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷åíèéñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ïðè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíå-íèÿ íå èìåþò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå
−∆pu− λ|u|p−2u = g(x)|u|q−2u+ f(x)|u|γ−2u â Ω, (1)

u = 0 íà ∂Ω. (2)90



Çäåñü Ω îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, n > 1,
∆pu := div(|∇u|p−2∇u); g(·), f(·) ∈ C(Ω), 1 < p < q < γ < p∗, ãäå
p∗ = pn

n−p åñëè p < n è p∗ = +∞ åñëè p > n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîíåëèíåéíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè (ì.[1℄) èìååò íåîïðåäåëåííûé çíàê(ñì.[1℄), ò.å. �óíêöèè g è f ìîãóò ïðèíèìàòü êàê îòðèöàòåëüíûå,òàê è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà Ω.Â äàííîé çàìåòêå ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà îá îòñóòñòâèè ïîëîæè-òåëüíûõ ðåøåíèé (1), (2) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëü-íîãî ïàðàìåòðà λ. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, îòñóòñòâèÿ è êðàò-íîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(2) ñ îä-íîðîäíîé (g ≡ 0) è íåîïðåäåëåííîãî çíàêà íåëèíåéíîñòüþ èçó÷à-ëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì. íàïð. [1℄ (äëÿ p = 2) è â [2℄,[3℄ (äëÿ
1 < p < +∞)). Ïðè ýòîì â ðàáîòå [3℄ íàéäåíà òî÷íàÿ âàðèàöè-îíàÿ �îðìóëà äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ λ∗, ðàçäåëÿþùåãî èí-òåðâàëû ñóùåñòâîâàíèÿ è îòñòóòñòâèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèéçàäà÷è (1), (2) ïðè g ≡ 0. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé çàìåòêèÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèå àíàëîãè÷íîãî òî÷íîãî ðåçóëüòàòà â ñëó÷àåíåîäíîðîäíîé íåëèíåéíîñòè â (1), ò.å. g 6= 0, f 6= 0.� 1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò�àññìàòðèâàþòñÿ ñëàáûå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ (1)-(2) èçïðîñòðàíñòâà W := W 1,p

0 , ãäå W 1,p
0 ñòàíäàðòíîå ñîáîëåâñêîå ïðî-ñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå êàê çàìûêàíèå C∞

0 (Ω) ïî íîðìå ||u|| =
(
∫
|∇u|p dx)1/p.Çàäàäèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà �óíêöèé â W : Φ = {ϕ ∈

W : ϕ(x) > 0, ϕ(x) = 0, x ∈ ∂Ω}, S = {w ∈ Φ ∩ C(Ω) : w(x) >
C(w)dΩ(x), x ∈ Ω}. Çäåñü dΩ(x) := dist(x, ∂Ω), x ∈ Ω, è 0 <

C(w) < +∞ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü îò w.Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ
G(v) :=

1

q

∫
g(x)|v|q dx, F (v) :=

1

γ

∫
f(x)|v|γ dx, v ∈W91



Ñëåäóÿ ìåòîäó ïðîäîëæåííîãî �óíêöèîíàëà [5℄, ââåäåì ñëåäó-þùóþ ìèíèìàêñíóþ ñïåêòðàëüíóþ òî÷êó
λ∗ = sup

u∈S
inf
ψ∈Φ

L(u, ψ), (3)çäåñü
L(u, ψ) :=

∫
|∇u|p−2(∇u,∇ψ) dx−DuG(u)(ψ) −DuF (u)(ψ)∫

|u|p−2uψ dx
, u ∈ S, ψ ∈ Φ.Ïóñòü D ⊂ Ω ãëàäêàÿ ïîäîáëàñòü. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç λ1(D)ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà −∆ ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè Äèðèõëå íà ãðàíèöå D, à ÷åðåç ϕ1(D) ∈ W 1,p

0 ñîîòâåòñòâó-þùóþ ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîéðàáîòû.Òåîðåìà 1. Ïóñòü g(·), f(·) ∈ C(Ω) è óäîâëåòâîðÿþò âñåì âû-øåîïèñàííûì óñëîâèÿì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíîèç ñëåäóþùèõ äâóõ ïðåäïîëîæåíèé:a) f(x0) > 0 ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ Ω;b) f(x) > 0, x ∈ Ω, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî M̄ := {x ∈ Ω : f(x) =

0, g(x) > 0} èìååò íåíóëåâóþ ìåðó ëåáåãà,òîãäà λ∗ < +∞ è ïðè âñåõ λ > λ∗ çàäà÷à (1)-(2) íå èìååò ñëàáûõïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.� 1. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòàÄîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû. Êàê â [5℄ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî,åñëè λ∗ < +∞, òî çàäà÷à (1)-(2) íå èìååò ñëàáûõ ïîëîæèòåëüíûõðåøåíèé ïðè âñåõ λ > λ∗. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé÷àñòè òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî λ∗ < +∞.Ñäåëàåì â (3) çàìåíó ïåðåìåííûõ ψ = ϕγ/uγ−1, u ∈
S, ϕ ∈ Φ. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [5℄), ÷òî λ∗ =92



supu∈S infϕ∈Φ L(u, ϕγ/uγ−1). �àññìîòðèì äóàëüíóþ âàðèàöèîííóþçàäà÷ó λ∗ = infψ∈Φ supu∈S L(u, ϕγ/uγ−1). Ïîñêîëüêó λ∗ 6 λ∗, òîäëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêà-çàòü, ÷òî λ∗ < +∞.Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæåíèå a) òåîðåìû. Òîãäà íàéäåò-ñÿ îòêðûòàÿ ãëàäêàÿ îáëàñòü U ⊂ Ω òàêàÿ, ÷òî f(x) > 0,
x ∈ U . Îáîçíà÷èì ϕ̃ = ϕ1(U). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî λ∗ 6 λ(ϕ̃) :=

supu∈S L(u, ϕ̃γ/uγ−1). Äîêàæåì, ÷òî λ(ϕ̃) < +∞. Äëÿ ýòîãî ìûâîñïîëüçóåìñÿ ïðîöåäóðîé ðàññëîåíèÿ [4℄. Ââåäåì ñëåäóþùåå ìíî-ãîîáðàçèå ðàññëîåíèÿ: S̃ = {v ∈ S :
∫
ϕ̃γ/vγ−q dx = 1}. Çàìåòèì

sup
u∈S

L(u, ϕ̃γ/uγ−1) = sup
v∈S̃

sup
t>0

L(tv, ϕ̃γ/(tv)γ−1) = (4)
sup
v∈S̃

[

∫
|∇v|p−2(∇v,∇(ϕ̃γ/vγ−1)) dx∫

ϕ̃γ/vγ−p dx
− inf

t>0

tq−p
∫
gϕ̃γ/vγ−q dx+ γtγ−pF (ϕ̃)∫

ϕ̃γ/vγ−p dx
]Ïîñêîëüêó F (ϕ̃) > 0, òî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

inf
t>0

(tq−p
∫
gϕ̃γ/vγ−q dx + γtγ−pF (ϕ̃)) > −C1

(|
∫
gϕ̃γ/vγ−q dx|)γ−p

γ−q

F (ϕ̃)
q−p
γ−q

>

> −C1
(supx∈Ω |g(x)|) γ−p

γ−q

F (ϕ̃)
q−p
γ−q

> −C(ϕ̃, p, q, γ) (5)ãäå C1 = −( q−pγ−p)
γ−p
γ−q

[
1 − γ(γ−p)

q−p

]
> 0, à C(ϕ̃, p, q, γ) < +∞ íå çà-âèñèò îò v ∈ S̃. Èçâåñòíî [5℄, ÷òî ïðè âñåõ u ∈ S ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ îöåíêà

∫
(|∇u|p−2∇u,∇((

ϕ̃

u
)γ−1ϕ̃)) dx 6

∫
(|∇ϕ̃|p−2∇ϕ̃,∇((

ϕ̃

u
)γ−p+1u)) dx =

= λ1(U)

∫
ϕ̃γ/uγ−p dx (6)Îòñþäà è èç (4), (5) âûòåêàåò, ÷òî λ(ϕ̃) < +∞. Òàêèì îáðàçîì,ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ãèïîòåçû a) äîêàçàíà.93



Â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû b) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Â ýòîìñëó÷àå â (4) ìû ïîëàãàåì ϕ̃ = ϕ1(M), ãäå M ãëàäêàÿ îòêðûòàÿïîäîáëàñòü â M̄ . Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü èí�èìóìà
inft â ïðàâîé ÷àñòè (4) è îöåíêó (6) ïðè U = M , ïîëó÷àåì òðåáó-åìîå: λ∗ 6 λ(ϕ̃) < +∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Berestyki H., Capuzzo�Doletta I, Nirenberg L. Variationalmethods for inde�nite superlinear homogeneous ellipti problems. //NoDEA 2 (1995), 553�572.[2℄ P. Dr�abek, , S. I. Pohozaev, Positive solution for the p-Laplaian:appliation of the �bering method. // Pro. Roy. So. Edinb.Set. A 127 (1997), 703�726.[3℄ Y. Il'yasov. On positive solutions of inde�nite ellipti equations.C. R. Aad. Si., Paris 333, S�erie 1, (2001) 533�538.[4℄ Ñ. È. Ïîõîæàåâ. Î ìåòîäå ðàññëîåíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõêðàåâûõ çàäà÷. // Ä Òð. ÌÈÀÍ ÑÑÑ�, 192, Íàóêà, Ì.,(1990), 146-�163.[5℄ ß. Ø. Èëüÿñîâ. Èñ÷èñëåíèå áè�óðêàöèé ìåòîäîì ïðîäîë-æåííîãî �óíêöèîíàëà. // Ôóíêö. Àíàë. è åãî ïðèëîæ, Ò. 41,�1, (2007), 23�38.
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ÓÄÊ 681.3ÑÎÇÄÀÍÈÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß ÄËß ÏÎÈÑÊÀ ÏÎÕÎÆÈÕÄÎÊÓÌÅÍÒÎÂÂèëüäàíîâ À. Í. (Íå�òåêàìñê, ÍÔ Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ïðèëîæåíèÿ ïîïîèñêó ïîõîæèõ ýëåêòðîííûõ äîêóìåíòîâ. Òàêàÿ çàäà÷à, âîçíèêà-åò, íàïðèìåð, ïðè ïðîâåðêå ñòóäåí÷åñêèõ ðàáîò íà ïðåäìåò ñàìî-ñòîÿòåëüíîñòè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ. Çà÷àñòóþ ñòóäåíò áå-ðåò ãîòîâóþ ðàáîòó ó ñòàðøèõ êóðñîâ, ìåíÿåò â íåé òîëüêî �à-ìèëèþ è ñäàåò ïîä ñâîèì èìåíåì. Äàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëèëàáû âûÿâèòü òàêîé ïëàãèàò. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ÂÓ-Çå õðàíÿòñÿ ýëåêòðîííûå âàðèàíòû êóðñîâûõ, äèïëîìíûõ ðàáîòè ò.ä.Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ áûë ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé ïðî-äóêò ¾Find Pairs¿ ïî ïîèñêó ïîõîæèõ äîêóìåíòîâ â ñðåäå ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ Delphi. Îíà ðåøàåò ñëåäóþùèå çàäà÷è:1) ïîëó÷åíèå òåêñòà èç äàííîãî Word �àéëà;2) ïîèñê â óêàçàííîé ïàïêå Word �àéëîâ;3) ñðàâíåíèå òåêñòà äîêóìåíòà ñ äîêóìåíòàìè â óêàçàííîé ïàï-êå;4) âîçìîæíîñòü èíäåêñàöèè �àéëîâ â óêàçàííîé ïàïêå äëÿ îáåñ-ïå÷åíèÿ áîëåå áûñòðîãî ïîèñêà;5) ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîèñêà.� 1. Ïîëó÷åíèå òåêñòà èç äàííîãî Word �àéëàÎäíîé èç ãëàâíûõ ïðîáëåì ïðè ðåøåíèè òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿïîëó÷åíèå òåêñòà äîêóìåíòà. Ïðèëîæåíèå Mirosoft Word ÿâëÿ-åòñÿ ñåðâåðîì àâòîìàòèçàöèè (COM-îáúåêòîì), è ïîçâîëÿåò ïîä-95



êëþ÷àòüñÿ ê ñåáå êëèåíòàì è èñïîëüçîâàòü ñâîè ìåòîäû è ñâîé-ñòâà. Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçîâàëîñü äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è.Äëÿ äîñòóïà ê äîêóìåíòó Word ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèìåðíîòàêîé êîä:var sa, DoName : string; W : variant;beginW:=CreateOleObjet('Word.Appliation');W.Visible := False;W.Douments.Open (DoName, on�rmConversions:=False,ReadOnly:=true);sa:=W.AtiveDoument.Range.Text;W.AtiveDoument.Close(savehanges:=0);W.Quit;End;Ñíà÷àëà ââîäèì âàðèàíòíóþ ïåðåìåííóþ W, çàòåì ñîçäàåìîáúåêò OLE 'Word.Appliation', è ïðèñâàèâàåì åãî ýòîé ïåðå-ìåííîé. Îòêðûòèå ñóùåñòâóþùåãî äîêóìåíòà Word ñ íàçâàíèåìDoName ðåàëèçóåòñÿ ìåòîäîì Open. Ôàéë îòêðûâàåòñÿ òîëüêîäëÿ ÷òåíèÿ è çàêðûâàåòñÿ ìåòîäîì Close áåç ñîõðàíåíèÿ (îíî íàì,åñòåñòâåííî, íå íóæíî). Òåêñò äîêóìåíòà ñîõðàíÿåòñÿ â ñòðîêîâóþïåðåìåííóþ sa. Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà ðåäàêòîð Word ðà-áîòàåò â �îíîâîì ðåæèìå è íà ýêðàíå íå îòîáðàæàåòñÿ.� 2. Ïîèñê â óêàçàííîé ïàïêå Word �àéëîâÏîèñê â óêàçàííîé ïàïêå òåêñòîâûõ �àéëîâ ïðîèñõîäèò â äâàýòàïà. Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò ïîèñê âñåõ ïîäêàòàëîãîâ ïàïêè, êîòî-ðûå çàíîñÿòñÿ â ListBox. Òåì ñàìûì �îðìèðóåòñÿ äåðåâî êàòà-ëîãîâ óêàçàííîé ïàïêè. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî â êàæäîì òàêîìêàòàëîãå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê �àéëîâ íà ¾îäíîì óðîâíå¿, ò.å.ïîèñê âî âëîæåííûõ ïàïêàõ óæå íå ïðîèçâîäèòñÿ.Äëÿ ïîèñêà �àéëîâ èñïîëüçîâàëèñü ñòàíäàðòíûå �óíêöèèDelphi FindFirst, FindNext è FindClose. Êàæäûé íàéäåííûé òåê-96



ñòîâîé �àéë îòêðûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà èç ïðåäûäóùåãîïóíêòà, èçâëåêàåòñÿ åãî òåêñò è ñðàâíèâàåòñÿ ñ òåêñòîì ïðîâåðÿ-åìîãî �àéëà.� 3. Ñðàâíåíèå òåêñòà äîêóìåíòà ñ äîêóìåíòàìè âóêàçàííîé ïàïêåÑîáñòâåííî, àëãîðèòì, ïî êîòîðîìó ñðàâíèâàþòñÿ äâà òåêñòà,ñëåäóþùèé. Çàäàåòñÿ áàçèñ èç N êëþ÷åâûõ ñëîâ, è äëÿ äàííî-ãî òåêñòà âû÷èñëÿþòñÿ ¾âåñà¿ âñåõ êëþ÷åâûõ ñëîâ (êîëè÷åñòâîâõîæäåíèé êëþ÷åâûõ ñëîâ, ïîäåëåííîå íà îáùåå êîëè÷åñòâî âñåõêëþ÷åâûõ ñëîâ â òåêñòå). Ïîëó÷àåòñÿ ìàññèâ èç N ÷èñëîâûõ ýëå-ìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî áëèçîñòü çíà÷åíèé äâóõ ìàññèâîâ îçíà÷àåòâûñîêóþ âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåêñòîâ.Òåì ñàìûì ñðàâíåíèå òåêñòîâ ñâîäèòñÿ ê ñðàâíåíèþ äâóõ ÷èñ-ëîâûõ ìàññèâîâ. Îíè ïðîñòî âû÷èòàþòñÿ äðóã èç äðóãà.Òî÷íîñòü òàêîãî ñðàâíåíèÿ çàâèñèò îò óäà÷íîãî âûáîðà áàçèñàêëþ÷åâûõ ñëîâ è êîëè÷åñòâà N. ×åì áîëüøå N, òåì òî÷íåå ïðî-âåðêà, íî ìåäëåííåå ñêîðîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû.Â ðåçóëüòàòå ïîèñêà ïðîãðàììà âûâîäèò íàçâàíèÿ ïÿòè ïîõî-æèõ äîêóìåíòîâ, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî áëèçêîãî. Åñëè ïîõîæèå äîêó-ìåíòû íå íàéäåíû, ïðîãðàììà âûâîäèò ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùå-íèå. � 4. Èíäåêñàöèÿ �àéëîâÏðîãðàììà ïîçâîëÿåò èíäåêñèðîâàòü �àéëû â óêàçàííîé ïàïêåïóòåì ñîçäàíèÿ â íåé �àéëà index�le.dat, ñîäåðæàùåãî ïðåäâàðè-òåëüíóþ èí�îðìàöèþ î �àéëàõ ïàïêè. Èíäåêñíûé �àéë íåìíîãîíàïîìèíàåò òîððåíò-�àéë è ñîäåðæèò íàçâàíèÿ �àéëîâ ïàïêè èñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàññèâû. Â êàæäîé ïàïêå ñîçäàþòñÿ ñâîèèíäåêñíûå �àéëû.Ïðè ïðîâåðêå �àéëîâ â äàííîé ïàïêå ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ, åñòüëè â íåé èíäåêñíûé �àéë. Åñëè òàêîé �àéë íàéäåí, îí îòêðûâà-97



åòñÿ, èç íåãî èçâëåêàåòñÿ íóæíàÿ èí�îðìàöèÿ, è ïðîãðàììà ïå-ðåõîäèò ê ïîèñêó â äðóãèõ ïàïêàõ. Òàêàÿ òåõíîëîãèÿ ïîçâîëÿåòçíà÷èòåëüíî óñêîðèòü ïîèñê äîêóìåíòîâ.Ïîñëå èíäåêñàöèè ïàïêè åå ñîäåðæèìîå ìåíÿòü íå ñëåäóåò. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå íóæíî óäàëèòü ñòàðûé èíäåêñíûé �àéë è ïðî-èíäåêñèðîâàòü ïàïêó çàíîâî. Â ïðîãðàììå òàêæå åñòü îïöèÿ èí-äåêñàöèè ñ îáíîâëåíèåì, ïðè êîòîðîì òàêîé ïðîöåññ ïðîèñõîäèòàâòîìàòè÷åñêè. � 5. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿÑàì ïîèñê îðãàíèçîâàí â âèäå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîòîêà ïðî-ãðàììû ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññà TThread. Ýòî íóæíî, ÷òîáû âîâðåìÿ ïîèñêà �îðìà íå âûãëÿäåëà çàâèñøåé è ïîëüçîâàòåëü ìîãâèäåòü õîä ïîèñêà. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ õîäà ïðîöåññà ïîèñêà èñ-ïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé êîìïîíåíò ProgressBar1. Ïåðåä ïîèñêîì�àéëîâ â óêàçàííîé ïàïêå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåê-ñòîâûõ �àéëîâ â íåé ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ïîèñêà. Ïî-ñëå çàïóñêàåòñÿ îñíîâíîé ïîèñê. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå îáðàáîò-êè î÷åðåäíîãî òåêñòîâîãî �àéëà èíäèêàòîð ProgressBar1.Positionóâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.Ïðîãðàììîé ïîääåðæèâàþòñÿ ýëåêòðîííûå äîêóìåíòû ñëåäó-þùèõ �îðìàòîâ: rtf, txt, html, htm (â win-êîäèðîâêå), do, dox,ò.å., ïî ñóòè, òå �îðìàòû, êîòîðûå ìîæåò îáðàáàòûâàòü ðåäàêòîðWord.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîãðàììà ïðîõîäèò àïðîáàöèþ â Íå�òå-êàìñêîì �èëèàëå Áàø�Ó íà ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëü-òåòå. � 6. Äàëüíåéøèå øàãè�ëàâíûé íåäîñòàòîê ïðîãðàììû � ñëèøêîì ìåäëåííàÿ ñêî-ðîñòü. Íà îáðàáîòêó îäíîãî äîêóìåíòà óõîäèò 1-2 ñåê. Ñóùåñòâó-98



þò ïóòè ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòè ïîèñêà. Ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, îòêà-çàòüñÿ îò ïðîöåäóðû îòêðûòèÿ �àéëà ÷åðåç COM, à èçâëåêàòüòåêñò ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ �óíêöèé Delphi äîñòóïà ê �àéëàìòèïà Read èëè �óíêöèé API. Ïðàâäà, ïðè ýòîì ïðèäåòñÿ ðåøàòüïðîáëåìó èçâëå÷åíèÿ òåêñòà èç word-äîêóìåíòîâ. Âî-âòîðûõ, èñ-ïîëüçîâàòü ìåõàíèçì îòîáðàæåíèÿ �àéëîâ â àäðåñíîå ïðîñòðàí-ñòâî ïðîãðàììû ñ ïîìîùüþ �óíêöèè CreateFileMapping. Òàêàÿâîçìîæíîñòü íå òîëüêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîâûøàåò ñêîðîñòüðàáîòû ñ äàííûìè, íî è ïðåäîñòàâëÿåò ñðåäñòâà îáðàáîòêè ñðàçóâñåõ çàïèñåé �àéëà. Òàêîé ïóòü ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòüñÿ âäàëüíåéøåì.Òàêæå ïëàíèðóåòñÿ îáåñïå÷èòü ïîääåðæêó äðóãèõ òåêñòîâûõ�îðìàòîâ (PDF, DjVu, OppenO�se), õîòÿ ýòî íåòðèâèàëüíàÿ çà-äà÷à.Ñëåäóåò, äàëåå, óëó÷øèòü ìåõàíèçì èíäåêñàöèè. Íåîáõîäèìî,íàïðèìåð, ÷òîáû ïðè îáíàðóæåíèè â êàòàëîãå �àéëà, èí�îðìà-öèÿ î êîòîðîì â èíäåêñíîì �àéëå îòñóòñòâóåò èëè óñòàðåëà, ïðî-ãðàììà àâòîìàòè÷åñêè ìåíÿëà èíäåêñíûé �àéë ïóòåì äîáàâëåíèÿñîîòâåòñòâóþùåé èí�îðìàöèè. Ïîêà ýòî åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèåíå ðåàëèçîâàíî, îòñþäà è çàïðåò íà èçìåíåíèå �àéëîâ â ïàïêå.Çàêëþ÷åíèåÏðîãðàììà Find Pairs ñëóæèò äëÿ ïîèñêà ïîõîæèõ òåêñòîâûõäîêóìåíòîâ. Îíà ïîçâîëÿåò íàéòè â óêàçàííîé ïàïêå �àéë, òåêñòêîòîðîãî ìàêñèìàëüíî ñîâïäàåò ñ òåêñòîì äàííîãî �àéëà.Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòà ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âûñøèõó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ÂÓÇå õðàíÿòñÿ äè-ïëîìíûå, êóðñîâûå ðàáîòû è ò.ä. â �îðìàòå Word. Ïðè çàùèòåíîâîé äèïëîìíîé ðàáîòû ïðîãðàììà Find Pairs ïîçâîëÿåò áûñò-ðî ñâåðèòü åå ñîäåðæèìîå ñ óæå èìåþùèìèñÿ ðàáîòàìè è ñäåëàòüâûâîäû î íàëè÷èè è ñòåïåíè çàèìñòâîâàíèé, åñëè òàêîâûå èìåþòìåñòî. 99



Òàêèì îáðàçîì, ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà â ïåðâóþ î÷åðåäüïðîòèâ ãðóáîãî êîïèðîâàíèÿ ÷óæèõ èñòî÷íèêîâ. Òåì íå ìåíåå, ïî-ñëåäíåå ñëîâî äîëæíî îñòàâàòüñÿ çà ïðåïîäàâàòåëåì. Ïðîãðàììàïðîñòî ïîäñêàæåò, èìåþòñÿ ëè ñîâïàäåíèÿ è èõ ïðèìåðíîå êîëè-÷åñòâåííîå ñîîòíîøåíèå.Óäîáñòâî ïðîãðàììû â òîì, ÷òî íå íóæíî ñîçäàâàòü íèêàêîéáàçû äàííûõ èìåþùèõñÿ ðå�åðàòîâ, äèïëîìíûõ ïðîåêòîâ, è ò.ä.Îíè äîëæíû ïðîñòî õðàíèòüñÿ áîëåå-ìåíåå óïîðÿäî÷åííî â ïàï-êàõ. Íàïðèìåð, ìîæíî èõ ñîðòèðîâàòü ïî ó÷åáíîìó ãîäó, ïî êà-�åäðå, ïî äèñöèïëèíàì, ïî ãðóïïàì è ò.ä. íà âûáîð ÂÓÇà.Êîíå÷íî, îòñóòñòâèå áàçû äàííûõ âëèÿåò íà ñêîðîñòü ïîèñêà,êîòîðàÿ áóäåò íå î÷åíü âûñîêîé. Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ñ ïîìî-ùüþ èíäåêñàöèè.Â ïðèíöèïå ïðîãðàììó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà ëþáûõïîõîæèõ äîêóìåíòîâ, à íå òîëüêî äèïëîìíûõ ðàáîò. Îãðàíè÷åíèåòîëüêî îäíî � ñêàæåì ïðÿìî, íå î÷åíü âûñîêàÿ ñêîðîñòü ðàáîòûïðîãðàììû. Äëÿ ñòàòè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ ýòî ïðîáëåìà ðåøàåòñÿèíäåêñàöèåé, òàê êàê çàùèùåííàÿ êóðñîâàÿ èëè äèïëîìíàÿ ðàáî-òà îáû÷íî íå ìåíÿåòñÿ è õðàíèòñÿ áåç èçìåíåíèé.Â îñíîâå ðàáîòû ïðîãðàììû ¾Find Pairs¿ ëåæèò óíèêàëüíûéñïîñîá àíàëèçà òåêñòîâ. Åãî ïëþñû � ïðîñòîòà è ý��åêòèâíîñòü.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ôàðîíîâ, Â.Â. Turbo Pasal 7.0: Íà÷àëüíûé êóðñ: ó÷åáíîå ïî-ñîáèå. - Ì.: ÊÍÎ�ÓÑ, 2005. - 576 .[2℄ Áîáðîâñêèé, Ñ. Delphi 5: Íà÷àëüíûé êóðñ. - Ì.: ÄÅÑÑ:Èí�îðêîì-Ïðåññ, 1999. - 272 ñòð.[3℄ Åëìàíîâà Í., Òðåïàëèí Ñ., Òåíöåð À. Delphi è òåõíîëîãèÿCOM. Ìàñòåð-êëàññ. - ÑÏá.: Ïèòåð, 2003. - 698 ñ.: èë.[4℄ Èí�îðìàòèêà è ïðîãðàììèðîâàíèå: øàã çà øàãîì. Òåõíîëî-ãèÿ COM. // http://it.kgsu.ru.100



[5℄ Àðõàíãåëüñêèé, À.ß. Delphi 7:ñïðàâî÷íîå ïîñîáèå. - Ì.:Áèíîì-Ïðåññ, 2003. - 1024ñ.: èë.[6℄ Semen.Ïðîãðàììíûé ïîèñê �àéëîâ. // http://www.odenet.ru.[7℄ Êàðèõ, Í.Ïåðâûå øàãè ñ TThread â Delphi. // http://www.realoding.net.[8℄ Kest.Îñîáåííîñòè ðàçðàáîòêè ïîòîêîâ. // http://www.odingrus.ru.[9℄ Áîãäàíîâñêèé, Â. Èìïîðò èí�îðìàöèè èç Delphi â Word. //http:// www.interfae.ru.[10℄ Îñíîâû Delphi. // http://www.delphibasis.ru.[12℄ Ôóíêöèè è ïðîöåäóðû äëÿ ðàáîòû ñ �àéëàìè. // http://www.helloworld.ru.ÓÄÊ 532.5ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑËÀÁÛÕ ÂÎËÍ ÑÆÀÒÈß Â ÆÈÄÊÎÑÒÈ,ÑÎÄÅ�ÆÀÙÅÉ ÏÓÇÛ�ÜÊÎÂÓÞ ÇÀÂÅÑÓ�àäåëüøèí �. �., �àëèìçÿíîâ Ì. Í. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà âîëí ñæàòèÿ â æèäêîñòè ïðèïðîõîæäåíèè ÷åðåç ïóçûðüêîâóþ çàâåñó. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç çà-âèñèìîñòè ýâîëþöèè âîëí ïðè ïðîõîæäåíèè çàâåñû îò ïàðàìåò-ðîâ ñìåñè (íà÷àëüíîå îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ïóçûðüêîâ, íà÷àëü-íûé ðàäèóñ ïóçûðüêà) è øèðèíû çàâåñû. �àññìîòðåíû ñëó÷àè,êîãäà äëèíà âîëíû áîëüøå øèðèíû çàâåñû, è êîãäà äëèíà âîëíûñîïîñòàâèìà ñ øèðèíîé çàâåñû. Èçó÷åíèå ÿâëåíèé ïðîâîäèòñÿ âðàìêàõ ìåõàíèêè ìíîãî�àçíûõ ñèñòåì.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è101



�èñ. 1: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. ∆p�èìïóëüñ äàâëåíèÿ, l �øèðèíà çàâåñû, D1, D2, D3, D4� äàò÷èêè.Â �÷èñòîé� æèäêîñòè ñîçäàåì èìïóëüñ äàâëåíèÿ êîëîêîëîîá-ðàçíîé �îðìû, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì
pl(0, t) = p0 + ∆p exp

(
−
(
t− tm
t∗/6

)2
) (1)Çäåñü∆p� àìïëèòóäà èìïóëüñà, tm�ìîìåíò âðåìåíè íà êîòîðûéïðèõîäèòñÿ ìàêñèìóì àìïëèòóäû ïåðâîíà÷àëüíîãî èìïóëüñà, t∗�õàðàêòåðíàÿ ïðîòÿæåííîñòü èìïóëüñà.Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ýâîëþöèè âîëíû ïðè åå ïðîõîæ-äåíèè ÷åðåç ïóçûðüêîâóþ çàâåñó.� 1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñìåñè æèäêîñòè ñãàçîâûìè ïóçûðüêàìè�àññìîòðèì ñìåñü æèäêîñòè ñî ñ�åðè÷åñêèìè ïóçûðüêàìè,ïðè÷åì îòñóòñòâóåò ìàññîîáìåí ìåæäó �àçàìè.Ñèñòåìà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàññ, ÷èñëà ïóçûðüêîâè èìïóëüñîâ ïðè îòñóòñòâèè äðîáëåíèÿ ïóçûðüêîâ â îäíîñêîðîñò-íîì ïðèáëèæåíèè (vi = v, i = l, g) çàïèøåòñÿ â âèäå [1℄

∂ρi
∂t

+
∂

∂xk
(ρiv

k) = 0
∂n

∂t
+

∂

∂xk
(nvk) = 0102



ρ
dv

dt
= −pl + (ρlfl + ρgfg) (2)

(
ρ = ρl + ρg, ρi = ρ0

iαi, αl + αg = 1, αg =
4

3
πna3

)Çäåñü i = l, g îòíîñÿòñÿ ê ïàðàìåòðàì æèäêîñòè è ãàçà â ïóçûðü-êàõ, ρi, ρ0
i , αi, v, p, n, a, f � ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíÿÿ ïî ñìåñèè ñðåäíÿÿ ïî �àçå ïëîòíîñòè, îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè �àç, ñêî-ðîñòü, äàâëåíèå, ÷èñëî ïóçûðüêîâ â åäèíèöå îáúåìà, ðàäèóñ ïó-çûðüêîâ, óäåëüíàÿ ìàññîâàÿ ñèëà.Ïðè îïèñàíèè ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óòî÷íå-íèåì, ïðåäëîæåííûì â [2℄, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòü ðàäèàëü-íîãî äâèæåíèÿ w ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ: w = wR + wA, ãäå

wR îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �åëåÿ-Ëàìáà:
a0
dwR
dt

+
3

2
w2
R + 4νl

wR
a

= (pg − pl)/ρ
0
l (3)ãäå νl �âÿçêîñòü æèäêîñòè. Äîáàâêà wA îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿçàäà÷è î ñ�åðè÷åñêîé ðàçãðóçêå íà ñ�åðå ðàäèóñà a â íåñóùåéæèäêîñòè â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

wA =
pg − pl

ρ0
lClα

1/3
g

(4)ãäå Cl � ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîé �àçå.� 2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ ËàãðàíæàÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá ýâîëþöèè âîëí â æèäêîñòè ïðè íàëè-÷èè ïóçûðüêîâîé çàâåñû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé,ïðèâåäåííîé â � 1, çàïèñàííîé â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Ýòî îá-ñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ ïî-ëîæåíèå çàâåñû ïîñòîÿííîå.
ρl
∂x

∂s
= ρl0, n

∂x

∂s
= n0, ρ0

∂v

∂t
= −∂pl

∂s
,

∂x

∂t
= v (5)103



(
ρ = ρl + ρg, ρi = ρ0

iαi, αl + αg = 1, αg =
4

3
πna3

)Çäåñü x è s� ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå Ýé-ëåðà è Ëàãðàíæà. Èíäåêñû i = l è g îòíîñÿòñÿ ê ïàðàìåòðàìæèäêîñòè è ãàçà.Óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ âíóòðè ïóçûðüêîâ çàïèøåì â âèäå:
∂pg
∂t

= −3γpg
a

w − 3(γ − 1)

a
q (6)Òåïëîâîé ïîòîê q çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [3℄:

q = Nuλg
Tg − T0

2a
(7)ãäå T0 = const�òåìïåðàòóðà æèäêîñòè, Tg è λg � ñðåäíÿÿ òåìïå-ðàòóðà è êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ãàçà, Nu�÷èñëî Íóñ-ñåëüòà, çàâèñÿùåå â îáùåì ñëó÷àå îò èñòîðèè äå�îðìàöèè ïóçûðü-êîâ, åãî çàäàåì â âèäå [3℄:

Nu =

{√
Pe, Pe > 100

10, Pe < 100

Pe = 12(γ − 1)
T0

|Tg − T0|
a|w|
kgãäå kg �êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ãàçà. Èç óðàâíå-íèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ãàçà:

pg = ρ0
gBTg (8)ãäå B � ãàçîâàÿ ïîñòîÿíàÿ, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ

ρ0
ga

3 = ρ0
g0a

3
0 (9)ñëåäóþùåãî èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñî-õðàíåíèÿ ÷èñëà ïóçûðüêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü

Tg
T0

=
pg
p0

(
a

a0

)3 (10)104



Ïðèâåäåì ýòó ñèñòåìó ê áîëåå óäîáíîìó âèäó äëÿ ÷èñëåííîãîèíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå íåðàç-ðûâíîñòè, è, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ρl = ρl0(1 − αg), èìååì:
[
(1 − αg)

∂ρ0
l

∂t
− ρ0

l

∂αg
∂t

]
ρl0
ρl

+ ρl
∂v

∂s
= 0 (11)Ïðîäåëàåì òàêóþ æå îïåðàöèþ ñ óðàâíåíèåì äëÿ ÷èñëà ïóçûðü-êîâ, ïîëó÷èì

∂n

∂t
+
n2

n0

∂v

∂s
= 0 (12)Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó ÷èñëîì ÷àñòèö è îáúåìíûì ñîäåðæàíèåìãàçà, ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óðàâíåíèå (12) çàïèøåòñÿâ âèäå

∂αg
∂t

− 3αg
a

∂a

∂t
+
nαg
n0

∂v

∂s
= 0 (13)Ñ ó÷åòîì (13) è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè â àêóñòè÷åñêîìïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

1 − αg
C2
l

∂pl
∂t

=
3αgρ

0
l

a
w −

[
ρ2
l

ρl0
+ ρ0

lαg

]
∂v

∂s
(14)èëè

1 − αg
C2
l ρ

0
l

∂pl
∂t

=
3αg
a
w −

[
(1 − αg)

2

(1 − αg0)
+ αg

]
∂v

∂s
(15)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèíàìèêå âîëíâ æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè â íåé ïóçûðüêîâîé çàâåñû èìååì ñëåäó-þùóþ ñèñòåìó:

∂pl
∂t

=
3αgC

2
l ρ

0
l

a(1 − αg)
w −

(
(1 − αg)

2

1 − αg0
+ αg

)
C2
l ρ

0
l

(1 − αg)

∂v

∂s

∂αg
∂t

=
3αg
a
w − nαg

n0

∂v

∂s

ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂s105



∂x

∂t
= v (16)

∂pg
∂t

= −3γpg
a

w − 3(γ − 1)

a
q

∂a

∂t
= w = wR + wA

∂wR
∂t

=

(
pg − pl
ρ0
l

− 3

2
w2
R − 4νl

wR
a

)
1

a

wA =
pg − pl

ρ0
lClα

1/3
g

q = Nuλg
Tg − T0

2a

Tg
T0

=
pg
p0

(
a

a0

)3

Nu =

{√
Pe, Pe > 100

10, Pe < 100

Pe = 12(γ − 1)
T0

|Tg − T0|
a|w|
kg� 3. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèåÑèñòåìà (16) ðåøàëàñü ÷èñëåííî ïî ÿâíîé ñõåìå. Äëÿ àïïðîêñè-ìàöèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàëàñü ðàâíîìåð-íàÿ øàõìàòíàÿ ñåòêà ñ óçëàìè â òî÷êàõ [4℄

(si, ti), (si+1/2, ti+1/2),

si+1 = si + h, si+1/2 = si + 0.5h, i = 0, 1...N − 1

s0 = 0, sN = M, tj+1 = tj + τ, tj+1/2 = tj + 0.5τ

tj = jτ, j = 0, 1, 2...106



ãäå h è τ � ñîîòâåòñòâåííî øàãè ïî êîîðäèíàòå è ïî âðåìåíè. Êóçëàì ñåòêè (si, tj) áóäåì îòíîñèòü ñåòî÷íûå �óíêöèè ñêîðîñòè vjiè ýéëåðîâîé ïåðåìåííîé xji , ê �ïîëóöåëûì� òî÷êàì (si+1/2, tj+1/2)�ñåòî÷íûå �óíêöèè âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Òàêàÿ àïïðîêñè-ìàöèÿ îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ âîëíîâûõ çàäà÷ â îä-íî�àçíûõ ñèñòåìàõ (æèäêîñòÿõ è ãàçàõ) êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìå-òîäîì [4℄.Óñòîé÷èâîñòü äàííîé ñõåìû ñëåäóåò èç óñëîâèÿ Êóðàíòà, êîòî-ðîå ñòàâèò îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó øàãà ïî âðåìåíè [4℄
τ 6

h

Cl
(17)� 4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÍà ðèñ.2 ïðåäñòàâëåííû ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ D1, D4 äëÿ ðàç-ëè÷íûõ íà÷àëüíûõ îáúåìíûõ ãàçîâûõ ñîäåðæàíèé�αg0 = 10−2,

αg0 = 10−3, αg0 = 10−4, äëÿ a0 = 10−2ì, ∆p = 104Ïà, l = 0.1ì,
t∗ = 10−3ñ. Çäåñü äëÿ äàò÷èêà D1, ðàñïîëîæåííîãî â �÷èñòîé�æèäêîñòè ïåðåä çàâåñîé, ïåðâûé âñïëåñê (îáðàùåííûé ââåðõ) ñî-îòâåòñòâóåò ïåðâîíà÷àëüíîìó èìïóëüñó, âòîðîé âñïëåñê (îáðàùåí-íûé âíèç) ñèãíàëó, îòðàçèâøåìóñÿ îò ïóçûðüêîâîé çàâåñû. Âèäèìñèëüíîå âëèÿíèå îáúåìíîãî ãàçîâîãî ñîäåðæàíèÿ íà èçìåíåíèå àì-ïëèòóäû èìïóëüñà äàâëåíèÿ. Äëÿ αg0 = 10−2 àìïëèòóäà èìïóëü-ñà ïðè ïîõîæäåíèè ÷åðåç çàâåñó çàòóõàåò ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ,äëÿ αg0 = 10−4 èìïóëüñ ïðàêòè÷åñêè íå ãàñèòñÿ.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåííû ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ D1, D4 äëÿ ðàç-ëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ� a0 = 10−2ì, a0 = 10−3ì,
a0 = 10−4ì, äëÿ íà÷àëüíîãî îáúåìíîãî ãàçîâîãî ñîäåðæàíèÿ αg0 =
10−4, ∆p = 104Ïà, l = 0.1ì, t∗ = 10−3ñ. Âèäèì, ÷òî èçìåíåíèåíà÷àëüíûõ ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëè-ÿíèÿ íà èçìåíåíèå àìïëèòóäû èìïóëüñà äàâëåíèÿ, äëÿ αg0 = 10−4èìïóëüñ ïðàêòè÷åñêè íå ãàñèòñÿ.107
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�èñ. 2: Ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ D1, D4 äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ îáúåìíûõ ãàçîâûõñîäåðæàíèé è äëÿ íà÷àëüíîãî ðàäèóñà ïóçûðüêîâ a0 = 10−2ì.
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�èñ. 3: Ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ D1, D4 äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâè äëÿ íà÷àëüíîãî ãàçîâîãî ñîäåðæàíèÿ αg0 = 10−4.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåííû ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ D2, D3 äëÿ ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû çàâåñû� l = 0.05ì, l = 0.1ì, l = 0.15ì,
l = 0.2ì, l = 0.25ì, äëÿ ïðîòÿæåííîñòè èìïóëüñà t∗ = 10−3ñ,
a0 = 10−3ì, αg0 = 10−4, ∆p = 104Ïà.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåííû ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ D2, D3 äëÿ ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû çàâåñû� l = 0.05ì, l = 0.1ì, l = 0.15ì,
l = 0.2ì, l = 0.25ì, äëÿ ïðîòÿæåííîñòè èìïóëüñà t∗ = 10−4ñ,
a0 = 10−3ì, αg0 = 10−4, ∆p = 104Ïà.Èç ðèñóíêîâ 4 è 5 âèäíî, ÷òî áîëåå óçêèé èìïóëüñ (ñ ïðîòÿæåí-íîñòüþ t∗ = 10−4ñ) ïîãàñèò ïðîùå ÷åì áîëåå øèðîêèé (t∗ = 10−3ñ),108
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�èñ. 4: Ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ D2, D3 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû çàâåñû èïðîòÿæåííîñòè èìïóëüñà t∗ = 10−3ñ.
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�èñ. 5: Ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ D2, D3 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû çàâåñû è äëÿïðîòÿæåííîñòè èìïóëüñà t∗ = 10−4ñ.÷òîáû ïîãàñèòü èìïóëüñ äàâëåíèÿ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé àìïëèòóäîé
∆p = 104Ïà è ïðîòÿæåííîñòüþ t∗ = 10−4ñ, ïðè αg0 = 10−4 äîñòà-òî÷íî çàâåñû øèðèíîé 25ñì. Èìïóëüñ ïðîòÿæåííîñòüþ t∗ = 10−3ñçíà÷èòåëüíî ñëîæíåå ïîãàñèòü òîëüêî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ øèðèíûçàâåñû. Âûâîäû

• íà èçìåíåíèå àìïëèòóäû èìïóëüñà äàâëåíèÿ ñèëüíîå âëèÿíèåîêàçûâàåò íà÷àëüíîå îáúåìíîå ãàçîâîå ñîäåðæàíèå αg0, à íåíà÷àëüíûé ðàäèóñ ïóçûðüêîâ a0109



• çàâåñà øèðèíîé 10ñì ïðè íà÷àëüíîì îáúåìíîì ãàçîâîì ñî-äåðæàíèè αg0 = 10−2 ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ãàñèò èìïóëüñäàâëåíèÿ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé àìïëèòóäîé 104Ïà, òîãäà êàê ïðè
αg0 = 10−4 òàêîé èìïóëüñ ïî÷òè áåç ïîòåðü ïðîõîäèò ÷åðåççàâåñó

• áîëåå óçêèé èìïóëüñ (ñ ïðîòÿæåííîñòüþ t∗ = 10−4ñ) ïîãàñèòïðîùå ÷åì áîëåå øèðîêèé (t∗ = 10−3ñ)
• ÷òîáû ïîãàñèòü èìïóëüñ äàâëåíèÿ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé àìïëè-òóäîé 104Ïà è ïðîòÿæåííîñòüþ t∗ = 10−4ñ, ïðè αg0 = 10−3äîñòàòî÷íî øèðèíû çàâåñû 10ñì, ïðè αg0 = 10−4 äîñòàòî÷íî25ñì
• èìïóëüñ ïðîòÿæåííîñòüþ t∗ = 10−3ñ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå ïî-ãàñèòü òîëüêî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ øèðèíû çàâåñûËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øàãàïîâ Â. Ø. �àñïðîñòðàíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé â æèä-êîñòè ñ ïóçûðüêàìè. ÏÌÒÔ, 1977, � 1, Ñ. 90�101.[2℄ Íèãìàòóëèí �. È., Øàãàïîâ Â. Ø., Âàõèòîâà Í. Ê. Ïðîÿâ-ëåíèå ñæèìàåìîñòè íåñóùåé �àçû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèå âîë-íû â ïóçûðüêîâîé ñðåäå. ÄÀÍ, 1989, ò. 304, � 5, Ñ. 1077�1088.[3℄ Íèãìàòóëèí �. È. Äèíàìèêà ìíîãî�àçíûõ ñðåä. Ì.: Íàóêà,Ò1, 1987, Ñ. 360.[4℄ Ñàìàðñêèé À. À., Ïîïîâ Þ. Ï. �àçíîñòíûå ñõåìû ãàçîâîéäèíàìèêè. Ì.:, 1975, Ñ. 352.
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ÓÄÊ 534.112ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÏÎËÈÍÎÌÀ ÎÒ ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎ�ÎÏÀ�ÀÌÅÒ�À Â ÑËÓ×ÀÅ ÄÂÓÊ�ÀÒÍÎ�Î ÍÓËÅÂÎ�ÎÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÇÍÀ×ÅÍÈß�àëååâà Ä. �. (Ó�à, Áàø�Ó)
Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà ñïåê-òðàëüíûé ïàðàìåòð âõîäèò â êðàåâîå óñëîâèå.�àññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

y′′ + p1(x, λ)y′ + p2(x, λ)y = 0, (1)
a(λ)y′(0) + b(λ)y(0) = 0, (2)
c(λ)y′(1) + d(λ)y(1) = 0, (3)ãäå λ - ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, x ∈ [0, 1], a(λ), b(λ), c(λ), d(λ)- �óíêöèè, êîý��èöèåíòû êîòîðûõ íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíî-âðåìåííî.Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì îò ñïåêòðàëü-íîãî ïàðàìåòðà ñòåïåíè n−1 èç êðàåâîãî óñëîâèÿ çàäà÷èØòóðìà-Ëèóâèëëÿ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî n íåíóëåâûì ïîïàð-íî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Â [1] ïîêàçàíî òàêæå, ÷òîóñëîâèå îòëè÷íîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùå-ñòâåííûì.Îäíàêî, â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûÿâëåíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó-÷àÿõ èí�îðìàöèÿ î íóëåâîì ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè òàêæå ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïîëèíîìà èç êðà-åâîãî óñëîâèÿ çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.111



�àññìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à:
−y′′ = λ2y, (4)
y′(0) = 0, (5)

y′(1) +D(λ)y(1) = 0, (6)ãäåD(λ) = D1λ+D2λ
2+ ...+Dnλ

n, y = y(x, λ), λ - ñïåêòðàëüíûéïàðàìåòð, x ∈ [0, 1].Äëÿ ýòîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëèíîì ïî-ðÿäêà n ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïî 1 íóëåâîìó ñîáñòâåí-íîìó çíà÷åíèþ êðàòíîñòè 2 è n−1 íåíóëåâûì ïîïàðíî ðàçëè÷íûìñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, λ2, ..., λn−1 6= 0. À èìåííî, âåðíà ñëå-äóùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà. Ïîëèíîì D(λ) (êîý��èöèåíòû D1, D2, ..., Dn) èç êðà-åâîãî óñëîâèÿ (6) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî îäíîìó íóëå-âîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ êðàòíîñòè 2 - λ0 è n− 1 íåíóëåâûìïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, λ2, ..., λn−1 êðàå-âîé çàäà÷è (4) − (6)Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùèì ðåøåíèåì çàäà÷è (4) − (6) ÿâëÿåòñÿ�óíêöèÿ y(x) = y(x, λ) = C1 cosλx + C2
sinλx
λ .Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò C1, C2 èñïîëüçóþòÿ êðàåâûå óñëî-âèÿ (5)− (6) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü çàäà÷è (4)− (6)èìååò âèä:

∆(λ) = D(λ)cosλ− λsinλ = 0 (7)Èç óðàâíåíèÿ (7) âûðàçèì D(λ):
D(λ) =

λsinλ

cosλ
,ãäå cosλ 6= 0.Òîãäà âîññòàíàâëèâàåìûé ïîëèíîì áóäåò èìåòü ñëåäóþùèéâèä:

λsinλ

cosλ
= D1λ+D2λ

2 + ...+Dnλ
n (8)112



Ïîäñòàâèâ â (8) èçâåñòíûå ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåòðû λ0, λ1, ..., λn−1ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:




D1λ0 +D2λ
2
0 + ...+Dnλ

n
0 = λ0sinλ0

cosλ0

D1λ1 +D2λ
2
1 + ...+Dnλ

n
1 = λ1sinλ1

cosλ1

. . .

D1λn−1 +D2λ
2
n−1 + ...+Dnλ

n
n−1 = λn−1sinλn−1

cosλn−1ãäå cosλi 6= 0, i = 0, n− 1Òàê êàê λ0 = 0 êðàòíîñòè 2, òî èç îïðåäåëåíèÿ êðàòíîñòè êîðíÿñëåäóåò, ÷òî




∆(λ0) = 0

∆′(λ0) = 0
∆′′(λ0) 6= 0

(9)ãäå ∆′(λ) = D′(λ)cosλ−D(λ)sinλ− sinλ− λcosλ.Ïîäñòàâèâ λ0 â (9) íåñëîæíî âûÿâèòü, ÷òî
D′(λ0)=D1 + 2D2λ0 + ...+ nDnλ

n−1
0 = 0.Ïîäñòàâëÿÿ λ0 = 0 â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî

D1 ≡ 0.Ñëåäîâàòåëüíî âîññòàíîâëåííûé ïîëèíîì èìååò ñëåäóþùèéâèä:D(λ) = D2λ
2+...+Dnλ

n. À ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿâ: 



D2λ
2
1 + ...+Dnλ

n
1 = λ1sinλ1

cosλ1

D2λ
2
2 + ...+Dnλ

n
2 = λ2sinλ2

cosλ2

. . .

D2λ
2
n−1 + ...+Dnλ

n
n−1 = λn−1sinλn−1

cosλn−1ãäå cosλi 6= 0, i = 1, n − 1, à λ1, ..., λn−1 íåíóëåâûå ïîïàðíîðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.�àçäåëèâ êàæäîå óðàâíåíèå äàííîé ñèñòåìû íà ñîîòâåñòâóþ-ùèé êîý��èöèåíò λ2
i , i = 1, n− 1, ïîëó÷àåì:
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D2 + ...+Dnλ
n−2
1 = sinλ1

λ1cosλ1

D2 + ...+Dnλ
n−2
2 = sinλ2

λ2cosλ2

. . .

D2 + ...+Dnλ
n−2
n−1 = sinλn−1

λncosλn−1Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé îïðåäåëèòåëü ïîñëåäíåé ñèñòåìû èìå-åò âèä îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà: ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ1 λ
2
1... λ

n−2
1

1 λ2 λ
2
2... λ

n−2
2

. . .

1 λn−1 λ
2
n−1... λ

n−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(λn−1 − λn−2)...(λn−1 − λ1)...(λ2 − λ1) 6= 0ò.ê âñå λi, i = 1, n íåíóëåâûå è ïîïàðíî ðàçëè÷íûå.Òàêàÿ ñèñòåìà èìååò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì sinλi

λicosλi
=

bi, ãäå i = 1, ..n− 1. Òîãäà íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû D1, ..., Dnîäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ :
∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 λ1 λ2
1... λ

n−2
1

b2 λ2 λ2
2... λ

n−2
2

. . .
bn λn−1 λ

2
n−1... λ

n−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
. . .

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ1 λ
2
1... λ

n−3
1 b1

1 λ2 λ
2
2... λ

n−3
2 b2

. . .
1 λn λ

2
n... λ

n−3
n−1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣Ïî íàéäåííûì ∆2,∆3, ...,∆n âîñòàíàâëèâàþòñÿ êîý��èöèåíòûíàøåãî ïîëèíîìà 



D1 ≡ 0

D2 = ∆2

∆

. . .

Dn = ∆n

∆

(10)
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×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì îò ñïåê-òðàëüíîãî ïàðàìåòðà ñòåïåíè n èç êðàåâîãî óñëîâèÿ çàäà÷èØòóðìà-Ëèóâèëëÿ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî 1 íóëåâîìóñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ êðàòíîñòè 2 è n − 1 íåíóëåâûì ïîïàðíîðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷å àêó-ñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêè îá îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèÿñëîæíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñàäîâíè÷èé Â. À., Ñóëòàíàåâ ß. Ò., Àõòÿìîâ À. Ì. Îáðàò-íûå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâû-ìè óñëîâèÿìè.- Ì.: Èçä-âî. Ìîñê. óí-òà. 2009.-184ñ.ÓÄÊ 622.692ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ��ÓÍÒÀ Ï�È ÑÒ�ÎÈÒÅËÜÑÒÂÅ ÏÎÄÂÎÄÍÛÕÒ�ÓÁÎÏ�ÎÂÎÄÎÂ ÌÅÒÎÄÎÌ ÍÀÊËÎÍÍÎÍÀÏ�ÀÂËÅÍÍÎ�Î ÁÓ�ÅÍÈß�à�àðîâà Þ. À. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÍà ïóòè ïðîêëàäêè òðóáîïðîâîäîâ íåèçáåæíî âñòðå÷àþòñÿ âîä-íûå ïðåãðàäû. Òåõíîëîãèÿ è ìåòîäû ñòðîèòåëüñòâà äàííûõ ïåðå-õîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòðîèòåëüñòâîì ëèíåéíîé ñóõîïóòíîé ÷à-ñòè ðåçêî îòëè÷àþòñÿ. Ïîäâîäíûé ïåðåõîä � îñîáûé êîíñòðóêòèâ-íûé ýëåìåíò ëèíåéíîé ÷àñòè ìàãèñòðàëüíîãî òðóáîïðîâîäà, êî-òîðûé ïðåäñòàâëÿåò ïîòåíöèàëüíóþ îïàñíîñòü äëÿ îêðóæàþùåé115
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(b) Çàäà÷à 2�èñ. 1: Îòâåðñòèå ðàñïîëîæåíî ãëóáîêî è íà íåçíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò óðîâíÿðàçìûâàñðåäû. Ïîýòîìó âî èçáåæàíèå àâàðèéíûõ ðàçëèâîâ íå�òè èëè âû-õîäà ãàçà â âîäîåìû ïîëó÷èëî ðàçâèòèå ñòðîèòåëüñòâî òðóáîïðî-âîäà ìåòîäîì íàêëîííîãî áóðåíèÿ.� 1. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è àíàëèç íàïðÿæåííîäå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãðóíòà â ïðîöåññå áóðåíèÿÏðè ðàñ÷åòå íàïðÿæåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü ãëóáèíó ïðîëåãà-íèÿ, ðàçìåð îòâåðñòèÿ è õàðàêòåð ãðóíòà. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷å-ñêîå ðåøåíèå äâóõ çàäà÷: îòâåðñòèå ðàñïîëîæåíî ãëóáîêî è íàíåçíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò óðîâíÿ ðàçìûâà.Â ïåðâîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ ïîëó÷åíû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò (r, ϕ) äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ êðóãëûì îòâåðñòèåìðàäèóñà R ïðè îäíîðîäíîì íîðìàëüíîì äàâëåíèè p (ðèñ. 1(a)) [1℄.Ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì �óíêöèÿ Ýðè F (r, ϕ) îêà-çûâàåòñÿ �óíêöèåé êîîðäèíàò r è ϕ. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óäî-116



âëåòâîðÿþòñÿ ïðè
σrr =

1

r

∂F

∂r
+

1

r2

∂2F

∂ϕ2
, σϕϕ =

∂2F

∂r2
, τrϕ = − ∂

∂r

(
1

r

∂F

∂r

)
. (1)Èç óñëîâèé ñîâìåñòèìîñòè ïðè ïðåíåáðåæåíèè îáú¼ìíûìè ñèëàìèïîëó÷àåì áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

△△F =

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2

)
F = 0. (2)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè z �óíêöèÿíàïðÿæåíèé Ýðè çàâèñèò òîëüêî îò r è ñòàíîâèòñÿ îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
F = 0. (3)(3) ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè ìîæíî ïðèâåñòèê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòà-ìè, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

F (r) = A ln r + Br2 ln r + Cr2 +D. (4)Ñ ó÷åòîì (1) êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
σrr =

A

r2
+B(1+2 ln r)+2C, σϕϕ =

A

r2
+B(3+2 ln r)+2C, τrϕ = 0.(5)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

σrr(R) = −p, σrr(∞) = 0. (6)Èç îáùèõ âûðàæåíèé äëÿ íàïðÿæåíèé (5) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûéóñëîâèé (6) ïîëó÷àåì �îðìóëû äëÿ êîíñòàíò
A = −pR2, B = C = 0. (7)117



Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äëÿ íàïðÿæåíèé â ïîëÿðíîé ñèñòåìåêîîðäèíàò èìååò âèä
σrr(r) = −p

(
R

r

)2

, σϕϕ(r) = p

(
R

r

)2

. (8)�àñ÷åòû ïî �óíêöèè Ýðè ïîêàçàëè, ÷òî ðàäèàëüíîå íàïðÿæå-íèå âñåãäà ñæèìàþùåå, à îêðóæíîå íàïðÿæåíèå � ðàñòÿãèâàþùåå.Íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèÿ èñ÷åçàþò.Âòîðàÿ çàäà÷à ðåøåíà ââåäåíèåì áèïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäè-íàò (α, β), ïðåäëîæåííîé Je�ery G. B. [2℄.Ôîðìóëû âûâåäåíû äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû, ñîäåðæà-ùåé êðóãëîå îòâåðñòèå, íà êîòîðîå äåéñòâóåò îäíîðîäíîå íîðìàëü-íîå äàâëåíèå p, è îãðàíè÷åííîé ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöåé, êîòîðàÿñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé (ðèñ. 1(b)). Íàïðÿæåíèå â ïëàñòå îïðå-äåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
σββ = −p+

2p
(
cosh2 α− cos2 β

)

sinh2 α
. (9)Íàïðÿæåíèå íà ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöå

σββ =
2p (cosβ − 1) cosβ

sinh2 α
. (10)Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íàïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöå îò áèïîëÿðíîé êîîðäèíàòû β ïðè �èêñè-ðîâííûõ α.Åñëè r � ðàäèóñ îòâåðñòèÿ, d � äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà îò öåí-òðà îòâåðñòèÿ äî ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöû è x � ðàññòîÿíèå, îò-ìå÷åííîå âäîëü ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöå îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäè-êóëÿðà, òî

d = a cothα, r =
a

sinhα
, d2 − r2 = a2, x =

a sin β

1 − cosβ
,

σββ = −4p
r2(x2−d2+r2)
(x2+d2−r2)2 .

(11)118
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�èñ. 2: Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ íà ïðÿìîëèíåíåéíîé ãðàíèöå σ = f(β)Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå ïðèíèìàåòâåëè÷èíó 4p r2

d2−r2 .Â òî÷êàõ x = ±
√
d2 − r2 íàïðÿæåíèå èñ÷åçàåò, çàòåì ñòàíîâèò-ñÿ ñæèìàþùèì è äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ íàðàññòîÿíèè ±

√
3 (d2 − r2) ñ îáåèõ ñòîðîí îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäè-êóëÿðà, îïóùåííîãî èç öåíòðà îòâåðñòèÿ.Íàïðÿæåíèå âîêðóã êðóãëîãî îòâåðñòèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-ëåíî ïðîñòûì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîñòðîåíèåì. Åñëè íà ðèñóíêå 1(b)öåíòð êðóãëîãî îòâåðñòèÿ ò. C; ò. Q � ëþáàÿ òî÷êà íà îêðóæíîñòè;CO � ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç ò. C íà ïðÿìîëèíåéíóþ ãðà-íèöó; ÷åðåç ϕ îáîçíà÷èòü óãîë QOC, òî íàïðÿæåíèå íà êðóãëîìîòâåðñòèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

σββ = p
(
1 + 2 tan2 ϕ

)
. (12)Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèå îäèíàêîâî â òî÷êàõ Q, Q',êîòîðûåëåæàò íà îäíîì ëó÷å, ïðîâåäåííîì èç ò. Î. Íàïðÿæåíèå ìèíè-ìàëüíî â òî÷êàõ, êàê ñàìûõ áëèçêèõ òàê è íàèáîëåå îòäàëåííûõ119
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�èñ. 3: Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ íà êðóãëîé ãðàíèöå σ = f(β)îò ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöû, â êîòîðûõ ýòî íàïðÿæåíèå ÷èñëåííîðàâíÿåòñÿ ïðèëîæåííîìó äàâëåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, â ýòèõ òî÷êàõíàïðÿæåíèå áóäåò òåì æå ñàìûì, êàêîå îíî áûëî áû â îòñóòñòâèèïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöû, åñëè áû ïëàñòèíà áûëà áåñêîíå÷íà. Íàðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà êðóã-ëîé ãðàíèöå îò áèïîëÿðíîé êîîðäèíàòû β ïðè �èêñèðîâííûõ α.Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå íàõîäèòñÿ â òî÷êàõ êîíòàêòà êàñàòåëü-íûõ, îïóùåííûõ èç ò. O íà êðóãëóþ ãðàíèöó. Â ýòèõ òî÷êàõ åãîçíà÷åíèå ðàâíî pd2 + r2

d2 − r2
.Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà êðóãëîé ãðàíèöå ðàâíî ìàêñè-ìàëüíîìó íàïðÿæåíèþ íà ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöå, åñëè d =

√
3r.Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå èç íèõ ðàâíî 2p. Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíûãðà�èêè çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ îò áèïîëÿðíîéêîîðäèíàòû α íà ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöå è íà îòâåðñòèè.Êîãäà òðóáà ðàñïîëîæåíà íà íåçíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè îòóðîâíÿ ðàçìûâà, ðàçðóøåíèå ñûïó÷èõ ïîðîä íà÷íåòñÿ òàì, ãäå120
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�èñ. 4: Ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ σ = f(α)íàïðÿæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ çàâè-ñèò îò îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöîé èöåíòðîì îêðóæíîñòè d ê åå ðàäèóñó r. Àíàëèç ðàñ÷åòîâ ïîêàçàë,÷òî òðåùèíà ïîÿâèòñÿ íà ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöå ïðè d 6
√

3r,íà êðóãëîì îòâåðñòèè � d >
√

3r. Êîãäà d ≫ r âòîðàÿ çàäà÷àñâîäèòñÿ ê ïåðâîé.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîêëàäêå ïîäâîäíûõ òðóáîïðîâîäîâ âáèçèëèíèè ðàçìûâà âàæíûì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ðàññòîÿ-íèÿ îò ëèíèè ðàçìûâà äî öåíòðà ñêâàæèíû ê åå ðàäèóñó.� 2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàïðÿæåííîäå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãðóíòà â ïðîöåññå áóðåíèÿÓðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè-Ìèò÷åëëà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõäëÿ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ áåç ó÷åòà îáúåì-
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p

�èñ. 5: Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà îòâåðñòèèíûõ ñèë
△σxx + 1

1+ν
∂2S
∂x2 = 0,

△σyy + 1
1+ν

∂2S
∂y2 = 0,

△σxy + 1
1+ν

∂2S
∂x∂y = 0,

(13)
ãäå S = σxx + σyy.Ïîëó÷åí äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèé (13) ìåòîäîì êîíòðîëü-íîãî îáúåìà. Íàïðÿæåíèÿ ðàñ÷èòàíû íà ñåòêå 30×30 ïðè íà÷àëü-íûõ óñëîâèÿõ íà îòâåðñòèè (ðèñ. 5):íà âåðõíåé ãðàíèöå σyy = p, σxx = σxy = 0,íà ïðàâîé ãðàíèöå σxx = p, σyy = σxy = 0,íà ÿ÷åéêå ïåðåãèáà σxx = σyy = p

√
2

2
, σxy = 0.Íà ðèñóíêå 6 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â ïëà-ñòå, îòíåñåííîå ê ïðèëîæåííîìó äàâëåíèþ p.
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(b) Íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå â ïëàñòå�èñ. 6: �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â ïëàñòå[1℄ Õàí Õ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè: Îñíîâû ëèíåéíîé òåîðèè è å¼ ïðè-ìåíåíèÿ: Ïåð. ñ íåì. � Ì.: Ìèð, 1988 - 344ñ.[2℄ Je�ery G. B. Plane stress and plane strain in bipolar o-ordinates. - London, 1920.[3℄ Ïàòàíêàð Ñ. Â. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòèè êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ïðè òå÷åíèè â êàíàëàõ: Ïåð. ñàíãë. Å. Â. Êàëàáèíà; ïîä ðåä. �. �. ßíüêîâà. � Ì.: Èçäàòåëü-ñòâî ÌÝÈ, 2003. � 312 ñ.ÓÄÊ 517.94ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈßÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÅ�ÎÑß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß�èëèìøèíà Â. Ô. (Ó�à, Á�ÏÓ èì. Ì. Àêìóëëû)ÂâåäåíèåÏóñòü Ω � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn, n >

2, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn. �àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå ýëëèï-òè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:
Lu = −Φ, (1)123



Lu =

n∑

i,j=1

(aij(x)uxi
)xj

+

n∑

i=1

[bi(x)uxi
+ (ci(x)u)xi

] − d(x)u.Âñå êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ èçìåðèìû è îãðàíè÷åíû â Ω, d > 0.Óñëîâèÿ íà îáîáùåííóþ �óíêöèþ Φ áóäóò äàíû íèæå. Êîý��è-öèåíòû aij(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè: ñóùåñòâó-þò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííàÿ Γ è �óíêöèÿ s(x) òàêèå, ÷òî äëÿëþáîãî âåêòîðà y ∈ Rn è ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-ñòâà:
s(x)|y|2 6

n∑

α,β=1

aαβ(x)yαyβ 6 s(x)Γ|y|2. (2)Íåïðåðûâíàÿ â Ω �óíêöèÿ s(x) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà ãðà-íèöå îáëàñòè.�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (1)  ñî÷åòàþùè-ìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî è òðåòüåãî òèïà
u
∣∣
x∈Γ1

= 0,

(
∂u

∂N
+

n∑

i=1

ciniu

)∣∣∣∣∣
x∈Γ2

= 0. (3)Çäåñü Γ1, Γ2 ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, òàêèå, ÷òî Γ1 ∪ Γ2 =

∂Ω, Γ1 6= ∅; n(n1, n2, . . . , nn)� âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω;
∂u

∂N
=

n∑

i,j=1

aijuxi
nj.�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè óáûâà-íèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (3) îò ãåîìåòðèè íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Ω.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω èìååò pâåòâåé, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü, è ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäè-íåíèÿ Ω =
∞⋃
N=0

ΩN ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ΩN ⊂ ΩN+1îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì òðåáîâà-íèÿì. Äîïîëíåíèÿ ΩN+1
N = ΩN+1 \ ΩN ðàñïàäàþòñÿ íà êîíå÷íîå124



÷èñëî ïîäîáëàñòåé ωNi , i = 1, ..., p : ΩN+1
N =

p⋃
i=1

ωNi . Ïåðåñå÷å-íèå (∂ΩN)
⋂

Ω ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ãèïåðïîâåðõíîñòåé
SNi , i = 1, ..., p.Îïðåäåëèì âåêòîðû tN = (tN1 , ..., t

N
p ) è λN = (λN1 , ..., λ

N
p ) �îð-ìóëàìè tNi = dist(SNi , S

N+1
i ) è λNi = λ(ωNi ), ãäå

λ(Q) = inf





∫

Q

(s(x)|∇g|2 + dg2) dx
∣∣∣g ∈ C∞

0 (Rn\Γ1),

∫

Q

s(x)g2 dx = 1



(4)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ > 0 òàêîå, ÷òî ïðèâñåõ N > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1 6 θλNi (tNi )2, i = 1, ..., p. (5)Îïèñàííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå Ω =
∞⋃
N=0

ΩN ïðè âûïîëíåíèèíåðàâåíñòâ (5) áóäåì íàçûâàòü λ�ðàçáèåíèåì îáëàñòè, ñîîòâåò-ñòâóþùèì çàäà÷å (1), (3) (â äàëüíåéøåì ïðîñòî λ�ðàçáèåíèåì).Ïîíÿòèå λ�ðàçáèåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ λ�ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ââåäåííîãî Ë.Ì.Êîæåâíèêîâîé â [2℄ â ñëó÷àå
Γ2 = ∅ è s ≡ 1 äëÿ îáëàñòè, èìåþùåé îäíó âåòâü, óõîäÿùóþ íàáåñêîíå÷íîñòü "âäîëü îñè Ox1 íà ñëó÷àé ìíîãèõ âåòâåé, äîñòàòî÷-íî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü. Â ðàáîòå[2℄ îáëàñòè

ΩN = {x ∈ Ω | x1 < zN}, N = 0,∞ (6)îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë {zN}∞N=0. Ïðèâåäåíîïðîñòîå óñëîâèå, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë òàêîé, ÷òî äëÿ ðàçáèåíèÿ Ω =
∞⋃
N=0

ΩNâûïîëíåíî òðåáîâàíèå (5) ( â ñëó÷àå ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ, ò.å. s ≡ 1): äëÿ ëþáîãî r1 > 0125



íàéäåòñÿ r2 > r1 òàêîå, ÷òî
λ(Ω(r2)\Ω(r1)) > 0, (7)ãäå Ω(r) = {x ∈ Ω | x1 < r}. Â �3 ïîñòðîåíû ðàçáèåíèÿ äëÿâûðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèîíàë Φ íà ìíîæåñòâå �óíêöèé

C∞
0 (Rn\Γ1) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Φ(v) =

∫

Ω0

([d(x)ϕv+s(x)
n∑

i=1

ϕivxi
] dx,

∫

Ω0

[d(x)ϕ2+s(x)
n∑

i=1

ϕ2
i ] dx <∞.(8)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû îïåðàòîðà L óäîâëåòâî-ðÿþò íåðàâåíñòâàì

|b − c|2 6 sd/2, |bi| 6 A
√
sd, |ci| 6 A

√
sd, x ∈ Ω (9)ãäå b = (b1, b2, . . . , bn); c = (c1, c2, . . . , cn), A � ïîñòîÿííàÿ. Ïî-òðåáóåì, ÷òîáû äëÿ âåêòîðà c = {ci} ïðè âñåõ N = 0, 1, ... è kòàêîì, ÷òî 12Γ2k2θe2k = 1, áûëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

−∂dist(x, SNi )

∂c
6
kΓ2s

tNi
, x ∈ ωNi , , i = 1, p. (10)Ýòî íóæíî, ÷òîáû ìëàäøèå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ (1) íå ñèëüíî èñêà-æàëè óáûâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîå ñòàðøèìè ïðîèç-âîäíûìè. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííîå ðå-øåíèå çàäà÷è (1), (3).Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω =

∞⋃
N=0

ΩN � íåêîòîðîå λ-ðàçáèåíèå îá-ëàñòè Ω. Ïóñòü êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþòñîîòíîøåíèÿì (8)-(10). Òîãäà ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1), (3) óäî-âëåòâîðÿåò îöåíêå 126



∫

Ω\ΩN

(s|∇u|2 + du2)dx 6 C1 exp(−2kN)

∫

Ω1
0

su2dx. (11)� 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Íà ìíîæåñòâå �óíêöèé C∞
0 (Rn) îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ �îðìó

(u, v)1,Q =

∫

Q

(duv + s

n∑

i,j=1

uxi
vxj

)dx.×åðåç ‖v‖1,Q áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóíîðìó, ïîðîæäàåìóþ ýòîé áè-ëèíåéíîé �îðìîé. Â ñëó÷àå, êîãäà Q = Ω, èíäåêñ Q îïóñêàåì.Ïðîñòðàíñòâî ◦
H (Ω; Γ1) îïðåäåëèì êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà

C∞
0 (Rn \ Γ1) ïî íîðìå ‖v‖1.Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë λNi ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

λNi

∫

ωN
i

s(x)g2dx 6

∫

ωN
i

(s(x)|∇g|2+dg2)dx = ‖g‖2
1,ωN

i
, g ∈ C∞

0 (Rn\Γ1).(12)Ïîñëåäíèå îáåñïå÷èâàþò îöåíêó ∫
ΩN

0

s(x)g2dx 6 ε(N)‖g‖2
1.Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (3) áóäåì íàçûâàòü �óíê-öèþ u(x) ∈

◦
H (Ω; Γ1), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäå-ñòâó:

∫

Ω

[
n∑

i,j=1

aij(x)uxi
vxj

+
n∑

i=1

(ciuvxi
− biuxi

v) + duv]dx =

=

∫

Ω0

(dϕv + s

n∑

i=1

ϕivxi
)dx (13)127



äëÿ ëþáîé �óíêöèè v(x) ∈ ◦
H (Ω; Γ1).Ïîñòðîèì îïðåäåëåííóþ â Ω ëèïøèöåâó �óíêöèþ ξ(x), óäî-âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ξ(x) = 0 ïðè x ∈ Ω0, ξ(x) = 1 ïðè

x ∈ Ω\ΩN , ξ(x) = exp(−k(N − 1)) min(1, dist(S0
i , x)/t

0
i ) ïðè

x ∈ ω0
i , ξ(x) = exp (−k(N − ν − min(1, dist(Sνi , x)/t

ν
i ))) ïðè

x ∈ ωνi , ν = 1, N − 1, i = 1, p. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþ-ùèå ñîîòíîøåíèÿ
|∇ξ| 6

exp(−k(N − 1))

t0i
, x ∈ ω0

i , i = 1, p; (14)
|∇ξ| 6

kξ

tνi
, x ∈ ωνi , ν = 1, N − 1, i = 1, p; (15)

max
Ων+1

ν

ξ(x) = ek min
Ων+1

ν

ξ(x), ν = 1, N − 1; max
Ω1

0

ξ(x) = exp(−k(N−1)).(16)Ïîäñòàâèì â (13) ïðîáíóþ �óíêöèþ v = uξ2. Çàêîííîñòü òà-êîé ïîäñòàíîâêè íåòðóäíî îáîñíîâàòü, ïðèáëèæàÿ �óíêöèþ vïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà ◦
H (Ω; Γ1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ �óíêöèé

vm ∈ C∞
0 (Rn \ Γ1) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→ ∞.Ïîñêîëüêó ξ = 0 â Ω0, òî ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (8), èìååì

∫

Ω

[
n∑

i,j=1

ξ2aijuxi
uxj

+ d ξ2u2

]
dx =

∫

Ω

[
n∑

i,j=1

−2ξuaijuxi
ξxj

+
n∑

i=1

(
biξ

2uuxi
− ciu(ξ

2uxi
+ 2uξξxi

)
)
]
dx.Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∫

Ω

[
ξ2s|∇u|2 + d ξ2u2

]
dx 6

6

∫

Ω

[
2Γsξ|∇ξ||u∇u| + ξ2

(
s|∇u|2

4
+

|b − c|2u2

s

)
− 2u2ξ

∂ξ

∂c

]
dx128



Óñëîâèÿ (9) ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü ýòî â âèäå
1

2

∫

Ω

[
sξ2|∇u|2 + d ξ2u2

]
dx 6

∫

Ω

[
4Γ2su2|∇ξ|2 − 2u2ξ

∂ξ

∂c

]
dxÒåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (10), (14), (15), (16):

∫

Ω

[
sξ2|∇u|2 + d ξ2u2

]
dx 6

p∑

i=1

∫

ω0
i

exp (−2k(N − 1)) Γ2su28 + 4k

(t0i )
2
dx+

+
N−1∑

j=1

p∑

i=1

∫

ωj
i

Γ2sξ2u212k2

(tji )
2
dx. (17)Èç íåðàâåíñòâà (14) è óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò îöåíêà

∫

ωj
i

s
u2

(tji )
2
dx 6 θ

∫

ωj
i

(
s|∇u|2 + d u2

)
dx.Ïðèìåíÿÿ (16), çàêëþ÷àåì, ÷òî

∫

ωj
i

s
ξ2u2

(tji )
2
dx 6 θe2k

∫

ωj
i

ξ2
(
s|∇u|2 + d u2

)
dx, j = 1, N − 1.Ïîñêîëüêó ξ = 1 â Ω \ ΩN , áëàãîäàðÿ âûáîðó k, èç (17) óñòàíàâ-ëèâàåì ñîîòíîøåíèå

∫

Ω\ΩN

(s|∇u|2 + d u2)dx 6
C0 exp(−2kN)

min
i
{(t0i )2}

∫

Ω1
0

su2dx.Îöåíêà (11) äîêàçàíà.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü è áëàãîäàðíîñòüíàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðî�åññîðó Ô.Õ.Ìóêìèíîâó çà öåííûåñîâåòû, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîääåðæêó.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À129



[1℄ Êîæåâíèêîâà Ë .Ì., Ìóêìèíîâ Ô. Õ. Îöåíêè ñêîðîñòè ñòà-áèëèçàöèè ïðè t → ∞ ðåøåíèÿ ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷èäëÿ êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòî-ðîãî ïîðÿäêà // Ìàòåì. ñá. 2000. Ò. 191. �2. Ñ. 91�131.[2℄ Êîæåâíèêîâà Ë.Ì. Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé ñìåøàí-íîé çàäà÷è äëÿ ýâîëþöèîííîãî êâàçèýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ // Ìàòåì. ñá. 2005. T. 196 �7. C.67�100ÓÄÊ 517.984.54ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ ÇÀÄÀ×ÈØÒÓ�ÌÀ-ËÈÓÂÈËËßÄàâëåòîâ À.�.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ. Èññëåäîâàíèÿìè âýòîì íàïðàâëåíèè çàíèìà- ëèñü Í. Ëåâèíñîí, Ì.�. Êðåéí, Á.Ì.Ëåâèòàí, Â.À. Ìàð÷åíêî, Ç.Ë. Ëåéáåíçîí, Â.À. Þðêî è äðóãèå [1℄-[4℄. Èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè îáðàòíûõ çàäà÷ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ,à òàêæå â öåëîì îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, ïðèäàâàëî èì-ïóëüñ è òî, ÷òî îíè ïîçâîëèëè ñîçäàòü îðèãèíàëüíûå ìåòîäû äëÿðàñ÷åòà ðàäèîâîëí, òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, âûáðàëè ìåòàëëè÷åñêèõêîíñòðóêöèé.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îáùåñòâîì ñòàëè ïðåäúÿâëÿòüñÿ áîëüøèåòðåáîâàíèÿ ê äèàãíîñòèêå òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Âîçíèêàþùèå òåõ-íîãåííûå êàòàñòðî�û è îïàñíîñòè ñâÿçàííûå ñ èçíîøåííîñòüþ îñ-íîâíûõ �îíäîâ, ïîòðåáîâàëè íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ íîâûõ ìå-òîäîâ èíæåíåðíîãî îáñëåäîâàíèÿ è äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñî-ñòîÿíèÿ ñòðîèòåëüíûõ è äðóãèõ îáúåêòîâ. Ñòàëî ÿñíî ÷òî ìàòåìà-òè÷åñêèå ìîäåëè â àêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêå çàêðåïëåíèé ñëåäó-åò ðàçðàáàòûâàòü ñ ïîìîùüþ ìåõàíèêè, çàòåì �îðìóëèðîâàòü êàêîáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è ñïåêòðàëüíîé òåîðèè130



îïåðàòîðîâ, êîòîðûå óæå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíî-ãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �àññìàò-ðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû, äëèíà êîòîðîé çàêðåïëÿ-åòñÿ íà îáåèõ êîíöàõ, à òàêæå ðàçðåç ñòðóíû íà òðåõ èíòåðâëàõñ ñîîòâåòñòâóþùèìè �èçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Ñ ïîìîùüþ ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíîíàéòè ìåñòîíàõîæäåíèå, ãäå ìåíÿþòñÿ ðàññìàòðèâàåìûå �èçè÷å-ñêèå ïàðàìåòðû.1 Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è�àññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:




−y′′(x) + q1y(x) = λy, x ∈ [0, a] (1)
−y′′(x) + q2y(x) = λy, x ∈ [a, a+ ε] (2)

−y′′(x) + q1y(x) = λy, x ∈ [a+ ε, 2π] (3)
y(0) = y(2π) = 0; (4)ãäå q1 è q2 � íåêîòîðûå èçâåñòíûå âåëè÷èíû, a è a+ε � òî÷êè,ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó [0,2π].Èçâåñòíû âåëè÷èíû a, ε, q1 è q2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííû-ìè. Íóæíî íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1)-(4).2 �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷èÈç íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1)-(3) ïîëó÷èì ñèñòåìóóðàâíåíèé: 



y1(a) = y2(a); (5)
y′1(a) = y′2(a); (6)

y2(a+ ε) = y3(a+ ε); (7)
y′2(a+ ε) = y′3(a+ ε); (8)

y1(0) = 0; (9)

y3(2π) = 0; (10)131



ãäå y1, y2, y3 �ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1),(2),(3),êîòîðûå ïðè ïîñòîÿííûõ c1, c2,. . . , c6 èìåþò âèä:




y1 = c1cos(
√
λ− q1x) + c2sin(

√
λ− q1x); (11)

y2 = c3cos(
√
λ− q2x) + c4sin(

√
λ− q2x); (12)

y3 = c5cos(
√
λ− q1x) + c6sin(

√
λ− q1x); (13)×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé ââåäåì îáîçíà÷å-íèÿ. Ïóñòü 




m1 =
√
λ− q1,

m2 =
√
λ− q2,

sa1 = cos(
√
λ− q1a),

ta1 = sin(
√
λ− q1a),

sa2 = cos(
√
λ− q2a),

ta2 = sin(
√
λ− q2a),

sa+ε1 = cos(
√
λ− q1(a+ ε)),

ta+ε1 = sin(
√
λ− q1(a+ ε)),

sa+ε2 = cos(
√
λ− q2(a+ ε)),

ta+ε2 = sin(
√
λ− q2(a+ ε)),

s2π
1 = cos(2

√
λ− q1π),

ta1 = sin(2
√
λ− q1π),Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5)-(10) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sa1 ta1 −sa2 −ta2 0 0
−ta1m1 sa1m1 ta2m2 sa2m2 0 0

0 0 sa+ε2 ta+ε2 −sa+ε1 −ta+ε1

0 0 −ta+ε2 m2 sa+ε2 m2 ta+ε1 m1 sa+ε1 m1

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 s2π

1 ta1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (14)

�åøàÿ óðàâíåíèå (14) ìû íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è(1)-(4). 132



�àññìîòðèì ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷èØòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1)-(4).Âû÷èñëåíèÿ ñäåëàíû â ïðîãðàììå Maple.Ïðèìåð: Ïóñòü ε = 0.01; q1 = 1; q2 = 2. Ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðà-ìåòðîâ a íàõîäèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi(ì. òàáë.1).

òàáë.13 Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è�àññìîòðèì çàäà÷ó (1)-(4) ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïóñòüäàíà ñòðóíà äëèíû 2π, êîòîðàÿ çàêðåïëÿåòñÿ íà îáåèõ êîí-öàõ. Çäåñü q1 è q2 � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, ïàðàìåòð a �ìåñòîðàñïîëîæåíèå, ãäå ìåíÿþòñÿ ïàðàìåòðû q1 è q2 (ñì. ðèñ.1).

ðèñ.1Òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðàìåòð a ïî èçâåñòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-íèÿì çàäà÷è (1)-(4). 133



4 �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷èÄîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà: Ïóñòü äàíà çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1)-(4), q1 è
q2 � íåêîòîðûå èçâåñòíûå âåëè÷èíû, a è a+ ε � òî÷êè, ïðèíàä-ëåæàùèå îòðåçêó [0,2π], òîãäà ìîæíî âîññòàíîâèòü ïàðàìåòð a ïîèçâåñòíîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çà-äà÷è (1)-(4), ïàðàìåòðû q1,q2 è ε. Íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ïàðà-ìåòð a. �àññîòðèì óðàâíåíèå (14). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìûíàì äîñòàòî÷íî ïî èçâåñòíîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðå-øèòü óðàâíåíèå (14).�àññìîòðèì êîíòðïðèìåð. Ïóñòü èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ çàäà÷è (1)-(4): λ1 = 1.250216278, λ2 = 2.009040341, λ3 =
3.267794899; ε = 0.01; q1 = 1; q2 = 2. Òîãäà ðåøàÿ ÷èñëåííî óðàâ-íåíèå (14) âîññòàíîâèì ïàðàìåòð a, ò.å. íàéäåì êîðåíü a = π

6
.Èòàê, ìû äîêàçàëè òåîðåìó.Çàìå÷àíèå: Ïóñòü äàíà çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1)-(4), q1è q2 � íåêîòîðûå èçâåñòíûå âåëè÷èíû, a è a+ε � òî÷êè, ïðèíàä-ëåæàùèå îòðåçêó [0,2π], òîãäà ïàðàìåòð a íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ïîîäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.�àññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà-÷åíèÿ λ2 ïðè a = π

6 ,
π
3 , . . . ,

11π
6 (ñì. òàáë.1).�àñîìòðèì ñîîòíîøåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àòîò λ2 è ïàðàìåòðîâ aíà ãðà�èêå (ñì. ðèñ. 2).
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ðèñ.2Ìû âèäèì, ÷òî íà îòðåçêå [0, 2π] îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ ñîîòâåòñòâóþò 2 çíà÷åíèÿ a. Ïîýòîìó ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïà-ðàìåòð a îäíîçíà÷íî, â äàííîì ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü òîëüêîïîëîâèíó îòðåçêà [0, 2π], ò.å. ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îòðåçîê [0, π].Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøåíà. Ñ �èçè-÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à èìååò ñìûñë â òîì, ÷òî ìîæíî íàéòèìåñòîðàñïîëîæåíèå a ñ äâóõ ñòîðîí çàêðåïëåííîé ñòðóíû , ãäåìåíÿþòñÿ ïàðàìåòðû q1 è q2.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ìàð÷åíêî Â.À. Îïåðàòîðû Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è èõ ïðèëîæå-íèÿ. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1977.[2℄ Ëåâèòàí Á.Ì. Îáðàòíûå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Ì.: Íàó-êà, 1984.[3℄ Þðêî Â.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007.[4℄ Íàéìàðê Ì.À. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ì.:Íàóêà, 1969.
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ÓÄÊ 534.2.532ÊÎËÅÁÀÍÈß ÏÓÇÛ�ÜÊÀ Â ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅ Ï�ÈÍÀËÈ×ÈÈ ÆÅÑÒÊÎÉ ÑÒÅÍÊÈÄàâëåòøèí À. È., Òîïîðêîâ Ä. Þ. (Êàçàíü, ÈÌÌÊàçÍÖ �ÀÍ)ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿèçó÷åíèÿ äèíàìèêè ãàçîâîãî ïóçûðüêà îêîëî ïëîñêîé æåñòêîéñòåíêè â ïîëå ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåãîñÿ äàâëåíèÿ îêðóæàþ-ùåé æèäêîñòè. Â íåé ó÷èòûâàþòñÿ ìàëûå äå�îðìàöèè ïîâåðõíî-ñòè ïóçûðüêà. Ïðèáëèæåííî ó÷èòûâàþòñÿ ý��åêòû âÿçêîñòè èñæèìàåìîñòè æèäêîñòè. �àç â ïóçûðüêàõ ïîëàãàåòñÿ ãîìîáàðè÷å-ñêèì. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ðàäèóñàïóçûðüêà, êîîðäèíàòû åãî öåíòðà è àìïëèòóä îòêëîíåíèé �îðìûïóçûðüêà îò ñ�åðè÷åñêîé. Îíà èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íî-ñòè îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ õàðàêòåðíîãî ðàäèóñà ïóçûðüêà êóäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó öåíòðîì ïóçûðüêà è ñòåíêîé.� 1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à äèíàìèêè ãàçîâî-ãî ïóçûðüêà, ðàäèàëüíî ïóëüñèðóþùåãî îêîëî ïëîñêîé æåñòêîéñòåíêè ïîä äåéñòâèåì ïåðåìåííîãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè (ðèñ. 1).Áåç ó÷åòà ý��åêòîâ âÿçêîñòè è ñæèìàåìîñòè óðàâíåíèÿ äèíà-ìèêè æèäêîñòè (óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è èíòåãðàë Êîøè-Ëàãðàíæà) â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè Ô ìîæíî çàïèñàòüñëåäóþùèì îáðàçîì
∇2Φ = 0,

∂Φ

∂t
+

1

2
∇Φ · ∇Φ +

p

ρ0
=
p∞
ρ0
. (1)136



�èñ. 1: Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïóçûðüêà è ñèñòåì îòñ÷åòà.Çäåñü ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, p � äàâëåíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êåæèäêîñòè, p∞ � äàâëåíèå æèäêîñòè âäàëè îò ïóçûðüêà.�àç â ïóçûðüêå ïðèíèìàåòñÿ èäåàëüíûì ãîìîáàðè÷åñêèì ñ äàâ-ëåíèåì, èçìåíÿþùèìñÿ ïî çàêîíó
pb =

(
p0 +

2σ

R0

)(
R0

R

)3κ

.Çäåñü p0 � ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå æèäêîñòè, σ � êîý��èöèåíò ïî-âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, R, R0 � òåêóùèé è íà÷àëüíûé ðàäèóñûïóçûðüêà, κ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.Íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, êîòîðàÿ â íåïîäâèæíîé äåêàðòîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z è ñâÿçàííûì ñ íåé âðåìåíåì t îïèñû-âàåòñÿ óðàâíåíèåì F (x, y, z, t) = 0, ñòàâèòñÿ êèíåìàòè÷åñêîå èäèíàìè÷åñêîå êîíòàêòíûå óñëîâèÿ
∂F

∂t
+ ∇Φ · ∇F = 0, (2)
p = pb − 2Hσ, (3)ãäå 2H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè.Íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè òàêæå ñòàâèòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå
∇Φ · ∇F = 0.137



Äàâëåíèå æèäêîñòè p∞ ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
p∞ = p0 − ∆p sinωt,ãäå ∆p, ω � àìïëèòóäà è ÷àñòîòà êîëåáàíèé.Ïóçûðåê íàõîäÿòñÿ íå î÷åíü áëèçêî ê ñòåíêå, òàê, ÷òî âåëè÷è-íîé δ5 ïî ñðàâíåíèþ ñ 1 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (çäåñü δ = R/d, ãäå d� óäâîåííîå ðàññòîÿíèå îò ñòåíêè äî öåíòðà ïóçûðüêà).Íàðÿäó ñ íåïîäâèæíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò x, y, z èâðåìåíåì t èñïîëüçóåòñÿ ïîäâèæíàÿ ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà

r, θ, ϕ ¾âìîðîæåííàÿ¿ â ïóçûðåê, è ñâÿçàííîå ñ íèì âðåìÿ τ . �à-äèàëüíàÿ êîîðäèíàòà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò öåíòðà ïóçûðüêà (ðèñ.1).Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f èìååì
∂f

∂t
=
∂f

∂τ
− w · ∇f, (4)ãäå w � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Ñ ó÷åòîì (4) èíòåãðàë Êîøè-Ëàãðàíæà (1) è êèíåìàòè÷åñêîåóñëîâèå (2) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä

∂Φ

∂τ
−w · ∇Φ +

1

2
∇Φ · ∇Φ +

p

ρ0
=
p∞
ρ0
, (5)

∂F

∂τ
− w · ∇F + ∇Φ · ∇F = 0. (6)Îáùèé âèä ïîòåíöèàëà Ô îïðåäåëÿåòñÿ èç çàäà÷è î âçàèìîäåé-ñòâèè äâóõ ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ [1℄, òàê êàê äèíàìèêó ïóçûðüêàîêîëî ñòåíêè â ðàìêàõ [1℄ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âçàèìî-äåéñòâèå äâóõ îäèíàêîâûõ ïóçûðüêîâ, ïëîñêîñòü ñèììåòðèè â êî-òîðîé ñîâïàäàåò ñî ñòåíêîé. Ïîòåíöèàë Ô ïðèíèìàåòñÿ â âèäå

Φ =
∞∑

γ=0

Bγ1(τ)Pγ(cos θ1)

rγ+1
1

+
∞∑

γ=0

Bγ2(τ)Pγ(cos θ2)

rγ+1
2

,à â ñèñòåìå ïîäâèæíûõ êîîðäèíàò 1-ãî ïóçûðüêà
Φ =

∞∑

γ=0

Bγ1(τ)Pγ(cos θ1)

rγ+1
1

+

∞∑

γ,ς=0

CγςBγ2(τ)r
ς
1Pς(cos θ1)

dγ+ς+1
. (7)138



Çäåñü Pγ(cos θ1) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè γ îò cos θ1, d � ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ïóçûðüêîâ, Cγς = (−1)ς(γ + ς)!/(γ!ς!).Ïåðåõîäÿ â âûðàæåíèè (7) ê çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè ïóçûðüêàñî ñòåíêîé ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà Ô
Φ =

∞∑

γ=0

Bγ(τ)Pγ(cos θ)

rγ+1
+

∞∑

γ,ς=0

GγςBγ(τ)r
ςPς(cos θ)

dγ+ς+1
, (8)ãäå Gγς = (−1)γ+ςCγς .Ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

F (r, θ, τ) = r − rs(θ, τ) = r −
(
R(τ) +

N∑

n=2

an(τ)Pn(cos θ)

)
, (9)ãäåN � ÷èñëî ãàðìîíèê, èñïîëüçóåìûõ â ïðåäñòàâëåíèè ïîâåðõíî-ñòè ïóçûðüêà, an � àìïëèòóäà îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêàîò ñ�åðè÷åñêîé �îðìû â âèäå ïîâåðõíîñòíîé ãàðìîíèêè Pn(cos θ).Èñêàæåíèÿ εn = an/R ïîëàãàþòñÿ ìàëûìè (ε2

n << 1).Ïîäñòàâëÿÿ F (r, θ, τ) èç (9) è Ô èç (8) â êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå(6), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïîòåíöèàëà Bγ (âñèëó ãðîìîçäêîñòè ýòè âûðàæåíèÿ íå ïðèâîäÿòñÿ).Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ R, zc (êîîðäèíàòà öåíòðà ïóçûðüêà) è
an íàõîäèòñÿ èç äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé (3), èç êîòîðûõ, ó÷èòûâàÿ(5) è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (8) ñ íàéäåííûìè êîý��èöèåíòàìè
Bγ, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
RR̈+

3Ṙ2

2
− żc

2

4
−pb − p∞

ρ0
+

2σ

ρ0R
=
Ḃ0

d
+
R3z̈c − 4B0żc

2d2
−

− R3ż2
c

2d3
+

2
(
B0R

3
)′

+ 3B2
0

4d4
− 3

(
R2żca2

)′

10d2
+ ψ0 + ∆,

(
1 − 7ε2

5

)
Rz̈c+3

(
1 − 4ε2

5

)
Ṙżc−

9żcȧ2

5
−ż2

c

N∑

m=2

cm,1εm =139



= −3 (B0R)′

d2
− 3

(
R4żc

)′ − 6B0Rżc

d3
+

9R4ż2
c

d4
+

+
3
(
4B0Ṙε2 + Ḃ0a2 + 3B0ȧ2

)

5d2
+

2B0żc
d2

N∑

m=2

cm,1εm+ψ1,

1

n+ 1

[
Rän + 3Ṙȧn − (n− 1) R̈an +

N∑

m=2

(cmn,1z̈cam + cmn,5żcȧm)

]
+

+
9α11nż

2
c

8
+ żc

N∑

m=2

[
cmn,2żcεm − 3βm1n(ȧm + 2Ṙεm)

2(m+ 1)

]
+

+
(n− 1) (n+ 2)σεn

ρ0R
=

9β11nB0żc
4d2

+
9β11nR

3ż2
c

4d3
− 5β21nRB0żc

2d3
+

+
9β11nB

2
0

8d4
− 15β21nR

4ż2
c

4d4
+

21β31nR
2B0żc

8d4
+

(2n+ 1) (RnB0)
′

(−1)n (n+ 1) dn+1
+

+
(2n+ 1)

[(
Rn+3żc

)′ − 4RnB0żc

]

(−1)n 2dn+2
+

9α11nB0żcε2

10d2
+

− 1

d2

N∑

m=2

[
cmn,5(B0am)′

n+ 1
− cmn,4(ȧm + 2Ṙεm)B0 − cmn,3B0żcεm

]
+ψn,ãäå B0 = −R2Ṙ, ÷èñëà cq1, cqn1, cqn2, cqn3, cqn4, cqn5, αγ1ς , βγ1ς , χγ11ςîïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè

cq1 =
9

5
(3αq12 − βq12), cqn1 = −(n− 2)αq1n −

3βq1n
2

,

cqn2 = −9

2

[
n+1∑

γ=0

cqγ5βγ1n
3(γ + 1)

− χq11n

2

]
,

cqn3 =

n+1∑

γ=0

cqγ5

(
αγ1n +

2βγ1n
γ + 1

)
− 9χq11n

2
, cqn4 = αq1n +

βq1n
2(q + 1)

,140



cqn5 = 3

(
αq1n −

βq1n
2

)
, αγ1ς =

2ς + 1

2

1∫

−1

PγηPςdη,

βγ1ς =
2ς + 1

2

1∫

−1

(1 − η2)P ′
γPςdη, χγ11ς =

2ς + 1

2

1∫

−1

(1 − η2)PγPςdη,ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó (η).Ïàðàìåòðû ψ0, ψ1, ψn, ∆ � ýòî ïîïðàâêè, îáóñëîâëåííûå âÿç-êîñòüþ [2℄ è ñæèìàåìîñòüþ [3℄ æèäêîñòè.
ψ0 = −4νṘ

R
, ψ1 = −12ν

R

(
żc +

B0

d2
+
R3żc
d3

− ε2żc −
B0ε2

d2

)
,

ψn =
2ν

R

[
−(n+ 2)ȧn − 2(n− 1)Ṙεn +

(−1)nn(2n+ 1)Rn−1B0

dn+1
+

+
(−1)nn(n+ 1)(2n+ 1)Rn+2żc

2dn+2
−

− 3(n− 2)

2

(
żc +

B0

d2

) N∑

m=2

εm

(
2αm1n −

nβm1n

n− 2

)]
,

∆0 =
Ṙ

c0

(
RR̈ +

Ṙ2

2
+
ż2
c

4
+
pb − p∞
ρ0

)
+
R

c0

(
żcz̈c
2

+
ṗb − ṗ∞
ρ0

)
,ãäå ν � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè.� 2. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèíàìèêè ïóçûðüêà ñî ñëåäóþùèìèâõîäíûìè äàííûìè: c0 = 1500 ì/ñ, ρ0 = 998 êã/ì3, p0 = 1 áàð,

σ = 0.0725 Í/ì, µ = 10−3 êã/(ì ñ), κ = 1.4, ∆p = 1.2 áàð, ω/2π =
20 ê�ö, R(0) = 3 ìêì, zc(0) = 125 ìêì, an(0) = 0, Ṙ(0) = 0, ż(0) =

0, ȧn(0) = 0. Èçìåíåíèå â õîäå îòíîñèòåëüíî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà141
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�èñ. 2: Äèíàìèêà ïóçûðüêà ó æåñòêîé ñòåíêè: âðåìåííûå çàâèñèìîñòè zc � ïîëî-æåíèÿ öåíòðà ïóçûðüêà (a), max |εn| � àìïëèòóäû ìàêñèìàëüíîãî (çà ïåðèîä êî-ëåáàíèé p∞) çíà÷åíèÿ |εn| (á) è pw max � ìàêñèìàëüíîãî (çà ïåðèîä êîëåáàíèé p∞)äàâëåíèÿ æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè â òî÷êå, ëåæàùåé íà îñè z, (â)  ó÷åòîì(æèðíûå êðèâûå) è áåç ó÷åòà (òîíêèå êðèâûå) íåñ�åðè÷íîñòè ïóçûðüêà. Òî÷êîéóêàçàí ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ ïóçûðüêà. Íà êîíå÷íûõ ó÷àñòêàõ êðèâûõ zc ïðèâåäåíûêîíòóðû ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà â ìîìåíòû åãî ìàêñèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ.
142



êîëåáàíèé p∞ âåëè÷èí zc (a), max |εn| ïðè n = 2-5 (èñêàæåíèÿ ïîäðóãèì ãàðìîíèêàì ìàëû) (á) è pwmax (â) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2.Èç ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òî â õîäå êîëåáàíèé ïóçûðåê ïåðåìåùàåò-ñÿ âäîëü îñè z ê ñòåíêå è ñòðåìèòñÿ ñòîëêíóòüñÿ ñ íåé. Ïî ìåðåóìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïóçûðüêîì è ñòåíêîé íåñ�åðè÷-íîñòü ïóçûðüêà è äàâëåíèå íà ñòåíêå äîâîëüíî áûñòðî ðàñòóò. Òàê,âåëè÷èíà |ε2| óæå íà 48-ì ïåðèîäå êîëåáàíèé p∞ äîñòèãàåò åäè-íèöû. Â ýòîò ìîìåíò ìåæäó ïóçûðüêîì è ñòåíêîé áîëåå ÷åòûðåõðàâíîâåñíûõ ðàäèóñîâ ïóçûðüêà.Áîëåå äåòàëüíî äèíàìèêà ïóçûðüêà â õîäå îäíîãî ïåðèîäà (41-ãî) êîëåáàíèé p∞ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3. Çäåñü òàêæå ïðèâåäå-íû êîíòóðû ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà â ñåìü õàðàêòåðíûõ ìîìåíòîââðåìåíè, îòìå÷åííûõ òî÷êàìè. Ïðè ýòîì ìîìåíò 2 ñîîòâåòñòâóåòìàêñèìàëüíîìó äàâëåíèþ íà ñòåíêå, à îñòàëüíûå � ýêñòðåìàëü-íûì çíà÷åíèÿì èñêàæåíèÿ ïî âòîðîé ãàðìîíèêå.Èç ðèñ. 3 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïóçûðåê ïðè ðàñøèðåíèè ïå-ðåìåùàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå è ìåäëåííåå, ÷åì ïðè ñæàòèè.Áûñòðûå ïåðåìåùåíèÿ ïóçûðüêà âûçûâàþò çíà÷èòåëüíûå ýëëèï-ñîèäàëüíûå äå�îðìàöèè åãî ïîâåðõíîñòè. Èõ ëîêàëüíî âûñîêèåóðîâíè ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ïðåäûñòîðèè êîëåáàíèé. Îíèîñòàâàëèñü áû òî÷íî òàêèìè, äàæå åñëè ïóçûðåê â íà÷àëå êàæäîãîïåðèîäà áûë áû ÷èñòî ñ�åðè÷åñêèì.Íà êðèâîé äàâëåíèÿ pw íàáëþäàþòñÿ ðåçêèå âñïëåñêè, âîçíè-êàþùèå íà ñòàäèè çàòóõàþùèõ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé ïóçûðüêà â�àçàõ åãî ìàêñèìàëüíîãî ñæàòèÿ. Íàèáîëüøåå äàâëåíèå íà ñòåíêåâîçíèêàåò â ìîìåíò ïåðâîãî ìàêñèìàëüíîãî ñæàòèÿ.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè pwmax îò zc. Âèäíî, ÷òîäàâëåíèå íà ñòåíêå íå çàâèñèò îò äå�îðìàöèé ïóçûðüêà. Èìåþ-ùååñÿ íà ðèñ. 2 ðàçëè÷èå êðèâûõ äàâëåíèÿ íà ñòåíêå ñ ó÷åòîì èáåç ó÷åòà íåñ�åðè÷íîñòè ïóçûðüêà îáóñëîâëåíî ðàçëè÷èåì ðàñ-ñòîÿíèÿ ìåæäó ñòåíêîé è ïóçûðüêîì. Èç ðèñ. 4 ìîæíî òàêæå çà-êëþ÷èòü, ÷òî åñëè ñòåíêó óáðàòü, òî äàâëåíèå æèäêîñòè â ñîîò-143
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ÓÄÊ 517.95ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀ ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀ ÂÏ�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÅãîðîâà È. Ï. (Ñàìàðà, Ñ�ÀÑÓ)1. Ââåäåíèå. �àññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà
L(u) ≡ uxx + (sgny)|y|muyy = 0 (1)â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y)| 0 < x < 1,−α < y < β},ãäå m, α è β � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, 1 6 m < 2, èïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñ äâóìÿ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè.Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòèD �óíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþóñëîâèÿì:
u(x, y) ∈ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (2)
Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (3)

u(0, y) = u(1, y), ux(0, y) = ux(1, y), −α 6 y 6 β; (4)
uy(x, β) = f(x), 0 6 x 6 1, (5)ãäå f(x) � çàäàííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.Íåëîêàëüíûå çàäà÷è èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1 � 3℄ äëÿ ýëëèïòè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ óñëîâèÿ (4) èìåëè âèä: u(0, y) = u(1, y)è ux(0, y) = 0 èëè ux(0, y) = ux(1, y) è u(1, y) = 0 ïðè y > 0. Â [4 �5℄ ðàññìîòðåíû íåëîêàëüíûå çàäà÷è ñ óñëîâèåì (4) äëÿ óðàâíåíèÿñìåøàííîãî òèïà ïåðâîãî ðîäà. Â [6℄ ðàññìîòðåíà çàäà÷à Äèðèõëå146



ñ óñëîâèåì u(0, y) = u(1, y) = 0 äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïàâòîðîãî ðîäà (1) ïðè 0 < m < 1.Â äàííîé ðàáîòå, ñëåäóÿ [6℄, äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòèðåøåíèÿ çàäà÷è (2) � (5) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìî-ãî. Ñàìî ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì�óíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.2. Ïîñòðîåíèå ÷àñòíûõ ðåøåíèé. ×àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (1), íå ðàâíûå íóëþ â îáëàñòè D áóäåì èñêàòü â êëàññå�óíêöèé (2) ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ u(x, y) = X(x)Y (y).Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ïðîèçâåäåíèå â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì
X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1, (6)
X(0) = X(1), X ′(0) = X ′(1), (7)

Y ′′(y) − λ(sgn y)|y|−mY (y) = 0, y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β), (8)ãäå λ � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ.Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (6) è (7) èìååò âèä
Xk(x) : 1,

√
2 cosλkx,

√
2 sinλkx, (9)çäåñü X0(x) = 1, λk = 2πk, k = 1, 2, . . . . Ñèñòåìà (9) îðòîíîðìè-ðîâàíà, ïîëíà è îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].Â óðàâíåíèè (8) ïðè y > 0 âûïîëíèì çàìåíó

Y (y) = W (pky
q)
√
y, p2

k = (2πk)2/q2, q = (2 −m)/2. (10)Òîãäà ïîëó÷èì ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ [7, .12℄
W ′′(z) +

1

z
W ′(z) −

(
1 +

ν2

z2

)
W (z) = 0, (11)147



ãäå z = pky
q, ν = 1/2q ∈ [1,+∞).Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

W (z) = C1I 1
2q

(z) + C2K 1
2q

(z), (12)ãäå I 1
2q

(z), K 1
2q

(z) � ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãîè òðåòüåãî ðîäà, C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà íàîñíîâàíèè (10) è (12) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) ïðè y > 0îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
Y +
k (y) = ak

√
yI 1

2q
(pky

q) + bk
√
yK 1

2q
(pky

q). (13)Â �îðìóëå (13) ak, bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â óðàâíåíèè (8) ïðè y < 0, âûïîëíèâçàìåíó
Y (y) =

√−yZ (pk(−y)q) , (14)ïîëó÷èì îáû÷íîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ
Z ′′(z) +

1

z
Z ′(z) +

(
1 − ν2

z2

)
Z(z) = 0, z = pk(−y)q,îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

Z(z) = C̃1J 1
2q

(z) + C̃2Y 1
2q

(z), z > 0. (15)ãäå J 1
2q

(z), Y 1
2q

(z) � �óíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäàñîîòâåòñòâåííî,C̃1 è C̃2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Èç ðàâåíñòâ(14) è (15) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) ïðè y < 0 âûðîæàåòñÿ ïî�îðìóëå
Y −
k (y) = ck

√−yJ 1
2q

(pk(−y)q) + dk
√−yY 1

2q
(pk(−y)q), (16)ãäå ck, dk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.148



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óðàâíåíèÿ (8) ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ Yk(y),îïðåäåëÿåìûå ïî �îðìóëàì (13) è (16), ò. å. îíè èìåþò âèä
Yk(y) =

{
ak
√
yI 1

2q
(pky

q) + bk
√
yK 1

2q
(pky

q), y > 0,

ck
√−yJ 1

2q
(pk(−y)q) + dk

√−y Y 1
2q

(pk(−y)q), y < 0.(17)Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå �óíêöèé Y +
k (y) è Y −

k (y) èìåþò îñî-áåííîñòè ïðè |y| → 0:
Y ′+
k (y) = O

(
y1−m) , Y ′−

k (y) = O
(
(−y)1−m) , 1 < m < 2,

Y ′+
k (y) = O (ln y) , Y ′−

k (y) = O (ln(−y)) , m = 1.Ïîñêîëüêó ðåøåíèå u(x, y) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì(2), òî â �îðìóëå (17) ïîäáåðåì ïîñòîÿííûå ak, bk, ck, dk òàê,÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ:
Yk(0 + 0) = Yk(0 − 0), Y ′

k(0 + 0) = Y ′
k(0 − 0). (18)�àâåíñòâà (18) áóäóò âûïîëíåíû, åñëè ïîòðåáóåì, ÷òîáû bk = 0 è

dk = 0, ak = −ck. Ñ ó÷åòîì ýòîãî �óíêöèè (17) ïðèìóò âèä
Yk(y) =

{
Y +
k (y) = ak

√
yI 1

2q
(pky

q), y > 0,

Y −
k (y) = −ak

√−yJ 1
2q

(pk(−y)q), y < 0.
(19)3. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïóñòü u(x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è(2) � (5). �àññìîòðèì �óíêöèè

uk(y) =
√

2

∫ 1

0

u(x, y) cosλkx dx, (20)
u0(y) =

∫ 1

0

u(x, y) dx, (21)
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vk(y) =
√

2

∫ 1

0

u(x, y) sinλkx dx, λk = 2πk, k = 1, 2, . . . . (22)Íà îñíîâàíèè (20) � (22) ââåäåì �óíêöèè
uk,ε(y) =

√
2

∫ 1−ε

ε

u(x, y) cosλkx dx, k = 1, 2, . . . , (23)
u0,ε(y) =

∫ 1−ε

ε

u(x, y) dx, (24)
vk,ε(y) =

√
2

∫ 1−ε

ε

u(x, y) sinλkx dx, k = 1, 2, . . . , (25)ãäå ε > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî(23) ïî y äâàæäû ïðè y > 0 è y < 0 è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1),ïîëó÷àåì
u′′k,ε(y) == −

√
2(sgny)|y|−m

∫ 1−ε

ε

uxx(x, y) cosλkx dx.Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå äâà ðàçà è ïåðåõîäÿê ïðåäåëó ïðè ε→ 0 ñ ó÷åòîì óñëîâèé (4), ïîëó÷èì äè��åðåíöè-àëüíîå óðàâíåíèå
u′′k(y) − (sgny)|y|−mλ2

kuk(y) = 0, y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β),êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ (8) ïðè λ = λ2
k. Òîãäà uk(y) ≡ Yk(y) íà ïðî-ìåæóòêå [−α, β]. Ïîñêîëüêó u(x, y) ∈ C1

(
D
), òî �óíêöèè uk(y)îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå (19).Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííîé ak â (19) âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷-íûì óñëîâèåì (5) è �îðìóëîé (20):

u′k(β) =
√

2

∫ 1

0

uy(x, β) cosλkx dx =150



=
√

2

∫ 1

0

f(x) cosλkx dx = fk. (26)Òåïåðü íà îñíîâàíèè (19) è (26) íàéäåì
ak =

fk

pkqβ
q− 1

2I 1
2q
−1 (pkβq)

. (27)Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (19), èìååì
uk(y) =





fk
√
y

pkqβq−
1
2I 1

2q
−1 (pkβq)

I 1
2q

(pky
q), y > 0,

− fk
√−y

pkqβ
q− 1

2I 1
2q
−1 (pkβq)

J 1
2q

(pk(−y)q), y < 0.
(28)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ �óíêöèè vk(y):

v′′k(y) − (sgn y)|y|−mλ2
kvk(y) = 0, y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β), (29)

vk(0 + 0) = vk(0 − 0), v′k(0 + 0) = v′k(0 − 0), k ∈ N, (30)
v′k(β) =

√
2

∫ 1

0

uy(x, β) sinλkx dx =

=
√

2

∫ 1

0

f(x) sinλkx dx = f̃k. (31)Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (29) � (31) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
vk(y) =





f̃k
√
y

pkqβ
q− 1

2I 1
2q
−1 (pkβq)

I 1
2q

(pky
q), y > 0,

− f̃k
√−y

pkqβ
q− 1

2I 1
2q
−1 (pkβq)

J 1
2q

(pk(−y)q), y < 0.

(32)
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Íàéäåì òåïåðü u0(y). Äè��åðåíöèðóÿ (24) äâàæäû ïî y ïðè
y 6= 0 è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1) ïðè y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β) , èìååì

u′′0,ε(y) = −(sgn y)|y|−m
∫ 1−ε

ε

uxx(x, y) dx. (33)Èíòåãðàë (33) ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëóïðè ε→ 0 íà îñíîâàíèè óñëîâèé (4), ïîëó÷èì, ÷òî u0(y) ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:
u′′0(y) = 0, (34)

u′0(β) =

∫ 1

0

uy(x, β) dx =

∫ 1

0

f(x)dx = f0, (35)
u0(0 + 0) = u0(0 − 0), u′0(0 + 0) = u′0(0 − 0). (36)�åøåíèå çàäà÷è (34) � (36) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå ñ òî÷íîñòüþäî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî

u0(y) = f0y + b0, (37)ãäå b0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Äàëåå ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è(2) � (5). Ïóñòü f(x) ≡ 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâ (26), (31), (35) ñëåäóåò,÷òî fk = f̃k = f0 = 0 ïðè âñåõ k ∈ N. Îòñþäà â ñèëó (28), (32),(37) è �îðìóë (20) � (22) ñëåäóåò, ÷òî
√

2

∫ 1

0

u(x, y) cosλkx = 0,

∫ 1

0

u(x, y) = b0,

√
2

∫ 1

0

u(x, y) sinλkx = 0, k = 1, 2, . . . .152



Òîãäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû (9) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ñëå-äóåò, ÷òî u(x, y) = b0 ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] è ïðè ëþáîì
y ∈ [−α, β]. Â ñèëó (2) �óíêöèÿ u(x, y) ∈ C

(
D
), òî u(x, y) ≡ b0íà D.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2 ) � (5 ), òî îíîåäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.�åøåíèå çàäà÷è (2) � (5) ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà �óíê-öèþ f(x) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäà Ôóðüå

u(x, y) = u0(y) +
√

2
∞∑

k=1

uk(y) cosλkx+
√

2
∞∑

k=1

vk(y) sinλkx,ãäå uk(y), vk(y), è u0(y) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (28), (32) è(37). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëåðíåð Ì. Å., �åïèí Î. À. Î çàäà÷àõ òèïà çàäà÷è Ôðàíê-ëÿ äëÿ íåêîòîðûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåíèåìðàçíîãî ðîäà // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 1999. Ò.35. �8. Ñ.1087 � 1093.[2℄ Ìîèñååâ Å. È. Î ðåøåíèè ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì îäíîé íåëî-êàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 1999.Ò.35. �8. Ñ.1094 � 1100.[3℄ Ñàáèòîâ Ê. Á., Ñèäîðåíêî Î. �. Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-ñòè íåëîêàëüíîé çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì // Òðóäû ìåæäóíàðîä-íîé êîí�åðåíöèè "Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõîïåðàòîðîâ è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû" , ïîñâÿù. þáèëåþ àêàä.Èëüèíà Â.À., ÑÔ ÀÍ �Á Ñòåðëèòàìàê. Ó�à: �èëåì, 2003. Ò.1.Ñ. 213 � 219. 153



[4℄ Ñàáèòîâ Ê. Á., Ñèäîðåíêî Î. �. Íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà-÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà // Cáîðíèê òåçèñîâ ìåæ-äóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èñìåæíûå âîïðîñû " , ïîñâÿù. 103 � ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿÈ.�. Ïåòðîâñêîãî. Ì.: Èçä � âî Ì�Ó. 2004. Ñ. 183 � 184.[5℄ Ñèäîðåíêî Î. �. Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàí-íîãî òèïà // Òðóäû Ñòåðëèòàìàêñêîãî �èëèàëà Àêàäåìèèíàóê �åñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí. Ñåðèÿ "Ôèçèêî � ìàòåìàòè-÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå íàóêè". Ó�à: �èëåì, 2006. Âûïóñê 3. Ñ.201 � 208.[6℄ Ñàáèòîâ Ê. Á., Ñóëåéìàíîâà À. Õ. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿóðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî ðîäà â ïðÿìîóãîëüíîéîáëàñòè // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 2007. �4. Ñ. 45 � 53.[7℄ Áåéòìåí �., Ýðäåéè À. Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå �óíêöèè.Ò.2. Ì.: Íàóêà, 1966. 296 ñ.ÓÄÊ 519.63�ÅØÅÍÈÅ (2+1D) Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÑÈÍÓÑ-�Î�ÄÎÍÀÂ Ï�ÈÑÓÒÑÒÂÈÈ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÑÒÅÉÅêîìàñîâ À. Å. (Ó�à, Á�Ó) Ìóðòàçèí �. �. (Ó�à, Á�Ó)ÂâåäåíèåÓðàâíåíèå Ñèíóñ-�îðäîíà (Ñ�) îïèñûâàåò ìíîãèå ÿâëåíèÿ âðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè. Íàïðèìåð, äèíàìèêó äîìåííûõ ãðà-íèö â ìàãíåòèêàõ, ðàñïðîñòðàíåíèå äèñëîêàöèé ïî êðèñòàëëó èìàãíèòíîãî ïîòîêà â äæîçå�ñîíîâñêèõ êîíòàêòàõ [1℄. Â òàêèõ ïðè-ëîæåíèÿõ çàäà÷à î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ñ� â ïðèñóòñòâèè ëîêàëü-íûõ íåîäíîðîäíîñòåé âîçíèêàåò âïîëíå åñòåñòâåííî. Ïðè ýòîì ìî-ãóò áûòü àäåêâàòíû �èçè÷åñêîìó ñìûñëó êàê îäíîìåðíûå, òàê154



ðèñ. 1, Wy = 2è ìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ. Ïîâåäåíèå ñîëèòîíîâ óðàâíåíèÿ Ñ� âïðèñóòñòâèè ðàçëè÷íîãî ðîäà íåîäíîðîäíîñòåé èçó÷àåòñÿ äîñòà-òî÷íî äàâíî è ïëîäîòâîðíî[2℄. Ïîêàçàíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âîç-ìîæíîñòü çàðîæäåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ïðèìåñòíûõ ìîä êîëåáà-íèé è ðàçëè÷íîãî âèäà ñîëèòîíîâ [1℄.� 1. ×èñëåííûé ìåòîä è ðåçóëüòàòûÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà êèíêîâ ìîäè�èöè-ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà:155



ðèñ. 1, Wy = 3
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∂2θ
∂x2 + ∂2θ

∂y2 − ∂2θ
∂t2 −

K(x,y)
2 sin2θ = 0, ãäå K(x,y) - �óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàòx è y íåîäíîðîäíîñòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Íàèáîëåå èíòåðåñåíñëó÷àé, êîãäà øèðèíà êèíêà è ðàçìåð, õàðàêòåðèçóþùèé íåîäíî-ðîäíîñòü ïàðàìåòðà K îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà, òîãäà ñòðóêòóðàêèíêà äîëæíà ïðåòåðïåâàòü ñèëüíûå èçìåíåíèÿ ïðè ïðîõîæäåíèè÷åðåç äâóìåðíóþ íåîäíîðîäíóþ îáëàñòü. Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðî-ñòîòû áóäåì áðàòü K â âèäå:

K =

{
1, x < x1, x > x2, y < y1, y > y2

K, x1 6 x 6 x2, y1 6 y 6 y2, ãäå Wx = x1 − x2,Wy = y1 − y2 - øèðèíà è äëèíà äâóìåðíîéîáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè ïàðàìåòðà Ê.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè êèíêà â äàííîé çàäà-÷å ïðèìåíÿëèñü ÷èñëåííûå ìåòîäû. Óðàâíåíèå ðåøàëîñü ÷èñëåííîïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîéñõåìû ðåøåíèÿ è óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ÿâíîé ñõåìû τ
h 6 1

4 . Â êà-÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èñïîëüçîâàëè åãî òî÷íîå ñòàòè÷åñêîåðåøåíèå: θ0 (x, y) = 2arctg (ex) . �ðàíè÷íûå óçëû ñåòêè ïî ïå-ðåìåííîé x èìåþò çíà÷åíèÿ θ (±Nx, y) = θ0 (±Nx) , θ̇(±Nx, y) =

θ̇0(±Nx) , ãðàíè÷íûå óçëû ñåòêè ïî ïåðåìåííîé y ñâîáîäíûå. Äëÿðàñ÷åòà ïðèìåíÿëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî êîîðäèíàòàì x è y ñøàãîì h, ò.å.
{xi = h · i, i = −Nx, ..., Nx} {yj = h · j, j = −Ny, ..., Ny}è ñåòêà ïî âðåìåíè t ñ øàãîì τ

{τn = n · τ, n = 0, 1, ..., Nt}, ãäå Nx ,Ny ,Nt - öåëûå ÷èñëà. Çíà÷åíèÿ Nx ,Ny ïðè ðàñ÷åòàõáðàëîñü â äèàïàçîíå îò 400 äî 1200. Ïðîâåðÿëîñü ïðè ýòîì è òî,÷òîáû èçìåíåíèå ÷èñëà òî÷åê ïî îñè x è y íå âëèÿëî íà îñíîâ-íûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà,157



ñ ïîìîùüþ êîòîðîé íàõîäèëèñü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè êèíêàè áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè äàí-íûìè.�àññìîòðåíî äâèæåíèå êèíêà ñ ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé ñêîðî-ñòüþ v=0.85 ÷åðåç îáëàñòü íåîäíîðîäíîñòè ïàðàìåòðà Ê, öåíòðêîòîðîé ðàñïîëîæåí â òî÷êå x=13.9 , y=0, ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷å-íèÿìè ïàðàìåòðîâ Wx, Wy, K. Îáíàðóæåí ïðè ýòîì ïðîöåññ îá-ðàçîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ñ�, ÿâëÿþùèõñÿèñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ ñâîáîäíûõ (îáúåìíûõ) âîëí. Ïîñëåäíèå,îáëàäàÿ ñêîðîñòüþ áîëüøåé, ÷åì ó êèíêà, îáãîíÿþò åå. Â çàâèñè-ìîñòè îò çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Wx, Wy, K ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ êèíêà,â îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè îáíàðóæåíà âîçìîæíîñòü çàðîæäåíèÿòðåõ òèïîâ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé. Îíè ìîãóò áûòü òèïà: ïóëü-ñîí, ïóëüñîíà, ïåðåõîäÿùåãî â äâóìåðíûé ñîëèòîí è äâóìåðíîãîñîëèòîíà. Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû îáëàñòè ïàðàìåòðîâ,îïðåäåëÿþùèõ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äàííûõ òèïîâ ðåøå-íèé. I-ïóëüñîí, II- ïóëüñîí, ïåðåõîäÿùèé â 2Dñîëèòîí, III - 2Dñîëèòîí. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áðàóí Î. Ì., Êèâøàðü Þ. Ñ. Ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòðîâîé:Êîíöåïöèè, ìåòîäû, ïðèëîæåíèÿ. // Ôèçìàòëèò. 2008. Ì. 519ñ.[2℄ 2. Êîñåâè÷ À. Ì., Êîâàëåâ À. Ñ. Ââåäåíèå â íåëèíåéíóþ �è-çè÷åñêóþ ìåõàíèêó. // Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà. 1989. 304 ñ.
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ÓÄÊ 519.6ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËß ÂÀËÞÌÈÍÈÅÂÎÌ ÝËÅÊÒ�ÎËÈÇÅ�ÅÇàêèåâà �.Í. (Íå�òåêàìñêèé �èëèàë Áàø�Ó,ã.Íå�òåêàìñê, �îññèÿ)ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñèñòåìàõ ñî ñëîæíûìè ýëåê-òðîõèìè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè èìååò âàæíîåíàó÷íî - òåõíè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ ñó-ùåñòâóþùèõ ïðîèçâîäñòâ ýëåêòðîëèçà. Ïðîåêòèðîâàíèå ýëåêòðî-ëèçåðîâ äëÿ ïðîèçâîäñòâà öâåòíûõ ìåòàëëîâ ñâÿçàíû ñ ðàçðà-áîòêîé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèõ ïðî-âîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Îñíîâíûìè òðåáîâàíèÿ-ìè ïðè ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ïîâûøå-íèå òî÷íîñòè, íàäåæíîñòè è ñêîðîñòè ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëü-íîãî ýêñïåðèìåíòà.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëþìèíèåâûé ýëåêòðîëèçåð â �îð-ìå öèëèíäðà ñ ñîñòàâíûì àíîäîì. Îò òðåõìåðíîé çàäà÷è ïåðåéäåìê äâóìåðíîé è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå öè-ëèíäðè÷åñêîãî ýëåêòðîëèçåðà, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí öè-ëèíäðè÷åñêèé àíîä (ðèñ. 1), òîãäà âîçíèêàåò çàäà÷à äëÿ ïîòåí-öèàëà u(p) â îáëàñòè Ω. �ðàíèöó îáëàñòè Ω ïðåäñòàâèì â âèäå
Sq = Sa ∪ Sk. Êðàåâàÿ çàäà÷à â ýòîì ñëó÷àå �îðìóëèðóåòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì:

∂2u(p)

∂x2
+
∂2u(p)

∂y2
= 0; p ∈ Ω; (1)159



�èñ. 1: Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
(
u(p) + σca

∂u(p)

∂n

)∣∣∣∣
Sa

= ϕa; (2)

(
u(p) + σck

∂u(p)

∂n

)∣∣∣∣
Sa

= ϕk; (3)ãäå σ - óäåëüíàÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ñðåäû; ca, ck - óäåëüíûå ïî-ëÿðèçóåìîñòè àíîäà è êàòîäà; ϕa, ϕk - ýëåêòðîäíûå ïîòåíöèàëû.Ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ â çàäà÷àõ ñ êðèâîëèíåéíû-ìè ãðàíèöàìè òðóäíîîñóùåñòâèìî,ïîýòîìó äëÿ ñâåäåíèÿ èñõîäíîéêðàåâîé çàäà÷è (1) - (3) ê ýêâèâàëåíòíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíè-ÿì èñïîëüçóåì ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñíîâíàÿ èíòåãðàëü-íàÿ �îðìóëà �ðèíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä:
k(p)u(p) =

∫

Sq

(
ln

(
1

r(p, q)

)
∂u(q)

∂nq
− u(q)

∂

∂nq
ln

(
1

r(p, q)

))
dSq−

−
∫

Dq

∆u(q) ln
1

r(p, q)
dq (4)160



ãäå r(p, q) =
√

(xp − xq)2 + (yp − yq)2 - ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
p è q;

k(p) =





2π, p ∈ Ω;

π, p ∈ S;
0, p 6∈ S + Ω.Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè òî÷êà p ∈ S, q ∈ S

πu(p) =

∫

Sq

(ln(
1

r(p, q)
)
∂u(q)

∂nq
− u(q)

∂

∂nq
ln(

1

r(p, q)
))dSq, (5)Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü (5): äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì èíòåãðàë ïîãðàíèöå Sq íà ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöàì Sa, Sk. Âûðàçèì èç(2) è (3) ïðîèçâîäíûå ïî íîðìàëè îò u(q).

(
∂u

∂n

)∣∣∣∣
Sa

=
ϕa − u(q)

σca
;

(
∂u

∂n

)∣∣∣∣
Sk

=
ϕk − u(q)

σck
; (6)Ïîäñòàâèì âñå ýòî â (5), ñîáðàâ îòäåëüíî ñëàãàåìûå, â ñîñòàâêîòîðûõ âõîäèò u(q) è îáîçíà÷èâ èõ êàê K(p, q), òàêæå ñîáðàâîòäåëüíî ñëàãàåìûå, â ñîñòàâ êîòîðûõ íå âõîäèò u(p) è îáîçíà÷èâèõ êàê F (p, q), òîãäà óðàâíåíèå (5) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

πu(p) +

∫

Sq

u(q)K(p, q)dSq =

∫

Sq

F (p, q)dSq, (7)ãäå åñëè òî÷êà q ∈ Sa

K(p, q) =
1

σca
ln

1

r(p, q)
+

∂

∂nq
ln

1

r(p, q)
;

F (p, q) =
ϕa
σca

ln
1

r(p, q)
;è åñëè òî÷êà q ∈ Sk ñîîòâåòñòâåííî161



K(p, q) =
1

σck
ln

1

r(p, q)
+

∂

∂nq
ln

1

r(p, q)
;

F (p, q) =
ϕk
σck

ln
1

r(p, q)
;Óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà II ðîäà. Â õîäåïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû èç èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è, îïðåäåëåííîé âîâñåé îáëàñòè Ω, ïåðåøëè ê óðàâíåíèþ, çàäàííîé ëèøü íà ãðàíèöå

Sk. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷èÏåðâûì ýòàïîì äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-÷è ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàíèö îáëàñòè Ω. Ó÷àñòîêãðàíèöû â ïëîñêîì ñå÷åíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé çà-ïèñüþ îêðóæíîñòè:
x = x0 + R cosα; y = y0 + R sinα;ãäå R - ðàäèóñ îêðóæíîñòè; x0, y0 - êîîðäèíàòû öåíòðà; α - ïàðà-ìåòð (óãîë).Äëÿ �îðìèðîâàíèÿ àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå íåîáõîäèìû âåêòîðû ê ãðàíèöàì

Sa, Sk îáëàñòè Ω ïðîìåæóòêè ðàçáèåíèé Na, Nk ãðàíèöû îáëàñòè.Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èìååò âèä:
G(p, q) = ln

(
1

r(p, q)

)
; (8)ãäå r(p, q) =

√
((xp − xq)2 + (yp − yq)2 - ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êà-ìè p è q;Ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèè G(p, q) ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå Sq âòî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì, åñëè ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ äóãàîêðóæíîñòè ðàäèóñà Ro è nq - âíåøíÿÿ íîðìàëü:162



∂G(p, q)

∂nq
=
xp − xq
r(p, q)

xq − x0

Ro
+
yp − yq
r(p, q)

yq − y0

Ro
; (9)ãäå (x0, y0) - öåíòð îêðóæíîñòè.Èíòåãðàë â îñîáîé òî÷êå (ïðè p = q) äëÿ ïðÿìîëèíåéíîãî ãðà-íè÷íîãî ýëåìåíòà ∆Sq âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî;åñëè ñåðåäèíà îòðåçêà ∆Sq, òî

∫

∆Sq

(ln

(
1

r(p, q)

)
dSq = ∆Sq(1 + ln 2 − ln∆Sq). (10)Åñëè îáå òî÷êè p è q ëåæàò íà äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà Ro è

nq - âíåøíÿÿ íîðìàëü, òî
∂

∂nq

(
ln

1

r(p, q)

)
=

1

Ro
; (11)Â îáùåì ñëó÷àå, (p 6= q) èíòåãðèðîâàíèå ïî ãðàíè÷íîìó îòðåç-êó ∆Sq ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé �îðìóëû �àóññà ïðè

n = 7 [6℄, òî÷íîé äëÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè (2n-1).Åñëè öåíòðû ýëåêòðîäîâ ñîâïàäàþò, òî çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ âîäíîìåðíóþ (ðåøåíèå íå çàâèñèò îò óãëà). Â ýòîì ñëó÷àå êðàåâàÿçàäà÷à äëÿ ïîòåíöèàëà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä:
∂2u

∂r2
+

1

r

du

dr
= 0, (12)

(
u+ σca

∂u

∂r

)∣∣∣∣
r=Ra

= ϕa;

(
u+ σck

∂u

∂r

)∣∣∣∣
r=Rk

= ϕk; (13)ãäå Rk 6 r 6 Ra. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
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�èñ. 2: Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà íà êàòîäå, ãäå 1 − σ = 10; 2 − σ = 1; 3 − σ = 0, 1.

�èñ. 3: Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà íà àíîäå, ãäå 1 − σ = 10; 2 − σ = 1; 3 − σ = 0, 1.164



Ïî èçëîæåííîìó àëãîðèòìó íà îñíîâå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ áûëà ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà, ðàñ÷èòûâàþùàÿ ïîòåíöèàë èïëîòíîñòü òîêà. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòû ðàñ÷åòîâ. Çàäà÷àðåøàëàñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: ðàäèóñ îêðóæ-íîñòè àíîäà Ra = 10, ðàäèóñ îêðóæíîñòè êàòîäà Rk = 2, ðàññòî-ÿíèå ìåæäó àíîäîì è êàòîäîì èçìåíÿëîñü îò 1 äî 10, ðàçáèåíèåàíîäíîé ãðàíèöû N1 = 160 òî÷åê, ðàçáèåíèå êàòîäíîé ãðàíèöû
N2 = 32 òî÷êè. Ïî îñü îðäèíàò îòëîæåí êðèòåðèé ðàâíîìåðíî-ñòè Kr = (Umax − Umin)Umax/, ãäå Umin, Umax - ìèíèìàëüíîå èìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà.Íà ðèñóíêàõ 2, 3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëà íà àíî-äå è êàòîäå ïðè ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîïðîâîäíîñòÿõ ñðåäû σ, ãäå ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó îêðóæíîñòÿìè h = 3.Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çàâèñèìîñòåé ïî-òåíöèàëà íà àíîäå è êàòîäå èññëåäîâàëèñü ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðàçáèåíèé ãðàíèö, ïðè÷åì ïðè óâåëè-÷åíèè êîëè÷åñòâà ðàçáèåíèé, ñêîðîñòü ñ÷åòà ñòàíîâèòñÿ íèæå, àòî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ âûøå. �àñ÷åò âåäåòñÿ íà êîìïüþòåðå ñ ïðî-öåññîðîì AMD Athlon(TM) XP 2600+, 1,9 GHz, ãäå âðåìÿ ñ÷åòàçàíèìàåò îêîëî 60 ñåêóíä. Ëèòåðàòóðà[1℄ Àðñåíèí Â. ß. Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è ñïåöèàëü-íûå �óíêöèè. // Ì.: Íàóêà, 1984. 383 ñ.[2℄ Áîáðèê À. È., Ìèõàéëîâ Â. Í. �åøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè IV ðîäà:Æóðí. âû÷èñëèò. ìàòåì. è ìàòåì. �èçèêè. // 1974. Ò. 14,� 1. Ñ. 126�134[3℄ Áåíåðäæè Ï., Áàòòåð�èëä �. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-òîâ â ïðèêëàäíûõ íàóêàõ. // Ì.: Ìèð, 1984. 490 ñ.[4℄ Áîëîòíîâ À. Ì. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàñ÷åòàõ165



ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ ñèñòåì. // Ó�à: Áà-ø�Ó, 2002. 143 ñ.[5℄ Èëüèí Â. Ï. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðî�è-çèêè. // Ì.: Íàóêà, 1985. 334 ñ.[6℄ Êðîíêðîä À. Ñ. Óçëû è âåñà êâàäðàòóðíûõ �îðìóë. // Ì.:Íàóêà, 1964. 144 ñ.[7℄ Êðûëîâ Â. È. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. // Ì.:Íàóêà, 1967. 500 ñ.[8℄ Ñîáîëåâ Ñ. À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. // Ì.:Íàóêà, 1992. 431 ñ.ÓÄÊ 517.984Î ÑÂßÇÈ ÎÄÍÎÉ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÒÅ�ÏÎËÈ�ÎÂÀÍÈÅÌ ÖÅËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÈãíàòüåâà �. À., Àõòÿìîâ À. Ì. (Ó�à, Á�Ó)ÂâåäåíèåÇíà÷èòåëüíîå ÷èñëî îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêèñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì â êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Îá-ðàòíûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì λ èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì. [1℄, [2℄è áèáëèîãðà�èþ ýòèõ ðàáîò). Òèïè÷íàÿ ïîñòàíîâêà òàêîé çàäà÷èñîñòîèò â îïðåäåëåíèè êîý��èöèåíòà äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è äðóãèì ñïåêòðàëüíûì õàðàê-òåðèñòèêàì. �àáîòû [3℄-[7℄ ïîñâÿùåíû íåñêîëüêî èíîé öåëè - âîñ-ñòàíîâëåíèþ êðàåâîãî óñëîâèÿ (êðàåâûõ óñëîâèé) ñïåêòðàëüíîé166



çàäà÷è ïî å¼ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîë-æàåò öèêë ðàáîò ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìå. Â íåé ðåøàåòñÿ çàäà÷àîòûñêàíèÿ öåëîé �óíêöèè ïàðàìåòðà λ, ïðèñóòñòâóþùåé â îäíîìèç êðàåâûõ óñëîâèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ïî å¼ ñîáñòâåííûì çíà-÷åíèÿì.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
d2y

dx2
+ p1(x, λ)

dy

dx
+ p2(x, λ)y = 0, (1)

y(0) = 0, (2)
ý(1) + f(λ)y(1) = 0, (3)Çäåñü x ∈ [0, 1], λ - ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, f(λ) - öåëàÿ �óíêöèÿ,a p1(x, λ), p2(x, λ) - íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè ïî

x è ïî λ.Ñ�îðìóëèðóåì äëÿ çàäà÷è (1)-(3) îáðàòíóþ. Ïî ñîáñòâåííûìçíà÷åíèÿì λi çàäà÷è (1)-(3) òðåáóåòñÿ íàéòè öåëóþ �óíêöèþ f(λ)èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (3).Èçó÷èì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîé îáðàòíîé çàäà-÷è.Ïóñòü y1(x, λ), y2(x, λ) - ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå â òî÷êå x = 0 óñëîâèÿì
y1(0, λ) = 1, ý1(0, λ) = 0, y2(0, λ) = 0, ý2(0, λ) = 1. (4)×èñëà λi ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòå-ëÿ ∆(λ), ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

∆(λi) = ý2(1, λi) + f(λi)y2(1, λi) = 0, (5)Çíà÷åíèå �óíêöèè y2(x, λi) â òî÷êå x = 1 îòëè÷íî îò íóëÿ.Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, òî åñòü, ÷òî y2(1, λi) = 0,èç ðàâåíñòâ (4), (5) èìååì ý2(1, λi) = 0. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè167



ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èìååì y2(x, λi) ≡ 0. À ýòî ïðîòèâîðå÷èòâûáîðó �óíêöèè y2(x, λ). Èòàê, y2(1, λi) 6= 0.Èç (5) ñëåäóþò ðàâåíñòâà
f(λi) = ci, i = 1, 2, ... (6)
ci = −ý2(1, λi)/y2(1, λi). (7)Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà-÷à ñâåëàñü ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè (ñì. �ëàâó 4 èç [8℄,êîòîðàÿ ñîñòîèò â îòûñêàíèè öåëîé �óíêöèè f(λ), ïðèíèìàþùåéâ çàäàííûõ òî÷êàõ ci - óçëàõ èíòåðïîëÿöèè - çàäàííûå çíà÷åíèÿ.Îáîçíà÷èì êëàññ öåëûõ �óíêöèé f(λ) ïîðÿäêà ìåíüøåãî ρ ÷å-ðåç F ρ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è.Òåîðåìà: Ïóñòü �óíêöèè f1(λ) è f2(λ) ïðèíàäëåæàò êëàññó F ρ,à {λ1

i} è {λ2
i} - ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðà-åâîé çàäà÷è (1) - (3) äëÿ �óíêöèé f1(λ) è f2(λ) ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà åñëè {λ1

i} è {λ2
i} èìåþò ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè ìåíüøèé,÷åì ρ, è, êðîìå òîãî λ1
i = λ2

i (i ∈ Z), òî f1(λ) ≡ f2(λ).Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êëàññ âñåõ öåëûõ �óíê-öèé ïîðÿäêà, ìåíüøåãî ïîêàçàòåëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè, ñîñòîÿùåé èç óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, ÿâëÿåòñÿ êëàññîì åäèí-ñòâåííîñòè äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (6) (ñì., íàïðèìåð, ñ 69èç [8℄).Êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè (6), êàê èçâåñò-íî ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäà
∞∑

i=1

ciϕ(λ)

(λ− λi)ϕ́(λi)
(8)â êîòîðîì ϕ(λ) - öåëàÿ �óíêöèÿ ñ ïðîñòûìè êîðíÿìè â óçëàõ

{λ}∞1 , ïðè λi 6= λj äëÿ i 6= j è |λi| → ∞. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòèýòîãî ðÿäà çàâèñÿò îò ïîâåäåíèÿ ci è λi è äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó-÷åíû (ñì. [8℄ ñ. 84-89). Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàò-168



ðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñîîò-âåòñòâóþùèå èíòåðïîëÿöèîííûå òåîðåìû, ïîíèìàÿ ïîäó óçëàìèèíòåðïîëÿöèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ äè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè: Íàéòè ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé
∂2

∂x2
u(x, t) =

∂2

∂t2
u(x, t) (9)óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(0, t) = 0 (10)
∂

∂x
u(x, t) =

m∑

j=0

dj (
∂2

∂t2
)j u(x, t)|x=1 (11)è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = ϕ(x),
∂

∂t
u(x, 0)|t=0 = ψ(x), (12)ãäå ϕ(x) è ψ(x) - çàäàííûå �óíêöèè.Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ âîç-íèêàåò ñëåäóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

y′′(x) + λy(x) = 0 (13)
y(0) = 0 (14)

y′(l) + f(λ)y(1) = 0 (15)ãäå λ - ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à f(λ) =
∑m

j=0 djλ
j.C ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à (13)-(15) õàðàêòåðèçóåòêîëåáàíèÿ ñòðóíû, ëåâûé êîíåö êîòîðîé æåñòêî çàêðåïëåí, à ïðà-âûé êîíåö ñâîáîäåí, íî åãî äâèæåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ îïðåäåëåííîìóçàêîíó.Ñ�îðìóëèðóåì äëÿ (13)-(15) îáðàòíóþ çàäà÷ó. Òðåáóåòñÿ îïðå-äåëèòü íåèçâåñòíûé ïîëèíîì f(λ), ñòåïåíü êîòîðîãî m íàì òàê169



æå íåèçâåñòíà, ïî èçâåñòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λi, êîòîðûåñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ
ctg
√
λi = M

√
λi. (16)Íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè ýòà îáðàòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü èíòåð-ïðåòèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðåáóåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì ÷à-ñòîòàì (ïî òåìáðó çâó÷àíèÿ) ñòðóíû îïðåäåëèòü "ñòåïåíü íàãðó-æåííîñòè“ å¼ ïðàâîãî êîíöà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåäîñòóïíûì äëÿíåïîñðåäñòñâåííîãî íàáëþäåíèÿ.�åøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ

y1(x, λ) è y2(x, λ) óðàâíåíèÿ (13), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì(4), èìåþò ñëåäóþùèé âèä: y1(x, λ) = cos(
√
λx), y2(x, λ) =

sin(
√
λx)/

√
λ. Ïîýòîìó ðàâåíñòâà (6) â ñëó÷àå íàøåãî ïðèìåðà çà-ïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: f(λi) = −cos(

√
λix)

√
λi/sin(

√
λix).Ó÷èòûâàÿ (16) ïîëó÷àåì

f(λi) = −Mλi (17)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ðÿäîì Ëàãðàíæà (8). Îäíàêî, â íàøåìñëó÷àå ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàííîé òåîðåìîé åäèíñòâåííî-ñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîêïîëèíîìà ðàâåí íóëþ, à ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè λk ðàâåí 1/2, òî èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-ñòâåííûé ïîëèíîì f(λ), óäîâëåòâîðÿþùèé â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè
λi óñëîâèÿì (17). Òàêèì ïîëèíîìîì î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ�óíêöèÿ f(λ) = −Mλ. Èòàê, ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíà.Îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
y′′ + λy = 0, y(0) = 0, y′(1) −Mλy(1) = 0.Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ À. Í. Êðûëîâà [9℄, Ñ. Ï.Òèìîøåíêî [10℄, À. Í. Òèõîíîâà, À. À. Ñàìàðñêîãî [11℄ è â ðàáî-òàõ äðóãèõ àâòîðîâ. Îíà îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ñòðó-íû, îäèí êîíåö êîòîðîé (x = 0) çàêðåïëåí, à êî âòîðîìó êîíöó170



ïðèêðåïëåí ãðóç ìàññû M. Òàêèì îáðàçîì, ïî ñîáñòâåííûì ÷à-ñòîòàì λi âîññòàíîâëåíû êàê ñàì çàêîí äâèæåíèÿ ïðàâîãî êîíöàñòðóíû (ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñ ãðóçîì íà êîíöå), òàê è ìàññà ïðè-êðåïëåííîãî ãðóçà.Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi çàäà÷è (13)-(15) ñîâïàäàþò ñ êîð-íÿìè óðàâíåíèÿ √
λi = π/2 + πi, òî ðàâåíñòâà (6) çàïèñûâàþòñÿâ ñëåäóþùåì âèäå: f(λi) = 0. Îòêóäà â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåí-íîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî f(λ) ≡ 0. Â òåðìèíàõ òåîðèè êîëåáàíèé ýòîîçíà÷àåò, ÷òî íåâèäèìûé ïðàâûé êîíåö ñòðóíû çàêðåïëåí ñâîáîä-íî è íå èñïûòûâàåò íèêàêèõ íàãðóçîê.Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâîãîóñëîâèÿ (15) òðåáóåòñÿ çíàíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è(13)-(15) è îãðàíè÷åíèå íà ðîñò �óíêöèè f(λ). Îäíàêî ýòè óñëîâèÿíå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè. Èíîãäà î �óíêöèè f(λ) äîñòàòî÷íîçíàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ öåëîé, à î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ çàäà-÷è (13)-(15) äîñòàòî÷íî çíàòü ïîâåäåíèå íåêîòîðîé ïîäïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ñîñòàâëåííîé èç å¼ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðèâåäåìñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:

y′′ = 0, y(0) = 0, ý(1) + f(λ)y(1) = 0 (18)Ïóñòü λi = 1/i - èçâåñòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (18).Òðåáóåòñÿ íàéòè íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ f(λ), ïðî êîòîðóþ èçâåñò-íî ëèøü òî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ öåëîé. �åøèì ýòó îáðàòíóþ çàäà÷ó.Èìååì:
y1(x, λ) = 1, y2(x, λ) = x, f(λi) = −1Îòñþäà è èç ýòîé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ öåëûõ �óíêöèé(ñì. [12℄ ñ. 48) ñëåäóåò, ÷òî f(λ) ≡ −1Îñòàíîâèìñÿ íà îáîáùåíèÿõ ïîëó÷åííîé òåîðåìû åäèíñòâåííî-ñòè âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.Äëÿ áîëåå îáùåé êðàåâîé çàäà÷è âòîðîãî ïîðÿäêà

d2y

dx2
+ p1(x, λ)

dy

dx
+ p2(x, λ)y = 0, (19)171



a(λ)ý(0) + b(λ)y(0) = 0, (20)
c(λ)ý(1) + d(λ)y(1) = 0, (21)ãäå x ∈ [0, 1], a λ - ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, òàêæå âåðíààíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âîññòàíîâëåíèÿ îäíîé èç öåëûõ �óíêöèé

a(λ), b(λ), c(λ) èëè d(λ).Îäíàêî îáîáùåíèÿ íà ïóòè âîññòàíîâëåíèÿ äâóõ èç öåëûõ�óíêöèé a(λ), b(λ), c(λ) èëè d(λ) â çàäà÷å (19)-(21) âîîáùå ãîâî-ðÿ íåâîçìîæíû.Äåéñòâèòåëüíî, ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è
y′′ − 3λy′ + λ2y = 0, y′′ − 3λy′ + λ2y = 0,
ý(0) + λy(0) = 0, ý(0) + 0, 5λy(0) = 0,

ý(1) + 4λy(1) = 0, ý(1) + 2λy(1) = 0. èìåþò îäèíàêîâûå ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè-÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ) = λ2(12e2λ − 15eλ), �óíêöèè a(λ), è
c(λ) ó ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò, à ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè b(λ), è
d(λ) - íåò. Çíà÷èò, îáîáùåíèå íà ýòîì ïóòè íåâîçìîæíî. Íåëüçÿäëÿ ïðîèçâîëüíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (19) îäíîçíà÷-íî âîññòàíîâèòü îäíîâðåìåííî äâå íåèçâåñòíûå �óíêöèè b(λ) è
d(λ) ïàðàìåòðà λ.Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé îäíîçíà÷íîå âîññòàíîâëåíèå êîý��èöèåíòîâ
b(λ) è d(λ) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, òåì íå ìåíåå, âîçìîæíî. Ïî ýòî-ìó ïîâîäó ñì. ðàáîòó [6℄.Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèòñÿ íàçàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè f(λ) â îäíîì èç êðàåâûõ óñëîâèéñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà. Îí òàêæå ìîæåòáûòü èíòåðïðåòèðîâàí â òåðìèíàõ òåîðèè êîëåáàíèé - íàïðèìåð,êàê åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì õà-ðàêòåðà çàêðåïëåíèÿ îäíîãî èç êîíöîâ ñòåðæíÿ, íåäîñòóïíîãî äëÿâèçóàëüíîãî îñìîòðà. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À172



[1℄ Ëåâèòàí Á.Ì. Îáðàòíûå çàäà÷è Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ è èõïðèëîæåíèÿ.// Íàóêà, Ì., 1984.[2℄ Þðêî Â.À. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðà-òîðîâ.// Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, Ñàðàòîâ, 1989.[3℄ Ñàäîâíè÷èé Â.À., Ñóëòàíàåâ ß.Ò., Àõòÿìîâ À.Ì. Àíàëî-ãè òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè Áîðãà â ñëó÷àå íåðàñïàäàþùèõñÿêðàåâûõ óñëîâèé// Äîêëàäû Àêàäåìè íàóê. 367 (1999), � 6739-741.[4℄ Àõòÿìîâ À.Ì. Îá îïðåäåëåíèè êðàåâîãî óñëîâèÿ ïî êîíå÷íî-ìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.// Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.35(1999), � 8, 1127-1128.[5℄ Àõòÿìîâ À.Ì. Î åäèíñòâåííîñòè âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõóñëîâèé çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïî å¼ ñïåêòðó.// Ìàòåìà-òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 12(2000), �3, 6.[6℄ Àõòÿìîâ À.Ì. Î åäèíñòâåííîñòè âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõóñëîâèé ñïåêòðàëüíîé çäà÷è ïî å¼ ñïåêòðó.// Ôóíäàìåíòàëü-íàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. 6(2000), � 4, 995-1006.[7℄ Àõàòîâ È.Ø., Àõòÿìîâ À.Ì. Îïðåäåëåíèå âèäà çàêðåïëå-íèÿ ñòåðæíÿ ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì åãî èçãèáíûõ êîëåáà-íèé.// Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 65(2001), � 2,290-298.[8℄ �îëüäáåðã À.À., Ëåâèí Á.ß. Îñòðîâñêèé È.Â. Öåëûå è ìåðî-ìîð�íûå �óíêöèè.// Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñîâð. ïðîáë. ìà-òåì. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ. 85(1990), ÷. 1, 5-186[9℄ Êðûëîâ À.Í. Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î êðåøåðàõ è èíäèêàòî-ðàõ.// Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè íàóê, 6 ñåðèÿ. 3(1909), � 15, 623-654.[10℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Ïðî÷íîñòü è êîëåáàíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóê-öèé.// Íàóêà, Ì., 1975. 173



[11℄ Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè.// Íàóêà, Ì., 1977.[12℄ Ìàðêóøåâè÷ À.È. Öåëûå �óíêöèè. Ýëåìåíòàðíûé î÷åðê.//Íàóêà, Ì., 1965.ÓÄÊ 517.57ÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈß ÖÅËÛÕ "ÔÓÍÊÖÈÉ ÒÈÏÀ ÑÈÍÓÑÀ"Èñàåâ Ê. Ï., Ïóòèíöåâà À. À., Òðóíîâ Ê. Â.(Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå ñòðîÿòñÿ öåëûå �óíêöèè, ëîãàðè�ì ìîäóëÿêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè áëèçîê ê u(Re z), ãäå u � íàïåðåä çà-äàííàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u íåïðåðûâíàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ íà ïëîñêîñòè è τ(u, z) � ðàäèóñ íàèáîëüøåãî êðóãà ñ öåíòðîìâ òî÷êå z, â êîòîðîì �óíêöèÿ u îòêëîíÿåòñÿ îò ïðîñòðàíñòâàãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé íà ýòîì êðóãå íå áîëåå ÷åì íà 1. Ôóíê-öèåé òèïà ñèíóñà äëÿ �óíêöèè u áóäåì íàçûâàòü öåëóþ �óíêöèþ
L, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì1. Âñå íóëè zn, n ∈ N, �óíêöèè L ïðîñòûå è ïðè íåêîòîðîì
ε > 0 êðóãè B(zn, ετ(u, zn)), n ∈ N, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.2. Ïðè ëþáîì ε > 0 âíå ìíîæåñòâà êðóãîâ B(zn, ετ(u, zn)),
n ∈ N, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå | ln |L(z)| − u(z)| 6 A(ε).Èç ñîîáðàæåíèé ñóáãàðìîíè÷íîñòè è èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû
τ(u, z) âûòåêàåò ñâîéñòâî

2′. Äëÿ âñåõ z ∈ C âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ñâåðõó
ln |L(z)| 6 |u(z)| +A1(ε).174



Òåðìèí
”
�óíêöèè òèïà ñèíóñà“, ïî âèäèìîìó, âïåðâûå ïîÿâèëñÿâ ðàáîòå [1℄. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó îïðåäåëåíèþ â ýòîé ðàáîòåðå÷ü èäåò î �óíêöèè òèïà ñèíóñà äëÿ îïîðíîé �óíêöèè

h(z) = max
w∈D

Re zwíåêîòîðîãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà D.Çà íåñêîëüêî ëåò äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [1℄ Â.Ñ. Àçàðèíûì â ðà-áîòå [2℄ áûëà äîêàçàíà òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîëüíîéñóáãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ëîãàðè�ìîì ìî-äóëÿ öåëîé �óíêöèè. Ñóùåñòâåííûì óòî÷íåíèåì ðåçóëüòàòà Â.Ñ.Àçàðèíà ñòàëà òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â [3℄. Â ýòîé òåîðåìå óòâåð-æäàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ëþáîé ñóáãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèèêîíå÷íîãî ïîðÿäêà u ñóùåñòâóåò öåëàÿ �óíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òîâíå íåêîòîðîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà E êîíå÷íîé ëåáåãî-âîé ìåðû âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
|u(z) − ln |f(z)|| = O(ln |z|), z /∈ E, |z| −→ ∞.Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè òèïà ñèíóñà äëÿ �óíêöèè u, ââå-äåííûå âûøå, îáëàäàþò ñâîéñòâàìè öåëûõ �óíêöèé, ïîñòðîåííûõâ óêàçàííîé ðàáîòå [3℄.Â ðàáîòå [4℄ �óíêöèè òèïà ñèíóñà ïîñòðîåíû äëÿ îïîðíûõ�óíêöèé âûïóêëûõ îáëàñòåé êðèâèçíà ãðàíèöû êîòîðûõ îòðàíè-÷åíà îò íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè.Â ðàáîòå [7℄ èññëåäîâàíû ñóáãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè ìåäëåí-íîãî ðîñòà.Ìíîæåñòâî �óíêöèé òèïà ñèíóñà äëÿ �óíêöèè u áóäåì îáîçíà-÷àòü ÷åðåç S(u).Êîíñòðóêöèÿ öåëûõ �óíêöèé òèïà ñèíóñàÁàçîâîé äëÿ íàøèõ êîíñòðóêöèé áóäåò ñëóæèòü �óíêöèÿ

F (z) = ez − 1, ïîýòîìó ñíà÷àëà îïèøåì åå ñâîéñòâà. Ïîëîæèì
Re+z = max(0, Re z). 175



Ïóñòü L(x) = d(x − b) � âåùåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ è
L+(x) = max(0, L(x)). Òîãäà
LF1. Íóëÿìè �óíêöèè F (L(z)) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè zn = b +

2πin
d , n ∈ Z, ïðè÷åì âñå íóëè ïðîñòûå.
LF2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âíå ìíîæåñòâà êðóãîâ B(zn,

ε
d), n ∈ Z,âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

| ln |F (L(z))| − L+(Rez)| 6 Aεe
−|L(Rez)|.Ñ�îðìóëèðóåì äâå ïîäãîòîâèòåëüíûå ëåììû.Ëåììà 1. Ïóñòü u � êóñî÷íî - ëèíåéíàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà

R, ïðè÷åì
u(x) = lk(x), x ∈ [bk; bk+1], k ∈ Z,ãäå lk � ëèíåéíûå �óíêöèè è bk � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü òî÷åê èçëîìà. Åñëè ïîëîæèòü L0(x) = l0(x), Ln(x) =

ln(x) − ln−1(x), n 6= 0, òî
u(x) = L0(x) +

∑

n 6=0

L+
n (x), x ∈ R.Â ðàáîòå [6℄ ââåäåíà ñëåäóþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòè-êà âûïóêëûõ �óíêöèé: åñëè u� âûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà âåùåñòâåí-íîé îñè, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ R ÷åðåç ρ(u, y) îáîçíà÷èì ñóïðåìóìòàêèõ p > 0, äëÿ êîòîðûõ

∫ +p

−p
|u′+(y + t) − u′+(y)|dt 6 1.Åñëè �óíêöèÿ u íå ëèíåéíà, òî �óíêöèÿ ρ(u, y) îïðåäåëåíà è êî-íå÷íà íà R è êàê ïîêàçàíî â òîé æå ðàáîòå [6℄, �óíêöèÿ ρ(u, x)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëè�ùèöà

|ρ(u, x)− ρ(u, y)| < |x− y|, x 6= y. (1)Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ρ(u, y) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: ρ(u, y) � ñóïðåìóì òàêèõ p > 0, äëÿ êîòîðûõ
u(y + p) + u(y − p) − 2u(y) 6 1.176



Äëÿ òî÷êè y ∈ R ÷åðåç lu(y, x) îáîçíà÷èì ëèíåéíóþ �óíêöèþ,ðàâíóþ u(x) â òî÷êàõ y±ρ(u, y). Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèéëåãêî âûâåñòè, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
0 6 lu(y, x) − u(x) 6 1, x ∈ [y − ρ(u, y); y + ρ(u, y)]. (2)Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé âûïóêëîé �óíêöèè u íà R ñóùåñòâóåòêóñî÷íî - ëèíåéíàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ v, òàêàÿ, ÷òî1. Åñëè bn, n ∈ Z, ... < b−1 < b0 < b1 < ..., � òî÷êè èçëîìà�óíêöèè v è b∗n = (bn + bn+1)/2, òî

bn+1 − bn = 2ρ(u, b∗n), n ∈ Z.Ïðè ýòîì, åñëè �óíêöèÿ u èìååò àñèìïòîòó â +∞ (−∞), òîïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn êîíå÷íà ñïðàâà (ñëåâà).2. Äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
u(x) 6 v(x) 6 u(x) + 1.3. Åñëè v(x) = ln(x), x ∈ [bn; bn+1], n ∈ Z, è dn � óãëîâîéêîý��èöèåíò ëèíåéíîé �óíêöèè ln − ln−1, òî

1

2ρ(u, b∗n)
6 dn 6

3

ρ(u, bn)
, ∀n ∈ Z.Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðå-ìó.Òåîðåìà 1. Ïóñòü u � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà R. Ïðåäïîëîæèì,÷òî íàéäåòñÿ �óíêöèÿ α(x) > 1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿìa) Ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíòå A äëÿ ëþáîãî x ∈ R äëÿ âñåõ

y ∈ [x− ρ(u, x); x+ ρ(u, x)] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
|α(y) − α(x)| 6 A.b) Ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∫ +∞

−∞
e−α(x) dx

ρ(u, x)
<∞.177



) Ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíòå a > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R äëÿ âñåõ
y1, y2 ∈ [x− 2α(x)ρ(u, x); x+ 2α(x)ρ(u, x)] èìååò ìåñòî ñîîòíî-øåíèå

ρ(u, y1)

ρ(u, y2)
> a.Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëàÿ �óíêöèÿ f , êîòîðàÿ èìååò ïðîñòûå íó-ëè âèäà znk = bn + 2πi

dn
k, n, k ∈ Z, è äëÿ ëþáîãî ε > 0 âíå êðóãîâ

B(znk, ερ(u, bn)) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå
| ln |f(z)| − u(z)| 6 A(ε).Ïðè ýòîì, åñëè ε < 1
2, òî êðóãè B(znk, ερ(u, bn)) ïîïàðíî íå ïå-ðåñåêàþòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Èçëîæèì êîíñòðóêöèþ �óíêöèè f .Íà îñíîâå ëåììû 2 äëÿ �óíêöèè u ïîñòðîèì âûïóêëóþ êóñî÷íîëèíåéíóþ �óíêöèþ v ñ èçëîìàìè â òî÷êàõ bn, n ∈ Z, óäîâëåòâî-ðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ

u(x) 6 v(x) 6 u(x) + 1, x ∈ R.Ôóíêöèÿ v ïî ëåììå 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
v(x) = L0(x) +

∑

n 6=0

L+
n (x),ãäå Ln � ëèíåéíûå �óíêöèè è åñëè Ln(x) = dn(x− bn), òî ïî ï.3ëåììû 2 èìåþò ìåñòî îöåíêè

1

2ρ(u, b∗n)
6 dn 6

3

ρ(u, bn)
. (3)Ïîëîæèì F (z) = ez − 1 è

f(z) = eL0(z)
∏

n 6=0

F (Ln(z)).Òîãäà �óíêöèÿ f èìååò ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ znk = bn + 2πik
dn

è
| ln |f(z)| − u(Rez)| 6 | ln |f(z)| − v(Rez)| + 1 6178



6
∑

n 6=0

| ln |F (Ln(z))| − L+
n (Rez)| + 1.Ïî ñâîéñòâàì LF1−LF2 äëÿ ëþáîãî ε > 0 âíå êðóãîâB(znk,

ε
dn

)èìååì
| ln |f(z)| − u(Rez)| 6 A(ε)

∑

n 6=0

e−|Ln(Rez)| + 1. (4)Îöåíèì ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè. Â ñèëó ëåâîãî íåðàâåíñòâà â ñîîò-íîøåíèè (3) èìååì
e−|Ln(x)|

6 exp

(
− |x− bn|

2ρ(u, b∗n)

)
. (5)Çà�èêñèðóåì x ∈ R è ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ n ∈ Z ðàçîáüåìíà äâå ÷àñòè, ïîëàãàÿ

Z1 = {n ∈ Z, |x− bn| > (2α(b∗n) − 1)ρ(u, b∗n)},
Z2 = {n ∈ Z, |x− bn| < (2α(b∗n) − 1)ρ(u, b∗n)}.Òîãäà èç (4) ñëåäóåò

∑

n∈Z1

e−|Ln(x)|
6

√
e
∑

n∈Z1

e−α(b∗n).Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû èìååì
∞∑

n=−∞
e−α(b∗n)

6

∞∑

n=−∞

2eA

a

∫ bn+1

bn

e−α(x) dx

ρ(u, x)
=

=
2eA

a

∫ +∞

−∞
e−α(x) dx

ρ(u, x)
= C1 <∞.Òàêèì îáðàçîì, ∑

n∈Z1

e−|Ln(x)|
6

√
eC1. (6)�àññìîòðèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Z2. Ïîëîæèì

N1 = inf{p : p ∈ Z2}, N2 = sup{p : p ∈ Z2},179



s = min{p : p ∈ Z2, bp > x}.Âîçüìåì n ∈ Z2, n > s, òîãäà
|x− bn| = (bs − x) +

n−1∑

p=s

(bp+1 − bp) > 2
n−1∑

p=s

ρ(u, b∗p). (7)Ïóñòü p = s, ..., n− 1. Òîãäà
bp > bs > x > bn − (2α(b∗n) − 1)ρ(u, b∗n) = b∗n − 2α(b∗n)ρ(u, b

∗
n)è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, bp 6 bn 6 bn+1 = b∗n+ρ(u, b∗n). Òàêèì îáðàçîì,

bp ∈ [b∗n − 2α(b∗n)ρ(u, b
∗
n); b

∗
n + 2α(b∗n)ρ(u, b

∗
n)] è ïî óñëîâèþ )

ρ(u, b∗p) > aρ(u, b∗n).Îòñþäà è èç (5) ñëåäóåò
|x− bn| > 2a

n−1∑

p=s

ρ(u, b∗n) = 2a(n− s)ρ(u, b∗n).Åñëè æå n ∈ Z2, n 6 s− 1, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì
|x− bn| = (x− bs−1) +

s−1∑

p=n+1

(bp − bp−1) > 2a(s− n− 1)ρ(u, b∗n).Îáúåäèíèâ ïîñëåäíèå äâå îöåíêè ïîëó÷èì
−|x− bn|
ρ(u, b∗n)

6 −2a(|s− n| − 1).Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (5) ñëåäóåò
∑

n∈Z2

e−|Ln(Rez)| 6 2e2a
∞∑

k=0

e−2ak 6
2e4a

e2a − 1
.Âìåñòå ñ îöåíêàìè (4), (6) îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0âíå êðóãîâ B(znk,

ε
dn

) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
| ln |f(z)| − u(Rez)| 6 1 + A(ε)

(√
eC1 +

2e4a

e2a − 1

)
.180



Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ýòà îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ âíå êðóãîâ
B(znk, ερ(u, b

∗
n)). Ïîñêîëüêó bn ∈ [b∗n− ρ(u, b∗n); b

∗
n + ρ(u, b∗n)], òî ïîóñëîâèþ ñ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(u, bn) > aρ(u, b∗n), ñëåäîâà-òåëüíî, ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ âíå êðóãîâB(znk, ερ(u, bn)).Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ε < 1

2 êðóãè Bnk(ε) =
B(znk, ερ(u, bn)) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Âîçüìåì äâà ðàçëè÷-íûõ íóëÿ znk, zmp. Åñëè n = m, òî k 6= p è â ñèëó ï.3 ëåììû 2èìååì

|znk − zmp| >
2π

dn
>

2π

3
ρ(u, bn) > 2ερ(u, bn),çíà÷èò êðóãè Bnk(ε), Bmp(ε) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü n 6= m, äëÿîïðåäåëåííîñòè m < n. Òîãäà ïîëó÷èì

|znk − zmp| > bn − bm > bn − bn−1 = 2ρ(u, b∗n−1) > ρ(u, bn)è
|znk − zmp| > bn − bm > bm+1 − bm = 2ρ(u, b∗m) > ρ(u, bm),ïîýòîìó
|znk − zmp| >

1

2
(ρ(u, bn) + ρ(u, bm)) > ε(ρ(u, bn) + ρ(u, bm)).Òåì ñàìûì êðóãè Bnk(ε), Bmp(ε) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òåîðåìà 1 äî-êàçàíà. •Ñëåäñòâèå 1. Åñëè �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðå-ìû 1, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ òèïà ñèíóñà.Ñëåäñòâèå 2. Åñëè �óíêöèÿ u èìååò àñèìïòîòû â ±∞, òî äëÿíåå ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ òèïà ñèíóñà.Ñ�îðìóëèðóåì âàðèàíò òåîðåìû 1, áîëåå óäîáíûé äëÿ ïðèìå-íåíèé.Òåîðåìà 2. Ïóñòü u � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿâûïóêëàÿ �óíêöèÿ íà R òàêàÿ, ÷òî íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-øàÿ â ±∞ �óíêöèÿ β(x) è ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà b òàêèå,÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ181



a) Äëÿ âñåõ x ∈ R è äëÿ âñåõ y ∈ [x− 1√
u′′(x)

; x+ 1√
u′′(x)

] èìååòìåñòî |β(x) − β(y)| 6 B.b) Èíòåãðàë ∫

I

e−εβ(x)
√
u′′(x)dxñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî ε > 0.) Äëÿ ëþáîãî x ∈ R äëÿ âñåõ y1, y2 ∈

[
x− β(x)√

u′′(x)
; x+ β(x)√

u′′(x)

]èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
u′′(y1)

u′′(y2)
> b > 0.Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëàÿ �óíêöèÿ òèïà ñèíóñà äëÿ u, êîòîðàÿèìååò ïðîñòûå íóëè âèäà znk = bn + 2πki

dn
è äëÿ ëþáîãî ε > 0 âíåêðóãîâ B(znk, ε√

u′′(bn)

) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå
| ln |f(z)| − u(z)| 6 A(ε).Êðîìå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 êðóãè B(znk, ε√

u′′(bn)

)ïîïàðíî íå ïåðñåêàþòñÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ïðåçèäåíòà �Ô ÌÊ-2532.2009.1. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëåâèí Á. ß., Ëþáàðñêèé Þ. È. Èíòåðïîëÿöèÿ öåëûìè �óíê-öèÿìè ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ è ñâÿçàííûå ñ íåþ ðàçëîæåíèÿ âðÿäû ýêñïîíåíò // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåð. ìàòåì. 1975. Ò. 39.� 3. C. 657�702.[2℄ Àçàðèí Â. Ñ. Î ëó÷àõ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà öåëîé �óíê-öèè // Ìàòåì. ñá. 1969. Ò.79. � 4. Ñ. 463�476.[3℄ Þëìóõàìåòîâ �. Ñ.Àïïðîêñèìàöèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ �óíê-öèé //Analysis Mathematia. 1985. V. 11. P. 257�282.182



[4℄ Ëþáàðñêèé Þ. È., Ñîäèí Ì. Ë. íàëîãè �óíêöèé òèïà ñèíóñàäëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé // Ïðåïðèíò �17. Õàðüêîâ: Ôèçèêî -òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà íèçêèõ òåìïåðàòóð ÀÍ ÓÑÑ�. 1986.C. 42.[5℄ Ëåîíòüåâ À. Ô. Öåëûå �óíêöèè. �ÿäû ýêñïîíåíò. Ì.: Íàóêà.�ëàâíàÿ ðåäàêöèÿ �èç.-ìàò. ëèòåðàòóðû. 1983.[6℄ Ëóöåíêî Â. È., Þëìóõàìåòîâ �. Ñ. Îáîáùåíèå òåîðåìûÏýëè-Âèíåðà íà âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà // Ìàò. çàìåòêè. 1990.Ò. 48. � 5. C. 80�87.[7℄ Chyzhikov I. E. Approximation of subharmoni funtions jf slowgrowth // Matem. �z., analiz, geom. 2002. V. 9. � 3. P. 509�520.[8℄ Èñàåâ Ê. Ï, Ïóòèíöåâà À. À., Þëìóõàìåòîâ �. Ñ. Ïðåä-ñòàâëåíèå ðÿäàìè ýêñïîíåíò â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà âå-ùåñòâåííîé îñè // Ó�èìñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 2009.Ò. 1. � 1. Ñ. 16�37.ÓÄÊ 517.9ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÖÈÖÅÉÊÈ1Èñêàíäàðîâà Ì. Í. (Ó�à, Ó�ÀÒÓ)ÂâåäåíèåÓðàâíåíèå Öèöåéêè
vxy = exp(v) + exp(−2v) (1)èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêèè ìàòåìàòèêè [1℄. Ïðè ýòîì îíî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ìåòîäîìîáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ [2℄.1�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ � 10-01-91222-ÑÒ-à183



Îäíèì èç ñïîñîáîâ èññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè íåëèíåé-íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íàïðèìåíåíèè äè��åðåíöèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê. Íå ÿâëÿÿñü îáðàòè-ìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ïîäñòàíîâêè, òåì íå ìåíåå, ñîõðàíÿþòíåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàï-ðèìåð, �îðìàëüíóþ èíòåãðèðóåìîñòü [3℄. Â ðÿäå ñëó÷àåâ íàëè÷èåó óðàâíåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüåãî ðåøåíèÿ èç ðåøåíèé íåêîòîðîãî õîðîøî èçó÷åííîãî óðàâíå-íèÿ.Ñîîòíîøåíèå
v = Φ

(
u,
∂u

∂x
, ...,

∂nu

∂xn
,
∂u

∂y
, ...,

∂mu

∂ym

) (2)íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêîé èç óðàâíåíèÿ
uxy = f(u, ux, uy) (3)â óðàâíåíèå
vxy = g(v, vx, vy),åñëè äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(x, y) ïåðâîãî óðàâíåíèÿ �óíêöèÿ (2)óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàíû âñå íåëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèåóðàâíåíèÿ âèäà (3), êîòîðûå äè��åðåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêîé
v = ϕ(u, ux, uy) (4)ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ Öèöåéêè (1).Êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåëèíåé-íîå óðàâíåíèå âèäà (3), êîòîðîå ïîäñòàíîâêîé (4) (ϕux

· ϕuy
6= 0),ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñèíóñ-�îðäîí

vxy = sin v. (5)� 1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà v = ϕ(u,ux)184



Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà (3),êîòîðûå äè��åðåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêîé
v = ϕ(u, ux) (6)ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ Öèöåéêè.Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå:Òåîðåìà 1. Ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (6) ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâ-íåíèÿ (3) ïåðåâîäèò â ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè ëèøü â ñëå-äóþùèõ ñëó÷àÿõ:

v = −1

2
ln (ux − b(ux)) , (7)

v = −1

2
ln

(
2a(ux) − 2ux

3

)
,ãäå �óíêöèè b, a îïðåäåëåíû �îðìóëàìè

(2ux + b)2(ux − b) = 1, 2(a+ 2ux)
2(a− ux) = 27. (8)Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

uxy = 3ub(ux), (9)
uxy =

√
2uya(ux).Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (9), ñâÿçàííîå ïðåîáðàçîâàíèåì (7) ñóðàâíåíèåì Öèöåéêè, ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [2℄.Äîêàçàòåëüñòâî.Äè��åðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (6) ïîñëåäîâà-òåëüíî ïî ïåðåìåííûì x, y, ó÷èòûâàÿ (3), â ñèëó íåçàâèñèìîñòèïåðåìåííûõ u, ux, uy, uxx, ïîëó÷àåì

ϕuuy + ϕux
f = ψ(u, uy),

ϕuuuxuy + ϕuf + ϕuux
uxf + ϕux

(fuux + fuy
f) =

= exp(ϕ) + exp(−2ϕ).

(10)185



Ïóñòü ϕux
6= 0, òîãäà èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (10) èìååì

f =
ψ − ϕuuy
ϕux

. (11)Ïåðåïèøåì âòîðîå ðàâåíñòâî (10), èñïîëüçóÿ �îðìóëó (11)
ϕux

ψuux + ψuy
(ψ − ϕuuy) = ϕux

(exp(ϕ) + exp(−2ϕ)) . (12)Äàëåå äè��åðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå (12) ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ïå-ðåìåííûì ux, uy
ψuuy

(ϕux
ux)ux

− ϕuux

(
ψuy

uy
)
uy

= 0. (13)Åñëè ψuuy
= 0, ϕuux

= 0, òî ñïðàâåäëèâû �îðìóëû
ψ = g(u) + p(uy), ϕ = q(u) + s(ux). (14)Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (14) â ðàâåíñòâî (12), ïîëó÷àåì ýêâèâà-ëåíòíóþ åìó ñèñòåìó

(
g′(u)ux − exp(q + s) − exp(−2q − 2s)

)
s′(ux) = λ(u),

p′(uy)
(
q′(u)uy − g(u) − p(uy)

)
= λ(u).

(15)Ïóñòü p′(uy) = 0, òîãäà, â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà (15), ïåðâîåñîîòíîøåíèå (15) ïðèìåò âèä
g′(u)ux − exp

(
q(u) + s(ux)

)
− exp

(
−2q(u) − 2s(ux)

)
= 0. (16)Äè��åðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå (16) ïî ïåðåìåííîé ux

g′(u) exp(2q(u)) =
(
exp(3q(u)) exp(s(ux))− 2 exp(−2s(ux))

)
s′(ux).(17)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå q(u) 6= 0 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èåóñëîâèþ s′(ux) 6= 0. Åñëè q(u) = 0, òîãäà ñîãëàñíî (17) èìååì

exp(s(ux))s
′(ux) − 2 exp(−2s(ux))s

′(ux) = g′(u).186



Îòñþäà
g′(u) = c1,

(
exp(s(ux)) − 2 exp(−2s(ux))

)
s′(ux) = c1. (18)Âòîðîå óðàâíåíèå (18) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ c1u + c2x → 3u èçàìåíû s

(
3ux−c2
c1

)
→ s(ux) äàåò

exp(s(ux)) + exp(−2s(ux)) = 3ux.Åñëè s(ux) = −1
2 ln(ux−b(ux)), òî �óíêöèÿ b óäîâëåòâîðÿåò ïåðâî-ìó óðàâíåíèþ (8). Äàëåå, èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (18) è �îðìóë(14), (11) ïîñëå ñäâèãà 3u + c3 → 3u è ïðèâåäåííûõ âûøå çàìåíïîëó÷àåì

g = 3u, ψ = 3u, ϕ = −1
2 ln(ux − b). f = 3ub(ux). (19)Ïóñòü òåïåðü p′(uy) 6= 0. Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (15) èìååì

λ(u) = C1q
′(u) + C2g(u) + C3. (20)Ïîäñòàâëÿÿ �óíêöèþ (20) âî âòîðîå ðàâåíñòâî (15) ïîëó÷àåì, ÷òî

(
p′(uy)uy−C1

)
q′(u)−

(
p′(uy)+C2

)
g(u)−p′(uy)p(uy)−C3 = 0. (21)Åñëè p′(uy) + C2 6= 0, òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

g(u) = C4α+ C5, q(u) = αu + β, (22)
λ(u) = C1 · α + C2 · C4 · α + C2 · C5 + C3. (23)Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (15), ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (22), (23), ïîëó÷à-åì, ÷òî α = 0. Òîãäà

− exp(s(ux)+β)+
1

2
exp
(
−2(s(ux)+β)

)
= (C2C5+C3)ux+C6. (24)Ïîäñòàâëÿåì �îðìóëû (22) â (21) è èíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðà-âåíñòâî ïî ïåðåìåííîé uy

p(uy)C5 +
p2(uy)

2
+ (C2C5 + C3)uy + C7 = 0. (25)187



Ïîñëå çàìåíû s(ux)+β = S(ux),C2C5+C3 = γ, p(uy) + C5 = P (uy),
U = −

(
γu+ C6x+C7y − C2

5

2 y
) �îðìóëû (14), (11), (24), (25) ïðè-îáðåòàþò âèä

ϕ = S(Ux), ψ = P (Uy), f =
P (Uy)

s′(ux)
,

− exp
(
S(ux)

)
+ 1

2 exp
(
−2S(ux)

)
= −Ux,

P 2(Uy)

2
− Uy = 0.È, íàêîíåö, åñëè S(Ux) = −1

2 ln
(2a(Ux)−2Ux

3

), òî f =
√

2Uya(Ux),ãäå �óíêöèÿ a îïðåäåëåíà âòîðîé �îðìóëîé (8).�àññìàòðèâàÿ ðàâåíñòâî (13) â ñëó÷àå ϕuux
6= 0 íåòðóäíî ïðîâå-ðèòü, ÷òî äðóãèõ äè��åðåíöèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê âèäà (6), êðîìåòåõ, ÷òî ïîëó÷åíû âûøå, íå ñóùåñòâóåò. Òåîðåìà äîêàçàíà.� 2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåãî âèäàÂ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûåïîäñòàíîâêè âèäà (4), òàêèå, ÷òî ϕux

· ϕuy
6= 0, äëÿ óðàâíåíèéÖèöåéêè è ñèíóñ-�îðäîí. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Òåîðåìà 2. Íåëèíåéíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (3) äè��åðåí-öèàëüíîé ïîäñòàíîâêîé (4), òàêîé, ÷òî ϕux
· ϕuy

6= 0, ñâîäèòñÿê óðàâíåíèþ Öèöåéêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå (4)èìååò âèä
uxy = µ(u)b(ux)b̄(uy). (26)Çäåñü �óíêöèè b, b̄ îïðåäåëåíû �îðìóëàìè

(2ux + b)2(ux − b) = 1, (2uy + b̄)2(uy − b̄) = 1, (27)à µ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
µ′′ − 2µµ′ − 4µ3 = 0. (28)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà èìååò âèä

v = −1

2
ln(ux − b) − 1

2
ln(uy − b̄) + α(u), (29)188



ãäå �óíêöèÿ α îïðåäåëÿåòñÿ èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
α′2 − 2µα′ − 3µ′ − 2µ2 = 0. (30)Äîêàçàòåëüñòâî.Äè��åðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (4) ïîñëåäîâà-òåëüíî ïî ïåðåìåííûì x, y è ðàçäåëÿÿ íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

u, ux, uy, uxx, uyy ïîëó÷àåì, ÷òî
ϕuuy + ϕux

f = A(u, uy), ϕuux + ϕuy
f = B(u, ux),

ϕ = p(u, ux) + q(u, uy), (31)
(ϕuux

ux + ϕu + ϕux
fuy

+ ϕuuy
uy + ϕuy

fux
)f + ϕuuuxuy+

+fu(ϕux
ux + ϕuy

uy) = exp(ϕ) + exp(−2ϕ).Ïåðâûå äâå �îðìóëû ñèñòåìû (31) äàþò îäíî èç îñíîâíûõ ñîîò-íîøåíèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
(A− ϕuuy)ϕuy

= (B − ϕuux)ϕux
. (32)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå �îð-ìóëû (32) ïî ïåðåìåííûì ux, uy ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

ϕuuy

(
ϕux

ux
)
ux

= ϕuux

(
ϕuy

uy
)
uy
. (33)�àññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ïðè êîòîðûõ �îðìóëà (33) âåð-íà. À èìåííî, åñëè ϕuuy

= 0, ϕuux
= 0,òî ñîãëàñíî ñèñòåìå (31)

ϕ = α(u) + β(ux) + γ(uy). (34)Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëó (32) âûðàæåíèå äëÿ ϕ ïîëó÷àåì
Aγ ′ − α′γ ′uy = µ(u), Bβ ′ − α′β ′ux = µ(u). (35)Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (31), â ñèëó ðàâåíñòâ (35), ïðåîáðàçóåòñÿ êâèäó

f =
µ

β ′γ ′
. (36)189



Êðîìå òîãî, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (31) ïðèîáðåòàåò �îðìó
−µ2 β′′

β′2 + β ′ux(γ ′α′′uy + µ′) = −α′µ+ µ2 γ′′

γ′2
− µ′γ ′uy + γ ′β ′uy+

+γ ′β ′(exp(α+ β + γ) + exp(−2α− 2β − 2γ)
)
. (37)Äè��åðåíöèðîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (37) äàåò

α′′(u) = c1 exp(α(u)) + c2 exp(−2α(u)). (38)Äàëåå ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü
∆ =

∣∣∣∣
µ2(u) α′′(u)γ ′(uy)uy + µ′(u)
µ2(w) α′′(w)γ ′(wy)wy + µ′(w)

∣∣∣∣Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ∆ 6= 0. Â �îðìóëå (37) ïîëîæèì u = C1,
uy = C2, à çàòåì u = C̄1, uy = C̄2, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ β ′ux, β′′

β′2 , ðåøåíèå êîòîðîé ïðåäñòàâèìîâ âèäå
β ′ux = C3 + C4β

′(exp(β + C5) + exp(−2β − 2C5)
)
,

β′′

β′2 = C̄3 + C̄4β
′(exp(β + C̄5) + exp(−2β − 2C̄5)

)
.

(39)Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû äàåò A exp(β)+B exp(−2β) = ux. Àíà-ëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî E exp(γ)+D exp(−2γ) = uy. Ïîñëå ñäâèãà
β → β + lnC, B

2AC2 = 1 è ðàñòÿæåíèÿ x → 3ACx, β(3ACux) →
β(ux) èìååì exp(β)+exp(−2β) = 3ux. Åñëè β = −1

2 ln(ux − b(ux)),òî �óíêöèÿ b îïðåäåëåíà ïåðâîé �îðìóëîé (27). Ñ äðóãîé ñòîðî-íû, åñëè γ = −1
2 ln(uy − b̄(uy)), òî �óíêöèÿ b̄ îïðåäåëåíà âòîðîé�îðìóëîé (27).Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ b, b̄ â �îðìóëó (37) èðàçäåëÿåì íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå u, ux

b , uxuy

bb̄
, ó÷èòûâàÿ ñîîòíî-øåíèå (38), èìååì

2µ2 + µ′ = 2 exp(α) − exp(−2α),

α′µ− 2µ2 = exp(α) + exp(−2α),
α′′ = 4 exp(α) + exp(−2α).190



Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå �îðìóëû íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè
µ è α óäîâëåòâîðÿþò ñîòíîøåíèÿì (28), (30) ñîîòâåòñòâåííî.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ϕuux

= 0, ϕuuy
6= 0. Ñîãëàñíî �îð-ìóëàì (31), (33) �óíêöèÿ ϕ ïðèîáðåòàåò �îðìó ϕ = c lnux +

q(u, uy). Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èç ñîîòíîøåíèÿ (32) ïî-ëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ åìó ñèñòåìó
B · c
ux

= µ(u), Aquy
− ququy

uy + cqu = µ(u), (40)Ïðè ýòîì, �óíêöèÿ f , â ñèëó ðàâåíñòâ (31) ïðèíèìàåò âèä
f =

ux
(
µ(u) − cqu

)

cquy

. (41)Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëó (41) â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñèñòåìû (31)
uxξ(u, uy) = exp(c lnux + q) + exp(−2c lnux − 2q). (42), äâàæäû äè��åðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííîé

ux, èñêëþ÷àÿ ýêñïîíåíòó, ïðèõîäèì ê
ux(2c

2 − c− 1)ξ(u, uy) = 0. (43)Çäåñü
ξ =

(−quuy
quy
c− µ+ cququyuy

q2
uy

+ quuy
uy +

µ

c

)µ− cqu
cquy

+

+quuuy+
µ′ − cquu
quy

− (µ− cqu)quuy

q2
uy

+
(µ′ − cquu)uy

c
− (µ− cqu)quuy

uy

cquy

.Èç ðàâåíñòâà (43) ñëåäóåò, ÷òî c = 1 èëè c = −1/2, èëè ξ ≡ 0. Âïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ íå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, âîçíèêàþùèåïðè ïåðåõîäå îò �îðìóëû (31) ê (43). Ïîñëåäíèé ñëó÷àé, â ñèëóðàâåíñòâà (42), äàåò exp(c lnux + q) + exp(−2c lnux − 2q) = 0.Îòñþäà ϕuuy
= 0. Ïðîòèâîðå÷èå.191



È, íàêîíåö, ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (33) íå íàðóøàåòñÿïðè (uxϕux

)
ux

= 0, (uyϕuy

)
uy

= 0. Ôóíêöèÿ ϕ ïðèíèìàåò �îðìó
ϕ = α(u) lnux + θ(u) lnuy + µ(u). (44)Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó (44) ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (32) â âèäå ýêâèâà-ëåíòíîé åìó ñèñòåìû

Bα

ux
+(α′ lnux+µ

′)(θ−α) = λ(u),
Aθ

uy
−θ′ lnuy(θ−α) = λ(u). (45)Ôóíêöèÿ f ïðèîáðåòàåò âèä

f =
uxuy
αθ

(
λ− αθ′ lnuy − θ(α′ lnux + µ′)

)
. (46)Ïîäñòàâëÿÿ �óíêöèþ f , çàäàííóþ �îðìóëîé (46) â ïîñëåäíåå ñî-îòíîøåíèå ñèñòåìû (31), óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîé �îðìóëûíà (α ·θ)/(uxuy) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååòâèä

αθ
(
uα−1
x uθ−1

y exp(µ) + u−2α−1
x u−2θ−1

y exp(−2µ)
)
,à ëåâàÿ ñîäåðæèò �óíêöèè îò ïåðåìåííîé u è ñëàãàåìûå lnuy,

lnux ñ ðàçëè÷íûìè êîý��èöèåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííîåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ïðè óñëîâèè α · θ = 0,÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ϕux
6= 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.Äëÿ óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîí èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå:Òåîðåìà 3. Íåëèíåéíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (3) äè��åðåí-öèàëüíîé ïîäñòàíîâêîé (4), òàêîé, ÷òî ϕux

·ϕuy
6= 0, ñâîäèòñÿ êóðàâíåíèþ ñèíóñ-�îðäîí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå(4) èìååò âèä

uxy = S(u)
√

1 − u2
x

√
1 − u2

y. (47)Çäåñü �óíêöèÿ S óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèÿ
S ′′ − 2S3 + λS = 0,192



ãäå λ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äè��åðåí-öèàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà èìååò âèä
v = arcsinux + arcsinuy + P (u), (48)ãäå

P ′2 = 2S ′ − 2S2 + λ.Äîêàçàòåëüñòî òåîðåìû 3 ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî èäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À. Â. Æèáå-ðó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áîðèñîâ À. Á., Çûêîâ Ñ. À., Ïàâëîâ Ì. Â. Óðàâíåíèå Öèöåé-êè è ðàçìíîæåíèå íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé //ÒÌÔ. 2002. Ò. 131. � 1. Ñ. 126�134.[2℄ Æèáåð À.Â., Ñîêîëîâ Â.Â. Òî÷íî èíòåãðèðóåìûå ãèïåðáîëè-÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëèóâèëëåâñêîãî òèïà. // ÓÌÍ. 2001. Ò. 56.� 1. Ñ. 63�106.[3℄ Ñâèíîëóïîâ Ñ.È., Ñîêîëîâ Â.Â., ßìèëîâ �.È. Î ïðåîáðàçîâà-íèÿõ Áåêëóíäà äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-íèé // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1983. Ò. 271. � 4. Ñ. 802�805.ÓÄÊ 330 + 519.86ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ �ÎÑÒ Ï�È ×ÅËÎÂÅ×ÅÑÊÎÌ�ÀÇÂÈÒÈÈ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÈÍÄÅÊÑÀ �ÀÇÂÈÒÈß×ÅËÎÂÅ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ (È�×Ï)Èñëàìîâ È. ß. (Ó�à, Áàø�Ó)Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âñå áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ ÷å-ëîâå÷åñêîìó èçìåðåíèþ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Ýòîò �àêò îò-ðàæåí âî âñåõ ïðîãðàììíûõ è àíàëèòè÷åñêèõ äîêóìåíòàõ ìåæäó-íàðîäíûõ îðãàíèçàöèé ñåìåéñòâà ÎÎÍ. Ïðåäëîæåííûå Ï�ÎÎÍ193



ìåòîäèêè è èçìåðèòåëè ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ïîçâîëÿþò ïðî-èçâîäèòü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðîãðåññà êàê îòäåëüíûõ ñòðàí,òàê è ãðóïï ñòðàí â ýòîé îáëàñòè. Íà äàííûé ìîìåíò áîëåå 100ñòðàí, âêëþ÷àÿ �îññèþ, ïóáëèêóþò åæåãîäíûå íàöèîíàëüíûå äî-êëàäû î ÷åëîâå÷åñêîì ðàçâèòèè.×åëîâå÷åñêîå ðàçâèòèå, èçìåðÿåìîå èíäåêñîì ðàçâèòèÿ ÷åëîâå-÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (È�×Ï) âïåðâûå áûë ðàçðàáîòàí ïàêèñòàí-ñêèì ýêîíîìèñòîì Ìàõáóáîì ýëü Õàêîì (Mahbub ul Haq) â 1990ãîäó è èñïîëüçîâàëñÿ ñ 1993 ãîäà. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, ýòîò ìå-òîä ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìåòîäîì äëÿ ïîäñ÷åòà È�×Ï. [1, Ñ. 18℄Ïðèíöèïèàëüíî âàæíîå ïîëîæåíèå êîíöåïöèè ÷åëîâå÷åñêîãîðàçâèòèÿ ñîñòîèò â óòâåðæäåíèè, ÷òî ðàçâèòèå íå ìîæåò ðàñ-ñìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êàê ðîñò îáúåìà ìàòåðèàëüíûõ áëàã è óñëóã.Ñëåäîâàòåëüíî, òðàäèöèîííûå ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, âòîì ÷èñëå îáúåì âàëîâîãî âíóòðåííåãî ïðîäóêòà (ÂÂÏ) è ñðåäíå-äóøåâîé äîõîä, íå ÿâëÿþòñÿ àäåêâàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðàç-âèòèÿ âî âñåì åãî ìíîãîîáðàçèè. Òîëüêî ýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòå-ëè íå ìîãóò ñëóæèòü óíèâåðñàëüíûì êðèòåðèåì ïðè ðàñïðåäåëå-íèè îáùåñòâåííûõ ðåñóðñîâ èëè ïðè ðàíæèðîâàíèè ñòðàí ïî óðîâ-íþ ðàçâèòèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî ïðîèçâîäñòâî âñå áîëüøåãîêîëè÷åñòâà òîâàðîâ è óñëóã ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïóòåì ïîâûøå-íèÿ æèçíåííîãî óðîâíÿ è ðåøåíèÿ äðóãèõ îáùåíàöèîíàëüíûõ çà-äà÷, ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè îäíîñòîðîííèì. Òàêîé ïîä-õîä ïðèâîäèò ê íåäîîöåíêå ìíîãèõ íåýêîíîìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâðàçâèòèÿ. Óðîâåíü æèçíè ëþäåé ìîæåò áûòü îòíîñèòåëüíî íèç-êèì ïðè �îðìàëüíî âûñîêèõ ïîêàçàòåëÿõ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà.Âîçìîæíà è ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ - îòíîñèòåëüíî âûñîêèéóðîâåíü æèçíè ïðè óìåðåííûõ ïîêàçàòåëÿõ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà.Èíäåêñ ðàçâèòèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (È�×Ï), êàê êîì-áèíàöèÿ èíäåêñîâ äîëãîëåòèÿ, îáðàçîâàííîñòè è ñêîððåêòèðîâàí-íîãî äîõîäà, ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ÷åëîâå÷åñêîå ðàçâèòèå áîëååàäåêâàòíî è êîìïëåêñíî. Èíäåêñ ó÷èòûâàåò âàæíåéøèå ïàðàìåò-194



ðû áëàãîïîëó÷èÿ ÷åëîâåêà. Ïðÿìî èëè êîñâåííî ÷åðåç èíäåêñ ó÷è-òûâàþòñÿ òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàçâèòèÿ, êàê çäîðîâüå è äîëãî-ëåòèå, ñîñòîÿíèå îêðóæàþùåé ñðåäû, óðîâåíü êóëüòóðû è îáðàçî-âàíèÿ, óðîâåíü äîõîäîâ íàñåëåíèÿ. Âñå ýòè ñîñòàâëÿþùèå �îðìà-ëèçîâàíû è óäîáíû äëÿ ìåæñòðàíîâûõ ñðàâíåíèé. Êàê âèäíî, ÷å-ëîâå÷åñêîå ðàçâèòèå, èçìåðÿåìîå È�×Ï, îçíà÷àåò íå÷òî áîëüøåå,÷åì òî, ÷òî �îðìàëüíî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåííûõ òðåõ èçìåðå-íèé. Îäíàêî çäåñü íåò íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ: È�×Ï ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíûé ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèé ïîêàçàòåëü,êîòîðûé ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóåòñÿ ñïåöèàëèñòàìè Ï�ÎÎÍ. Èÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì ìîíèòîðèíãà äîëãîñðî÷íûõ òåí-äåíöèé â ðàçâèòèè ÷åëîâåêà.È�×Ï êàê ñâîäíûé ïîêàçàòåëü áàçîâûõ àñïåêòîâ ðàçâèòèÿ ÷å-ëîâåêà îðèåíòèðîâàí íà äîñòèæåíèå ìíîãèõ öåëåé, èç êîòîðûõíàèáîëåå âàæíû ñëåäóþùèå:- ðàçðàáîòêà ïîêàçàòåëÿ, ïîçâîëÿþùåãî èçìåðèòü îñíîâíûå àñ-ïåêòû ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçâèòèÿ è ðàñøèðåíèå âîçìîæíîñòåé âûáî-ðà äëÿ ëþäåé;- èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ïîêàçàòåëåé äëÿ îáåñïå-÷åíèÿ ïðîñòîòû ñâîäíîãî ïîêàçàòåëÿ;- ðàçðàáîòàêà ñâîäíîãî èíäåêñà, âìåñòî áîëüøîãî ÷èñëà îòäåëü-íûõ ïîêàçàòåëåé;- ñîçäàíèå ïîêàçàòåëÿ, îõâàòûâàþùåãî âîçìîæíîñòè êàê ýêîíî-ìè÷åñêîãî, òàê è ñîöèàëüíîãî âûáîðà;- îáåñïå÷åíèå ãèáêîñòè ïîêàçàòåëÿ â âîçìîæíîñòüþ ïîñòåïåí-íîãî åãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ â îòâåò íà êðèòèêó àíàëèçà;- îáåñïå÷åíèå ðàíæèðîâàíèÿ ñòðàí ïî çíà÷åíèþ èíäåêñà äëÿîáîñíîâàíèÿ äàííûõ, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ïîëèòèêå ðàçâèòèÿ÷åëîâåêà, è èíâåñòèöèé â ñáîð è àíàëèç äàííûõ. [2. C. 40℄Ïðè ðåàëèçàöèè êàæäîãî ïóíêòà âûøåóêàçàííûõ öåëåé ìåòîäÈ�×Ï äîëæíî óïðîñòèòüñÿ è ëåãêî ïðèìåíèì ïðè áîëüøèõ âû-÷èñëåíèé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü ñãðóïïèðîâàíû íåêîòîðûå195



êàòåãîðèè, è ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäî÷åòàì èëè ïîãðåøíîñòÿì.×òîáû èçáåæàòü òàêèõ îøèáîê, íóæíî ïðîñëåäèòü ñâÿçü ìåæäóòðåìÿ êîìïîíåíòàìè È�×Ï äëÿ âûÿâëåíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé âëè-ÿíèÿ êàæäîé êàòåãîðèè äðóã íà äðóãà. �àññìîðèì ýòî ÷åðåç ýêî-íîìè÷åñêóþ êàòåãîðèþ êàê ïîòðåáëåíèå.Ïîòðåáëåíèå - ýòî èñïîëüçîâàíèå, ïðèìåíåíèå ïðîäóêöèè, âå-ùåé, áëàã, òîâàðîâ, óñëóã â öåëÿõ óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé.[3℄ Âèäíî, ÷òî ïîòðåáëåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ òðåìÿ êîìïîíåíòàìèÈ�×Ï. Èíäåêñ äîãîëåòèÿ èëè çäîðîâüå çàâèñèòü îò íàøèõ ïî-òðåáíîñòåé â ïîòðåáëåíèè. À ïîòðåáíîñòü â ïîòðåáëíåíèè çàâèñèòîò áëàãîñîñòîÿíèÿ ÷åëîâåêà. Óðîâåíü îáðàçîâàííîñòè �îðìèðóåòìîñò ÷åðåç ýòè êîìïîíåíòû.Ïðîñëåäèâ ñâÿçüìåæäó êîìïîíåíòàìè, ìîæåì îáíàðóæèòü ïðè-÷èíû ìåäëåííîãî ðàçâèòèÿ òîãî èëè èíîãî êîìïîíåíòà È�×Ï. Èïîñòðîèòü çàäà÷è äëÿ èõ óñòðàíåíèÿ.�àññìîòðèì ìåòîäèêó îïðåäåëåíèÿ È�×Ï.Ñíà÷àëà íåêîòîðûå ââîäíûå. Äëÿ ïåðåâîäà ëþáîé ïåðåìåííîé,ñêàæåì x, â èíäåêñ áåç åäèíèö èçìåðåíèÿ ìåæäó 0 è 1 (ýòî ïîçâî-ëèò ñêëàäûâàòü ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ�îðìóëà:
x− èíäåêñ =

x− min (x)

max (x) − min (x)
,ãäå min (x) è max (x) ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè è ìèíèìàëüíûìèçíà÷åíèÿìè, êîòîðûå äîñòèãàëà ïåðåìåííàÿ x ñîîòâåòñòâåííî.Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ ðàçâèòèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ïîòåíöèàëà(È�×Ï) ïðåäñòàâèì ñðåäíèì îò òð¼õ ñëåäóþùèõ ïîêàçàòåëåé:1) Îïðåäåëÿþò èíäåêñ îæèäàåìîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíèèëè èíäåêñ äîëãîëåòèÿ - �èêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ (îïðåäåëåííûåÏðîãðàììîé ðàçâèòèÿ ÎÎÍ):Èíäåêñ ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè =
LE − 25

85 − 25
,196



ãäå LE: Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè;2) Èíäåêñ îáðàçîâàíèÿ. Ýòîò èíäåêñ èçìåðÿåò îòíîñèòåëüíûå äî-ñòèæåíèÿ ðåãèîíà êàê â ïîâûøåíèè óðîâíÿ ãðàìîòíîñòè âçðîñëî-ãî íàñåëåíèÿ, òàê è â óâåëè÷åíèè ïîñòóïëåíèÿ â íà÷àëüíûå, ñðåä-íèå è âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ. Ñíà÷àëà ðàññ÷èòûâàåòñÿ èíäåêñãðàìîòíîñòè âçðîñëîãî íàñåëåíèÿ è èíäåêñ ñîâîêóïíîãî âàëîâîãîêîý��èöèåíòà ïîñòóïèâøèõ â íà÷àëüíûå, ñðåäíèå è âûñøèå ó÷åá-íûå çàâåäåíèÿ. Çàòåì ýòè äâà èíäåêñà ñâîäÿòñÿ â åäèíûé èíäåêñîáðàçîâàíèÿ.Èíäåêñ ãðàìîòíîñòè âçðîñëîãî íàñåëåíèÿ (ALI) =
ALR

100
,Èíäåêñ ñîâîêóïíîé äîëè ó÷àùèõñÿ (GEI) =

GGER

100
,Èíäåêñ îáðàçîâàíèÿ =

2

3
× ALI +

1

3
× GEI,ãäå ALR: �ðàìîòíîñòü âçðîñëîãî íàñåëåíèÿ ñòðàíû â ïðîöåíòàõ;

CGER: Ñîâîêóïíàÿ äîëÿ ó÷àùèõñÿ;3) Èíäåêñ óðîâíÿ æèçíè èëè èíäåêñ ðåàëüíîãî âàëîâîãî ðåãè-îíàëüíîãî ïðîäóêòà íà äóøó íàñåëåíèÿ:GDP Index =
log (GDPpc) − log (100)

log (40000)− log (100)
,ãäå GDPpc: ÂÂÏ íà äóøó íàñåëåíèÿ ïðè ÏÏÑ â äîëëàðàõ ÑØÀ.Òîãäà,È�×Ï =

1

3
(Èíäåêñ äîëãîëåòèÿ) +

1

3
(Èíäåêñ îáðàçîâàíèÿ)+

+
1

3
(Èíäåêñ óðîâíÿ æèçíè).�ëàâíîé çàäà÷åé âû÷èñëåíèÿ È�×Ï ÿâëÿåòñÿ íå îïðåäåëåíèååãî âåëè÷èíû êàê òàêîâîé, à ðàíæèðîâàíèå íà åãî îñíîâå ðàçëè÷-íûõ ñòðàí, ðåãèîíîâ âíóòðè ñòðàíû è ñîïîñòàâëåíèå ðàíãîâ ïîÈ�×Ï è ÂÂÏ (Â�Ï) íà äóøó íàñåëåíèÿ (åñëè ìåñòî ïî È�×Ï197



âûøå, ÷åì ïî ñðåäíåäóøåâîìó ÂÂÏ (Â�Ï), ýòî ïîçâîëÿåò ñóäèòüî áîëüøåé îðèåíòèðîâàííîñòè ýêîíîìèêè ñòðàíû íà öåëè ÷åëîâå-÷åñêîãî ðàçâèòèÿ, è íàîáîðîò). [1, Ñ. 27℄Ïðè ðàñ÷åòå È�×Ï âñå òðè áàçîâûõ ïîêàçàòåëÿ ñâîäÿòñÿ ê åäè-íîé ñèñòåìå èçìåðåíèÿ ïóòåì îïðåäåëåíèÿ äîñòèæåíèé ïî êàæäî-ìó ïîêàçàòåëþ êàê îòíîñèòåëüíîé äèñòàíöèè îò æåëàåìîé öåëè.Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êàæäîé ïåðåìåííîé ïåðå-íîñÿòñÿ íà øêàëó îò 0 äî 1, ïðè÷åì êàæäûé ðåãèîí ðàñïîëàãàåòñÿâ îïðåäåëåííîé òî÷êå ýòîé øêàëû. Ïðè ðàñ÷åòå È�×Ï îïðåäåëÿ-åòñÿ ìåðà îòíîñèòåëüíûõ äîñòèæåíèé ðåãèîíà ïî êàæäîé èç òðåõáàçîâûõ ïåðåìåííûõ è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðîñòàÿ ñðåäíÿÿ âåëè÷è-íà âñåõ òðåõ ïîêàçàòåëåé. ×åì áëèæå ðåãèîí ê âåëè÷èíå È�×Ï,ðàâíîé 1, òåì ìåíüøå òîò ïóòü, êîòîðûé åùå ïðåäñòîèò ïðîéòèäàííîìó ðåãèîíó äî óðîâíÿ è êà÷åñòâà æèçíè, ïðèíèìàåìûõ çàäîëæíûå.Êîíöåïöèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ïðåäëàãàåò ÷åòûðå ñïîñîáà,ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî äîáèòüñÿ óëó÷øåíèÿ òðåõ êîìïîíåíòîâÈ�×Ï:
• óâåëè÷èòü èíâåñòèöèè â îáðàçîâàíèå, çäðàâîîõðàíåíèå, ïðî-�åññèîíàëüíóþ ïîäãîòîâêó, ñîäåéñòâóÿ ðåàëèçàöèè ñïîñîáíîñòåé÷åëîâåêà è åãî ó÷àñòèþ â ïðîèçâîäñòâå è ðàñïðåäåëåíèè áëàã;
• äîáèâàòüñÿ áîëåå ñïðàâåäëèâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäà è áî-ãàòñòâà, îáåñïå÷èâàÿ ìàòåðèàëüíóþ îñíîâó ðàçâèòèÿ ÷åëîâå÷åñêî-ãî ïîòåíöèàëà;
• äîñòè÷ü òùàòåëüíîé ñáàëàíñèðîâàííîñòè ñîöèàëüíûõ ðàñõî-äîâ, âñåìåðíî óêðåïëÿÿ ýêîíîìè÷åñêóþ áàçó ñîöèàëüíîé ñ�åðû;
• ðàñøèðÿòü âîçìîæíîñòè ëþäåé îñóùåñòâëÿòü ñâîé âûáîð âïîëèòè÷åñêîé, ñîöèàëüíîé è ýêîíîìè÷åñêîé ñ�åðàõ. [4, C. 10℄Ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèâíûì, åñëè îí îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è íå ìåíÿ-åò ñðåäíþþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà â îáùåñòâå. Èíòåíñèâíûéðîñò ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì áîëåå ñîâåðøåííûõ �àêòîðîâ ïðîèç-198



âîäñòâà è òåõíîëîãèè, ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ íå çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿîáúåìîâ çàòðàò ðåñóðñîâ, à çà ñ÷åò ðîñòà èõ îòäà÷è. Èíòåíñèâíûéðîñò ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé ïîâûøåíèÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ íàñåëå-íèÿ.Ñîãëàñíî êîíöåïöèè ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçâèòèÿ îäíîé èç êëþ÷å-âûõ ïðîáëåì îáùåñòâà íà êàæäîì ýòàïå, íàðÿäó ñ âîçìîæíîñòüþïðîæèòü äîëãóþ çäîðîâóþ æèçíü è ïîëó÷èòü îáðàçîâàíèå, ÿâ-ëÿåòñÿ äîñòóï ê ðåñóðñàì, íåîáõîäèìûì äëÿ äîñòîéíîãî óðîâíÿæèçíè. Äîñòîéíûé óðîâåíü æèçíè â ñòðàíå è îáùåñòâå äîñòèãà-åòñÿ áëàãîäàðÿ ýêîíîìè÷åñêîìó ðîñòó, à äëÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà -ïîñðåäñòâîì ñïðàâåäëèâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áëàã è äîõîäîâ â îá-ùåñòâå. Äëÿ áîëüøèíñòâà íàñåëåíèÿ èñòî÷íèêîì äîõîäà ÿâëÿåò-ñÿ òðóä, ïðè÷åì êîíöåïöèåé ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçâèòèÿ â êà÷åñòâåîäíîãî èç îñíîâíûõ ïðèçíàêîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ åãî ïðîäóêòèâ-íîñòü. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ëþäè äîëæíû èìåòü âîçìîæíîñòüïîâûøàòü ïðîäóêòèâíîñòü ñâîåé äåÿòåëüíîñòè, ïîëíîöåííî ó÷àñò-âîâàòü â ïðîöåññå �îðìèðîâàíèÿ äîõîäà è òðóäèòüñÿ çà äîñòîéíîåäåíåæíîå âîçíàãðàæäåíèå. Ïîýòîìó ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò, äèíàìè-êà çàíÿòîñòè è çàðàáîòíîé ïëàòû ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèìè ìî-äåëåé ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçâèòèÿ.Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâûé ïëàí ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ ðàçâè-òèå íàöèîíàëüíîé ýêîíîìèêè îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé èíòåíñèâíûõ�àêòîðîâ, êà÷åñòâåííî îòëè÷àþùèõñÿ îò òðàäèöèîííûõ (ýêñòåí-ñèâíûõ), òàêèõ êàê: èííîâàöèîííàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ýêîíîìèêè,èíòåëëåêòóàëüíûé êàïèòàë è êà÷åñòâî ÷åëîâå÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �åñïóáëèêà Áàøêîðòîñòàí. Äîêëàä î ðàâèòèè ÷åëîâå÷åñêîãîïîòåíöèàëà 2008 . Ó�à, 2009. C. 18�36.[2℄ Êàê èçìåðèòü ÷åëîâå÷åñêîå ðàçâèòèå. Íüþ-Éîðê, 2007. Ñ. 40.[3℄ Âåäåìîñòè êîí�åðåíöèè. // �åæèì äîñòóïà: [http://www.smoney.ru/℄.199



[4℄ Ñàäîâèíà Ò. Í., �àçâèòèå ÷åëîâå÷åñêîãî ïîòåíöèàëà êàê �àê-òîðà ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. ×åáîêñàðû, 2009. Ñ. 10.ÓÄÊ 519.8ÁÞÄÆÅÒ ÑÒÓÄÅÍÒÀ: ÌÎÆÍÎ ËÈ ÈÌ ÓÏ�ÀÂËßÒÜ?Êàçàêîâà Ä. Ñ. (Ó�à, Áàø�Ó)Áóõãàëòåðñêèé ó÷¼ò îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèñòåìà, êîòîðàÿ îñóùå-ñòâëÿåò èçìåðåíèå, îáðàáîòêó è ïåðåäà÷ó �èíàíñîâîé èí�îðìà-öèè îá îïðåäåë¼ííîì õîçÿéñòâóþùåì ñóáúåêòå. Êàê ïðàâèëî, ïîäõîçÿéñòâóþùèì ñóáúåêòîì ïîíèìàåòñÿ ïðåäïðèÿòèå. Íî åñòü ðà-áîòû, â êîòîðûõ �èíàíñîâûé ó÷¼ò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâà-íèÿ ñåìüè [1℄ èëè êîíêðåòíîãî �èçè÷åñêîãî ëèöà [2℄, âåäóùåãîýêîíîìè÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü. Â ýòèõ ðàáîòàõ ñòðîèòñÿ áþäæåòõîçÿéñòâóþùèõ ñóáúåêòîâ, åãî ðàñõîäíàÿ è äîõîäíàÿ ÷àñòè. Îäíà-êî â íèõ íå ïðèâîäèòñÿ ñòðîãîé ñèñòåìû è äîêóìåíòîâ �èíàíñîâî-ãî è áóõãàëòåðñêîãî ó÷¼òà. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòûñîçäàíèÿ îñíîâíûõ äîêóìåíòîâ áóõãàëòåðñêîãî ó÷¼òà äëÿ ñòóäåí-òà.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ äîêóìåíòîâ ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñ÷åòà.Ñ÷¼ò îïðåäåëÿåòñÿ êàê îñíîâíàÿ åäèíèöà õðàíåíèÿ èí�îðìàöèè.Íàïðèìåð, ñ÷¼ò �Êàññà� èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåãèñòðàöèè äâèæåíèÿäåíåæíûõ ñðåäñòâ, íàõîäÿùèõñÿ íåïîñðåäñòâåííî â êîøåëüêå ñòó-äåíòà.Ñ÷åòà �Èíâåñòèöèè ðîäèòåëåé� è �Èíâåñòèöèè ãîñóäàðñòâà� èñ-ïîëüçóþòñÿ äëÿ ó÷¼òà ñðåäñòâ, âëîæåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ðîäè-òåëÿìè è ãîñóäàðñòâîì â ñòóäåíòà.Ñ÷¼ò ��àñõîäû íà çäîðîâüå è áåçîïàñíîñòü� âêëþ÷àåò âñå ðàñõî-äû, ñâÿçàííûå ñ óëó÷øåíèåì çäîðîâüÿ è æèçíè ñòóäåíòà â öåëîì.Ýòî ðàñõîäû íà âèçèò ê âðà÷ó èëè ïîñåùåíèå òðåíàæ¼ðíîãî çàëà.Îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ ïîêóïêîé îäåæäû è îáóâè îòðàæàþòñÿíà äâóõ ñ÷åòàõ: �Îäåæäà è îáóâü� è ��àñõîäû íà îäåæäó è îáóâü�.200



Íà ñ÷¼ò �Îäåæäà è îáóâü� ìû çàïèñûâàåì òå âåùè, êîòîðûå èìåþòñòîèìîñòü áîëüøå, ÷åì 1 000 ðóáëåé. Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷¼ò íèõóâåëè÷èâàþòñÿ àêòèâû. Îäåæäà è îáóâü ñòîèìîñòüþ ìåíüøå 1 000ðóáëåé ïðîõîäèò ïî ñ÷¼òó "�àñõîäû íà îäåæäó è îáóâü òî åñòüñðàçó æå ñïèñûâàåòñÿ, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà ìàëîöåííà.Ñ÷åòà �Áàëàíñ ìîáèëüíîãî òåëå�îíà� è �Äîñòóïíûå ñðåäñòâàíà êàðòî÷êå� îòðàæàþò òå äåíåæíûå ñðåäñòâà, êîòîðûå ðàñïîëî-æåíû íà áàëàíñå ìîáèëüíîãî òåëå�îíà è ïëàñòèêîâîé êàðòå ñîîò-âåòñòâåííî.Ñ÷¼ò �Ñêèäêè ñ çàêóïîê� ïîêàçûâàåò, êàêàÿ ñóììà áûëà ñýêî-íîìëåíà â òå÷åíèå ìåñÿöà çà ñ÷åò ïðåäîñòàâëåíèÿ ñêèäîê, íàïðè-ìåð, ïî êàðòî÷êå.Íà ñ÷åòàõ �Ïðî÷èå ðàñõîäû� è �Ïðî÷èå äîõîäû� îòðàæàþòñÿ òåðàñõîäû è äîõîäû, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ êðàéíå ðåäêî.Ïðåäíàçíà÷åíèå îñòàëüíûõ ñ÷åòîâ âûòåêàåò èç íàçâàíèÿ: ��àñ-õîäû íà ïèòàíèå�, ��àñõîäû íà òðàíñïîðò�, ��àñõîäû íà êîììó-íàëüíûå óñëóãè�, ��àñõîäû íà áûòîâóþ õèìèþ�, �Ïîëó÷åííîå âîç-íàãðàæäåíèå�, �Ñòèïåíäèÿ� è ò. ä.Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé ïåðå÷åíü ñ÷åòîâ ëèøü ïðèìåðíûé è âêàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îí ìîæåò áûòü ñóæåí èëè äîïîëíåíêàêèìè-òî ñ÷åòàìè, íàïðèìåð, �Çàðàáîòíàÿ ïëàòà�, ��àñõîäû ïîñòðàõîâêå� è ò. ä.Äàëåå ââîäèòñÿ �ëàâíûé æóðíàë, â êîòîðûé èçî äíÿ â äåíü, ñïîìîùüþ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñ÷åòîâ, çàïèñûâàþòñÿ âñå �àêòû�èíàíñîâî-õîçÿéñòâåííîé ñòîðîíû æèçíè ñòóäåíòà. �åãèñòðàöèÿêàæäîé îïåðàöèè íà÷èíàåòñÿ ñ äàòû, äàëåå â ãðà�å �Îïèñàíèå��èêñèðóåòñÿ êîððåñïîíäåíöèÿ ñ÷åòîâ, òî åñòü íàçâàíèÿ äåáåòóå-ìîãî è êðåäèòóåìîãî ñ÷¼òà, è ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû ïî äåáåòó èêðåäèòó. Íèæå ïðèâåäåíà ÷àñòü �ëàâíîãî æóðíàëà ñ íåêîòîðûìèïðîâîäêàìè.
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�ëàâíûé æóðíàëÄàòà Îïèñàíèå Äåáåò Êðåäèò2009ã.Ìàé 1 �àñõîäû íà êàáåëüíîå òåëåâèäåíèå 37,50Èíâåñòèöèè ðîäèòåëåé 37,50Ïîíåñåíû ðàñõîäû íà êàáåëüíîåòåëåâèäåíèå.1 �àñõîäû íà îáó÷åíèå 2 500Èíâåñòèöèè ãîñóäàðñòâà 2 500Ïîíåñåíû ðàñõîäû íà îáó÷åíèå.4 �àñõîäû íà ðàçâëå÷åíèÿ è îòäûõ 100Êàññà 100Ïðèîáðåòåí áèëåò íà ÊÂÍ.4 Áàëàíñ ìîáèëüíîãî òåëå�îíà 50Êàññà 50Ïîïîëíåí áàëàíñ ìîáèëüíîãîòåëå�îíà.11 �àñõîäû íà áûòîâóþ õèìèþ 376Ñêèäêè ñ çàêóïîê 37,60Êàññà 338,40Ïðèîáðåòåíà áûòîâàÿ õèìèÿñî ñêèäêîé ïî êàðòå.12 �àñõîäû íà êîììóíàëüíûå óñëóãè 667,425Ñ÷åòà ê îïëàòå 667,425Ïîëó÷åí ñ÷¼ò-êâèòàíöèÿ çàêîììóíàëüíûå óñëóãè.15 �àñõîäû íà òðàíñïîðò 20Êàññà 20Ïîíåñåíû òðàíñïîðòíûå ðàñõîäûíà ìàðøðóòíîå òàêñè.
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Äàòà Îïèñàíèå Äåáåò Êðåäèò2009ã.Ìàé 16 Îäåæäà è îáóâü 1 700Ñáåðåæåíèÿ 1 700Ïðèîáðåòåíà ñóìêà.17 �àñõîäû íà ïèòàíèå 41Èíâåñòèöèè ðîäèòåëåé 41Ïðèîáðåòåíû ïðîäóêòû ïèòàíèÿ.24 �àñõîäû íà êîñìåòèêó 270Èíâåñòèöèè ðîäèòåëåé 270Ïðèîáðåòåíà êîñìåòèêà.25 Äîñòóïíûå ñðåäñòâà íà êàðòî÷êå 1 533,82Ñòèïåíäèÿ 1 533,82Ïåðå÷èñëåíà ñòèïåíäèÿ.30 �àñõîäû íà óñëóãè ñâÿçè 110Èíâåñòèöèè ðîäèòåëåé 110Îïëà÷åíû ìåñòíûå òåëå�îííûåïåðåãîâîðû.30 Ñ÷åòà ê îïëàòå 667,425Èíâåñòèöèè ðîäèòåëåé 667,425Îïëà÷åí ñ÷¼ò-êâèòàíöèÿ çàêîììóíàëüíûå óñëóãè.30 �àñõîäû ïî àìîðòèçàöèè 760Íà÷èñëåííûé èçíîñ ïî òåõíèêå 760Íà÷èñëåí èçíîñ ïî òåõíèêå.Çàòåì âñå îïåðàöèè ïåðåíîñÿòñÿ â ñ÷åòà �ëàâíîé êíèãè, �îðìàêîòîðîé ïðåäóñìàòðèâàåò íàëè÷èå ÷åòûð¼õ ãðà� äëÿ çàïèñè â íèõäåáåòîâûõ è êðåäèòîâûõ ñóìì, à òàêæå òåêóùåãî ñàëüäî (äåáåòî-âîãî èëè êðåäèòîâîãî). Äàëåå ïîêàçàíî çàïîëíåíèå �ëàâíîé êíèãèíà ïðèìåðå ñ÷åòîâ �Êàññà� è �Èíâåñòèöèè ðîäèòåëåé�.203



�ëàâíàÿ êíèãàÊàññàÄàòà Äåáåò Êðåäèò ÑàëüäîÄåáåò Êðåäèò2009ã.Ìàé 1 102,603 1 000 1 102,604 20 1 082,60. . . . . . . . .27 20 362,9028 16 346,9029 16 330,90�ëàâíàÿ êíèãàÈíâåñòèöèè ðîäèòåëåéÄàòà Äåáåò Êðåäèò ÑàëüäîÄåáåò Êðåäèò2009ã.Ìàé 1 7,50 7.501 37,50 451 142,50 187,50. . . . . . . . .30 667,425 5 344,22530 71,50 5 415,72530 110 5 525,725Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì èòîãîâûå ñàëüäî íà ñ÷åòàõ �ëàâíîéêíèãè â êîíöå ìåñÿöà ïåðåíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âÎò÷¼ò î ïðèáûëÿõ è óáûòêàõ è â Îò÷¼ò î äâèæåíèè äåíåæíûõñðåäñòâ.Îò÷¼ò î ïðèáûëÿõ è óáûòêàõ îòðàæàåò âñå äîõîäû è ðàñõîäûñòóäåíòà, êîòîðûå èìåëè ìåñòî â òåêóùåì ìåñÿöå, äàæå åñëè íåïî-ñðåäñòâåííî äåíåæíûå ñðåäñòâà áóäóò ïîëó÷åíû ïîçæå. Ïðè÷¼ì,204



åñëè äîõîäû ïðåâûøàþò ðàñõîäû, òî áóäåò èìåòü ìåñòî ÷èñòàÿïðèáûëü, à åñëè ðàñõîäû ïðåâûøàþò äîõîäû, òî ÷èñòûé óáûòîê.Îò÷¼ò î ïðèáûëÿõ è óáûòêàõçà ìåñÿö, çàêîí÷èâøèéñÿ 31 ìàÿ 2009ã.ÄîõîäûÑòèïåíäèÿ 1 533,82Èòîãî äîõîäû 1 533,82�àñõîäû�àñõîäû íà ïèòàíèå 2 341,30�àñõîäû íà áûòîâóþ õèìèþ 596,50Ìèíóñ: Ñêèäêè ñ çàêóïîê 37,60 558,90�àñõîäû íà òðàíñïîðò 510�àñõîäû íà ðàçâëå÷åíèÿ è îòäûõ 100�àñõîäû íà Èíòåðíåò 177,50�àñõîäû íà êàáåëüíîå òåëåâèäåíèå 37,50�àñõîäû íà êîììóíàëüíûå óñëóãè 667,425�àñõîäû íà îáó÷åíèå 2 500�àñõîäû íà êîñìåòèêó 399Ìèíóñ: Ñêèäêè ñ çàêóïîê 24,70 374,30�àñõîäû íà îäåæäó è îáóâü 299�àñõîäû íà óñëóãè ñâÿçè 110Ïëþñ: Áàëàíñ ìîá. òåëå�îíà íà 1 ìàÿ 21,26Ïîïîëíåíèÿ áàëàíñà ìîá. òåëå�îíà 50Ìèíóñ: Áàëàíñ ìîá. òåëå�îíà íà 31 ìàÿ 36,27 144,99�àñõîäû ïî àìîðòèçàöèè 960�àñõîäû íà ýëåêòðîýíåðãèþ 71,50Èòîãî ðàñõîäû 8 742,415×èñòûé óáûòîê 7 208,595Îò÷¼ò î äâèæåíèè äåíåæíûõ ñðåäñòâ îòðàæàåò âñå äåíåæíûåïîñòóïëåíèÿ è ðàñêðûâàåò èõ èñïîëüçîâàíèå â òå÷åíèå ìåñÿöà.205



Îò÷¼ò î äâèæåíèè äåíåæíûõ ñðåäñòâçà ìåñÿö, çàêîí÷èâøèéñÿ 31 ìàÿ 2009ã.Êàññà íà 1 ìàÿ 2009ã. 102,60Ñáåðåæåíèÿ íà 1 ìàÿ 2009ã. 12 600ÏëþñÈíâåñòèöèè ðîäèòåëåé 1 500Äîñòóïíûå ñðåäñòâà íà êàðòî÷êå 3 000Èòîãî 4 500Ìèíóñ�àñõîäû íà òðàíñïîðò 460�àñõîäû íà ðàçâëå÷åíèÿ è îòäûõ 100�àñõîäû íà ïèòàíèå 323,30Áàëàíñ ìîáèëüíîãî òåëå�îíà 50�àñõîäû íà áûòîâóþ õèìèþ 376Ìèíóñ: Ñêèäêè ñ çàêóïîê 37,60 338,40Îäåæäà è îáóâü 1 700Èòîãî 2 971,70Êàññà íà 31 ìàÿ 2009ã. 330,90Ñáåðåæåíèÿ íà 31 ìàÿ 2009ã. 13 900Ïðè ñîñòàâëåíèè Áàëàíñà ê ñ÷åòàì àêòèâîâ îòíîñÿòñÿ âñå öåí-íîñòè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ñîáñòâåííîñòè ñòóäåíòà. Ýòî äåíåæ-íûå ñðåäñòâà íà ðàçëè÷íûõ ñ÷åòàõ (�Êàññà�, �Ñáåðåæåíèÿ�, �Äî-ñòóïíûå ñðåäñòâà íà êàðòî÷êå�, �Áàëàíñ ìîáèëüíîãî òåëå�îíà�),òåõíèêà, îäåæäà è îáóâü. À ê ñ÷åòàì ïàññèâîâ îòíîñÿòñÿ èíâåñòè-öèè, ïîëó÷åííûå îò ðîäèòåëåé è ãîñóäàðñòâà, à òàêæå âñå ïðî÷èåçàäîëæíîñòè.Ïðè ïîäñ÷¼òå îáùåé ñóììû, âëîæåííîé ðîäèòåëÿìè, áåðóòñÿèòîãîâûå ñàëüäî íà êîíåö ìåñÿöà, ïîëó÷åííûå íà ñ÷¼òå �Èíâåñòè-öèè ðîäèòåëåé� â ìàå, èþíå, èþëå è àâãóñòå. Ýòè ñóììû ðàâíûñîîòâåòñòâåííî 5 525,725, 2 966,50, 5 326,91 è 8 276,025. Ìåæäó íè-ìè âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå. Îíî ðàâíî 5 523,79. Ýòîçíà÷åíèå óìíîæàåòñÿ íà êîëè÷åñòâî ïðîæèòûõ ìåñÿöåâ (237) è206



òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà äåíåæíûõ ñðåäñòâ, âëîæåííûõðîäèòåëÿìè â ñòóäåíòà â òå÷åíèå âñåé æèçíè. Òî åñòü íà 31 àïðåëÿ2009ã. âëîæåíèÿ ðîäèòåëåé â ñòóäåíòà ñîñòàâèëè 1 309 138,23.Ïðè ïîäñ÷¼òå îáùåé ñóììû, âëîæåííîé ãîñóäàðñòâîì ñóììè-ðóþòñÿ ðàñõîäû ãîñóäàðñòâà íà îáðàçîâàíèå â øêîëå è â óíèâåð-ñèòåòå è ðàñõîäû ãîñóäàðñòâà íà ìåäèöèíñêîå îáñëóæèâàíèå. Ýòèäàííûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé:1. â 2008ã. ðàñõîäû íà îäíîãî ó÷åíèêà â ñðåäíåì ïî �îññèè ñî-ñòàâèëè 37 938 ðóáëåé, ò.å. ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çà 10ëåò îáó÷åíèÿ ýòà ñóììà ñîñòàâèò 379 380 ðóáëåé [3℄;2. ðàñõîäû íà îáðàçîâàíèå â óíèâåðñèòåòå áûëè âçÿòû â ðàçìå-ðå 2 500 ðóáëåé â ìåñÿö(ïðèìåðíàÿ îïëàòà îáðàçîâàòåëüíûõóñëóã ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà) èëè 80 000 ðóáëåé çà 32ìåñÿöà îáó÷åíèÿ;3. â 2009ã. ãîñóäàðñòâî ïîòðàòèò íà îäíîãî ïàöèåíòà â ñðåäíåì7 633 ðóáëÿ [4℄, òàêèì îáðàçîì çà 19 ëåò ýòà ñóììà ñîñòàâèò145 027 ðóáëåé.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþòñÿ äàííûå â áàëàíñå íà 31 àïðåëÿ2009ã., êîòîðûå èìåþò áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü èç-çà äîñòàòî÷íîãðóáîé îöåíêè, íå ó÷èòûâàþùåé äèñêîíò è íåêîòîðûå äðóãèå �àê-òîðû. Íà÷èíàÿ ñ ìàÿ, âî âñå äîêóìåíòû âíîñèëèñü áîëåå òî÷íûåäàííûå, òàê êàê îíè áûëè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå âåäåíèÿ �èíàí-ñîâîé îò÷åòíîñòè.Î÷åâèäíî, ñòóäåíò íå ìîæåò çàðàáîòàòü äîñòàòî÷íî ñðåäñòâ,÷òîáû ïîêðûòü âñå ñâîè ïàññèâû, òàê ÷òî ïðè âû÷èòàíèè ïàññè-âîâ èç àêòèâîâ ïîëó÷àåòñÿ êàïèòàë ñî çíàêîì ìèíóñ. Äëÿ ïîëó÷å-íèÿ ðàâåíñòâà â áàëàíñîâîì óðàâíåíèè èñïîëüçóåòñÿ òàêîå ïîíÿ-òèå êàê �÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë�. ×åëîâå÷åñêèé êàïèòàë îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü çíàíèé, óìåíèé, íàâûêîâ, èñïîëüçóþùèõñÿäëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ìíîãîîáðàçíûõ ïîòðåáíîñòåé ÷åëîâåêà è îá-ùåñòâà â öåëîì. ×åëîâå÷åñêèé êàïèòàë íóæíî îòíåñòè ê ñ÷åòàì207



àêòèâîâ ñòóäåíòà. Âåëè÷èíà êàïèòàëà äà¼ò îöåíêó òåõ äåíåæíûõñðåäñòâ, âëîæåííûõ êàê èíâåñòèöèîííûå ðåñóðñû, ïðåäïîëàãàþ-ùèå îòäà÷è â ïîñëåäóþùåì ïåðèîäå òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòè.Áàëàíñ31 ìàÿ 2009ã.Àêòèâû×åëîâå÷åñêèé êàïèòàë ***Êàññà 330,90Ñáåðåæåíèÿ 13 900Äîñòóïíûå ñðåäñòâà íà êàðòî÷êå 106,31Áàëàíñ ìîáèëüíîãî òåëå�îíà 36,27Òåõíèêà 53 864Ìèíóñ: Íà÷èñëåííûé èçíîñ ïî òåõíèêå 28 024 25 840Îäåæäà è îáóâü 36 700Ìèíóñ: Íà÷èñë. èçíîñ íà îäåæäó è îáóâü 200 36 500Èòîãî àêòèâû 76 713,48ÏàññèâûÈíâåñòèöèè ðîäèòåëåé 1314663,955Èíâåñòèöèè ãîñóäàðñòâà 606 907Èòîãî ïàññèâû 1921570,955Õîòÿ çà÷àñòóþ ñòóäåíò íå çàäóìûâàåòñÿ î òîì, êàê è èç ÷åãîñòðîèòñÿ åãî áþäæåò, íàñêîëüêî ãðàìîòíî îí ðàñïîðÿæàåòñÿ èìå-þùèìèñÿ ó íåãî ðåñóðñàìè, âñ¼ æå ïðîñëåäèòü çà ýòèìè ìîìåí-òàìè, ðàñêðûòü ñîäåðæàíèå äåÿòåëüíîñòè, ñäåëàòü å¼ ïðîçðà÷íîéÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì. Òî, ÷òî ýòî âîçìîæíî ïîêàçàíîâ äàííîé ñòàòüå. Áëàãîäàðÿ ÷åìó ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òîáþäæåòîì ñòóäåíòà ìîæíî óïðàâëÿòü.
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[1℄ �åçíèê Ñ. Ä., Åãîðîâà Í. Þ. Áþäæåò ñîâðåìåííîé ñåìüè:ìîæíî ëè èì óïðàâëÿòü? // Ýêîíîìè÷åñêàÿ íàóêà ñîâðåìåí-íîé �îññèè. Ì.:ÝÍÑ� � 1 (40) 2008ã.[2℄ Ïîêóäîâ À. Â. Ëè÷íûå �èíàíñû. Ñåêðåòû óïðàâëåíèÿ è èí-äèâèäóàëüíûé �èíàíñîâûé ïëàí � Ì.: Ýêñìî, 2007.�176ñ.[3℄ �ÈÀ Íîâîñòè Öåíòðàëüíûé îêðóã, www.enter.rian.ru/soiety/20090413/81871172.html[4℄ Íåâèííàÿ È. 7600 ðóáëåé íà ïàöèåíòà ïîòðàòèò ãîñóäàðñòâîíà ìåäèöèíñêóþ ïîìîùü â ñëåäóþùåì ãîäó. // �îññèéñêàÿãàçåòà � Ôåäåðàëüíûé âûïóñê � 4812 îò 12 äåêàáðÿ 2008ã.ÓÄÊ 517.9ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÅ �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÈÍÒÅ��ÀËÀÌÈ ÏÅ�ÂÎ�Î È ÂÒÎ�Î�ÎÏÎ�ßÄÊÀÊîñòðèãèíà Î. Ñ. (Ó�à, Ó�ÀÒÓ) 2ÂâåäåíèåÎäèí èç ñïîñîáîâ êëàññè�èêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó ãè-ïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé
uxy = F (x, y, u, ux, uy) (uixy = F i, i = 1, 2, . . . , n) (1)îñíîâàí íà èçó÷åíèè ñòðóêòóðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ àëãåáð Ëèýòèõ ñèñòåì. Âïåðâûå ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [1], [2]äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì âèäà

uxy = ai1e
u1

+ . . .+ aine
un

, i = 1, 2, . . . , n.2�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ � 08-01-00440-à.209



Ââåäåì íàáîð íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
u1 = ux, ū1 = uy, u2 = uxx, ū2 = uyy, . . .è îáîçíà÷èì ÷åðåç D̄(D) � îïåðàòîð ïîëíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿïî ïåðåìåííîé y (x).Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ W (x, y, u, u1, u2, . . . , um) íàçûâàåòñÿ

x−èíòåãðàëîì ïîðÿäêà m ñèñòåìû (1), åñëè D̄(W )= 0. Àíàëî-ãè÷íî, y− èíòåãðàë m−ãî ïîðÿäêà � ýòî �óíêöèÿ W̄ (x, y, u, ū1,

ū2, . . . , ūm), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ D(W̄ ) = 0.
X−èíòåãðàëû W 1, W 2, . . . , W k íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè,åñëèDiW j �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Â ñòàòüå [3] ïîêàçàíî, ÷òîìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ x−èíòåãðàëîâ ðàâíî ïîðÿäêó nèñõîäíîé ñèñòåìû.Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóå-ìîé ïî Äàðáó, åñëè ó íåå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâè-ñèìûõ x− è y− èíòåãðàëîâ.Îïðåäåëèì x− è y−õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû Ëè ñèñòå-ìû óðàâíåíèé (1). Ïóñòü F � ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî àíàëè-òè÷åñêèõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ

ū1, x, y, u, u1, u2, . . . , uk . . .. Îïåðàòîð D̄ íà �óíêöèÿõ èç F äåé-ñòâóåò ïî ïðàâèëó
D̄ = ūi2Xi +Xn+1,ãäå

Xi =
∂

∂ūi1
, i = 1, 2, . . . , n,

Xn+1 =
∂

∂y
+ ūi1

∂

∂ui
+F i ∂

∂ui1
+D(F i)

∂

∂ui2
+ . . .+Dk−1(F i)

∂

∂uik
+ . . . .

X−õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè óðàâíåíèé (1) åñòü àëãåáðà Λ,ïîðîæäåííàÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè X1, X2, . . . , Xn+1. Àíàëîãè÷íîîïðåäåëÿåòñÿ y−õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè Λ̄.210



Êëàññè�èêàöèÿ íåëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíå-íèé èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì êðèòåðèè(ñì. [4]).Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èíòåãðèðóåìà ïî Äàðáó, åñ-ëè è òîëüêî åñëè, x− è y− õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû Ëè Λ è
Λ̄ êîíå÷íîìåðíû. Ïðè ýòîì åñëè nk � ÷èñëî x−èíòåãðàëîâ k−ãîïîðÿäêà, k = 1, 2, . . . , m, òîdimΛ = n+ 1 +

m∑

i=1

ini.�àññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)
vxy = Fuv + Fux

vx + Fuy
vy. (2)Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èíòåãðèðóåìà ïîÄàðáó, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâ-íåíèÿ (2) êîíå÷íîìåðíû.Â ðàáîòå [4] áûëà ïðîâåäåíà êëàññè�èêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñè-ñòåì (1) ñ ïîëíûì íàáîðîì èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à òàêæåäâóõêîìïàíåíòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ òðåìÿ èíòåãðàëàìè ïåðâî-ãî ïîðÿäêà è îäíèì âòîðîãî.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèéâèäà {

uxy = a(u, v, u1, v1, ū1, v̄1)

vxy = b(u, v, u1, v1, ū1, v̄1)
(3)ñ äâóìÿ èíòåãðàëàìè ïåðâîãî è äâóìÿ èíòåãðàëàìè âòîðîãî ïî-ðÿäêà

ω = ω(u, v, u1, v1), W = W (u, v, u1, v1, u2, v2), (4)
ω̄ = ω̄(u, v, ū1, v̄1), W̄ = W̄ (u, v, ū1, v̄1, ū1, v̄2). (5)Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññè�èêàöèè èññëåäóåòñÿñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìûóðàâíåíèé (3). 211



� 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ àëãåáðà ëèíåàðèçîâàííîéñèñòåìû�àññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3)
{
pxy = aup+ avq + au1

p1 + av1q1 + aū1
p̄1 + av̄1 q̄1

qxy = bup+ bvq + bu1
p1 + bv1q1 + bū1

p̄1 + bv̄1 q̄1.
(6)

X−õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) åñòüàëãåáðà A, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè
X1 =

∂

∂y
+(aup+avq+au1

p1+av1q1)
∂

∂p1
+(bup+bvq+bu1

p1+bv1q1)
∂

∂q1
+. . . ,

X2 =
∂

∂p
+ aū1

∂

∂p1
+ bū1

∂

∂q1
+ . . . ,

X3 =
∂

∂q
+ av̄1

∂

∂p1
+ bv̄1

∂

∂q1
+ . . . .. Ïðèâåäåì âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî óòâåðæäåíèå.Ëåììà 3. Ïóñòü

Z =

∞∑

i=1

δi
∂

∂pi
+

∞∑

i=1

γi
∂

∂qi
,ãäå δi, γi, i = 1, 2, . . . åñòü �óíêöèè ïåðåìåííûõ u, v, u1, v1, ū1, v̄1,

ū2, v̄2, . . .. Òîãäà ñîîòíîøåíèå
[D,Z] = 0âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Z = 0.Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) èìååò x-èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòî-ðîãî ïîðÿäêà, òîãäà ðàçìåðíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû Aðàâíà 4, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõóñëîâèé

X5 = αX4, X6 = [X1, X4] = βX4, (7)212



ëèáî
X4 = 0, X̃6 = [X1, X5] = δX5, (8)ãäå
X4 = [X1, X2], X5 = [X1, X3],à �óíêöèè α, β, δ åñòü �óíêöèè ïåðåìåííûõ u, v, u1, v1, ū1, v̄1, . . ..Èëè, ñîãëàñíî ëåììå 3 èìååì
[X5, D] = α[X4, D] −D(α)X4,

[X6, D] = β[X4, D] −D(β)X4,
(9)ëèáî

[X4, D] = 0, [X̃6, D] = δ[X5, D] −D(δ)X5. (10)Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
A1 = D̄(aū1

) − au − aū1
au1

− bū1
av1,

A2 = D̄(av̄1) − av − av̄1au1
− bv̄1av1,

B1 = D̄(bū1
) − bu − aū1

bu1
− bū1

bv1,

B2 = D̄(bv̄1) − bv − av̄1bu1
− bv̄1bv1.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

[X1, D] = (aup+ avq + au1p1 + av1q1)X2 + (bup+ bvq + bu1p1 + bv1q1)X3,

[X2, D] = aū1
X2 + bū1

X3,

[X3, D] = aū1
X2 + bū1

X3,

[X4, D] = A1X2 +B1X3 + aū1
X4 + bū1

X5,

[X5, D] = A2X2 +B2X3 + av̄1X4 + bv̄1X5,

[X6, D] = (D̄(A1) − au1
A1 − av1B1)X2 + (D̄(B1) − bu1

A1 − bv1B1)X3+

+ (A1 + D̄(aū1
) +X1(α)bū1

)X4 + (B1 + D̄(aū1
))X5 + (aū1

+ αbū1
)X6,

[X̃6, D] = (D̄(A2) − au1
A2 − av1B2)X2 + (D̄(B2) − bu1

A2 − bv1B2)X3+

(B2 + D̄(bv̄1))X5 + bv̄1X̃6. 213



Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà â �îðìóëû (9), (10) íàõîäèì, ÷òîóñëîâèå (7) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå
A2 = αA1, B2 = αB1,

D̄(A1) − au1
A1 − av1B1 = βA1,

D̄(B1) − bu1
A1 − bv1B1 = βB1,

av̄1 + αbv̄1 = α(aū1
+ αbū1

) −D(α), (11)
A1 + D̄(aū1

) + α(B1 + D̄(bū1
)) + D̄(α)bū1

= −Dβ,
α = α(u, v, ū1, v̄1), β = β(u, v, ū1, v̄1, ū2, v̄2),

A1 6= 0, A2 6= 0, B1 6= 0, B2 6= 0,à óñëîâèå (8) - ñèñòåìå
A1 = B1 = bū1

= 0,

D̄(A2) − au1
A2 − av1B2 = δA2,

D̄(B2) − bu1
A2 − bv1B2 = δB2, (12)

B2 + D̄(bv̄1) = −Dδ,
δ = δ(u, v, ū1, v̄1, ū2, v̄2).Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) îáëàäàåò x− èíòåãðà-ëàìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà

ω = ω(u, v, u1, v1), W = W (u, v, u1, v1, u2, v2),òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) óäîâëåòâîðÿþò ëèáîñîîòíîøåíèÿì (11), ëèáî ñîîòíîøåíèÿì (12).Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèå y-èíòåãðàëîâïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ó ñèñòåìû (3) ïîëó÷àþòñÿ èç óñëî-âèé ñóùåñòâîâàíèÿ x-èíòåãðàëîâ çàìåíîé ui → ūi, vi → v̄i, ūi →
ui, v̄i → vi.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-ëþ Àíàòîëèþ Âàñèëüåâè÷ó Æèáåðó çà öåííûå ñîâåòû è âíèìàíèåê ðàáîòå. 214



ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øàáàò À. Á., ßìèëîâ �. È. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ñèñòåìû òèïà1 è ìàòðèöû Êàðòàíà, Ó�à: Ïðåïðèíò ÁÔ ÀÍ ÑÑÑ�, 1981.[2℄ Ëåçíîâ À. Í., Ñìèðíîâ Â. �., Øàáàò À. Á., �ðóïïà âíóòðåí-íèõ ñèììåòðèé è óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè äâóìåðíûõ äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà.1982. Ò. 51, � 1. Ñ. 10�21.[3℄ �óðüåâà À. Ì., Æèáåð À. Â., Î õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíå-íèè êâàçèëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé //Âåñòíèê Ó�ÀÒÓ. 2005. Ò. 6, � 2 (13). Ñ. 26�33.[4℄ Æèáåð À. Â., Êîñòðèãèíà Î. Ñ., Òî÷íî èíòåãðèðóåìûå ìî-äåëè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ // Âåñòíèê Ó�ÀÒÓ. 2007. Ò. 9,� 7 (25). Ñ. 83�89.ÓÄÊ 532.5ÄÅÒÎÍÀÖÈÎÍÍÛÅ ÂÎËÍÛ Â ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÑÏÓÇÛ�ÜÊÀÌÈ, ×ÀÑÒÈ×ÍÎ ÑÎÑÒÎßÙÈÌÈ ÈÇÈÍÅ�ÒÍÎ�Î �ÀÇÀÊó÷åð À.Ì. (ÈÌèÅÍ, Ñ�ÏÀ èì. Ç.Áèèøåâîé, ã.Ñòåðëèòàìàê)�èìàëòäèíîâ È.Ê. (ÈÌèÅÍ, Ñ�ÏÀ èì. Ç.Áèèøåâîé,�èëèàë �ÎÓ ÂÏÎ Ó�ÀÒÓ, ã. Ñòåðëèòàìàê)�àññìîòðåíû îñîáåííîñòè ýâîëþöèè äåòîíàöèîííûõ âîëí âïóçûðüêîâîé æèäêîñòè, ñîäåðæàùåé ïóçûðüêè, ÷àñòü êîòîðûõñîñòîèò èç ãîðþ÷åé ñìåñè ãàçîâ, à äðóãàÿ ÷àñòü èç èíåðòíîãîãàçà. Èçó÷åíà äèíàìèêà èíåðòíûõ ïóçûðüêîâ íà �îíå äåòîíàöè-îííîé âîëíû, âîçíèêàþùåé çà ñ÷åò ïóçûðüêîâ ñ ãîðþ÷åé ãàçîâîéñìåñüþ. 215



Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ïðîáëåìà ðå-àëèçàöèè âûñîêèõ òåìïåðàòóð â ãàçå, ïîìåùåííîãî â æèäêîñòèâ âèäå ïóçûðüêîâ [1℄. Ýòî ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì âîçìîæíîñòè ðå-àëèçàöèè âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ïëàçìîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïðèâîëíîâîì âîçäåéñòâèè íà èçíà÷àëüíî õîëîäíûå ñèñòåìû. Èçâåñò-íû äâà ñïîñîáà âîçáóæäåíèÿ âîëí äàâëåíèÿ äëÿ ñèëüíîãî ñæà-òèÿ ïóçûðüêîâ íàõîäÿùèõñÿ â æèäêîñòè. Ïåðâûé ñïîñîá - âîç-äåéñòâèå ãðàíè÷íûì äàâëåíèåì, âîçíèêàþùèì çà ñ÷åò ðàçðûâàìåìáðàíû ìåæäó êàìåðîé âûñîêîãî äàâëåíèÿ è ðàáî÷èì ó÷àñò-êîì óäàðíîé òðóáû. Êðîìå ýòîãî, âîçìîæíî èíèöèèðîâàíèå âîë-íû äåéñòâèåì æåñòêîãî óäàðíèêà íà ãðàíèöó ïóçûðüêîâîé æèäêî-ñòè. Òàêèå ñïîñîáû ïðèãîäíû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â îáúåìå"÷èñòîé"æèäêîñòè íàõîäèòñÿ îäèíî÷íûé ïóçûðåê èëè îäèíî÷íûéïóçûðüêîâûé êëàñòåð. Â ñëó÷àå, êîãäà ïóçûðüêè ðàñïðåäåëåíûïî âñåìó îáúåìó æèäêîñòè, ïåðâîíà÷àëüíî èíèöèèðîâàííàÿ âîë-íà äàâëåíèÿ áûñòðî çàòóõàåò èç-çà íåðàâíîâåñíîãî òåïëîîáìåíà èâÿçêîñòè [2℄. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ñèëüíîå ñæàòèå ïóçûðüêîâ ìî-æåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî íà ó÷àñòêàõ áëèçêèõ ê ãðàíèöàì âîçáóæ-äàþùèì âîëíû, à íå âî âñåì îáúåìå.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû èññëåäîâàíèÿ ïî ñæàòèþ ïó-çûðüêîâ ñ èíåðòíûì ãàçîì äåòîíàöèîííîé âîëíîé [5℄ âîçíèêàþùåéè ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â æèäêîñòè çà ñ÷åò ñîäåðæàíèÿ ïóçûðüêîâñ ãîðþ÷åé ñìåñüþ. Òàêæå âçðûâ÷àòûå ïóçûðüêè ïðè ýòîì ÿâëÿþò-ñÿ ñâîåîáðàçíûì ðàñïðåäåëåííûì â îáúåìå "ïðåññîì"ñæèìàþùèìèíåðòíûå ïóçûðüêè âî âñåé îáëàñòè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìîòðèì îäíîìåðíûå âîëíîâûåäâèæåíèÿ ïóçûðüêîâîé ñðåäû ïðè ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ. Ñìåñüÿâëÿåòñÿ ìîíîäèñïåðñíîé, ò.å. â êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îáúåìå âñåïóçûðüêè ñ�åðè÷åñêèå è îäèíàêîâîãî ðàäèóñà. Â ïóçûðüêàõ ïðèäîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T∗(òåìïåðàòóðà âîñïëàìå-íåíèÿ ãàçà) ïðîèñõîäèò ìãíîâåííàÿ ðåàêöèÿ, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿòåïëîâûäåëåíèåì, è òåìïåðàòóðà â íèõ ìãíîâåííî óâåëè÷èâàëàñü216



íà âåëè÷èíó △T , ñîîòâåòñòâóþùåé òåïëîòâîðíîé ñïîñîáíîñòè ãî-ðþ÷åé ãàçîâîé ñìåñè â ïóçûðüêàõ [1℄. Â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ äîïóùå-íèé, çàïèøåì ñèñòåìó ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿìàññ, ÷èñëà ïóçûðüêîâ ïðè îòñóòñòâèè èõ äðîáëåíèÿ, èìïóëüñîâè äàâëåíèÿ â ïóçûðüêàõ:
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i� èñòèííûå ïëîòíîñòè �àç, αi � îáúåìíûå ñîäåðæàíèÿ �àç, n �êîíöåíòðàöèÿ ïóçûðüêîâ, v � ñêîðîñòü, γj � ïîêàçàòåëè àäèàáà-òû äëÿ ãàçà, qj � èíòåíñèâíîñòè òåïëîîáìåíà èëè òåïëîâîé ïîòîêîò æèäêîñòè ê ãàçó, îòíåñåííûé ê åäèíèöå ïëîùàäè ìåæ�àçíîéïîâåðõíîñòè. Íèæíèìè èíäåêñàìè i = l, q îòìå÷åíû ïàðàìåòðûæèäêîé è ãàçîâîé �àç. Äîïîëíèòåëüíûå íèæíèå èíäåêñû j = 1, 2ñîîòâåòñòâóþò âçðûâ÷àòîé è èíåðòíîé ãàçîâîé �àçå.Ïðè îïèñàíèè ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ, áóäåì ïîëàãàòü [3℄, ÷òî
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ãäå B � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíäåêñ 0 âíèçóîòíîñèòñÿ ê íà÷àëüíîìó íåâîçìóùåííîìó ñîñòîÿíèþ.Òåïëîâîé ïîòîê qg çàäàåòñÿ ïðèáëèæåííûì êîíå÷íûì ñîîòíî-øåíèåì [2℄
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λgj � òåïëîåìêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü ãàçîâ.2. Ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëè-çà çàäà÷è îá ýâîëþöèè äåòîíàöèîííûõ âîëí â ìíîãîêîìïîíåíòíîéïóçûðüêîâîé æèäêîñòè óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé,ïðèâåäåííîé â ðàçä. 1, çàïèñàííîé â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ. Âêà÷åñòâå ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòû áåðåòñÿ ýéëåðîâà êîîðäèíàòà âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Òîãäà ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâà-íèé ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïðèâåäåííàÿ â ðàçä. 1, çàïèøåòñÿ â âèäå:
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∂x0Äëÿ àïïðîêñèìàöèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçó-åòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ óçëàìè â òî÷êàõ
(xi, tj)

xi+1 = xi + h, i = 0, 1, ..., N − 1,

x0 = 0, xN = M, tj+1tj + τ,

tj = jτ, j = 0, 1, 2...3. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ. Äåòîíàöèîííàÿ âîëíà èíèöèèðóåò-ñÿ Ï-îáðàçíûì èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå x0 = 0, êîòîðîåçàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
p0(t) =

{
p0 + ∆p0, t < t∗

p0, t > t∗.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ýïþðû äàâëåíèÿ, ðàäèóñà ïóçûðüêîâ èòåìïåðàòóðû ãàçà äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè 200 ìêñ (1) è 350 ìêñ (2).Íà �ðàãìåíòå à) ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî êîîð-äèíàòå x. Âèäíî, ÷òî äåòîíàöèîííàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ219



ïî ìíîãîêîìïîíåíòíîé ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè, èìååò âèä ñòàöè-îíàðíîãî ñîëèòîíà. Ê ìîìåíòó âðåìåíè 200 ìêñ äåòîíàöèîííàÿâîëíà âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, äîñòèãàÿ ñâîåé "êðåéñåð-ñêîé"ñêîðîñòè è àìïëèòóäû. Íà �ðàãìåíòå á) æèðíûìè è òîí-êèìè ëèíèÿìè ïðåäñòàâëåíû ýïþðû äëÿ ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ ñàêòèâíûì è èíåðòíûì ãàçàìè âíóòðè ïóçûðüêîâ, íà �ðàãìåíòåâ) òàêæå æèðíûìè è òîíêèìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííîòåìïåðàòóðà ãàçà â ïóçûðüêàõ ñ âçðûâ÷àòûì ãàçîì è â ïóçûðüêàõñ èíåðòíûì ãàçîì. Èç �ðàãìåíòà á) âèäíî, ÷òî â äåòîíàöèîííîéâîëíå ðàäèóñ àêòèâíûõ ïóçûðüêîâ óìåíüøàåòñÿ ïðèìåðíî â òðèðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì ðàäèêñîì è ýòè ïóçûðüêèâîñïëàìåíÿþòñÿ èç-çà ïîâûøåíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû. Íàýòîì �îíå ïóçûðüêè ñ èíåðòíûì ãàçîì ïðîäîëæàþò ñæèìàòüñÿè â ìîìåíò ìàêñèìàëüíîãî ñæàòèÿ äîñòèãàþò ïî÷òè äåñÿòèêðàò-íîãî óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì. Èç�ðàãìåíòà â) ñëåäóåò, ÷òî òåìïåðàòóðà ãàçà ïðè ýòîì â èíåðòíûõïóçûðüêàõ ðàñòåò äî 3300 Ê.�àñ÷åòíûå îñöèëëîãðàììû äëÿ äàò÷èêà D1 ðàñïîëîæåííîãî âñåðåäèíå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Íà �ðàãìåí-òàõ à) è á) ïðåäñòàâëåíû îñöèëëîãðàììû äàâëåíèÿ, íà �ðàãìåí-òàõ â) è ã) - îñöèëëîãðàììû îòíîñèòåëüíûõ ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ.Çäåñü, æèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàäèóñó àêòèâíûõ ïóçûðü-êîâ, òîíêàÿ ëèíèÿ - èíåðòíûõ. Èç �ðàãìåíòîâ à) è á) âèäíî, ÷òî ñóâåëè÷åíèåì íà÷àëüíîãî ðàäèóñà âçðûâ÷àòûõ ïóçûðüêîâ (�ðàã-ìåíò à)) ïðîèñõîäèò óøèðåíèå äåòîíàöèîííîãî ñîëèòîíà. Åñëèïðè a
(0)
g1 = 1.5 ìì ïðîòÿæåííîñòü äåòîíàöèîííîãî ñîëèòîíà ñî-ñòàâëÿåò îêîëî 70 ìêñ, òî ïðè a

(0)
g1 = 0.25 ìì îêîëî 30 ìêñ. Èç�ðàãìåíòà â) ñëåäóåò, ÷òî â äåòîíàöèîííîé âîëíå èíåðòíûå ïó-çûðüêè îñöèëëèðóþò. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ïðè òàêîì çíà-÷åíèè èñõîäíîãî ðàäèóñà àêòèâíûõ ïóçûðüêîâ (a(0)

g1 = 1.5 ìì) âìíîãîêîìïîíåíòíîé ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè �îðìèðóåòñÿ äîñòà-òî÷íî �òîëñòàÿ� äåòîíàöèîííàÿ âîëíà, âðåìåííàÿ ïðîòÿæåííîñòü220



êîòîðîé ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàåò ïåðèîä t(2)
m ñîáñòâåííûõ êîëåáà-íèé ïóçûðüêîâ (äëÿ ïðåäñòàâëåííîãî íà �ðàãìåíòå â) ïðèìåðíîîí ñîñòàâëÿåò t(2)

m ≈ 15 ìêñ). Êðîìå ýòîãî, óìåíüøåíèå ïåðèîäàñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èíåðòíîãî ïóçûðüêà ñâÿçàíî åùå è ñ òåì,÷òî èíåðòíûé ïóçûðåê íàõîäèòñÿ â çîíå áîëåå ïîäæàòîãî �îíîâî-ãî äàâëåíèÿ âáëèçè ïèêîâîãî çíà÷åíèÿ äåòîíàöèîííîé âîëíû. Èç�ðàãìåíòà ã) âèäíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî õàðàêòåðíàÿ ïðî-òÿæåííîñòü äåòîíàöèîííîãî ñîëèòîíà ( 30 ìêñ) íàìíîãî ìåíüøå,÷åì ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïóçûðüêîâ, èç-çà òîãî, ÷òî çàäåòîíàöèîííûì ñîëèòîíîì èäåò �õâîñòîâàÿ� âîëíà ñ áîëåå ïîëî-ãèì ñíèæåíèåì �îíîâîãî äàâëåíèÿ, èíåðòíûå ïóçûðüêè óñïåâàþòñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì óìåíüøåíèåì ðàäèóñà ïî-÷òè â òðè ðàçà.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû: ýïþðû äàâëåíèÿ; îñöèëëîãðàììû äàâ-ëåíèÿ è ðàäèóñà èíåðòíûõ ïóçûðüêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçà-íèÿì äàò÷èêà D, ðàñïîëîæåííîãî íà ãðàíèöå x0 = Lx (ÿâëÿþùåé-ñÿ æåñòêîé ñòåíêîé, v = 0). �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîäåëåíà íà òðèçîíû. Çîíà 1 ñîñòîèò èç ñìåñè æèäêîñòè è ïóçûðüêîâ ñ âçðûâ÷à-òûì ãàçîì ñ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèåé ãàçà α(0)
g1 = 0.01 (àöèòåëåíî-êèñëîðîäíàÿ ñìåñü), çîíà 2 � ÷èñòàÿ æèäêîñòü, çîíà 3 ñîñòîèò èçæèäêîñòè è ïóçûðüêîâ ñ èíåðòíûì ãàçîì ñ îáúåìíîé êîíöåíòðà-öèåé ãàçà α(0)

g2 = 0.001 (âîçäóõ). Èç �ðàãìåíòà à) âèäíî, ÷òî ïðèïðîõîæäåíèè äåòîíàöèîííîé âîëíû ÷åðåç ÷èñòóþ æèäêîñòü, óâå-ëè÷èâàåòñÿ åå àìïëèòóäà ñ 9 ÌÏà äî 16 ÌÏà, à ïðè äîñòèæåíèèâîëíîé òâåðäîé ñòåíêè àìïëèòóäà äåòîíàöèîííîãî ñîëèòîíà äî-ñòèãàåò çíà÷åíèÿ 25 - 26 ÌÏà. Ïðè ýòîì îêîëî æåñòêîé ñòåíêèïóçûðüêè ñ èíåðòíûì ãàçîì ñæèìàþòñÿ â 10 ðàç.4. Çàêëþ÷åíèå.Èññëåäîâàíà äèíàìèêà äåòîíàöèîííûõ âîëí âìíîãîêîìïîíåíòíîé ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè, ñîäåðæàùåé ïóçûðü-êè êàê àêòèâíîãî (âçðûâ÷àòîãî), òàê è èíåðòíîãî ãàçîâ. Ïîêàçàíî,÷òî ïîä âîçäåéñòâèåì äåòîíàöèîííîé âîëíû èíåðòíûå ïóçûðüêèñ ïåðâîíà÷àëüíûì ðàäèóñîì 1 ìì ìîãóò ñæèìàòüñÿ äî 10 ðàç.221



Òåìïåðàòóðà â èíåðòíîì ãàçå ïîâûøàåòñÿ ïðè ýòîì áîëåå ÷åì â12 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè âìíîãîêîìïîíåíòíîé ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè �îðìèðóåòñÿ äåòîíà-öèîííàÿ âîëíà, âðåìåííàÿ ïðîòÿæåííîñòü êîòîðîé ìíîãîêðàòíîïðåâûøàåò ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïóçûðüêîâ ñ èíåðòíûìãàçîì, òî ïîä âîçäåéñòâèåì äåòîíàöèîííîé âîëíû èíåðòíûå ïó-çûðüêè ñæèìàþòñÿ íåñêîëüêî ðàç. Óñòàíîâëåíî, ÷òî áîëåå ý��åê-òèâíîå ñæàòèå ìîæíî îñóùåñòâèòü âîçäåéñòâèåì íà èíåðòíûå ïó-çûðüêè, ðàñïîëîæåííûå îêîëî æåñòêîé ñòåíêè, ïîñòäåòîíàöèîí-íûìè âîëíàìè, ýòî ñâÿçàíî, âî-ïåðâûõ, ñ òåì, ÷òî àìïëèòóäà óïîñòäåòîíàöèîííîé âîëíû áîëåå ÷åì â äâà ðàçà áîëüøå àìïëèòó-äû äåòîíàöèîííûõ âîëí, è, âî-âòîðûõ, ïðè îòðàæåíèè îò òâåðäîéñòåíêè ïîñòäåòîíàöèîííîé âîëíû èõ àìïëèòóäà åùå áîëåå âîçðàñ-òàåò è òåì ñàìûì ìîæíî ý��åêòèâíî ñæèìàòü ïóçûðüêè, íàõîäÿ-ùèåñÿ îêîëî ñòåíêè.�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÌÄ � 280.2008.1.
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�èñ. 1. Ýïþðû äàâëåíèÿ, îòíîñèòåëüíîãî ðàäèóñà ïóçûðüêîâ èòåìïåðàòóðû ãàçà âíóòðè ïóçûðüêîâ. Ïàðàìåòðû ñèñòåìû: α(0)
g1 =

0.01, α(0)
g2 = 0.01, a(0)

g1 = a
(0)
g2 = 1 ìì, ãàç: àöåòèëåíî-êèñëîðîäíàÿñìåñü (C2H2+2.5O2): ρ(0)

g01 = 1.26 êã/ì3, γ01 = 1.35, λ01 = 2.49·10−2Äæ/(ì·ñ·ãðàä), cg1 = 1.14 · 103 Äæ/(êã·ãðàä), T∗ = 1000 K,
∆T = 3200 K, èíåðòíûå � âîçäóõ: ρ(0)

g02 = 1.21 êã/ì3, γ02 = 1.4,
λ02 = 2.63·10−2 Äæ/(ì·ñ·ãðàä), cg2 = 1.007·103 Äæ/(êã·ãðàä) æèä-êîñòü � ñìåñü ãëèöåðèíà ñ âîäîé: ρ0

l0 = 1126 êã/ì3, νl = 0.75 · 10−5ì2/ñ, Cl = 1700 ì/ñ; p0 = 105Ïà, T0 = 300 K. Ñèìâîëàìè ⋄ è ⊙îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ è ïàññèâíûõ ïóçûðü-êîâ â ìîìåíò ìàêñèìàëüíîãî ñæàòèÿ.
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�èñ. 2. Îñöèëëîãðàììû äëÿ äàâëåíèÿ è ðàäèóñà ïóçûðüêîâ ïî-ñòðîåííûå ïî ïîêàçàíèÿì äàò÷èêà D1, ðàñïîëîæåííîãî â ñåðåäèíåðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ôðàãìåíòû à è â ñîîòâåòñòâóþò α(0)
g1 = 0.01,

α
(0)
g2 = 0.01, a(0)

g1 = 1.5 ìì, a(0)
g2 = 0.5 ìì; �ðàãìåíòû á è ã �

α
(0)
g1 = 0.01, α(0)

g2 = 0.01, a(0)
g1 = 0.25 ìì, a(0)

g2 = 2 ìì. Îñòàëüíûåïàðàìåòðû òàêèå æå êàê äëÿ ðèñ. 1.
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�èñ. 3. Äèíàìèêà äåòîíàöèîííîé âîëíû è îñöèëëîãðàììû äëÿäàâëåíèÿ è ðàäèóñà èíåðòíûõ ïóçûðüêîâ, ïîñòðîåííûå ïî ïîêàçà-íèÿì äàò÷èêà D, ðàñïîëîæåííîãî íà æåñòêîé ñòåíêå. Ïàðàìåòðûñðåäû: α(0)
g1 = 0.01, α(0)

g2 = 0.001, a(0)
g1 = a

(0)
g2 = 1 ìì. Îñòàëüíûåïàðàìåòðû òàêèå æå êàê äëÿ ðèñ. 1. Ëèíèè íà �ðàãìåíòå à) ñîîò-âåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè 1 � 0.1 ìñ, 2 � 0.14 ìñ, 3 � 0.16 ìñ, 4225



� 0.17 ìñ, 5 � 0.18 ìñ, 6 � 0.19 ìñ, 7 � 0.195 ìñ, 8 � 0.199 ìñ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �èìàëòäèíîâ È.Ê., Øàãàïîâ Â.Ø., Þäèí À.Â. Íåëèíåéíûåêîëåáàíèÿ ïóçûðüêîâîãî êëàñòåðà â ñ�åðè÷åñêîì ðåçîíàòîðå// Òåïëî�èçèêà âûñîêèõ òåìïåðàòóð. -2002. Ò.40, �2. -Ñ.284-291.[2℄ Íèãìàòóëèí �.È. Äèíàìèêà ìíîãî�àçíûõ ñðåä. 1987, Ò. 2,368 ñò.[3℄ Øàãàïîâ Â.Ø., Âàõèòîâà Í.Ê. Âîëíû â ïóçûðüêîâîé ñèñòå-ìå ïðè íàëè÷èè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé â ãàçîâîé �àçå //Ô�Â.-1989, �6.-Ñ.14-22.[4℄ Íèãìàòóëèí �.È., Øàãàïîâ Â.Ø., Âàõèòîâà Í.Ê. Ïðî-ÿâëåíèå ñæèìàåìîñòè íåñóùåé �àçû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèèâîëíû â ïóçûðüêîâîé ñðåäå // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1989.Ò.304.�5.Ñ.1077-1081.[5℄ Ñû÷åâ À.È. Âëèÿíèå ðàçìåðà ïóçûðüêîâ íà õàðàêòåðèñòèêèâîëíû äåòîíàöèè // Ô�Â. 1995. Ò.31, �5.Ñ.83-91.[6℄ Ëÿïèäåâñêèé Â.Þ. Ñòðóêòóðà äåòîíàöèîííûõ âîëí â ìíîãî-êîìïîíåíòíûõ ïóçûðüêîâûõ ñðåäàõ //Ô�Â.-1997, �3.-Ñ.104-113.[7℄ Ñû÷åâ À.È. äåòîíàöèîííûå âîëíû â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ïó-çûðüêîâûõ ñìåñÿõ // Ô�Â. 1993. Ò.29, � 1.Ñ.110-117.
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ÓÄÊ 534.112ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÏÎËÈÍÎÌÀ ÎÒ ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎ�ÎÏÀ�ÀÌÅÒ�À Â ÑËÓ×ÀÅ ÍÅ�ÀÑÏÀÄÀÞÙÈÕÑß Ê�ÀÅÂÛÕÓÑËÎÂÈÉÊóìóøáàåâ �.�. (Ó�à, Áàø�Ó)
Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà ñïåê-òðàëüíûé ïàðàìåòð âõîäèò â êðàåâîå óñëîâèå.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

y′′ + p1(x, λ)y′ + p2(x, λ)y = 0, (1)
a(λ)y′(0) + b(λ)y(0) = 0, (2)
c(λ)y′(1) + d(λ)y(1) = 0, (3)ãäå λ - ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, x ∈ [0, 1]

a(λ), b(λ), c(λ), d(λ) - �óíêöèè êîý��èöèåíòû êîòîðûõ íå îáðà-ùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî.Â ðàáîòå [1] ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü d(λ)ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñëåäóþùåãî âèäà:
d(λ) = d0 + d1λ + d2λ

2 + ... + dm−1λ
m−1, òðåáóåòñÿ íàéòè k èç

m êîý��èöèåíòîâ d0, d1, ..., dm−1, åñëè îñòàëüíûå m− k êîý��è-öèåíòîâ èçâåñòíû. Ôóíêöèè p1(x, λ), p2(x, λ), a(λ), b(λ), c(λ) -ÿâëÿåòñÿ çàäàííûìè, èçâåñòíî òàê æå k íåíóëåâûõ ïîïàðíî ðàç-ëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1) − (3).Áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Åñëè p1(x, λ), p2(x, λ) - íåïðåðûâíî äè��èðèíöèðóåìû ïî λ è227



ïî x, à �óíêöèè a(λ), b(λ), c(λ) - íåïðåðûâíî äè��èðèíöèðóå-ìûå �óíêöèè ïî λ, òî äëÿ ∀ k íåíóëåâûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé λi, ãäå i = 1, ...k çàäà÷è (1)− (3) äëÿ êîòîðûõ
c(λi) 6= 0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò k ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîý��èöè-åíòîâ dj, ãäå j = s+ 1, ..., s+ k, êîý��èöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé
(3).Â ðàáîòàõ [2, 3] ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì îò ñïåê-òðàëüíîãî ïàðàìåòðà ñòåïåíè n − 1 èç êðàåâîãî óñëîâèÿ çàäà÷èØòóðìà-Ëèóâèëëÿ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî n íåíóëåâûìïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Îäíàêî â [2, 3] çà-äà÷à íàõîæåíèÿ ïîëèíîìà îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ðåøàëàñüëèøü â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ çàäà÷èØòóðìà-Ëèóâèëëÿ ÿâëÿþòñÿðàñïàäàþùèìñÿ. Ñëó÷àé íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿäàííîé îáðàòíîé çàäà÷è íå ðàññìàòðèâàëñÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüåðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàå-âûìè óñëîâèÿìè.

−y′′ = λ2y, (4)
U1(y) = y′(0) + y(1) = 0, (5)

U2(y) = y′(1) +H(λ)y(1) = 0, (6)ãäåH(λ) = H0+H1λ+H2λ
2+...+Hn−1λ

n−1. Äëÿ ýòîé ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëèíîì n−1 ïîðÿäêà ìîæíî îäíîçíà÷-íî âîññòàíîâèòü ïî ñîáñòâåííûì íåíóëåâûì ïîïàðíî ðàçëè÷íûìçíà÷åíèÿì λ1, λ2, ..., λn 6= 0. À èìåííî, âåðíà ñëåäóùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà. Ïîëèíîì H(λ) (êîý��èöèåíòû H0, H1, ..., Hn−1) èçêðàåâîãî óñëîâèÿ (6) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî n ïîïàðíîðàçëè÷íûì íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, λ2, ..., λn êðà-åâîé çàäà÷è (4) − (6)Äîêàçàòåëüñòâî. �åøèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãîïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíå-íèÿ y′′ + λy = 0 ÿâëÿþòñÿ y1 = cosλx, y2 = sinλx
λ , òî õàðàêòå-228



ðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü çàäà÷è (4) − (6) èìååò âèä:
∆(λ) =

∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2)
U2(y1) U2(y2)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
cosλ 1 + sinλ

λ

−λsinλ+H(λ)cosλ cosλ +H(λ)sinλλ

∣∣∣∣ =

= 1 + λsinλ−H(λ)cosλ = 0 (7).Èç óðàâíåíèÿ (7) âûðàçèì H(λ). H(λ) = 1+λsinλ
cosλ , ãäå cosλ 6= 0,òîãäà íàø ïîëèíîì áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

1 + λsinλ

cosλ
= H0 +H1λ+H2λ

2 + ...+Hn−1λ
n−1�àññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ λ1, λ2, ..., λn 6= 0.





H0 +H1λ1 +H2λ
2
1 + ...+Hn−1λ

n−1
1 = 1+λ1sinλ1

cosλ1

H0 +H1λ2 +H2λ
2
2 + ...+Hn−1λ

n−1
2 = 1+λ2sinλ2

cosλ2

. . .

H0 +H1λn +H2λ
2
n + ...+Hn−1λ

n−1
n = 1+λnsinλn

cosλnãäå cosλi 6= 0, i = 1.n �åøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõóðàâíåíèé ìåòîäîì Êðàìåðà. Ñîñòàâèì îñíîâíîé îïðåäåëèòåëü.
∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ1 λ
2
1... λ

n−1
1

1 λ2 λ
2
2... λ

n−1
2

. . .
1 λn λ

2
n... λ

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λn − λn−1)...(λn − λ1)...(λ2 − λ1) 6= 0Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.Åñëè λ1, λ2...λn 6= 0, òî ñèñòåìà èìååò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå.Ñîñòàâèì îïðåäåëèòåëè ∆i (i = 0, ...n), çàìåíèâ 1+λisinλi

cosλi
= bi,ãäå i = 1, ..n.

∆0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 λ1 λ
2
1... λ

n−1
1

b2 λ2 λ
2
2... λ

n−1
2

. . .
bn λn λ

2
n... λ

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣229



. . .

∆n−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ1 λ
2
1... b1

1 λ2 λ
2
2... b2

. . .
1 λn λ

2
n... bn

∣∣∣∣∣∣∣∣Ïî íàéäåííûì ∆0,∆1, ...,∆n−1 âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñàì ïîëèíîì
H(λ) = ∆0

∆ + ∆1

∆ λ+ ...+ ∆n−1

∆ λn−1.×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî è â ñëó÷àå íåðàñïàäàþùèõñÿ êðà-åâûõ óñëîâèé òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â [2, 3], ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó. Àèìåííî, ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ñòå-ïåíè n−1 èç êðàåâîãî óñëîâèÿ çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåðàñ-ïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåò-ñÿ ïî n íåíóëåâûì ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷å àêó-ñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêè îá îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèÿñëîæíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àõòÿìîâ À. Ì. Îá îïðåäåëåíèè êðàåâîãî óñëîâèÿ ïî êîíå÷-íîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé // Äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ. 1999. Ò.35, � 8. Ñ.1127-1128.[2℄ Ñàäîâíè÷èé Â. À., Ñóëòàíàåâ ß. Ò., Àõòÿìîâ À. Ì. Îáðàò-íûå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâû-ìè óñëîâèÿìè.- Ì.: Èçä-âî. Ìîñê. óí-òà. 2009.-184ñ.[3℄ Àõòÿìîâ À. Ì. Òåîðèÿ èäåíòè�èêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé /À.Ì.Àõòÿìîâ:Îòä. �èç.-ìàò. è òåõí. íàóê ÀÍ �Á.- Ó�à: �è-ëèì. 2008.-300ñ. 230



ÓÄÊ 519.6:517.58ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß ÂÏ�ÎÈÇÂÎËÜÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÌàíàïîâà À. �. (Ó�à, Á�Ó)ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè íåëèíåéíîãî òèïà ñ ðàñïðåäåëåí-íûìè ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàåìûìè êâàçèëèíåéíûìè óðàâíåíèÿ-ìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ó÷è-òûâàþùèìè àíèçîòðîïíîñòü ñðåä, ñ óïðàâëåíèåì â ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ â ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ îáëàñòÿõ. Ïîñòðîåíû ðàç-íîñòíûå àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è óñòà-íîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿ-íèþ è �óíêöèîíàëó, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïî óïðàâëåíèþ. Íèêàêèåäîïîëíèòåëüíûå àïðèîðíûå òðåáîâàíèÿ íà ãëàäêîñòü îáîáùåííûõðåøåíèé äëÿ ñîñòîÿíèÿ ïðè ýòîì íå íàêëàäûâàþòñÿ. Ïðîâåäåíàðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé.� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è èõ êîððåêòíîñòüÏóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé Äèðèõëå ñïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè:
−

2∑

α=1

∂

∂ξα

(
kα(ξ)

∂u

∂ξα

)
+

2∑

α=1

bα(ξ)
∂u

∂ξα
+ d(ξ)q(u) = f(ξ), ξ ∈ Ω,

u(ξ) = 0, ξ ∈ Γ, (1)â îáëàñòè Ω ⊂ R2 ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó C2;
kα, bα, d, q, α = 1, 2 � çàäàííûå �óíêöèè; g = f ∈ H = L2(Ω)231



- óïðàâëåíèå. Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ �óíêöèé áóäåì ïðåäïî-ëàãàòü: kα ∈ W 1
∞(Ω) è kα(ξ) > ν > 0, α = 1, 2, ξ ∈ Ω,

bα ∈ L∞(Ω) : ζα 6 bα(ξ) 6 ζα ï.â. íà Ω, α = 1, 2; d ∈ L∞(Ω) : ζ3 6

d(ξ) 6 ζ3 ï.â. íà Ω; q îïðåäåëåíà íà R ñî çíà÷åíèÿìè âR, q(0) = 0,
0 6 q0 6

[
q(s1) − q(s2)

]
/(s1 − s2) 6 Lq < ∞, äëÿ âñåõ s1, s2 ∈

R, s1 6= s2.Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1), îòâå÷à-þùèõ âñåâîçìîæíûì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì g ∈ U ⊂ H =
L2(Ω),

U =
{
f ∈ L2(Ω) : ζ4 6 f(ξ) 6 ζ4 ï.â. íà Ω

} (2)èëè
U =

{
f ∈ L2(Ω) : ‖f‖ 6 R

} (3)ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë
J(g) =

∫

Ω

|u(ξ, g) − u0(ξ)|2 dΩ. (4)Çäåñü u0 ∈ W 1
2 (Ω) - çàäàííàÿ �óíêöèÿ, à R, ν, ζk, ζk, k = 1, 4 -çàäàííûå ÷èñëà, R > 0; ï.â. - ïî÷òè âñþäó.Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

δ0 = max
ǫ1, ǫ2 > 0
ǫ1 + ǫ2 6 ν

{
ν − (ǫ1 + ǫ2)

D2
+ ζ3 −

m2

4ǫ1
− p2

4ǫ2

}
> 0; (5)

−m 6 ζ1 6 ζ1 6 m, −q 6 ζ2 6 ζ2 6 q, m, q = onst > 0;

ζk 6 ζk, ζk, ζk = onst, k = 3, 4; D = diam Ω.Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ïðè �èêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g ∈
U ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ u ≡ u(g) ∈

◦
W 1

2 (Ω) ≡ V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
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äëÿ ∀η ∈ V òîæäåñòâó
∫

Ω

{ 2∑

α=1

kα(ξ)
∂u

∂ξα

∂η

∂ξα
+

2∑

α=1

bα(ξ)
∂u

∂ξα
η+d(ξ)q(u)η

}
dΩ =

∫

Ω

f(ξ)ηdΩ.(6)Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à (1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøè-ìà â ◦
W 1

2 (Ω) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g ∈ U (ñì.[1℄). Èç ðåçóëüòàòîâ â [1℄ ñëåäóåò, ÷òî îáîáùåííîå (èç ◦
W 1

2 (Ω)) ðå-øåíèå çàäà÷è (1) ïðèíàäëåæèò òàêæå ïðîñòðàíñòâóW 2
2,0(Ω) è äëÿëþáîãî g ∈ U ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖u(g)‖W 2
2 (Ω) 6 C‖f‖L2(Ω). (7)×åðåç C çäåñü è â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûåêîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò óïðàâëåíèÿ g, øàãîâ ââîäèìûõ äàëååñåòîê è îò ñåòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ Φh ∈ Uh; W 2

2,0(Ω) = W 2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2

(Ω).Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðè ïîñòàíîâêå çà-äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1)- (4). Òîãäà ñóùåñòâóåò, ïîêðàéíåé ìåðå, îäíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå g∗ ∈ U çàäà÷è (1)-(4), ò.å. J∗ = inf
{
J(g) : g ∈ U

}
> −∞, U∗ =

{
g∗ ∈ U : J(g∗) =

J∗
}
6= ∅, ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà U∗ �óíêöèîíàëà öåëè J(g)ñëàáî êîìïàêòíî â H = L2 (Ω). Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü {g(n)

}∞
n=1

⊂ U ñëàáî â H ñõîäèòñÿ êî ìíîæåñòâó
U∗ òî÷åê ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà J(g).Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿçàäà÷è (1)- (4), íî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåòáûòü íå åäèíñòâåííûì.� 2. �àçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.Êîððåêòíîñòü àïïðîêñèìàöèé233



Â ñâÿçè ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-íèÿ ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îá àïïðîêñèìà-öèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ (1)- (4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè êî-íå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.Çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1)- (4) ïîñòàâèì â ñîîòâåò-ñòâèå ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ: ìèíèìèçèðîâàòü�óíêöèîíàë
Jh(Φh) =

∑

x∈ω

∣∣y(x; Φh) − uh0(x)
∣∣2mes e(x), (8)ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ y(Φh) ∈

◦
W 1

2 (ω), íàçûâàåìàÿðåøåíèåì ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿåò äëÿ ëþáîéñåòî÷íîé �óíêöèè v ∈
◦
W 1

2(ω) ñóììàòîðíîìó òîæäåñòâó
2∑

α=1

∑

x′∈ω′
α

a(+0.5α)
α (x) y

(+0.5α)
xα

v
(+0.5α)
xα

h(+0.5)
α h3−α+

+
2∑

α=1

∑

ω

bhα(x)y◦
xα
v mes e(x) +

∑

ω

dh(x) q(y) vmes e(x) =

=
∑

ω

Φh(x) v mes e(x),

(9)
à ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φh òàêîâî, ÷òî Φh ∈ Uh ⊂ Bh = L2(ω),

Uh =
{
Φh ∈ L2(ω) : ζ4 6 Φh(x) 6 ζ4

}
, (10)èëè

Uh =
{
Φh ∈ L2(ω) :

∥∥Φh

∥∥
L2(ω)

6 R
}
. (11)Ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ ñåòîê ω, ω′

α, α = 1, 2, íîðì è ïîëóíîðì,êîý��èöèåíòîâ α(±0.5α)(x), α = 1, 2, uh0(x) ñì. [2℄, [3℄.Íèæå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
δ0 = max

ǫ1, ǫ2 > 0
ǫ1 + ǫ2 6 σ

{
ν − β(ǫ1 + ǫ2)

D2
+ ζ3 −

m2

4ǫ1
− p2

4ǫ2

}
> 0, (12)234



σ = v/β, β = h1/h
∗
1+h2/h

∗
2, h∗α = min

x∈ω
h(±0.5α)
α , α = 1, 2, èç êîòîðîãîñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (5).Òåîðåìà 2. Çàäà÷à î íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (9)ïðè �èêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè Φh ∈ Uh ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþîïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ahy = Fh, ãäå Ah :

◦
W 1

2 (ω) →
◦
W 1

2 (ω),
Fh ∈ W 1

2 (ω); îïåðàòîð Ah è ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ Fh îïðåäåëÿþòñÿðàâåíñòâàìè
(
Ahy, v

)
W 1

2 (ω)
= Ah(y, v),

(
Fh, v

)
W 1

2 (ω)
= lh(v), ∀v ∈

◦
W 1

2 (ω);(13)Çàäà÷à (9) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â ◦
W 1

2 (ω) ïðè êàæäîì Φh ∈ Uhè èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà
‖y(Φh)‖W 1

2 (ω) 6 C‖Φh‖L2(ω). (14)� 3. Àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ìåòîäà ïîñîñòîÿíèþ è ñåòî÷íîãî �óíêöèîíàëà. Ñõîäèìîñòüàïïðîêñèìàöèé ïî �óíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþÑïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìûÒåîðåìà 3. Ïóñòü u(ξ) = u(ξ, g) è y(x) = y(x,Φh) - ðåøåíèÿçàäà÷ (1)- (4) è (8), (9) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ óïðàâ-ëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäàïî ñîñòîÿíèþ
‖y(Φh) − u(g)‖W 1

2 (ω) 6 C

{[
|h|
(

2∑

α=1

‖kα‖L∞(Ω)
+ ‖d‖L∞(Ω)

+

+
2∑

α=1

‖bα‖L∞(Ω)

)]
‖u(g)‖W 2

2 (Ω) + ‖Φh −Rh
ω g‖L2(ω)

}
.

(15)
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh äëÿ ïîãðåø-íîñòè ñåòî÷íîãî �óíêöèîíàëà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|J(g) − Jh(Φh)| 6 C

{
|h| +

∥∥Rh
ω g(x) − Φh(x)

∥∥
L2(ω)

}
, (16)ãäå C = const > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò h, y, u, Φh, g.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çà-äà÷è (1)- (4) ïî �óíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ ðàññìîòðèì ïðè

|h| → 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (8),(9). Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëîâ Jh(Φh) âå-äóòñÿ ïðèáëèæåííî è ïðèáëèæåííûé �óíêöèîíàë Jh δh(Φh) ñâÿçàíñ Jh(Φh) ñîîòíîøåíèÿìè
Jh δh(Φh) = Jh(Φh) + Θδh(Φh),

∣∣Θδh(Φh)
∣∣ 6 δh, ∀Φh ∈ Uh;

δ → +0 ïðè |h| → 0. (17)Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè êàæäîì h è ñîîòâåòñòâóþùåéñåòêè ω = ωh ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ïîëó-÷åíî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå Jhδh∗+ǫh íèæíåé ãðàíè Jhδh∗ �óíêöè-îíàëà Jh(Φh) íà Uh è íàéäåíî ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φ̂h(x) = Φh δh εh
,òàêîå ÷òî

Jhδh∗ 6 Jhδh(Φ̂h) 6 Jhδh∗ + ǫh, Φ̂h ∈ Uh, (18)ãäå ǫh > 0 è ǫh → 0 ïðè |h| → 0.Òåîðåìà 5. Ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (17),(8), (9) ïðè |h| → 0 àïïðîêñèìèðóåò ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (1)-(4) ïî �óíêöèîíàëó, ò.å. limJh δh∗ = J∗ ïðè |h| → 0, ïðè÷åì ñïðà-âåäëèâû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
∣∣Jh δh∗ − J∗

∣∣ 6
∣∣Jh∗ − J∗

∣∣+ δh 6 C|h| + δh;åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé {Φ̂h

}
∈ Uh îïðå-äåëåíà èç óñëîâèé (18), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâ-ëåíèé {P̃hΦ̂h

} ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ çàäà÷è (1)- (4) è236



ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
0 6 J(P̃hΦ̂h) − J∗ 6 C

(
|h| + ǫh + δh

)
;ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {P̃hΦ̂h

} ñëàáî â H = L2(Ω) ñõîäèòñÿ ê ìíî-æåñòâó U∗ 6= ∅ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé çàäà÷è (1)- (4).�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â H ïî àð-ãóìåíòó (óïðàâëåíèþ).Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîéçàäà÷å (1)- (4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó ìèíè-ìèçàöèè (8), (9). Â ñèëó æå òåîðåìû 1 ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (1)-(4) êîððåêòíî ïîñòàâëåíà â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâàH. Îä-íàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çà-äà÷åé ìèíèìèçàöèè ïî À.Í. Òèõîíîâó â ñèëüíîé òîïîëîãèè ïðî-ñòðàíñòâà H. Ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèÿ îæèäàòü, ÷òî ëþáàÿìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (â òîì ÷èñëå è ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü èç òåîðåìû 5) äëÿ J(g) íà U áóäåò ñõîäÿùåéñÿ ïî íîðìå
H êî ìíîæåñòâó U∗. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ ìèíèìè-çèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ êîíå÷íî-ìåðíûõ çàäà÷ (8), (9) ïî ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà (ñì.[4℄, [5℄).Ââåäåì íà U ñòàáèëèçàòîð Ω(g) = ‖g‖2

H , g ∈ U è åãî ñåòî÷íûéàíàëîã Ωh(Φh) = ‖Φh‖2
Hh
, Φh ∈ Uh. Ïðè êàæäîì h ðàññìîòðèì íà

Uh ñåòî÷íûé �óíêöèîíàë Òèõîíîâà çàäà÷è (17), (8), (9):
Thδhαh

(Φh) = Jhδh(Φh) + αhΩ(Φh), Φh ∈ Uh, (19)ãäå {αh} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-ñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè |h| → 0. Ïðè êàæäîì h îïðåäåëèìñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φ̂h = Φhδhαhνh
∈ Uh, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-âèÿì

Thδhαh∗ = inf Thδhαh
(Φh) 6 Thδhαh∗ + νh, Φ̂h ∈ Uh, (20)ãäå νh > 0 è νh → 0 ïðè |h| → 0. Ïóñòü U∗∗ =

{g∗∗ ∈ U∗ : Ω(g∗∗) = inf Ω(g∗) : g∗ ∈ U∗} � ìíîæåñòâîΩ-íîðìàëüíûõ237



ðåøåíèé çàäà÷è (1)- (4). Òàê êàê �óíêöèîíàë Ω(g) ÿâëÿåòñÿ ñëà-áûì ñòàáèëèçàòîðîì â H çàäà÷è (1)- (4) è �óíêöèîíàëû J(g),
Ω(g) - ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà U â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðî-ñòðàíñòâà H, òî U∗∗ 6= Ø [4℄.Òåîðåìà 6. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé{
Φ̂h

} îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (19), (20). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
P̃hΦ̂h

} ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ çàäà÷è (1)- (4) è ñïðà-âåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:
0 6 J(P̃hΦ̂h) − J∗ 6 C

(
|h| + δh + νh + αh

)
;åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αh}, {δh}, {νh} óäîâëåòâîðÿþò óñëî-âèÿì αh, δh,νh > 0, αh, δh, νh → 0 ïðè |h| → 0, ïðè÷åì {

αh
}ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñîãëàñîâàíî ñ âåëè÷èíàìè |h|, δh,νh òàê, ÷òî(

|h| + νh + δh
)
/αh → 0 ïðè |h| → 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{

P̃hΦ̂h

} ñèëüíî â H ñõîäÿòñÿ ê ìíîæåñòâó U∗∗ è limΩ
(
P̃hΦ̂h

)
=

Ω∗ ïðè |h| → 0.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ìåòîäà ðå-øåíèÿ ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëàäûæåíñêàÿ Î. À. Êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-êè. Ì.: Íàóêà,1973.[2℄ Ñàìàðñêèé À. À., Ëàçàðîâ �. Ä., Ìàêàðîâ Â. Ï. �àçíîñòíûåñõåìû äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè ðå-øåíèÿìè, Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1987.[3℄ Ëóáûøåâ Ô. Â., Ìàíàïîâà À. �. Î ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèèçàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè. //Òðóäû ÑÂÌÎ. 2009. Ò. 11,� 1.[4℄ Âàñèëüåâ Ô. Ï. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ì.: Ôàêòîðèàë Ïðåññ,2002. 238



[5℄ Òèõîíîâ À. Í., Àðñåíèí Â. ß.Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõçàäà÷. Ì.: Íàóêà, 1986.ÓÄÊ 517.95ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËßÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀÌàðòåìüÿíîâà Í. Â. (Ñàìàðà, Ï�Ñ�À)�àññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàâðåíòüåâà - Áèöàäçå ñ íåèçâåñòíîéïðàâîé ÷àñòüþ
Lu ≡ uxx + sgny · uyy = f(x, y) =

{
f1(x), y > 0,
f2(x), y < 0,

(1)â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y)| 0 < x < 1,−α < y <
β}, ãäå α, β � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, èïîñòàâèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó ñ íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûìóñëîâèåì.Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèè u(x, y) è
f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

u ∈ C1(D) ∩ C2(D− ∪D+); (2)
f(x, y) ∈ C(D− ∪D+); (3)

Lu = f(x, y), (x, y) ∈ D− ∪D+; (4)
u(0, y) = u(1, y), ux(0, y) = 0, −α 6 y 6 β; (5)
u(x, β) = ϕ(x), u(x,−α) = ψ(x), 0 6 x 6 1; (6)
uy(x, β) = χ(x), uy(x,−α) = g(x), 0 6 x 6 1, (7)ãäå ϕ(x), ψ(x), χ(x) è g(x)� çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíê-öèè,
ϕ(0) = ϕ(1), ψ(0) = ψ(1), ϕ′(0) = ψ′(0) = 0, (8)239



D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0} .Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ,íàïðèìåð, â ðàáîòàõ À.Í. Òèõîíîâà [1℄, Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà [2,3℄,Â.Ê. Èâàíîâà [4℄ è èõ ó÷åíèêîâ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîãî âî-ïðîñà ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èè À.Ì. Äåíèñîâà [5℄.Â ïîñëåäíèå ãîäû â ðàáîòàõ Ê.Á. Ñàáèòîâà ïðåäëîæåí íî-âûé ïîäõîä - ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ îáîñíîâà-íèÿ åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàò-íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Òàêèì ìåòîäîì ðå-øåíû îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè[6,7℄.Â ðàáîòàõ àâòîðà (êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ïå÷àòè) äîêàçàíû êðè-òåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷èäëÿ óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå, êîãäà f1(x) = f2(x) = f(x). Â äàííîéðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ íåëî-êàëüíûì óñëîâèåì (5) ïðè f1(x) 6= f2(x). Óñòàíîâëåí êðèòåðèéåäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) � (7).Ïóñòü {u(x, y), f1(x), f2(x)} ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé îáðàòíîé çà-äà÷è ïðè
u(x, β) = 0, u(x,−α) = 0, uy(x, β) = 0, uy(x,−α) = 0. (9)Ñëåäóÿ [8,9℄ ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèñòåìû �óíêöèé:

1, cosλkx, xsinλkx, (10)
2(1−x), 4(1−x)cosλkx, 4sinλkx, λk = 2πk, k = 1, 2, ... . (11)Ñèñòåìû �óíêöèé (10) è (11) îáðàçóþò áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòå-ìó, ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè â L2[0, 1] è óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìîìóè äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1][8℄.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèè:

uk(y) = 4

∫ 1

0

u(x, y) sinλkxdx, (12)240



vk(y) = 4

∫ 1

0

u(x, y)(1− x) cosλkxdx, (13)
v0(y) = 2

∫ 1

0

u(x, y)(1− x)dx. (14)Îòñòóïèâ îò êîíöîâ ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ íà äîñòàòî÷-íî ìàëîå ÷èñëî ε > 0, íà îñíîâàíèè (12) � (14) ïîëó÷èì
uk,ε(y) = 4

∫ 1−ε

ε

u(x, y) sinλkxdx, (15)
vk,ε(y) = 4

∫ 1−ε

ε

u(x, y)(1− x) cosλkxdx, (16)
v0,ε(y) = 2

∫ 1−ε

ε

u(x, y)(1− x)dx. (17)Äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà (15) � (17) ïðè y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β)äâà ðàçà è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì
u′′k,ε(y) = 4

∫ 1−ε

ε

(f1(x) − uxx(x, y)) sinλkxdx, y > 0, (18)
u′′k,ε(y) = 4

∫ 1−ε

ε

(uxx(x, y) − f2(x)) sinλkxdx, y < 0, (19)
v′′k,ε(y) = 4

∫ 1−ε

ε

(f1(x)− uxx(x, y))(1− x) cosλkxdx, y > 0, (20)
v′′k,ε(y) = 4

∫ 1−ε

ε

(uxx(x, y)− f2(x))(1− x) cosλkxdx, y < 0, (21)
v′′0,ε(y) = 2

∫ 1−ε

ε

(f1(x) − uxx(x, y))(1− x)dx, y > 0, (22)
v′′0,ε(y) = 2

∫ 1−ε

ε

(uxx(x, y) − f2(x))(1− x)dx, y < 0. (23)
241



Èíòåãðèðóÿ äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì â èíòåãðàëàõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõðàâåíñòâ (18) � (23) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, íàéäåìñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
u′′k(y) − λ2

kuk(y) = f1k, y > 0, (24)
u′′k(y) + λ2

kuk(y) = −f2k, y < 0, (25)
v′′k(y) − λ2

kvk(y) = f̃1k − 4πkuk(y), y > 0, (26)
v′′k(y) + λ2

kvk(y) = −f̃2k + 4πkuk(y), y < 0, (27)
v′′0(y) = f1,0, y > 0, (28)
v′′0(y) = −f2,0, y < 0, (29)ãäå

f1k = 4

∫ 1

0

f1(x) sinλkxdx, f̃1k = 4

∫ 1

0

f1(x)(1− x) cosλkxdx,(30)
f1,0 = 2

∫ 1

0

f1(x)(1− x)dx, f2k = 4

∫ 1

0

f2(x) sinλkxdx, (31)
f̃2k = 4

∫ 1

0

f2(x)(1− x) cosλkxdx, f2,0 = 2

∫ 1

0

f2(x)(1− x)dx.(32)Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (24) � (29) èìåþò îáùèå ðåøå-íèÿ
uk(y) =

{
−f1k

λ2
k

+ ake
λky + bke

−λky, y > 0,

−f2k

λ2
k

+ ck cosλky + dk sinλky, y < 0,
(33)

vk(y) =





− f̃1k

λ2
k

+ ãke
λky + b̃ke

−λky+

+y(−akeλky + bke
−λky), y > 0,

− f̃2k

λ2
k

+ c̃k cosλky + d̃k sinλky+

+y(−dk cosλky + ck sinλky), y < 0,

(34)
v0(y) =

{
f1,0

y2

2 + b0y + a0, y > 0,

−f2,0
y2

2 + d0y + c0, y < 0,
(35)242



ãäå a0, b0, c0, d0, ak, bk, ck, dk, ãk, b̃k, c̃k, d̃k � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿí-íûå.Èç îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6) � (7) áóäåì èìåòü
uk(−α) = 0, uk(β) = 0, u′k(−α) = 0, u′k(β) = 0,

vk(−α) = 0, vk(β) = 0, v′k(−α) = 0, v′k(β) = 0,
v0(−α) = 0, v0(β) = 0, v′0(−α) = 0, v′0(β) = 0.

(36)Ïîñêîëüêó ðåøåíèå u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2), òî äëÿ�óíêöèé (33) � (35) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ:
uk(0 − 0) = uk(0 + 0), u′k(0 − 0) = u′k(0 + 0),

vk(0 − 0) = vk(0 + 0), v′k(0 − 0) = v′k(0 + 0),

v0(0 − 0) = v0(0 + 0), v′0(0 − 0) = v′0(0 + 0).Ôóíêöèè (33) � (35) óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì òîëüêî òî-ãäà, êîãäà ck = ak + bk + (f2k − f1k)/λ
2
k, dk = ak − bk, c̃k =

ãk + b̃k + (f̃2k − f̃1k)/λ
2
k, d̃k = ãk − b̃k, c0 = a0, d0 = b0.Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ck, dk, c̃k, d̃k, c0, d0 ïîäñòàâèì â (33) � (35)è óäîâëåòâîðèì ýòè �óíêöèè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (36). Òîãäà,ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî a0, b0, f1,0, f2,0, ak, bk, f1k, f2k, ãk, b̃k, f̃1k, f̃2kñèñòåìû: 




f1,0
β2

2 + b0β + a0 = 0,

−f2,0
α2

2 − b0α + a0 = 0,
f1,0β + b0 = 0,
f2,0α + b0 = 0,

(37)




−f1k

λ2
k

+ ake
λkβ + bke

−λkβ = 0,

−f2k

λ2
k

+ (ak + bk + f2k−f1k

λ2
k

) cosλkα− (ak − bk) sinλkα = 0,

ake
λkβ − bke

−λkβ = 0,

(ak + bk + f2k−f1k

λ2
k

) sinλkα + (ak − bk) cosλkα = 0,

(38)
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− f̃1k

λ2
k

+ ãke
λkβ + b̃ke

−λkβ = P1,

− f̃2k

λ2
k

+ (ãk + b̃k + f̃2k−f̃1k

λ2
k

) cosλkα− (ãk − b̃k) sinλkα = P2,

λkãke
λkβ − λkb̃ke

−λkβ = P3,

λk(ãk + b̃k + f̃2k−f̃1k

λ2
k

) sinλkα + λk(ãk − b̃k) cosλkα = P4, (39)ãäå
P1 = β(ake

λkβ − bke
−λkβ),

P2 = α((bk − ak) cosλkα− (ak + bk + f2k−f1k

λ2
k

) sinλkα),

P3 = (1 + βλk)e
λkβak − (1 − βλk)e

−λkβbk,

P4 = (ak − bk) cosλkα+ (ak + bk + f2k−f1k

λ2
k

) sinλkα+

+λkα(bk − ak) sinλkα+ λkα(ak + bk + f2k−f1k

λ2
k

) cosλkα.

(40)
Îïðåäåëèòåëü îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (37) ∆αβ(0) =

−1
2αβ(α+β) 6= 0 ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ α, β. Ñëåäîâàòåëüíî,îíà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå a0 = b0 = f1,0 = f2,0 = 0.Åñëè îïðåäåëèòåëü îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (38) ïðè âñåõ

k ∈ N

2

λ2
k

∆αβ(k) =
2

λ2
k

(shλkβ−sinλkα+sinλkα chλkβ−cosλkα shλkβ) 6= 0,(41)òî îíà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå ak = bk = f1k = f2k = 0. Âñèëó ýòèõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåìà (39) ïðèìåò âèä ëèíåéíîéîäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ îïðåäåëèòåëåì 2
λ2

k

∆αβ(k), êîòîðûé â ñèëóóñëîâèÿ (41) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó ñèñòåìà (39) èìååò òîëüêîíóëåâîå ðåøåíèå ãk = b̃k = f̃1k = f̃2k = 0. Òîãäà èç (33) � (35)ñëåäóåò, ÷òî
v0(y) = 0, vk(y) = uk(y) = 0, k = 1, 2, ..., −α 6 y 6 β.Íà îñíîâàíèè (12) � (14), (30) � (32) èìååì:

2

∫ 1

0

u(x, y)(1− x)dx = 0, 4

∫ 1

0

u(x, y) sinλkxdx = 0,244



4

∫ 1

0

u(x, y)(1− x) cosλkxdx = 0, 2

∫ 1

0

f1(x)(1 − x)dx = 0,

4

∫ 1

0

f1(x) sinλkxdx = 0, 4

∫ 1

0

f1(x)(1 − x) cosλkxdx = 0,

2

∫ 1

0

f2(x)(1− x)dx = 0, 4

∫ 1

0

f2(x) sinλkxdx = 0,

4

∫ 1

0

f2(x)(1− x) cosλkxdx = 0.Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû �óíêöèé (11) â ïðîñòðàíñòâå
L2[0, 1] ñëåäóåò, ÷òî u(x, y) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [0,1℄ ïðè ëþáîì
y ∈ [−α, β], à f1(x) = 0 è f2(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [0,1℄. Âñèëó (2), (3) �óíêöèÿ u(x, y) íåïðåðûâíà â D, à f1(x) ∈ C(0, 1) è
f2(x) ∈ C(0, 1), ïîýòîìó u(x, y) ≡ 0 â D, à f1(x) ≡ 0 è f2(x) ≡ 0íà (0,1).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (41) íàðóøåíî ïðè k = p è íåêîòî-ðûõ α è β, òî åñòü ∆αβ(p) = 0. Òîãäà ñèñòåìà (38) èìååò íåíóëåâîåðåøåíèå. À îáðàòíàÿ çàäà÷à (2) � (7) (ãäå ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0,
g(x) ≡ 0, χ(x) ≡ 0) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

up(x, y) = up(y)x sinλpx,

up(y) =





f2p
(1−cosλpα)(chλp(y−β)+λ2

p)

λ2
p(cosλpα chλpβ+sinλpα shλpβ−cosλpα) , y > 0,

f2p

λ2
p

+ f2p
(chλpβ−1) cosλpy+shλpβ sinλp(y+α)−shλpβ sinλpy

λ2
p(cosλpα chλpβ+sinλpα shλpβ−cosλpα) , y < 0,

f1p(x) = f2p
1 − cosλpα

cosλpα chλpβ + sinλpα shλpβ − cosλpα
x sinλpx,

f2p(x) = f2px sinλpx,ãäå f2p - ïðîèçâîëüíàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ïîñòîÿííàÿ.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ245



Òåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (7), òî îíîåäèíñòâåííî òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ k ∈ N âûïîëíåíî óñëî-âèå (41).�åøåíèå çàäà÷è (2) � (7) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà çàäàííûå�óíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿäà
u(x, y) = v0(y) +

∞∑

k=1

vk(y) cosλkx+

∞∑

k=1

uk(y)x sinλkx,ãäå uk(y), vk(y) è v0(y) íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (33) � (35).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òèõîíîâ À. Í. Îá óñòîé÷èâîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ // ÄÀÍ.1943. Ò.39. �5. Ñ. 195 � 198.[2℄ Ëàâðåíòüåâ Ì.Ì. Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�, 1964. Ò.157. �3. Ñ. 520 � 521.[3℄ Ëàâðåíòüåâ Ì.Ì., �îìàíîâ Â.�., Øèøàòñêèé Ñ.Ò. Íåêîð-ðåêòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è àíàëèçà. Ì.: Íàó-êà. 1980. 286 ñ.[4℄ Èâàíîâ Â.Ê., Âàñèí Â.Â., Òàíàíà Â.Ï. Òåîðèÿ ëèíåéíûõíåêîððåêòíûõ çàäà÷ è åå ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Íàóêà. 1978. 206ñ.[5℄ Äåíèñîâ À.Ì. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ çàäà÷. Ì.: Ì�Ó,1994. 208ñ.[6℄ Ñàáèòîâ Ê.Á. Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ ñìå-øàííîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà//Äîêë. �ÀÍ, 2009. Ò.427. �5.Ñ. 593 � 596.[7℄ Ñàáèòîâ Ê.Á., Ñà�èí Ý.Ì. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè//Äîêë. �ÀÍ, 2009. Ò.429. �4.246



[8℄ Ñàáèòîâà Þ.Ê. Êðàåâûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåìäëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè.Àâòîðå�åðàò äèññ. ... ê.�.-ì.í. Ñòåðëèòàìàê. Ñ�ÏÀ. 2007.20ñ.[9℄ Èëüèí Â.À. Î ñóùåñòâîâàíèè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ñîáñòâåí-íûõ è ïðèñîåäèíåíûõ �óíêöèé ó íåñàìîñîïðÿæåííîãî îáûê-íîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà // Òðóäû Ìàòåì.èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà. 1976. Ò.142. Ñ. 148 � 155.ÓÄÊ 517.2+517.5Ï�ÅÄÑÒÀÂËßÞÙÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ ÂÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÓËÜÒ�ÀÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÓÅÌÛÕÔÓÍÊÖÈÉ ÒÈÏÀ �ÓÌÜÅÌèõàéëîâ Ê. À. (Âëàäèêàâêàç, ÞÌÈ)ÂâåäåíèåÂîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû èç ýêñïîíåíò áåñêîíå÷íîäè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé íà �èêñèðîâàííîì èíòåðâàëå âåùå-ñòâåííîé ïðÿìîé èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå Â. Â. Íàïàëêîâà [1℄, à âñòàòüå È. Õ. Ìóñèíà [2℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ïðåäñòàâëåíèèòàêèìè ðÿäàìè ýëåìåíòîâ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íî äè�-�åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Îòìåòèìòàêæå èññëåäîâàíèÿ Þ. Ô. Êîðîáåéíèêà [3℄, â êîòîðûõ èçó÷àëèñüàáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ýêñïîíåíò ñ ÷èñòî ìíèìûìèïîêàçàòåëÿìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèåñèñòåìû ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ óëüòðàäè��åðåíöèðóåìûõ�óíêöèé òèïà �óìüå íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, çàäàâàåìûõ óòî÷-íåííûì ïîðÿäêîì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþò è óòî÷íÿþò247



ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëîãè, ïîëó÷åííûå â [4℄ äëÿ ñëó÷àÿ îáû÷íîãîïîðÿäêà.1. Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ïðèâîäÿòñÿ îáùèå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ñè-ñòåìà ýêñïîíåíò ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé â óêàçàí-íûõ âûøå ïðîñòðàíñòâàõ òèïà �óìüå.Ïóñòü C∞(−1, 1)� ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöè-ðóåìûõ íà èíòåðâàëå (−1, 1) �óíêöèé. ×åòíóþ íåîòðèöàòåëüíóþíà R, íåóáûâàþùóþ íà [0,+∞) �óíêöèþ ω áóäåì íàçûâàòü êàíî-íè÷åñêèì âåñîì (ñì. [5, ñ.19℄), åñëè
(α) ω(2t) = O(ω(t)) ïðè t→ ∞, (γ) ln t = o(ω(t)) ïðè t→ ∞,

(β)

∫ +∞

1

ω(t)

t2
dt <∞, (δ) ϕω(t) := ω(et) âûïóêëà íà R.Îïðåäåëèì ïîëóíîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (m, n ∈ N)

E
ω
m,n :=

{
g ∈ C∞(−1, 1) : ||g||ωm,n := sup

α∈N0

sup
|x|61−1/m

∣∣g(α)(x)
∣∣

e
1
n
ϕ∗

ω(αn)
<∞

}
,ãäå N0 = N ∪ {0}, ϕ∗

ω(y) := sup
x>0

(xy − ϕω(x)).�àññìîòðèì E{ω}(−1, 1) :=
∞⋂
m=1

∞⋃
n=1

Eωm,n � ïðîñòðàíñòâî óëüòðà-äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé òèïà �óìüå ñ åñòåñòâåííîé òîïîëî-ãèåé projmindnE
ω
m,n. Íàäåëåííîå òàêîé òîïîëîãèåé E{ω}(−1, 1) ÿâ-ëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì (DFS)-ïðîñòðàíñòâ(ïî ïîâîäó òåîðèè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ñì. [6℄).Âîçüìåì ρ ∈ (0, 1) è íåêîòîðûé óòî÷íåííûé ïîðÿäîê ρ(r).Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ωρ(r)(t) := |t|ρ(|t|)(t ∈ R) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷å-ñêèì âåñîì. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâîñòü (β) è (γ) î÷åâèäíà.Òàê êàê �óíêöèÿ R(r) = rρ(r)−ρ ìåäëåííî ðàñòóùàÿ [7, ãëàâà I,�2, ñ. 26℄, òî ωρ(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (α). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùå-ñòâóåò äðóãîé óòî÷íåííûé ïîðÿäîê ρ̃(r), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëè-âî (δ). �àññìîòðèì �óíêöèþ

ρ̃(r) := ρ+
ln v(r)

ln r
, ãäå v(r) :=

1

r

∫ r

1

sρ(s)−ρds ïðè r > 1248



è ρ̃(r) := 0 ïðè 0 6 r 6 1. Ñòàíäàðòíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ρ̃(r)� óòî÷íåííûé ïîðÿäîê, �óíêöèÿ rρ̃(r) âûïóêëà îòíîñèòåëüíî ln rè íå óáûâàåò ïðè âñåõ r > R, ãäå R äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïîëàãàÿ
h(r) := rρ̃(r) ïðè r > R è h(r) := Rρ̃(R) ïðè 0 6 r 6 R, ïîëó÷èì,÷òî h âûïóêëà îòíîñèòåëüíî ln r íà [0,+∞). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,÷òî äëÿ óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ρ̃(r) âûïîëíåíî óñëîâèå (δ). Â ñèëóòîãî, ÷òî rρ̃(r)−ρ(r) → 1 ïðè r → ∞, ïðîñòðàíñòâà E{ωρ̃(r)}(−1, 1) è
E{ωρ(r)}(−1, 1) ñîâïàäàþò.Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî rρ(r) ñòðî-ãî âîçðàñòàþùàÿ ïðè r > 0. Òîãäà îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ êíåé �óíêöèÿ ψ : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êîòîðîé ψ(ωρ(r)(r)) =
ωρ(r)(ψ(r)) = r, r > 0.Ïóñòü äàëåå Λ � âîçðàñòàþùàÿ ïî ìîäóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüêîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêî-íå÷íîñòè. Äëÿ f ∈ H(C), m, n ∈ N ïîëîæèì

||f ||∗m,n := sup
z∈C

Kf
m,n(z), |̃|f ||m,n = sup

λ∈Λ
Kf
m,n(λ),ãäå

Kf
m,n(z) =

|f(z)|
e(1− 1

m)|Imz|+ 1
n
ωρ(r)(|z|)

, z ∈ C.Ñîãëàñíî [5, ãëàâà V, òåîðåìà 5.4.4℄ ñîïðÿæåííîå ñ E{ωρ(r)}(−1, 1)ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ èçîìîð�íûì åìó ïðîñòðàíñòâîì öåëûõ�óíêöèé
Ã{ωρ(r)}(−1, 1) =

{
f ∈ H(C) : ∃m ∈ N ∀n ∈ N ||f ||∗m,n <∞

}
.Ñëåäóÿ [8℄, ïîñëåäîâàòåëüíîñòüX = {xk}∞k=1 íåíóëåâûõ ýëåìåí-òîâ ïîëíîãî îòäåëèìîãî ïðîñòðàíñòâà F íàçîâåì àáñîëþòíî ïðåä-ñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé (ÀÏÑ) â F , åñëè ëþáîé ýëåìåíò x èç Fïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ðÿäà ∞∑

k=1

ckxk, àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿê x ïî òîïîëîãèè F . Â ðàáîòå [9℄ áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé òîãî,249



÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â ïðåäåëå ïðèâå-äåííîãî ïðîåêòèâíîãî ñïåêòðà (DFS)-ïðîñòðàíñòâ. Ïðèâåäåì åãî�îðìóëèðîâêó ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå ýêñïîíåíò â ïðîñòðàí-ñòâå E{ωρ(r)}(−1, 1).Òåîðåìà 1. Ïóñòü ρ ∈ (0, 1), ρ(r) � íåêîòîðûé óòî÷íåí-íûé ïîðÿäîê. Äëÿ òîãî ÷òîáû E(Λ) =
{
e−iλx

}
λ∈Λ

áûëà ÀÏÑ â
E{ωρ(r)}(−1, 1), íåîáõîäèìî, à åñëè Λ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè Λ1 :=

{
λ1
k

}∞
k=1

è Λ2 :=
{
λ2
k

}∞
k=1

, óäîâëåòâîðÿ-þùèå óñëîâèÿì
(i) lim

k→∞
|Imλ1

k|
ωρ(r)(|λ1

k|)
= ∞; (ii) lim

k→∞
|Imλ2

k|
ωρ(r)(|λ2

k|)
= 0,òî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀m1 ∃m2 ∀n2 ∃n1 ∃C <∞ : ||f ||∗m2,n2
6 C sup

λ∈Λ
|̃|f ||m1,n1

(1)äëÿ âñåõ f ∈ Ã{ωρ(r)}(−1, 1), äëÿ êîòîðûõ |̃|f ||m1,n
<∞ ïðè êàæ-äîì n ∈ N.2. Öåëü äàííîãî ïóíêòà � ïîñòðîåíèå íà îñíîâå òåîðåìû 1 ïðè-ìåðà ÀÏÑ ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå E{ωρ(r)}(−1, 1).Ïóñòü Λ1 = {±iπk}∞k=1, Λ

2 = {±πk}∞k=1, Λ := Λ1 ∪ Λ2. Ïîëîæèì
Λσ = Λ2 ∪ {±iµk}∞k=1, ãäå σ > 0 è µk = π

[
1

π
ψ

(
πk

σ

)]
, k ∈ N.Çäåñü [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Î÷åâèäíî, ÷òî {±iµk}∞k=1 � ïîä-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1.Îïðåäåëèì öåëûå â C �óíêöèè

L(z) :=
sin z sin iz

z2
, Lσ(z) :=

sin z

z

∞∏

k=1

(
1 +

z2

µ2
k

)
, (z ∈ C \ {0})ïîëàãàÿ L(0) := i è Lσ(0) := 1. 250



Äëÿ δ > 0 è λ ∈ C ïîëîæèì
Uλ :=

{
z ∈ C : |z − λ| < e−δωρ(r)(|λ|)

}
, Uδ :=

⋃

λ∈Λ

Uλ, Uδ,σ :=
⋃

λ∈Λσ

Uλ.Äàëåå, äëÿ f ∈ Ã{ωρ(r)}(−1, 1), f 6= 0 ââåäåì ìíîæåñòâî
Γf :=

{
γ > 0 : ∀ε > 0 lim sup

|z|→∞

ln |f(z)|
(1 − γ)|Imz| + εωρ(r)(|z|)

6 1

}
.Äëÿ êàæäîé f èç Ã{ωρ(r)}(−1, 1) ìíîæåñòâî Γf íåïóñòî è ñîäåð-æèòñÿ â ïîëóèíòåðâàëå (0, 1]. ×åðåç γf îáîçíà÷èì òî÷íóþ âåðõ-íþþ ãðàíü ìíîæåñòâà Γf . Èç îïðåäåëåíèÿ Γf ñëåäóåò, ÷òî òèï σf�óíêöèè f ïðè ïîðÿäêå 1 ñîâïàäàåò ñ 1 − γf .Äëÿ f ∈ Ã{ωρ(r)}(−1, 1), z /∈ Uδ,σ, λ ∈ Λσ ðàññìîòðèì

F (z, λ) :=
f(λ)

L′
σ(λ)(z − λ)

,à äëÿ z /∈ Uδ, w ∈ C, λ ∈ Λ

G(z, w, λ) :=
f(λ)eiwλ

L′(λ)(z − λ)
.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ ëåìì áûëè èñïîëüçîâàíû îñ-íîâû ìåòîäà, èçëîæåííîãî â [7, ãëàâà IV, �6℄.Ëåììà 4. Ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ δ, σ ∈ (0,+∞) äëÿ ïðîèç-âîëüíîé �óíêöèè f èç Ã{ωρ(r)}(−1, 1) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(z) = Lσ(z)
∑

λ∈Λσ

F (z, λ), z /∈ Uδ,σ.Ëåììà 5. Ïðè ëþáîì δ ∈ (0,+∞) äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè fèç Ã{ωρ(r)}(−1, 1) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
f(z)eiwz = L(z)

∑

λ∈Λ

G(z, w, λ), z /∈ Uδ, |w| < γf .251



Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî m òàêîãî, ÷òî |̃|f ||m,n <∞ ïðè âñåõ
n ∈ N, ðÿä ∑

λ∈Λ

G(z, w, λ) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíîâíóòðè êðóãà {w ∈ C : |w| < 1
m

}
.Äëÿ z ∈ C ñ Imz 6=0 îáîçíà÷èì

Pρ(r)(Rez + iImz) :=
|Imz|
π

∫

R

ωρ(r)(t)

(t− Rez)2 + Im2z
dt .Ñîãëàñíî [5, ãëàâà I, ïðåäëîæåíèå 1.4.2(1)℄

A := lim sup
|z|→∞

Pρ(r)(z)

ωρ(r)(|z|)
<∞ . (2)Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëå�à [10, òåîðåìà 6.5.4℄,ñòàíäàðòíî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿËåììà 6. Ïóñòü f ∈ Ã{ωρ(r)}(−1, 1) è ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæè-òåëüíûõ ïîñòîÿííûõ B è α

|f(x)| 6 Beαωρ(r)(x) (x ∈ R).Òîãäà äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γf

|f(z)| 6 BDe(1−γ)|Imz|+αAωρ(r)(|z|) ïðè âñåõ z ∈ C,ãäå ïîñòîÿííàÿ A îïðåäåëåíà â (2), à D çàâèñèò òîëüêî îò ρ(r).Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà èñïîëüçóåòñÿ è ÷à-ñòè÷íî êîððåêòèðóåòñÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 èç [5℄,ïðåäëîæåííàÿ À. Â. Àáàíèíûì äëÿ ñëó÷àÿ îáû÷íîãî ïîðÿäêà.Òåîðåìà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü E(Λ) =
{
e−iλx

}
λ∈Λ

, ãäå Λ =

{±iπk}∞k=1∪{±πk}∞k=1, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñè-ñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå E{ωρ(r)}(−1, 1) ïðè ëþáîì óòî÷íåííîì ïî-ðÿäêå ρ(r) → ρ ∈ (0, 1). 252



Ïðèâåäåì îñíîâíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà. Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ1 = {±iπk}∞k=1 è Λ2 = {±πk}∞k=1 óäî-âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i) è (ii) òåîðåìû 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòî-ìó E(Λ) áóäåò àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé â E{ωρ(r)}(−1, 1) òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî (1).Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå m1, n2 ∈ N è σ ∈ (0, 1/n2). Íàéäåìíîìåð n1 òàêîé, ÷òî 3/n1 < σ0, ãäå σ0 = min{σ; σ ctg πρ
2 }. Âîçüìåì

f ∈ Ã{ωρ(r)}(−1, 1), äëÿ êîòîðîé |̃|f ||m1,n1
<∞.Ïîëîæèì δ := 1/n1.Ïî ëåììå 1 äëÿ z /∈ Uδ,σ

f(z) = Lσ(z)
∑

λ∈Λσ

F (z, λ).Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå |̃|f ||m1,n1
è âûáîð σ0 è èñïîëüçóÿ èçâåñòíûåîöåíêè äëÿ | sin z| [11, ãëàâà I, �5, òåîðåìà 5.7℄ è ñïåöèàëüíîãîïðîèçâåäåíèÿ ∞∏

k=1

(
1 + z2

µ2
k

) [11, ñ. 68�71℄, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåòòàêàÿ ïîñòîÿííàÿ B1 = B1(m1, n2) > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî z /∈ Uδ,σ

|f(z)| 6 B1|̃|f ||m1,n1
e|Imz|+

1
n2
ωρ(r)(|z|).Ïîëîæèì B2 := B1e

2r0+
2

n2
ωρ(r)(r0), ãäå r0 = e−

1
n1
ωρ(r)(π) � íàèáîëü-øèé èç ðàäèóñîâ êðóæêîâ Uλ, λ ∈ Λ. Òîãäà íà âñåõ îêðóæíîñòÿõ{

z ∈ C : |z − λ| = e−
1

n1
ωρ(r)(|λ|)

}, ãäå λ ∈ Λσ, èìååì
|f(z)| 6 B2|̃|f ||m1,n1

e|Imz|+
1

n2
ωρ(r)(|z|).Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè ïî-ñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîäîëæàåòñÿ (âîçìîæíî ñ äðóãîé ïî-ñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ρ(r)) âíóòðü êàæäîãî êðóãà{

z ∈ C : |z − λ| < e−
1

n1
ωρ(r)(|λ|)

}
, λ ∈ Λσ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå

B3 ∈ (0,∞), ÷òî
|f(z)| 6 B3|̃|f ||m1,n1

e|Imz|+
1

n2
ωρ(r)(|z|) ïðè âñåõ z ∈ C.253



Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì
|f(x)| 6 B3|̃|f ||m1,n1

e
1

n2
ωρ(r)(x) (x ∈ R). (3)Ïðè ýòîì â ñèëó âûáîðà σ, n1 è δ ïîñòîÿííàÿ B2 çàâèñèò ëèøü îò

m1 è n2.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî 1
m1+2 ∈ Γf . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîðÿäîê�óíêöèè f ðàâåí 1 è γf < 1
m1

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 1
m1+2 ∈ Γf àâ-òîìàòè÷åñêè).Ïî ëåììå 2 äëÿ âñåõ z /∈ Uδ è w ∈ C ñ |w| < γf ñïðàâåäëèâîïðåäñòàâëåíèå

f(z)eiwz = L(z)
∑

λ∈Λ

G(z, w, λ),ãäå äëÿ êàæäîãî z /∈ Uδ ðÿä ∑
λ∈Λ

G(z, w, λ) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî èàáñîëþòíî âíóòðè êðóãà K1 :=
{
w ∈ C : |w| < 1

m1

}, è, òàêèì îá-ðàçîì, åãî ñóììà Sz(w) � àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîì êðóãå �óíêöèÿ.�àññìîòðèì â K1 çàìêíóòûé êðóã K2 :=
{
w ∈ C : |w| 6 1

m1+1

}
.Òîãäà äëÿ âûáðàííîé �óíêöèè f èç Ãωρ(r)

(−1, 1) íàéäåòñÿ òàêîå
Bf <∞, ÷òî äëÿ z /∈ Uδ

|Sz(w)| 6 Bf ïðè âñåõ w ∈ K2.Ñíîâà, èñïîëüçóÿ [11, ãëàâà I, �5, òåîðåìà 5.7℄, ïîëó÷èì
|f(z)eiwz| 6

Bf

r2
0

e|Imz|+|Rez|, z /∈ Uδ ∪ {z ∈ C : |z| < r0}, w ∈ K2.ÏîëîæèìCf := Bfr
−2
0 e3r0. Òàê êàê êðóæêè èç Uδ ∪ {z ∈ C : |z| < r0}íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî, êàê è âûøå, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìàìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∣∣f(z)eiwz
∣∣ 6 Cfe

|Imz|+|Rez| äëÿ âñåõ z ∈ C è w ∈ K2.254



Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè z = ix, x ∈ R è w = − 1
m1+1sgnxâûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(ix)| 6 Cfe

(
1− 1

m1+1

)
|x|
. (4)Äëÿ èíäèêàòðèñû ðîñòà hf(ϕ) �óíêöèè f(z) èìååò ìåñòî íåðà-âåíñòâî hf(ϕ) 6 (1 − γf)| sinϕ| äëÿ âñåõ ϕ ∈ [0, 2π). Òàê êàê òèï�óíêöèè f ïðè ïîðÿäêå 1 ðàâåí σf = 1 − γf , òî ïî òåîðåìå 5.6 èç[11, ãëàâà I℄

max
ϕ∈[0,2π)

hf(ϕ) = 1 − γf ,ïðè÷åì ìàêñèìóì áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè ϕ1,2 = ±π/2. Ñ äðóãîéñòîðîíû, èç (4) ñëåäóåò, ÷òî hf(±π/2) 6 1 − 1
m1+1. Ñëåäîâàòåëüíî,

1
m1+1 6 γf , à, çíà÷èò, 1

m1+2 ∈ Γf .Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3), íà îñíîâàíèè ëåììû 3 ïîëó÷èì ïðè
m2 := m1 + 2 è ëþáîì z ∈ C

|f(z)| 6 B2D|̃|f ||m1,n1
e

(
1− 1

m2

)
|Imz|+ A

n2
ωρ(r)(|z|).Òàêèì îáðàçîì,

||f ||∗m2,n2
6 B3D|̃|f ||m1,n1

,ãäå ïîñòîÿííàÿ B3D çàâèñèò òîëüêî îò m1, n2, ρ è óòî÷íåííîãîïîðÿäêà ρ(r).Èòàê, óñëîâèå (1) òåîðåìû 1 âûïîëíåíî. Ïîýòîìó E(Λ) ÿâëÿåò-ñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé â E{ωρ(r)}(−1, 1), è òåîðå-ìà äîêàçàíà.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, ïðî-�åññîðó À. Â. Àáàíèíó, çà ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå ðàáîòû.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íàïàëêîâ Â. Â.Äîñòàòî÷íûå ìíîæåñòâà â îäíîì êëàññå öåëûõ�óíêöèé // Âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé êîìïëåêñíî-ãî ïåðåìåííîãî. Ó�à: Áàøêèðñêèé �èëèàë ÀÍ ÑÑÑ�. Îòäåë�èçèêè è ìàòåì. 1980. Ñ. 110�115.255
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UDC 539.3LONGITUDINAL WAVE SCATTERINGON TUNNEL CYLINDRICAL CAVITIESWITH ELASTIC INCLUSIONS OF SECTOR CROSS-SECTIONIN ISOTROPIC MEDIAMoiseyenko R. P. (Donetsk national university, Ukraine)IntrodutionElasti wave sattering by an obstale is the topi of the longstanding interest in the dynamis of solid. This lass of problemshas it bakground in the mehanis of omposites, vibroaoustis andseismology. The methods used to solve suh problems an be appliedto solve the protetive onstrution problems. The problems with anobstale (ylindrial or spherial avity) of the anonial shape aremainly solved and are desribed in [1℄-[4℄. Elasti wave satteringproesses on obstales of non-anonial geometry are to be solved.It is presented numerial-analytial tehnique for solving boundary-value problems onerned the di�rational elasti waves satteringon tunnel ylindrial avities with elasti inlusions of setor ross-setion. � 1. Problem statementThe in�nite isotropi elasti solid V1 ontaining tunnel ylindrialavity with the radius R∗ is onsidered. Main massif is haraterizedby Lame elasti onstants µ1, λ1 and density ρ1. The avity ispartially tight by the inlusion V2 of setor ross-setion with physi-mehanial parameters µ2, λ2, ρ2. Longitudinal plane wave withthe irular frequeny ω falls on ylindrial avity with inlusion.Given massif with avity relative to system of normalized to R∗dimensionless retangular Cartesian oordinates x1, x2, x3 and to257



ylindrial oordinates r, θ, x3 as it is shown on Fig.1; the axe Ox3is oriented along avity's axe. The propagation diretion of inidentplane wave with potentials Φ(1), Ψ(1) is the positive x1 - diretion.The onditions of ideal mehanial ontat are formulated on theboundary Γ2 = {r = R, θ ∈ [−ϕ0;ϕ0]}. An inner boundary avity'ssurfae Γ1 = {r = R, θ ∈ [ϕ0; 2π − ϕ0]}, whih doesn't ontat withelasti inlusion, is assumed to be free from trations. Radial inlusionregions Γ3 = {θ = ±ϕ0, r ∈ [0;R]} are overed with non-strethedmembranes.When the inident wave interats with obstale the sattered andrefrated by inlusion wave �elds desribed by potentials Φ(j), Ψ(j)

(j = 2, 3) are generated.

Fig. 1Total wave �eld amplitude harateristis in V1 are ur = u
(1)
r +

u
(2)
r , uθ = u

(1)
θ + u

(2)
θ , σrr = σ

(1)
rr + σ

(2)
rr , σrθ = σ

(1)
rθ + σ

(2)
rθ .The boundary onditions are given by

(ur)Γ2
= (u(3)

r )Γ2
, (uθ)Γ2

= (u
(3)
θ )Γ2

(1)
(σrr)Γ2

= (σ(3)
rr )Γ2

, (σrθ)Γ2
= (σ

(3)
rθ )Γ2

,

(σrr)Γ1
= (σrθ)Γ1

= 0, (2)
(u(3)

r )Γ3
= (σ

(3)
θθ )Γ3

= 0 (3)258



� 2. Numerial-analytial solution for di�ration edgeproblemComplex wave potentials desribing inident wave �eld are equalto
Φ(1) = Aexp(i α x1), Ψ(1) = 0where A- inident wave amplitude; α = ω/R∗c

(2)
1 , β = ω/R∗c

(2)
2 ;

c
(1)
1 = (λ1 + 2µ1)

1/2/ρ
1/2
1 , c

(1)
2 = µ

1/2
1 /ρ

1/2
1 .In order to obtain the boundary potential expression it is used anexpansion of the Jaoby-Anger form:

Φ(1) = A
∞∑

n=0

lni
nJn(αr) cosnθ, (4)where l0 = 1, ln = 2, n > 1.Complex wave potentials Φ(j), Ψ(j) (j = 2, 3) are to be de�nedfrom equations

∆Φ(j) + α2
jΦ

(j) = 0, ∆Ψ(j) + β2
jΨ

(j) = 0,where
α2 = α, α3 = ω/R∗c

(3)
1 , β2 = β, β3 = ω/R∗c

(3)
2 ,

c
(j)
1 = (λj−1 + 2µj−1)

1/2/ρ
1/2
j−1, c

(j)
2 = µ

1/2
j−1/ρ

1/2
j−1

αj, βj are dimensionless wave numbers for longitudinal and shearwaves;
c
(j)
1 , c(j)2 are the longitudinal and shear elasti wave veloities inmassif isotropi material respetively;The potentials Φ(2), Ψ(2) are of the form orresponding to divergentylindrial waves with di�erent irular wave numbers n and satisfythe radiation ondition

Φ(2) =
∞∑
n=0

An1H
(1)
n (αr) cosnθ, Ψ(2) =

∞∑
n=0

An2H
(1)
n (βr) sinnθ, (5)259



where
ω is the irular wave frequeny; H(1)

n - ylindrial Hankelfuntions; the oe�ients An1, An2 are to be �nd from boundaryonditions.The potentials desribing refrated wave �eld Φ(3), Ψ(3) areintrodued taking into aount the problem geometry
Φ(3) =

∞∑
n=0

Bn1Jνn
(α3r) cos νnθ, Ψ(3) =

∞∑
n=0

Bn2Jνn
(β3r) sin νnθ, (6)where

νn = (2n+ 1)π/2/ϕ0,

Bn1, Bn2 - unde�ned oe�ients.This potential form provide edge ondition (3) exat satisfation.The relationship [1℄ between the potentials and the amplitudefuntions of mode of deformation is used to obtain amplitudeboundary representations. By taking into aount aforementionedformulas the amplitude boundary representations may be written as
ur =

∞∑
n=0

(
2∑
j=1

Anjϕ
(2)
urnj + ϕ

(1)
urn) cos(nθ),

uθ =
∞∑
n=0

(
2∑
j=1

Anjϕ
(2)
uθnj + ϕ

(1)
uθn) sin(nθ),

σrr =
∞∑
n=0

(
2∑
j=1

Anjϕ
(2)
σrnj + ϕ

(1)
σrn) cos(nθ),

σθθ =
∞∑
n=0

(
2∑
j=1

Anjϕ
(2)
σθθnj + ϕ

(1)
σθθn) cos(nθ),

σrθ =
∞∑
n=0

(
2∑
j=1

Anjϕ
(2)
σrθnj + ϕ

(1)
σrθn) sin(nθ)

(7)
where

ϕ(1)
urn = Alni

nα(nJn(αr)/αr − Jn+1(αr)), ...,

ϕ
(1)
σrθn = Alni

n(nJn(αr)/r
2 − α(−Jn+1(αr) + nJn(αr)/αr)/r),260



ϕ
(2)
urnj =

{
α(−H(1)

n+1(αr) + nH(1)
n (αr)/αr) (j = 1),

nH(1)
n (βr)/r (j = 2);

, ...,

ϕ
(2)
σrθnj =





nH(1)
n (αr)/r2 − αn(−H(1)

n+1(αr)+

+nH(1)
n (αr)/αr)/r (j = 1),

((1/2)β2H(1)
n (βr) + β(−H(1)

n+1(βr)+

+nH(1)
n (βr)/βr)/r− n2H(1)

n (βr)) (j = 2);

ϕ
(3)
urnj =

{
α3(−Jνn+1

(α3r) + νnJνn
(α3r)/α3r) (j = 1),

νnJνn
(β3r)/r (j = 2);

, ...,

ϕ
(3)
σrθnj =





νnJνn
(α3r)/r

2 − α3νn(−Jνn+1
(α3r)+

+νnJνn
(α3r)/α3r)/r (j = 1),

((1/2)β2
3Jνn

(β3r) + β3(−Jνn+1
(β3r)+

+νnJνn
(β3r)/β3r)/r − νn

2Jνn
(β3r)) (j = 2);The system of funtional equations for Anj, Bnj (n = 0, N, j =

1, 2) is obtained by substituting respetive redued wave �eldharateristis representations (7) into the edge onditions (1)-(2).In order to algebrize this system the method of least squares isapplied.The method appliation onsists in the quadrati disrepanyfuntion minimization
J(A0j, ..., ANj, B0j, ..., BNj, A0j, ..., ANj, B0j, ..., BNj) =

=
ϕ0∫

−ϕ0

(|(σrr − σ
(3)
rr )|2 + |(σrθ − σ

(3)
rθ )|2 + |(ur − u

(3)
r )|2

+|(uθ − u
(3)
θ )|2)dθ +

2π−ϕ0∫

ϕ0

(|σrr|2 + |σrθ|2)dθ,261



i.e. in onditions formulation of form
∂/∂AnjJ(A0j, ..., ANj, B0j, ..., BNj, A0j, ..., ANj, B0j, ..., BNj) = 0,

∂/∂BnjJ(A0j, ..., ANj, B0j, ..., BNj, A0j, ..., ANj, B0j, ..., BNj) = 0,

(n = (0, N)) (8)� 3. Numerial resultsNumerial analysis of di�ration �eld harateristis using desribedtehnique is held for wave propagation on ( ϕ0 = π/2, ϕ0 = π/4, ϕ0 =
0) elasti inlusion of setor ross-setion in the massif with theharateristis: λ1 = 2, µ1 = 1, ρ1 = 1. λ2 = 4, µ2 = 1, ρ2 = 0.5.Calulations for sattered wave �eld harateristis were held usingaforementioned method for several inident wavelength value λ∗ =

1, λ∗ = 2. Displaement amplitude funtions were depited on theinside massif V1 enveloping the avity's ross-setion 3R*3R region�g. 2�7. Wave �eld intensi�ation is shown by hange the light olorto the dark olor on the �gures. From numerial analysis it is obtainedthat the shade zone besides avity is more homogeneous for the aseof inlusion haraterized by angular measure ϕ0 = π/4.

Fig.2 ϕ0 = π/2, λ∗ = 1 Fig.3 ϕ0 = π/2, λ∗ = 2
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Fig.4 ϕ0 = π/4, λ∗ = 1 Fig.5 ϕ0 = π/4, λ∗ = 2

Fig.6 ϕ0 = 0, λ∗ = 1 Fig.7 ϕ0 = 0, λ∗ = 2Referenes[1℄ �óçü À. Í. , Êóáåíêî Â. Ä., ×åðåâêî Ì. À. Äè�ðàêöèÿ óïðó-ãèõ âîëí. - Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1978. -307 ñ.[2℄ Liu Y., Wu R. S., Ying C. F. Sattering of elasti waves by anelasti or visoelasti ylinder // Geophys. J. Int.- 2000.- 142,N 27-28.- P. 439-460.[3℄ Pao Y. H., Mow C. C. The di�ration of elasti wavesand dynami stress onentration.- New York: Crane RassakCo, 1973.- 689 p.[4℄ Miklowitz J. The Theory of Elasti Waves and Waveguides.-1978.- 618 p. 263



ÓÄÊ 519.863ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÏÎ�ÒÔÅËß ÏÀÅÂÛÕÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÕ ÔÎÍÄÎÂ ÄËß ÊÎÌÌÅ�×ÅÑÊÎ�ÎÁÀÍÊÀÌîðîçêèí Þ. Í. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÄëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ý��åêòèâíîñòè íà �îíäîâîìðûíêå êîììåð÷åñêèå áàíêè ñîçäàþò ïîðò�åëè öåííûõ áóìàã, òåìñàìûì, óìåíüøàÿ ðèñê ñâîèõ îïåðàöèé, à òàêæå ïîâûøàÿ èõ ðåí-òàáåëüíîñòü è ïðèáûëüíîñòü. Îñîáîå çíà÷åíèå ïîðò�åëüíîå èíâå-ñòèðîâàíèå ïðèîáðåòàåò âî âðåìÿ �èíàíñîâîãî êðèçèñà.Îäíîé èç íàèáîëåå ðàçâèâàþùèõñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ �îðìïîðò�åëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ âûñòóïàþò ïàåâûå èíâåñòèöèîí-íûå �îíäû, êîòîðûå ñîçäàþòñÿ óïðàâëÿþùåé êîìïàíèåé. Â ÏÈÔâõîäÿò ðàçëè÷íîãî ðîäà öåííûå áóìàãè, ÿâëÿÿñü, òàêèì îáðàçîì,áîëåå íàäåæíûì è õîðîøî äèâåðñè�èöèðîâàííûì îáúåêòîì âëî-æåíèÿ ñðåäñòâ.Ïàåâûå èíâåñòèöèîííûå �îíäû ÿâëÿþòñÿ äëÿ êîììåð÷åñêèõáàíêîâ áîëåå âûãîäíûì è ý��åêòèâíûì ñïîñîáîì èíâåñòèðîâàíèÿñðåäñòâ íà �îíäîâîì ðûíêå, ò.ê. ñîñòîÿò èç øèðîêî äèâåðñè�èöè-ðîâàííûõ öåííûõ áóìàã, è òåì ñàìûì èìåþò ìåíüøèé ðèñê ïîñðàâíåíèþ ñ èíâåñòèöèÿìè â îòäåëüíóþ öåííóþ áóìàãó. Â ðàáîòåìîäåëèðóåòñÿ ïîðò�åëü öåííûõ áóìàã êîììåð÷åñêîãî áàíêà, ñî-ñòîÿùèé èç ïàåâûõ èíâåñòèöèîííûõ �îíäîâ, ïîçâîëÿþùèé â çíà-÷èòåëüíîé ìåðå ñíèçèòü èíâåñòèöèîííûå ðèñêè.
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� 1. Îïðåäåëåíèå äîõîäíîñòè è ðèñêà ïàåâûõèíâåñòèöèîííûõ �îíäîâ áàíêàÄëÿ �îðìèðîâàíèÿ ïîðò�åëÿ èç ïàåâûõ èíâåñòèöèîííûõ �îí-äîâ è âûáîðà ÏÈÔîâ, ñïîñîáíûõ ìèíèìèçèðîâàòü ðèñê ïðè äîñòà-òî÷íîì óðîâíå äîõîäà, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äîõîäíîñòü è ðèñ-êè ïàåâûõ èíâåñòèöèîííûõ �îíäîâ. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì äèñïåð-ñèþ, ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå, à òàê æå êîâàðèàöèþ è êîððåëÿöèþ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîêàçàòåëåé áûëè âçÿòû äàííûå î ñòîèìî-ñòè ÏÈÔîâ ¾�àçïðîìáàíê - Óïðàâëåíèå àêòèâàìè¿ ñ 31.10.2008 ïî30.09.2009 ãîäà.Ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îïðåäåëèì ïî �îðìóëå:
σ =

√
σ2 (1)ãäå σ2 - äèñïåðñèÿ.Äèñïåðñèÿ - ýòî ìåðà ðàçáðîñà âîçìîæíûõ èñõîäîâ îòíîñèòåëü-íî îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ. ×åì âûøå äèñïåðñèÿ, òåì áîëüøå ðàç-áðîñ, à ñëåäîâàòåëüíî ðèñê. Îïðåäåëÿåì äèñïåðñèþ ïî �îðìóëå:

σ2 =

∑
(ri − r)2

n− 1
(2)è íàõîäèì ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå (òàáë. 1).Òàáëèöà 1. �àñ÷åò äèñïåðñèè è ñòàíäàðíîãî îòêëîíåíèÿ

Π1 Π2 Π3 Π4 Π5 Π6 Π7 Π8Äèñï-ÿ 1,82 4,65 82,83 33,13 133,46 16,36 268,28 391,55Ñò. îòêë-å 1,35 2,156 9,1 5,76 11,55 4,044 16,4 19,79Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì àíàëèçà äèñïåðñèè è ñòàíäàðòíîãîîòêëîíåíèÿ, îïðåäåëÿåì, ÷òî ìåíåå ðèñêîâàííûìè ÏÈÔàìè ÿâ-ëÿþòñÿ ¾Êàçíà÷åéñêèé¿ è ¾Îáëèãàöèè¿, ñîñòîÿùèå èç �åäåðàëü-íûõ, ìóíèöèïàëüíûõ, ñóá�åäåðàëüíûõ è êîðïîðàòèâíûõ îáëèãà-öèé. Íàèáîëåå ðèñêîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ ïàåâûå èíâåñòèöèîííûå265



�îíäû ¾Èíäåêñ ÌÌÂÁ¿, ¾Àêöèè¿, ¾Ôîíä ðàçâèâàþùèõñÿ îòðàñ-ëåé¿ è ¾Ýëåêòðîýíåðãåòèêà¿, èìåþùèå â ñâîåì ñîñòàâå öåííûå áó-ìàãè, îðèåíòèðîâàííûå â áîëüøåé ñòåïåíè íà îïðåäåëåííûé ñåã-ìåíò ðûíêà.Çíàÿ îæèäàåìûå äîõîäíîñòè è ïîêàçàòåëè ðèñêà (ñòàíäàðòíîåîòêëîíåíèå), íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè åùå ðÿä ðàñ÷åòîâ ïî îïðåäå-ëåíèþ êîý��èöèåíòîâ êîâàðèàöèè è êîððåëÿöèè. Ïîñëå ðàñ÷åòàäàííûõ êîý��èöèåíòîâ ñòàíåò âîçìîæíûì �îðìèðîâàíèå ïîðò-�åëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàøèì òðåáîâàíèÿì ïî ðèñêó è äîõîäíî-ñòè[2℄.Êîâàðèàöèÿ - ýòî ìåðà, ó÷èòûâàþùàÿ äèñïåðñèþ èíäèâèäóàëü-íûõ çíà÷åíèé äîõîäíîñòè áóìàãè è ñèëó ñâÿçåé ìåæäó èçìåíåíè-ÿìè äîõîäíîñòåé äàííîé áóìàãè è äðóãèõ öåííûõ áóìàã.Áóäåì ðàññ÷èòûâàòü êîâàðèàöèþ ïî �îðìóëå:
Cov(X, Y ) =

∑
(rx − rxc) · (ry − rxc)

n− 1
, (3)ãäå rx è ry - äîõîäíîñòè àêòèâîâ X è Y; rxc è ryc - îæèäàåìûåäîõîäíîñòè àêòèâîâ X è Y; n - ÷èñëî íàáëþäåíèé.Äëÿ èçìåðåíèÿ ñèëû âçàèìîñâÿçè ìåæäó äâóìÿ àêòèâàìè èñ-ïîëüçóåòñÿ êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè:

ρ =
Cov(X, Y )

σx · σy
(4)Òàêèì îáðàçîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîððåëÿöèè ìåæäó ÏÈÔàìè,íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèÿ îòêëîíåíèé äîõîäíîñòåé îòñðåäíèõ, ïîïàðíî âçÿòûõ ÏÈÔîâ.
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Òàáëèöà 2. �àñ÷åò êîý��-òà êîððåëÿöèè ìåæäó ÏÈÔ
Π1 Π2 Π3 Π4 Π5 Π6 Π7 Π8

Π1 1 0,897 -0,086 0,012 -0,1 -0,19 -0,04 -0,214
Π2 0,897 1 0,002 0,064 -0,029 -0,2 0,054 -0,33
Π3 -0,086 0,002 1 0,95 0,97 0,24 0,93 0,290
Π4 0,012 0,064 0,95 1 0,93 0,168 0,99 0,48
Π5 -0,106 -0,03 0,97 0,93 1 0,25 0,91 0,2
Π6 -0,191 -0,2 0,24 0,168 0,25 1 0,27 -0,06
Π7 -0,042 0,054 0,93 0,99 0,91 0,27 1 0,49
Π8 -0,214 -0,33 0,29 0,48 0,2 -0,06 0,49 1Êàê âèäíî èç òàáëèöû 2, êîððåëÿöèè åæåìåñÿ÷íûõ äîõîäíîñòåéìåæäó íåêîòîðûìè ïàåâûìè èíâåñòèöèîííûìè �îíäàìè ÿâëÿþò-ñÿ îòðèöàòåëüíûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîçäàòü îïòèìàëüíûé ïîðò-�åëü èç ÏÈÔ ñ ìåíüøèì ðèñêîì.� 2. Ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíî - äèñïåðñèîííîé ãðàíèöû èîïðåäåëåíèå ý��åêòèâíîãî ìíîæåñòâàÄëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîðò�åëÿ íåîáõîäèìî îïðåäå-ëèòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé "ðèñê-äîõîä"äëÿ èí-âåñòîðà, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíî-äèñïåðñèîííîé ãðàíèöû ïîðò�åëåé, ò.å. ãðàíèöû, íà êîòîðîé ëå-æàò ïîðò�åëè ñ ìèíèìàëüíûì ðèñêîì ïðè çàäàííîé äîõîäíîñòè.Ý��åêòèâíàÿ ãðàíèöà - ýòî ãðàíèöà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ý�-�åêòèâíîå ìíîæåñòâî ïîðò�åëåé. Ïîðò�åëè, ëåæàùèå ñëåâà îòý��åêòèâíîé ãðàíèöû ïðèìåíèòü íåëüçÿ, ò.ê. îíè íå ïðèíàä-ëåæàò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó. Ïîðò�åëè, íàõîäÿùèåñÿ ñïðàâà(âíóòðåííèå ïîðò�åëè) è íèæå ý��åêòèâíîé ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿíåý��åêòèâíûìè, ò.ê. ñóùåñòâóþò ïîðò�åëè, êîòîðûå ïðè äàí-íîì óðîâíå ðèñêà îáåñïå÷èâàþò áîëåå âûñîêóþ äîõîäíîñòü, ëèáîáîëåå íèçêèé ðèñê äëÿ äàííîãî óðîâíÿ äîõîäíîñòè.267



�èñ. 1: Ìèíèìàëüíî-äèñïåðñèîííàÿ ãðàíèöàÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíî-äèñïåðñèîííîé ãðàíèöû è îïðåäå-ëåíèÿ ¾ý��åêòèâíîé ãðàíèöû¿ íàì áóäóò íåîáõîäèìû çíà÷åíèÿîæèäàåìûõ äîõîäíîñòåé, ðèñêîâ (ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé) è êî-âàðèàöèè àêòèâîâ, êîòîðûå áûëè îïðåäåëåíû. Èìåÿ ýòè äàííûå,ìîæíî ïðèñòóïèòü ê íàõîæäåíèþ ¾ý��åêòèâíûõ ïîðò�åëåé¿.�àññ÷èòàåì îæèäàåìóþ äîõîäíîñòü, äèñïåðñèþ è ñòàíäàðòíîåîòêëîíåíèå ñðåäíåâçâåøåííîãî ïîðò�åëÿ, ò.å. òàêîãî ïîðò�åëÿ,â êîòîðîì äîëÿ êàæäîãî ÏÈÔà ñîñòàâèò 12,5%. Ñðåäíÿÿ (îæè-äàåìàÿ) ìåñÿ÷íàÿ äîõîäíîñòü ñðåäíåâçâåøåííîãî ïîðò�åëÿ 3,88%ïðè ðèñêå 6,647%. �àññ÷èòàåì ñðåäíþþ äîõîäíîñòü è ðèñê äëÿïîðò�åëåé ñ ðàçëè÷íûìè äîëÿìè è íà îñíîâå íà ïîëó÷åííûõ äàí-íûõ ïîñòðîèì ìèíèìàëüíî-äèñïåðñèîííóþ ãðàíèöó (ðèñ. 1).Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, ¾ý��åêòèâíàÿ ãðàíèöà¿ áåðåò ñâîå íà-÷àëî òîëüêî â òî÷êå ìèíèìàëüíî-äèñïåðñèîííîãî ïîðò�åëÿ, ò.å.ïîðò�åëÿ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíûé ðèñê. Â äàííîìñëó÷àå ýòî ïîðò�åëü ñ äîõîäíîñòüþ 1,3% è ðèñêîì 1,14%, ñ äîëÿ-ìè 84,5% â ¾Êàçíà÷åéñêèé¿, 14% â ¾Àêöèè âòîðîãî ýøåëîíà¿ è1,5% â ¾Ýëåêòðîýíåðãåòèêà¿.Ïîðò�åëè, ëåæàùèå íà íèæíåé ëèíèè ÿâëÿþòñÿ íåý��åêòèâ-íûìè, ò.ê. ëþáîìó èç ýòèõ ïîðò�åëåé ìîæíî íàéòè çàìåíó â âè-äå äðóãîãî ïîðò�åëÿ ñ íàèìåíüøèì ðèñêîì ïðè áîëåå âûñîêîìóðîâíå äîõîäíîñòè[3℄.� 3. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ïîðò�åëÿ èçý��åêòèâíîãî ìíîæåñòâàÏðè íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî ïîðò�åëÿ, íåîáõîäèìî âçÿòü âîâíèìàíèå òàêîå ïîíÿòèå êàê ¾ïîëåçíîñòü¿. Áîëåå âûñîêèå çíà÷å-íèÿ ïîëåçíîñòè ïðèñâàèâàþòñÿ ïîðò�åëÿì ñ âûñîêîé îæèäàåìîé268



�èñ. 2: Êðèâûå áåçðàçëè÷èÿäîõîäíîñòüþ, à íèçêèå çíà÷åíèå ïîëåçíîñòè ïðèñâàèâàþòñÿ ïîðò-�åëÿì ñ âûñîêèì ðèñêîì. Ôîðìóëà ïîëåçíîñòè èìååò ñëåäóþùèéâèä:
U = E(r) − 0, 005 · A · σ2 (5)ãäå E(r) - îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü; U - ïîëåçíîñòü; A - îòíîøåíèåèíâåñòîðà ê ðèñêó.Èç ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî ïîëåçíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðåðîñòà îæèäàåìîé äîõîäíîñòè è óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå ðîñòà ðèñêà.�àçìåð, íà êîòîðûé ñíèæàåòñÿ ïîëåçíîñòü, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ

A, ò.å. ñòåïåíè îòíîøåíèÿ èíâåñòîðà ê ðèñêó. ×åì âûøå çíà÷åíèå
A, òåì áîëåå êîíñåðâàòèâåí èíâåñòîð, ò.å. ìåíåå ñêëîíåí ê ðèñêó.Íåéòðàëüíûå ê ðèñêó èíâåñòîðû èìåþò çíà÷åíèå A=0.Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè îïòèìàëüíûé ïîðò�åëü èç ý��åêòèâíî-ãî ìíîæåñòâà, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êðèâûå áåçðàçëè÷èÿ. Òî÷êàêàñàíèÿ êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ ñ ý��åêòèâíîé ãðàíèöåé áóäåò ñîîò-âåòñòâîâàòü äîõîäíîñòè è ñòàíäàðòíîìó îòêëîíåíèþ îïòèìàëüíî-ãî ïîðò�åëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèì îòíîøåíèþ èíâåñòîðà ê ðèñêó.Äàííûå êðèâûå ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîãî òèïà èíâåñòîðà.Íàïðèìåð, äëÿ áîëåå êîíñåðâàòèâíîãî èíâåñòîðà, ñ óðîâíåì èçáå-ãàíèÿ ðèñêàA=10, êðèâàÿ áóäåò èìåòü áîëåå êðóòîé óãîë íàêëîíà.Äëÿ ìåíåå êîíñåðâàòèâíîãî èíâåñòîðà, êðèâàÿ áóäåò áîëåå ïîëî-ãîé (ðèñ. 2). Îòìåòèì ñâîéñòâà êðèâûõ áåçðàçëè÷èÿ[1℄:1. âñå ïîðò�åëè, ëåæàùèå íà îäíîé çàäàííîé êðèâîé ÿâëÿþòñÿðàâíîöåííûìè äëÿ èíâåñòîðà;2. èíâåñòîð áóäåò ñ÷èòàòü ëþáîé ïîðò�åëü, ëåæàùèé íà êðè-âîé, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ âûøå è ëåâåå, áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì, ÷åìëþáîé äðóãîé ïîðò�åëü, êîòîðûé íàõîäèòñÿ íà êðèâîé ðàñïîëî-æåííîé íèæå è ïðàâåå. 269



�àññ÷èòàåì ïîêàçàòåëè äîõîäíîñòè äëÿ 3 èíâåñòîðîâ ñ ðàçëè÷-íûì îòíîøåíèåì ê ðèñêó. Ïåðâûé èíâåñòîð áîëåå íåéòðàëåí êðèñêó, ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå åãî îòíîøåíèå ê ðèñêó, ðàâíî 2.Âòîðîé æå ïðåäïî÷èòàåò íå áðàòü íà ñåáÿ áîëüøîé ðèñê, ïîòîìó
A=4. È 3 èíâåñòîð, ñ êîý��èöèåíòîì =10, ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçè-ðîâàòü ðèñê.Êàê âèäíî èç ãðà�èêà (ðèñ.3), êðèâàÿ áåçðàçëè÷èÿ ñ êîý��è-öèåíòîì îòíîøåíèÿ èíâåñòîðà ê ðèñêó, ðàâíîìó 10, êàñàåòñÿ ý�-�åêòèâíîé ãðàíèöû â òî÷êå ñîîòâåòñòâóþùåé îæèäàåìîé äîõîä-íîñòè 4,8 è ðèñêó 6, êðèâàÿ áåçðàçëè÷èÿ ñ óðîâíåì îòíîøåíèÿ êðèñêó, ðàâíîìó 4, êàñàåòñÿ ý��åêòèâíîé ãðàíèöû â òî÷êå, ñîîò-âåòñòâóþùåé îæèäàåìîé äîõîäíîñòè 7,2 è ñòàíäàðòíîìó îòêëî-íåíèþ 10,43. À êðèâàÿ áåçðàçëè÷èÿ ñ êîý��èöèåíòîì îòíîøåíèÿèíâåñòîðà ê ðèñêó 2 êàñàåòñÿ ý��åêòèâíîé ãðàíèöû â òî÷êå, ñîîò-âåòñòâóþùåé îæèäàåìîé äîõîäíîñòè â ðàçìåðå 8,4 è ñòàíäàðòíûìîòêëîíåíèåì ðàâíûì 14,38.Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ñîñòàâ îïòèìàëüíîãî ïîðò�åëÿäëÿ êàæäîãî èíâåñòîðà.Áàíêó, ñòðåìÿùåìóñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ðèñêè, ïîäõîäèò ïîðò-�åëü, èç 37% ÏÈÔ ¾�àçïðîìáàíê-Îáëèãàöèè¿, 45% ÏÈÔ ¾�àç-ïðîìáàíê-Àêöèè¿ è 18% ¾ÏÈÔ Ýëåêòðîýíåðãåòèêà¿, è èìåþùèéñðåäíþþ äîõîäíîñòü 4,8 è ðèñê, ðàâíûé 6. Áàíêó ñ óìåðåííûìîòíîøåíèåì ê ðèñêó, íåîáõîäèìî èíâåñòèðîâàòü ñâîè ñðåäñòâà âïîðò�åëü, ñîñòîÿùèé èç 64% ÏÈÔ ¾Àêöèè¿ è 36% ÏÈÔ ¾Ýëåê-òðîýíåðãåòèêà¿, ñ äîõîäíîñòüþ 7,2 è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì10,43. À åñëè áàíê ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü äîõîäíîñòü îò âëîæåíèé âïàåâûå èíâåñòèöèîííûå �îíäû, òî îïòèìàëüíûì áóäåò ïîðò�åëü,ñîñòîÿùèé èç 33% â ÏÈÔ ¾Àêöèè¿ è 64% â ÏÈÔ ¾Ýëåêòðîýíåðãå-òèêà". Òàêîé ïîðò�åëü ïðè ñòàíäàðòíîì îòêëîíåíèè 14,38 ìîæåòîáåñïå÷èòü äîõîäíîñòü 8,4Ìèðîâîé �èíàíñîâûé êðèçèñ ïîçâîëèë îïðåäåëèòü ý��åêòèâ-íîñòü âëîæåíèé â ïàåâûå èíâåñòèöèîííûå �îíäû. Êîíå÷íî, áîëü-270



�èñ. 3: Ìèíèìàëüíî-äèñïåðñèîííàÿ ãðàíèöàøèíñòâî ÏÈÔ ïîêàçàëè îòðèöàòåëüíóþ äèíàìèêó äîõîäíîñòè, íîîíà íå òàê âåëèêà, åñëè ñðàâíèâàòü ñ îòäåëüíî âçÿòûìè öåííûìèáóìàãàìè.Ïàäåíèå ìèðîâûõ �îíäîâûõ ðûíêîâ ïðèâåëî ê çíà÷èòåëüíî-ìó ðîñòó âíîâü ðåãèñòðèðóåìûõ ïàåâûõ èíâåñòèöèîííûõ �îíäîâ,êîòîðûå íàöåëåíû íà óïàâøèå â öåíå öåííûå áóìàãè.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîðò�åëü èç ïàåâûõ èíâåñòèöèîí-íûõ �îíäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåíåå ðèñêîâàííûì, ÷åì ïîðò�åëü, ñîñòîÿ-ùèé èç àêöèé, ò.ê. ïàåâûå èíâåñòèöèîííûå �îíäû óæå ÿâëÿþòñÿøèðîêî äèâåðñè�èöèðîâàííûìè àêòèâàìè, òåì ñàìûì, ÿâëÿÿñüíàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ áàíêîâ îáúåêòîì èíâåñòèðîâàíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áîðîâêîâà Â. À. �ûíîê öåííûõ áóìàã. 2-å èçäàíèå. -ÑÏá.: Ïè-òåð, 2008. - 400 ñ.[2℄ Ìîðîçêèí Þ. Í., Ìóõàìåòäèíîâ È. Ò. Ôîðìèðîâàíèå îïòè-ìàëüíîãî ïîðò�åëÿ öåííûõ áóìàã äëÿ êîììåð÷åñêîãî áàíêà.// Ñîâðåìåííûå �èíàíñîâûå ïðîáëåìû ýêîíîìè÷åñêîãî ðàç-âèòèÿ: Ñáîðíèê íàó÷íûõ ñòàòåé. Âûï. 2. - Ó�à: �ÈÖ Áàø�Ó,2009. Ñ. 54-59.[3℄ Ìîðîçêèí Þ. Í., Ìóõàìåòäèíîâ È. Ò., Õàéðóëëèí Á. Ô.Ïðèíöèïû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãîïîðò�åëÿ ñîñòîÿùåãî èç ïàåâûõ èíâåñòèöèîííûõ �îíäîâ. //ÝÂÒ â îáó÷åíèè è ìîäåëèðîâàíèè. Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ.Áèðñê. - 2009. - Ñ. 153-156.
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ÓÄÊ 519.862.6ÎÖÅÍÊÀ Ê�ÅÄÈÒÍÎÉ ÈÑÒÎ�ÈÈ ÇÀÅÌÙÈÊÀ Ï�ÈÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈ ÊÎ��ÅÊÒÈ�ÎÂÎ×ÍÛÕÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÊÎÌÌÅ�×ÅÑÊÎ�Î ÁÀÍÊÀ ÄËßÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ËÈÖÌîðîçêèí Þ. Í., Õàéðóëëèí Á. Ô. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÀêòèâíîå ðàçâèòèå ïîòðåáèòåëüñêîãî êðåäèòîâàíèÿ òðåáóåò îòáàíêîâ âûðàáîòêè áûñòðûõ è âûñîêîòåõíîëîãè÷íûõ ìåòîäèê äëÿïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ïðîöåññà êðåäèòîâàíèÿ, êîòîðûå ïîç-âîëÿþò áàíêó ïðèíèìàòü îáîñíîâàííûå êðåäèòíûå ðåøåíèÿ è ñíè-æàòü êðåäèòíûå ðèñêè. Â ðàáîòå ñìîäåëèðîâàíû êîððåêòèðîâî÷-íûå êîý��èöèåíòû êîììåð÷åñêîãî áàíêà, â çàâèñèìîñòè îò äîá-ðîñîâåñòíîñòè êðåäèòíîé èñòîðèè çàåìùèêà.Äëÿ îöåíêè êðåäèòíîé èñòîðèè çàåìùèêà â áàíêîâñêîé ïðàê-òèêå èñïîëüçóþòñÿ òðè õàðàêòåðèñòèêè[4℄:1). äîáðîñîâåñòíàÿ êðåäèòíàÿ èñòîðèÿ;2). íåäîáðîñîâåñòíàÿ êðåäèòíàÿ èñòîðèÿ;3). êðåäèòíàÿ èñòîðèÿ îòñóòñòâóåòÊðåäèòîâàíèå òðåòüåé ãðóïïû çàåìùèêîâ öåëåñîîáðàçíî äëÿáàíêà íà áàçîâûõ óñëîâèÿõ. Ôàêòîð êðåäèòíîé èñòîðèè äëÿ òà-êèõ çàåìùèêîâ íå âëèÿåò íà ïàðàìåòðû êðåäèòîâàíèÿ, êîòîðûåâ äàííîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ â ðàìêàõ áàçîâûõ. �àññìîòðèì ïåðâûåäâà âàðèàíòà áîëåå ïîäðîáíî.� 1. Äîáðîñîâåñòíàÿ êðåäèòíàÿ èñòîðèÿ.Çàåìùèê ðàíåå êðåäèòîâàëñÿ â áàíêàõ. Ñâîè îáÿçàòåëüñòâà ïîîñíîâíîìó äîëãó è ïðè÷èòàþùèìñÿ ïðîöåíòàì è êîìèññèÿì âû-ïîëíÿë â óñòàíîâëåííûå êðåäèòíûì ñîãëàøåíèåì ñðîêè â ïîëíîì272



îáúåìå [4℄. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè ðèñêîâ òàêîé çàåìùèêèíòåðåñåí äëÿ áàíêà. Îöåíêó ìàêñèìàëüíîé ñóììû êðåäèòà äëÿòàêîãî çàìåùèêà ìîæíî óâåëè÷èòü, íà íåêóþ âåëè÷èíó βk, ïðî-öåíòíóþ ñòàâêó ìîæíî óìåíüøèòü íà âåëè÷èíó βi. Òàêèì îáðàçîì,åñëè ïîãàøåíèÿ çàéìà êëèåíòîì áóäåò ïðîâîäèòñÿ ñîãëàñíî óñëî-âèÿì ãðà�èêà ïëàòåæà ¾îñíîâíîé äîëã ðàâíûìè äîëÿìè¿ - îöåíêóìàêñèìàëüíîé ñóììû êðåäèòà ìîæíî âûðàçèòü ñîîòíîøåíèåì [2℄:
Kmax 6 βk ·

1

1 + βii · n
(γ ·DC · n−DO) (1)ãäå i - ñòàâêà êðåäèòîâàíèÿ; n - ïåðèîä êðåäèòîâàíèÿ; γ - êðå-äèòíûé êîý��èöèåíò, êîòîðûé ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå ÷èñòîãîñðåäíåìåñÿ÷íîãî äîõîäà çàåìùèêà è êðåäèòíîé ïîëèòèêè áàíêàñ ó÷åòîì ïðîãíîçà ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé áàíêîâñêîéñèñòåìû ðåãèîíà [1℄;DO - ñóììà äðóãèõ äåíåæíûõ îáÿçàòåëüñòâçàåìùèêà íà ìîìåíò ïðåäîñòàâëåíèÿ êðåäèòà, òàêèõ, êàê ïîòåíöè-àëüíûå ïëàòåæè ïî äåéñòâóþùèì êðåäèòíûì äîãîâîðàì è äîãîâî-ðàì ïîðó÷èòåëüñòâà;DC - ÷èñòûé ñðåäíåìåñÿ÷íûé äîõîä êëèåíòà.Åñëè ïîãàøåíèå çàéìà áóäåò ïðîâîäèòñÿ ¾àííóèòåòíûìè ïëà-òåæàìè¿ - îöåíêó ìàêñèìàëüíîé ñóììû êðåäèòà ìîæíî âûðàçèòüñîîòíîøåíèåì [2℄:

Kmax 6 βk
1 − (1 + βi · i)−n

n
(γ ·DC · n−DO) (2)Âåëè÷èíû êîý��èöèåíòîâ βk, βi îïðåäåëÿþòñÿ â öåëÿõ ðåãó-ëèðîâàíèÿ ðèñêîâ è ïîâûøåíèÿ ðåíòàáåëüíîñòè ïîòðåáèòåëüñêîãîêðåäèòîâàíèÿ. Èõ çíà÷åíèÿ çàâèñÿò îò ñóìì, ñðîêîâ è ïðîöåíòíûõñòàâîê ïðåäûäóùèõ êðåäèòîâ çàåìùèêà â áàíêå-êðåäèòîðå. Àãðå-ãèðîâàííûé ïîêàçàòåëü äëÿ âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ �àêòîðîâ -ñðåäíÿÿ ïðîöåíòíàÿ ìàðæà (ðàçíèöà ìåæäó ñòàâêîé ïî êðåäèòóçàåìùèêà è ñåáåñòîèìîñòüþ ðåñóðñîâ áàíêà [4℄), ïîëó÷åííàÿ áàí-êîì îò ðàáîòû ñ çàåìùèêîì â ïðîøëîì:

M% =
m1 +m2 + ...+ml

l
, (3)273



ãäåm1, m2, ...ml - ïðîöåíòíîå çíà÷åíèå ìàðæè, ïîëó÷åííîé áàíêîìâ 1, 2, . . . , l ïëàòåæ çàåìùèêà â áàíêå, l - êîëè÷åñòâî ïëàòåæíûõïåðèîäîâ çàåìùèêà â áàíêå. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ βk, βi íàõî-äÿòñÿ â îïðåäåëåííîé çàâèñèìîñòè îò M%×åðåç M̃ îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ïðîöåíòíîé ìàðæè, ñîîòâåòñòâó-þùåå êîý��èöèåíòàì íèæíåé ãðàíèöû ïðîöåíòíîé ñòàâêè i∆− èâåðõíåé ãðàíèöå ñóììû êðåäèòàK∆+. Òîãäà ñèñòåìó �óíêöèé äëÿîïðåäåëåíèÿ ñêîððåêòèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ êðåäèòîâàíèÿ ïðèäîáðîñîâåñòíîé êðåäèòíîé èñòîðèè ìîæíî âûïèñàòü â âèäå:
βi =

(
1 − (1 − i∆−)

M%

M̃

)
, βi ∈ [i∆−; 1), id ∈ [imin; i), (4)

βK =

(
1 + (K∆+ − 1)

M%

M̃

)
, βK ∈ (1;K∆+], Kd ∈ (K;Kmax], (5)ãäå M% ∈ (0; +∞).� 2. Íåäîáðîñîâåñòíàÿ êðåäèòíàÿ èñòîðèÿÇàåìùèê ðàíåå êðåäèòîâàëñÿ â áàíêàõ. Ñâîè îáÿçàòåëüñòâà ïîîñíîâíîìó äîëãó è ïðè÷èòàþùèìñÿ ïðîöåíòàì è/èëè êîìèññèÿìíå âûïîëíÿë â óñòàíîâëåííûå êðåäèòíûì ñîãëàøåíèåì ñðîêè âïîëíîì îáúåìå [4℄. Äëÿ ìèíèìèçàöèè êðåäèòíûõ ðèñêîâ â ýòîìñëó÷àå êðåäèòíûå ó÷ðåæäåíèÿ ìîãóò ââåñòè â ñâîè ìîäåëè îöåíêèçàåìùèêîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîïðàâêè â ïàðàìåòðû êðåäèòîâàíèÿ

ϕi, ϕk.Åñëè ïîãàøåíèå çàéìà áóäåò ïðîâîäèòñÿ ¾àííóèòåòíûìè ïëà-òåæàìè¿ - îöåíêó ìàêñèìàëüíîé ñóììû êðåäèòà ìîæíî âûðàçèòüñîîòíîøåíèåì [2℄:
Kmax 6 ϕk ·

1

1 + ϕii · n
(γ ·DC · n−DO). (6)à â ñëó÷àå ïîãàøåíèå çàéìà ¾àííóèòåòíûìè ïëàòåæàìè¿[2℄:

Kmax 6 ϕk
1 − (1 + ϕi · i)−n

n
(γ ·DC · n−DO). (7)274



Çíà÷åíèÿ ϕi, ϕk çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà è ñðîêîâ ïðîñðî÷åê, âîç-íèêàâøèõ ó çàåìùèêà â ïðîøëîì. Äëÿ îöåíêè ïîêàçàòåëÿ ïðîñðî-÷åííîé çàäîëæåííîñòè îïðåäåëèì êîý��èöèåíò ñðåäíåé ïðîñðî-÷åííîé çàäîëæåííîñòè:
G =

g1 + g2 + ...+ gp
Tpl · dn

, (8)ãäå g1, g2, ...gl êîëè÷åñòâî äíåé ïðîñðî÷êè â 1, 2, . . . , p ðàç âîçíèê-íîâåíèÿ ó çàåìùèêà ïðîñðî÷åííîé çàäîëæåííîñòè, dn - êîëè÷å-ñòâî äíåé â ðàñ÷åòíîì ïåðèîäå, Tpl - êîëè÷åñòâî ïëàòåæåé ïî êðå-äèòó, êîòîðûå íåîáõîäèìî çàâåðøèòü çàåìùèêó ïî ãðà�èêó ïîãà-øåíèÿ íà ìîìåíò àíàëèçà.Çíà÷åíèÿ ϕi, ϕk íàõîäÿòñÿ â îïðåäåëåííîé çàâèñèìîñòè îò G.×åðåç G̃ îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ïðîñðî÷åííîé çàäîëæåííîñòè, ñîîò-âåòñòâóþùåå âåðõíåé ãðàíèöå ïðîöåíòíîé ñòàâêè i∆+ è íèæíåéãðàíèöå ñóììû êðåäèòà K∆−.Òîãäà ñèñòåìó �óíêöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîððåêòèðîâàííûõïàðàìåòðîâ êðåäèòîâàíèÿ ïðè äîáðîñîâåñòíîé êðåäèòíîé èñòîðèèìîæíî âûïèñàòü â âèäå:
ϕi =

(
1 + (i∆+ − 1)

G

G̃

)
, ϕi ∈ (1; i∆+], ind ∈ (i; imax], (9)

ϕk =

(
1 − (1 −K∆−)

G

G̃

)
, ϕk ∈ [K∆−; 1)], Knd ∈ [Kmax;K), (10)ãäå G ∈ (0; +∞].Öåëüþ êðåäèòíîé ðàáîòû áàíêà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ìàðæè

M% îò ïðîöåíòíûõ äîõîäîâ ïî ïðåäîñòàâëåííûì êðåäèòàì ïðèóñëîâèè �îðìèðîâàíèÿ êðåäèòíîãî ïîðò�åëÿ âûñîêîãî êà÷åñòâà,òî åñòü ïðåäîñòàâëåíèå êðåäèòîâ òàêèì çàåìùèêàì, âåëè÷èíà Gïî êîòîðûì ðàâíà íóëþ èëè áëèçêà ê ýòîìó çíà÷åíèþ.Êîý��èöèåíòû i∆−, i∆+, K∆−, K∆+ ïîêàçûâàþò îòíîøåíèå áàí-êà ê ðèñêó. Îíè òàê æå, êàê è êîý��èöèåíò γ îïðåäåëÿþòñÿ êàæ-äûì áàíêîì èíäèâèäóàëüíî, ñ ó÷åòîì îñíîâíûå òåíäåíöèè ðàç-275



âèòèÿ ïðîãíîçèðóåìûõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé áàíêîâ-ñêîé ñèñòåìû ðåãèîíà [1℄.Íàïðèìåð, ñòàãíàöèÿ èëè ïàäåíèÿ òåìïà ýêîíîìè÷åñêîãî ðàç-âèòèÿ ïðèâîäÿò ê ïîâûøåíèþ áàíêîâñêîãî êðåäèòíîãî ðèñêà, ÷òîâåäåò ê óìåíüøåíèþ ëüãîòíûõ êîý��èöèåíòîâ i∆−, K∆+ è ê óâå-ëè÷åíèþ êîý��èöèåíòîâ i∆+, K∆− õàðàêòåðèçóþùèõ íåäîáðîñî-âåñòíóþ êðåäèòíóþ èñòîðèþ çàåìùèêà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâû-øåííûé ðèñê êîììåð÷åñêîãî áàíêà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèíÿòèÿðåøåíèÿ â îòíîøåíèè âåëè÷èí i∆−, i∆+, K∆−, K∆+ áàíê äîëæåíîöåíèòü çíà÷åíèÿ M% è G.� 3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.Ïóñòü çàåìùèê óæå áðàë êðåäèò â áàíêå â ðàçìåðå 400 000 ðóá-ëåé ïîä 18% ãîäîâûõ íà ñðîê 3 ãîäà. Ïðè ýòîì îí èìååò äîáðîñî-âåñòíóþ êðåäèòíóþ èñòîðèþ, òî åñòü íà ïðîòÿæåíèå êðåäèòíîãîäîãîâîðà âûïîëíÿë ñâîè îáÿçàòåëüñòâà â ñðîê è â ïîëíîì îáúåìå.Ïóñòü ðåñóðñû áàíêà ïðèâëåêàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðî÷íûõ äå-ïîçèòîâ �èçè÷åñêèõ ëèö ïîä 10% ãîäîâûõ. Òîãäà ïî �îðìóëå (5)ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïðîöåíòíóþ ìàðæó áàíêà. Ïëàòåæíûé êàëåí-äàðü çàåìùèêà, ñ ó÷åòîì ñòîèìîñòè ïðèâëå÷åííûõ ðåñóðñîâ ïðåä-ñòàâëåí â òàáëèöå 1.Òàáëèöà 1. �ðà�èê ïîãàøåíèÿ� Dk % %(ïð) ∑
(%)

∑
(% ïð) ∑(îä) ∑(óï) m1 400000 18 10 5128,77 2849,32 11112,00 16240,77 2279,4

− −−−− − − −− −−− −−−− −−− −−−12 277768 18 10 4234,82 2359,13 11112,00 15346,82 1875,6
− −−−− − − −− −−− −−−− −−− −−−24 144424 18 10 2207,91 1226,61 11112,00 13319,91 981,30
− −−−− − − −− −−− −−−− −−− −−−36 11080 18 10 169,39 94,10 11080,00 11249,39 75,29Èòîãî 110318 61353 400000 510318 48965276



Òàêèì îáðàçîì, ïî �îðìóëå (5) íàéäåì ñðåäíþþ ïðîöåíòíóþ ìàð-æó:
M% =

m1 +m2 + ...+ml

i
=

48965

36
= 1360Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñòûé ñðåäíåìåñÿ÷íûé äîõîä çàåìùèêà

DC = 41 100 ðóáëåé. Ñóììà äðóãèõ äåíåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ çàåì-ùèêà íà ìîìåíò ïðåäîñòàâëåíèÿ êðåäèòà DO = 0. Ïóñòü ïðîãíîçîñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé áàëàíñà êðåäèòíûõ îðãàíèçàöèé ðåãèîíà,äåìîíñòðèðóåò óñêîðåíèå ðîñòà. Êðåäèòíûé êîý��èöèåíò [4℄, ñî-ãëàñíî ïîëèòèêå êîììåð÷åñêîãî áàíêà, âîçüìåì γ = 0,54.Çàåìùèê ñîáèðàåòñÿ âçÿòü êðåäèò íà 36 ìåñÿöåâ. Äîïóñòèì,êðåäèò ìîæåò áûòü âûäàí ïîä 18% ãîäîâûõ èëè, ïðèìåðíî, 1,5%â ìåñÿö. Äîãîâîð ïðåäóñìàòðèâàåò ïîãàøåíèå çàéìà ðàâíûìè äî-ëÿìè åæåìåñÿ÷íî. Òîãäà ìàêñèìàëüíóþ ñóììó êðåäèòà Kmax, êî-òîðàÿ ìîæåò áûòü âûäàíà çàåìùèêó, ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì [3℄:
Kmax 6

1

1 + 0, 015 · 36
· 798984 6

798984

1, 54
≈ 518820ðóáëåé.Ïóñòü êðåäèòíûé êîìèòåò ñ ó÷åòîì ñðåäíåñðî÷íîãî ìàêðîýêî-íîìè÷åñêîãî ïðîãíîçà îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé áàíêîâñêîé ñèñòåìûðåãèîíà óñòàíîâèë íèæíþþ ãðàíèöó ïðîöåíòíîé ñòàâêè imin =

14% ãîäîâûõ. Òîãäà êîý��èöèåíò i∆− = 1 − 0,14−0,18
0,18 = 0, 78.Çíà÷åíèå ïðîöåíòíîé ìàðæè, ñîîòâåòñòâóþùåå íèæíåé ãðàíè-öå ïðîöåíòíîé ñòàâêè, îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàñ÷åòà ñîâîêóïíûõ âû-äàííûõ êðåäèòîâ çà t ïðåäûäóùèõ ëåò. Â íàøåì ñëó÷àå ïðèìåì

M̃ = 4500. Êîý��èöèåíò âåðõíåé ãðàíèöû ñóììû êðåäèòà ïðè-ìåì ðàâíûì: K∆+ = 1,15.Òîãäà, ñîãëàñíî (4),(5) ïîëó÷èì:
βi =

(
1 − (1 − 0, 78)

1360

3500

)
= 0, 914;277



βK =

(
1 + (1, 15− 1)

1360

3500

)
= 1, 0585;Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì ïîëèòèêè áàíêà è äîáðîñîâåñòíîé êðå-äèòíîé èñòîðèè çàåìùèêà ìîæíî ñêîððåêòèðîâàòü ïðîöåíòíóþñòàâêó, óìåíüøàÿ åå ñ 0,18% ãîäîâûõ äî βi · 0, 18 = 0, 914 ∗ 0, 18 =

16, 5 % ãîäîâûõ.Â òàêîì ñëó÷àå ñîãëàñíî (1) ðàññ÷èòàåì ìàêñèìàëüíóþ ñóììóêðåäèòà:
Kmax 6

1

1 + 0, 01375 · 36
· 798984 6

798984

1, 495
≈ 534437Äàííóþ îöåíêó ìîæíî òàêæå ñêîððåêòèðîâàòü ñ ó÷åòîì ïîâû-øàþùåãî êîý��èöèåíòà:

Kd = βk ·K = 1, 0585 · 5344437 = 565701Òî åñòü ó êëèåíòà, ñ ó÷åòîì äîáðîñîâåñòíîé êðåäèòíîé èñòîðèè,îöåíêà ìàêñèìàëüíîé ñóììû êðåäèòà ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà íà9%.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññ÷èòàòü êîý��èöèåíòû ϕi, ϕk ñîãëàñíî�îðìóëàì (9),(10) ñ ó÷åòîì íåäîáðîñîâåñòíîé êðåäèòíîé èñòîðèèçàåìùèêà. Â ýòîì ñëó÷àå ó çàåìùèêà ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà áóäåòáîëüøå, à ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà êðåäèòà ìåíüøå.Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñóììû êðå-äèòà çàâèñèò îò ðàçðàáîòàííîãî ïëàíà ïîãàøåíèÿ êðåäèòà è äî-ñòîâåðíîé îöåíêè êðåäèòîñïîñîáíîñòè çàåìùèêà, à ïðèìåíåíèåáàíêîì ðàññ÷èòàííûõ â ðàáîòå êîððåêòèðîâî÷íûõêîý��èöèåíòîâïîçâîëåò ïðèâëå÷ü â áàíê äîáðîñòîâåñòíûõ çàåìùèêîâ áîëåå âû-ãîäíûìè óñëîâèÿìè êðåäèòîâàíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìàðäàíîâ �. Õ., Ìîðîçêèí Þ. Í. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå è ïðîãíîçèðîâàíèå îñíîâíûõ ñòàòåé áàëàíñà áàíêîâñêîé278



ñèñòåìû ðåãèîíà // Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêî-ãî îáùåñòâà, Òîì 7. - 2005. - �1 - Ñ. 340-347.[2℄ Ìîðîçêèí Þ. Í. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåêîòîðûõàñïåêòîâ êðåäèòîâàíèÿ // Âåñòíèê Áàøêèðñêîãî óíèâåðñèòå-òà. Ó�à - 2006. �4 - Ñ. 13-16.[3℄ Ìîðîçêèí Þ. Í. Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ êðåäèòîâàíèÿ // Ïðå-ïðèíò � 100. - Ñàðàíñê: ÑÂÌÎ, 2007. - 28 ñ.[4℄ Ìîðîçêèí Í. Ä., Õàéðóëëèí Á. Ô., Ìîðîçêèí Þ. Í., Îöåíêàìàêñèìàëüíîé ñóììû êðåäèòà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-íèå êîððåêòèðîâî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ ñ ó÷åòîì êðåäèòíîéèñòîðèè çàåìùèêà. // Âåñòíèê ×óâàøñêîãî óíèâåðñèòåòà. ×å-áîêñàðû - 2007. �4 - Ñ. 402-408.ÓÄÊ 534.113Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÒÅÍÇÎÄÀÒ×ÈÊÀ ÄËß ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÎÑÍÎÂÍÛÕ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ ÑÒÅ�ÆÍß Ï�È ÓÄÀ�Å ��ÓÇÀÌóðòàçèíà �. Ô. (Ó�à, Á�Ó)Ââåäåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèé ñòåðæåíü, îäèí êîíåö êîòîðîãî
(x = 0) çàêðåïëåí, à äðóãîé (x = l) ñâîáîäåí. Â êàêîé-òî ìîìåíòâðåìåíè t0 ñâîáîäíûé êîíåö ïîäâåðãàåòñÿ óäàðó ãðóçà ìàññû M ,äâèæóùåãîñÿ âäîëü îñè ñî ñêîðîñòüþ v, ïîñëå ÷åãî ãðóç îòëåòàåò.�åøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà âðåìåíè t0 óäàðà, äëèíûñòåðæíÿ l, ìàññû ãðóçà m è ñêîðîñòè v ïî äàííûì äàò÷èêà, êîòî-ðûé ñíèìàåò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ∂u

∂x ñìåùåíèÿ ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿñ àáñöèññîé x1 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t. Ìîäóëü óïðóãî-ñòè ñòåðæíÿ E, ïëîùàäü åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S è îáúåìíàÿ279



ïëîòíîñòü ρ ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíàòåîðåòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé îäíî-ðîäíîãî ñòåðæíÿ.Â [1℄ è [9℄ ðåøåíû çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå äàííîé. Íî â [1℄ äàò÷èêñíèìàåò ïîêàçàíèÿ ñìåùåíèÿ u(x1, t), à â [9℄ çíà÷åíèå ÷àñòíîé ïðî-èçâîäíîé ñìåùåíèÿ ïî x â òî÷êå x1. Êðîìå òîãî, â îáåèõ çàäà÷àõãðóç ïîñëå óäàðà êàê áû ñîåäèíÿåòñÿ ñî ñòåðæíåì.Áëèçêèå ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [2�6℄. Â[2�3℄ íàéäåíû çàêðåïëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ñîáñòâåííûì÷àñòîòàì êîëåáàíèé, â [4℄ ïðåäëîæåí ìåòîä äèàãíîñòèêè ïîäçåì-íûõ òðóáîïðîâîäîâ, â [5℄ ðåøåíî âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ,êîãäà íà îäíîì èç êîíöîâ èçâåñòíà �óíêöèÿ u(0, t), â [6℄ ðàñ-ñìîòðåíû îáðàòíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè. Îäíàêî ïîñòàâëåííàÿ çäåñü çàäà÷àîòëè÷àåòñÿ îò ïåðå÷èñëåííûõ êàê ïî ïîñòàíîâêå, òàê è ïî ìåòîäóðåøåíèÿ.Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîãîñòåðæíÿ èìååò âèä [7,8℄
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
, a =

√
E

ρ
(1)�ðàíè÷íîå óñëîâèå íà ëåâîì êîíöå (x = 0) áóäåò, î÷åâèäíî,

u(o, t) = 0 (2)Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà ïîä äåéñòâèåì ñèëû ðåàêöèè ñòåðæíÿ,êîòîðàÿ ðàâíà ïî âåëè÷èíå óñèëèþ â ñå÷åíèè x = l ñòåðæíÿ èíàïðàâëåíà â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó, èìååò âèä
M
∂2u

∂t2


x=l

= −ES∂u
∂x


x=l

(3)Ýòî è áóäåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà êîíöå x = l. Óðàâíåíèþ (3)280



ìîæíî ïðèäàòü âèä
ml
∂2u

∂t2


x=l

= −a2∂u

∂x


x=l

(4)åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç m = M
ρSl îòíîøåíèå ìàññû äâèæóùåãîñÿãðóçà ê ìàññå ñòåðæíÿÍà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u|t=t0 = 0, 0 6 x 6 l (5)
∂u

∂t


t=t0

= 0, 0 6 x < l,
∂u

∂t
= −v, t = t0, x = l (6)Âòîðîå íà÷àëüíîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â ìîìåíò óäàðà äâè-æóùåãîñÿ ãðóçà âñå ïðîìåæóòî÷íûå ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ èìåþò ñêî-ðîñòü, ðàâíóþ íóëþ, à ñêîðîñòü êîíöà ñòåðæíÿ ðàâíà ñêîðîñòèãðóçà.�åøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), (4), (5), (6) èçâåñò-íî (ñì. íàïðèìåð, [7℄, ñòð.81-85). Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàò-íàÿ ê (1),(2),(4),(5),(6) çàäà÷à. Â òåðìèíàõ íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-äà÷è (1),(2),(4),(5),(6) èíòåðåñóþùóþ íàñ îáðàòíóþ çàäà÷ó ìîæíîñ�îðìóëèðîâàòü òàê: èçâåñòíà âåëè÷èíà a è çíà÷åíèÿ ∂u

∂x â òî÷êå
x1 ïðè èçìåíåíèè âðåìåííîãî ïàðàìåòðà t. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
l, t0,m,v. �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷èÂ îáùåì, ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è íå îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿçàäà÷è [9℄. Óäàð ãðóçà î ñòåðæåíü ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
∂u
∂x


x=l

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü óäàðà τ çàâèñèòîò îòíîøåíèÿ ìàññû óäàðÿþùåãî òåëà ê ìàññå ñòåðæíÿ m = M
ρSl .Ïðîäîëæèòåëüíîñòü óäàðà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì m:281



Îòíîøåíèå ìàññ Ïðîäîëæèòåëüíîñòü óäàðà
m < 1.7283 2l < aτ < 4l

1.7283 < m < 4.1511 4l < aτ < 6l

4.1511 < m < 7.35 6l < aτ < 8lÎïðåäåëèì ñíà÷àëà ìîìåíò t0 óäàðà ãðóçà è äëèíó ñòåðæíÿ l.Äëÿ ýòîãî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðà-íåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí ñòåðæíÿ ïîñòîÿííà è ðàâíà a (ñì., íàïðè-ìåð, [2℄, ñòð.76, 84). Äî óäàðà ãðóçà ñòåðæåíü íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿ-íèè ïîêîÿ. Ïðè óäàðå ïî ñòåðæíþ âîçíèêàþò ïðîäîëüíûå êîëåáà-íèÿ. Ïåðâîíà÷àëüíî ïî ñòåðæíþ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî îáðàò-íàÿ âîëíà (∂u(x,t)
∂x

= ∂
∂x

(−ϕ(at− at0 + x))
).Â êàêîé-òî ìîìåíò âðå-ìåíè t1 â èíòåðâàëå t0 < t < t0 + l/a â òî÷êå x = x1 äàò÷èê çà�èê-ñèðóåò çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ∂u

∂x. Ìîìåíò t1 - ýòî ìîìåíò ïåðåõîäàñ ∂u(x,t)
∂x


x=x1

= 0 ê ∂u(x,t)
∂x


x=x1

< 0. Ïðè t = t0 + l/a îáðàòíàÿ âîë-íà äîñòèãíåò çàêðåïëåííîãî êîíöà è ïðè (t0+l/a) < t < (t0+2l/a)ê íåé ïðèáàâèòñÿ îòðàæåííàÿ âîëíà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò t2 äàò-÷èêîì áóäåò çà�èêñèðîâàí 1-ûé ðàçðûâ �óíêöèè ∂u(x,t)
∂x


x=x1

âèíòåðâàëå (t0 + l/a) < t < (t0 + 2l/a) (Â [1℄ t2 - òî÷êà ìè-íèìóìà �óíêöèè u(x, t)). Ïðè t = t0 + 2l/a ïðÿìàÿ âîëíà îò-ðàçèòñÿ îò êîíöà x = l. Â êàêîé-òî ìîìåíò t3 äàò÷èêîì áó-äåò çà�èêñèðîâàí 2-îé ðàçðûâ �óíêöèè ∂u(x,t)
∂x


x=x1

â èíòåðâà-ëå (t0 + 2l/a) < t < (t0 + 3l/a) (Â [1℄ t3 - òî÷êà ìàêñèìóìà�óíêöèè u(x, t)). Çà âðåìÿ T = t3 − t2 âîëíà ïðîéäåò ðàññòîÿ-íèå S = 2(l−x1). Ïîñêîëüêó îíà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a, èìååì
a = S/T . Îòêóäà

l = x1 + a(t3 − t2)/2 (7)Çíàÿ l, ëåãêî íàéòè t0. Ïîñëå ìîìåíòà óäàðà ïî ñòåðæíþ (t = t0)ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî îáðàòíàÿ âîëíà282



(
∂u(x,t)
∂x = ∂

∂x(−ϕ(at− at0 + x))
). Îíà äîñòèãíåò òî÷êè x = x1 âìîìåíò âðåìåíè t1. Çà âðåìÿ t1 − t0 âîëíà ñî ñêîðîñòüþ a ïðîéäåòðàññòîÿíèå l − x1. Ñëåäîâàòåëüíî,

t0 = t1 − (l − x1)/a (8)Îïðåäåëåíèå m è v. Êàê èçâåñòíî ([7℄, ñòð. 82-84):
u(x1, t) = −ϕ(a(t−t0)+x1) = −mlv

a

(
1 − exp

(
−at−at0+x1−l

ml

)) ïðè
t0 < t < t0 + l/a

∂u(x,t)
∂x


x=x1

= ∂
∂x

(−ϕ(a(t− t0) + x))


x=x1

= −v
a
exp

(
−at−at0+x1−l

ml

)ïðè t0 < t < t0 + l/a. Âûáðàâ äâà èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿ ∂u(x,t)
∂xâ òî÷êå x = x1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ t = t∗1 è t = t∗2

(t∗1, t
∗
2 ∈ (t0, t0 + l/a)), ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé îò äâóõíåèçâåñòíûõ m è v:

∂u(x, t∗1)

∂x


x=x1

= −v
a

exp

(
−at

∗
1 − at0 + x1 − l

ml

) (9)
∂u(x, t∗2)

∂x


x=x1

= −v
a

exp

(
−at

∗
2 − at0 + x1 − l

ml

) (10)Â êà÷åñòâå t∗1 è t∗2 ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð ñëåäóþùèå çíà÷å-íèÿ:
t∗1 =

4l − 3x1

4a
+ t0, t∗2 =

2l − x1

2a
+ t0 (11)Îáîçíà÷èì ∂u(x,t∗1)

∂x


x=x1

÷åðåç k1 è ∂u(x,t∗2)
∂x


x=x1

÷åðåç k2.Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ (11) â (9), (10) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòå-ìó óðàâíåíèé:
k1 = −v

a
exp

(
− x1

4ml

) (12)283



k2 = −v
a

exp
(
− x1

2ml

) (13)Îáîçíà÷èì exp
(
− x1

4ml

) ÷åðåç y. Òîãäà ñèñòåìà (12�13) çàïèøåò-ñÿ â âèäå:
k1 = −v

a
y (14)

k2 = −v
a
y2 (15)Èç ñèñòåìû (14�15) âèäíî, ÷òî y = k2

k1
. Ñëåäîâàòåëüíî,

exp
(
− x1

4ml

)
= k2

k1
. Îòêóäà − x1

4ml = ln k2

k1
è

m = − x1

4l ln k2

k1

(16)Èç (11) ïîëó÷èì: −v
a exp

(
− x1

4ml

)
= ∂u(x,t∗1)

∂x


x=x1

è ñëåäîâàòåëüíî:
v = −

a∂u(x,t
∗
1)

∂x


x=x1

exp
(
− x1

4ml

) (17)Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøåíà. Íåèçâåñò-íûå l, t0,m,v ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (7), (8),(11), (16), (17).Ïðèìåð. Ïóñòü a = 2, x1 = 1, t1 = 1, t2 = 2, t3 = 4,
∂u(1, 98 )

∂x
= −0, 49, ∂u(1, 54 )

∂x
= −0, 48. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñîîòâåòñòâó-þùèå l, t0,m,v.Èç �îðìóë (7), (8), (11), (16), (17) ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:

l = x1 + a(t3 − t2)/2 = 1 + 2(4 − 2) = 3

t0 = t1 − (l − x1)/a = 1 − (3 − 1)/2 = 0284



t∗1 = 4l−3x1

4a + t0 = 9
8 , t∗2 = 2l−x1

2a + t0 = 5
4

m = − x1

4l ln
k2
k1

= − 1
12 ln −0.48

−0.49

≈ 4

v = − a
∂u(x,t∗1)

∂x

exp(− x1
4ml)

= − 2·(−0.49)

exp(− 1
48)

≈ 1Çàêëþ÷åíèåÏîñòàâëåííàÿ çàäà÷à äëÿ ñòåðæíÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿäèàãíîñòèðîâàíèÿ ìåñòà è âðåìåíè ðàçðûâà òðóáîïðîâîäà, òàê êàêîíà ìîäåëèðóåò â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷ó î ìåñòå è âðåìåíèðàçðûâà òðóáîïðîâîäà ïî êîëüöåâîìó øâó ïîä äåéñòâèåì óäàðàòÿæåëûì ïðåäìåòîì. Õîòÿ ñòåðæåíü è öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷-êà - ýòî ðàçíûå îáúåêòû, ìîäåëèðîâàíèå òðóáîïðîâîäà ñòåðæíåìîïðàâäàíî â íàñòîÿùåé ñòàòüå òåì, ÷òî ïðè óäàðå ïî òîðöó öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êè è ïî êîíöó ñòåðæíÿ ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿèìåþò ñõîæåå ïîâåäåíèå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àõòÿìîâ À. Ì. Îïðåäåëåíèå ìàññû, ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðó-çà è ìåñòà åãî óäàðà ïî ñòåðæíþ ñ ïîìîùüþ ïðîäîëüíûõ ñìå-ùåíèé îäíîãî èç ñå÷åíèé ñòåðæíÿ. // Êîíòðîëü. Äèàãíîñòèêà.2007. � 11. ñ. 59�60.[2℄ Àõòÿìîâ À. Ì. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü âèä çàêðåïëåíèÿ êî-ëåáëþùåéñÿ ïëàñòèíû ïî åå çâó÷àíèþ? // Àêóñòè÷åñêèé æóð-íàë. 2003. Ò. 49. � 3. ñ. 325�331.[3℄ Ñà�èíà �. Ô. Äèàãíîñòèðîâàíèå îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòèïîäêðåïëåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïî ñîáñòâåííûì ÷à-ñòîòàì èõ àññèìåòðè÷íûõ êîëåáàíèé // Êîíòðîëü. Äèàãíîñ-òèêà. 2005. � 12. ñ. 51�55. 285



[4℄ Ñèäîðîâ Á. Â., Ìàðòûíîâ Ñ. À. �åêîìåíäóåìàÿ òåõíî-ëîãèÿ äèàãíîñòèêè ïîäçåìíûõ òðóáîïðîâîäîâ // Êîíòðîëü.Äèàãíîñòèêà. 2005. � 12. ñ. 18�19.[5℄ ×àáàêàóðè �. Ä. Îïòèìèçàöèÿ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðî-öåññîì êîëåáàíèé íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîìêîíöå â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ýíåðãèè // Äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ. 2002. Ò. 38. � 2. ñ. 277�284.[6℄ ßõíî Â. �. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé óïðóãîñòè. // Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1990.[7℄ Êîøëÿêîâ Í. Ñ., �ëèíåð Ý. Á., Ñìèðíîâ Ì. Ì. Äè��åðåíöè-àëüíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Ôèçìàòãèç,1962. 768 ñ.[8℄ Áóäàê Á. Ì., Ñàìàðñêèé À. À., Òèõîíîâ À. Í. Ñáîðíèê çàäà÷ïî ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå: ó÷åá. Ïîñîáèå. 3-å èçä. Ì.: Íàóêà,1980. 688 ñ.[9℄ Àõòÿìîâ À. Ì., Ìóðòàçèíà �. Ô. Îïðåäåëåíèå ìàññû, ñêî-ðîñòè äâèæåíèÿ ãðóçà è ìåñòà åãî óäàðà ïî ñòåðæíþ ñ ïî-ìîùüþ ïîêàçàíèé òåíçîäàò÷èêà // Êîíòðîëü. Äèàãíîñòèêà.2009. � 1. ñ. 36�39.[10℄ Áîëîòèí Â. Â. Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì. // Òîì 1. ,Ì.:Ìàøèíîñòðîåíèå, 1978.
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ÓÄÊ 517.5ÎÁÙÈÅ �ÅØÅÍÈß ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÂ ×ÀÑÒÍÛÕ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÕÌóõàìåòîâà �. Ç. (Ó�à, Ó�ÀÒÓ)ÂâåäåíèåÑòîõàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåéåñòåñòâîçíàíèÿ, áîëåå òîãî, ê íèì ïðèâîäÿò âàæíûå çàäà÷è òåî-ðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (ñì. [2℄). Íàèáîëåå ïîäðîáíî â íàñòîÿ-ùåå âðåìÿ èññëåäîâàíû (ñì. [5℄) ëèíåéíûå ñòîõàñòè÷åñêèå äè��å-ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â äàííîé ðàáîòåèñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè ñèììåò-ðè÷íûõ èíòåãðàëîâ (ñì. [4℄), äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî ðåøåíèÿ îïðå-äåëåííîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.� 1. Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÈòîÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ýâîëþöèîííûå ñòîõàñòè÷å-ñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èõïîòðàåêòîðíûå àíàëîãè, ò. å. óðàâíåíèÿ âèäà
du(t, x) = Lu(t, x)dt+Mu(t, x)dν(t), (1)ãäå L è M � èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (ïî x),

ν(t) � ëèáî ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ëèáî ïðîèçâîëüíàÿíåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íåîãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, à ñàìî ðàâåí-ñòâî (1) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíî-ãî èñ÷èñëåíèÿ Èòî. 287



Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè ïðèìåì ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ:âåðõíèå èíäåêñû îáîçíà÷àþò íîìåðà êîîðäèíàò; íèæíèå èíäåêñû� äè��åðåíöèðîâàíèå ïî äàííîé ïåðåìåííîé.�àññìîòðèì ðàçáèåíèÿ Tn, n ∈ N, îòðåçêà [0, t]: Tn = {t(n)
k },

0 = t
(n)
0 6 t

(n)
1 6 ... 6 t

(n)
k 6 ... 6 t

(n)
mn = t, n ∈ N, òàêèå, ÷òî

Tn ⊂ Tn+1, n ∈ N, è λn = max
k

∣∣∣t(n)
k − t

(n)
k−1

∣∣∣→ 0 ïðè n → ∞. ×åðåç
ν(n)(s), s ∈ [0, t], îáîçíà÷èì ëîìàíóþ, ïîñòðîåííóþ ïî �óíêöèè
ν(s) è îòâå÷àþùóþ ðàçáèåíèþ Tn. Îáîçíà÷èì ∆t

(n)
k = t

(n)
k − t

(n)
k−1,[

∆t
(n)
k

]
=
[
t
(n)
k−1, t

(n)
k

], ∆ν
(n)
k = ν(t

(n)
k ) − ν(t

(n)
k−1).Îïðåäåëåíèå. Ñèììåòðè÷íûì èíòåãðàëîì íàçûâàåòñÿ

∫ t

0

f(s, ν(s)) ∗ dν(s)= lim
n→∞

∑

k

1

∆t
(n)
k

∫

[∆t
(n)
k ]

f(s, ν(n)(s))ds∆ν
(n)
k ,åñëè ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îòâûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé Tn, n ∈ N.� 2. ßâíûå �îðìóëû äëÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé�àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Èòî âèäà

η(t, x)− η(0, x) =

∫ t

0

[
a(s, x, η)

∂2η(s, x)

∂x2
+ b(s, x, η)

∂η(s, x)

∂x
+

+ c(s, x, η)

]
ds+

∫ t

0

[
σ(s, x, η)

∂η(s, x)

∂x
+ h(s, x, η)

]
dν(s), (2)ãäå âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) åñòü ñòîõàñòè-÷åñêèé èíòåãðàë Èòî, ν(s) � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.�åøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëþáàÿ �óíêöèÿ âèäà η(s, x) =

ϕ(s, x, ν(s)), äëÿ êîòîðîé èìåþò ñìûñëû èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷à-ñòè óðàâíåíèÿ (2) è êîòîðîå îáðàùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî.288



Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿòåîðåìà.Òåîðåìà. Âîçüìåì óðàâíåíèå (2), ñ íåêîòîðûì íà÷àëü-íûì óñëîâèåì η(0, x) = ψ(x, ν(0)). Òîãäà ðåøåíèå η(s, x) =

ϕ(s, x, ν(s)) ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû îáû÷íûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ




ϕu = σ(ϕ)ϕx + h(ϕ),

ϕs = ϕxx
[
a(ϕ) − 1

2σ
2(ϕ)

]
+ (ϕx)

2
[
− σ(ϕ)σϕ(ϕ)

]
+

(3)

+ϕx
[
b(ϕ) − 1

2σϕ(ϕ)h(ϕ) − 1
2σ(ϕ)σx(ϕ) − σ(ϕ)hϕ(ϕ)

]
+

+c(ϕ) − 1
2hϕ(ϕ)h(ϕ)− 1

2σ(ϕ)hx(ϕ), ϕ(0, x,X(0)) = η(0, x).Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî �îðìóëó Èòî (ñì. [1℄) ìîæíîçàïèñàòü â âèäå:
∫ t

0

h(s, ν(s))∗dX(s) =

∫ t

0

h(s, ν(s))dν(s)+
1

2

∫ t

0

∂

∂u
h(s, u)|u=ν(s)ds,

(4)ãäå èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè åñòü ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë Ñòðà-òîíîâè÷à, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ äåòåðìèíèðîâàííûì (ïîòðàåêòîð-íûì) ñèììåòðè÷íûì èíòåãðàëîì, îïðåäåëåííûì âûøå, à ïåðâîåñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � ýòî ñòîõàñòè÷åñêèé èíòå-ãðàë Èòî. Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì îïóñêàòü ïåðåìåííûå s, x, uïðè êîý��èöèåíòàõ óðàâíåíèé. Â ñèëó �îðìóëû (4), ñòîõàñòè÷å-ñêèé èíòåãðàë Èòî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) ïðèìåò âèä
∫ t

0

[
σ(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s) + h(s, x, ϕ)|u=ν(s)

]
dν(s) =

=

∫ t

0

[
σ(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s) + h(s, x, ϕ)|u=ν(s)

]
∗ dν(s)−289



−1

2

∫ t

0

∂

∂u

[
σ(s, x, ϕ)ϕx + h(s, x, ϕ)

]
|u=ν(s)ds. (5)Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (5) ðàâåí

−1

2

∫ t

0

[
σϕ(s, x, ϕ)ϕuϕx + σ(s, x, ϕ)ϕxu + hϕ(s, x, ϕ)ϕu

]
|u=ν(s)ds.Îáîçíà÷èì

P (s, x, ν(s)) = σ(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s) + h(s, x, ϕ)|u=ν(s),òîãäà óðàâíåíèå (2) ïðèìåò âèä:
ϕ(t, x, ν(t))− ϕ(0, x, ν(0)) =

∫ t

0

P (s, x, ν(s)) ∗ dν(s)+

+

∫ t

0

[
a(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕxx|u=ν(s) + b(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s)+

+c(s, x, ϕ)|u=ν(s) −
1

2
σϕ(s, x, ϕ)ϕuϕx|u=ν(s)−

− ϕxu|u=ν(s) −
1

2
hϕ(s, x, ϕ)ϕu|u=ν(s)

]
ds. (6)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå η(s, x) = ϕ(s, x, ν(s)) óðàâíåíèÿ(6) ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé �óíêöèåé ϕ(s, x, u) ñóùåñòâóåò, è ïðèýòîì ïðåäïîëîæåíèè âû÷èñëèì ñèììåòðè÷íûé èíòåãðàë (ñì. [4℄)â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6):

∫ t

0

P (s, x,X(s)) ∗ dν(s) =

∫ ν(t)

ν(0)

P (t, x, u)du−

−
∫ t

0

∫ ν(s)

ν(0)

(P (s, x, u))sdu ds =

∫ ν(t)

ν(0)

P (t, x, u)du−

−
∫ t

0

∫ ν(s)

ν(0)

[
σs(s, x, ϕ)ϕx + σϕ(s, x, ϕ)ϕsϕx + σ(s, x, ϕ)ϕsx+290



+ hs(s, x, ϕ) + hϕ(s, x, ϕ)ϕs

]
du ds. (7)Ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå:

ϕ(t, x, ν(t))− ϕ(0, x, ν(0)) =

[
ϕ(t, x, ν(t))− ϕ(t, x, ν(0))

]
+

+

[
ϕ(t, x, ν(0))− ϕ(0, x, ν(0))

]
=

=

∫ ν(t)

ν(0)

ϕu(t, x, u)du+

∫ t

0

ϕs(s, x, ν(0))ds. (8)Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (7) è (8) â óðàâíåíèå (6), ïîëó÷àåì:
∫ ν(t)

ν(0)

ϕu(t, x, u)du+

∫ t

0

ϕs(s, x, ν(0))ds =

∫ ν(t)

ν(0)

P (t, x, u)du−

−
∫ t

0

∫ ν(s)

ν(0)

[
σs(s, x, ϕ)ϕx + σϕ(s, x, ϕ)ϕsϕx+

+ σ(s, x, ϕ)ϕsx + hs(s, x, ϕ) + hϕ(s, x, ϕ)ϕs

]
du ds+

+

∫ t

0

[
a(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕxx|u=ν(s) + b(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s)+

+c(s, x, ϕ)|u=ν(s) −
1

2
σϕ(s, x, ϕ)ϕuϕx|u=ν(s)−

− 1

2
σ(s, x, ϕ)ϕxu|u=ν(s) −

1

2
hϕ(s, x, ϕ)ϕu|u=ν(s)

]
ds,èëè, ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå, èìååì:

∫ ν(t)

ν(0)

[
ϕu(t, x, u)− P (t, x, u)

]
du =

=

∫ t

0

[
− ϕs(s, x, ν(0))−

∫ ν(s)

ν(0)

[
σs(s, x, ϕ)ϕx+291



+ σϕ(s, x, ϕ)ϕsϕx + σ(s, x, ϕ)ϕsx + hs(s, x, ϕ) + hϕ(s, x, ϕ)ϕs

]
du+

+a(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕxx|u=ν(s) + b(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s)+

+c(s, x, ϕ)|u=ν(s) −
1

2
σϕ(s, x, ϕ)ϕuϕx|u=ν(s)−

− 1

2
σ(s, x, ϕ)ϕxu|u=ν(s) −

1

2
hϕ(s, x, ϕ)ϕu|u=ν(s)

]
ds. (9)Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (9) åñòü �óíêöèÿ îãðà-íè÷åííîé âàðèàöèè, â òî âðåìÿ êàê ëåâàÿ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ìûìîæåì ïðèðàâíÿòü èíòåãðàíäû â îáîèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (9) êíóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó:





ϕu = P (s, x, u),

ϕs(s, x, ν(0)) = a(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕxx|u=ν(s)+

+b(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s)+

+c(s, x, ϕ)|u=ν(s) − 1
2σϕ(s, x, ϕ)ϕuϕx|u=ν(s)−

−1
2σ(s, x, ϕ)ϕxu|u=ν(s) − 1

2hϕ(s, x, ϕ)ϕu|u=ν(s)−

−
∫ ν(s)
ν(0)

[
σs(s, x, ϕ)ϕx + σϕ(s, x, ϕ)ϕsϕx+

+ σ(s, x, ϕ)ϕsx + hs(s, x, ϕ) + hϕ(s, x, ϕ)ϕs
]
du.Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû, èíòå-ãðàë èç ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòüñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ ν(s)

ν(0)

[
σs(s, x, ϕ)ϕx + σϕ(s, x, ϕ)ϕsϕx+292



+ σ(s, x, ϕ)ϕsx + hs(s, x, ϕ) + hϕ(s, x, ϕ)ϕs

]
du =

=

∫ ν(s)

ν(0)

(ϕu)sdu =

∫ ν(s)

ν(0)

ϕsudu = ϕs|u=ν(s) − ϕs(s, x, ν(0)).Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå:
ϕs|u=ν(0) = a(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕxx|u=ν(s) + b(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s)+

+c(s, x, ϕ)|u=ν(s) −
1

2
σϕ(s, x, ϕ)ϕuϕx|u=ν(s)−

−1

2
σ(s, x, ϕ)ϕxu|u=ν(s) −

1

2
hϕ(s, x, ϕ)ϕu|u=ν(s)−

−ϕs|u=ν(s) + ϕs(s, x, ν(0)).Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:




ϕu = σ(s, x, ϕ)ϕx + h(s, x, ϕ),

ϕs|u=ν(s) = a(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕxx|u=ν(s)+

+b(s, x, ϕ)|u=ν(s)ϕx|u=ν(s) + c(s, x, ϕ)|u=X(s) + (10)

−1
2
σϕ(s, x, ϕ)ϕuϕx|u=ν(s)−

−1
2σ(s, x, ϕ)ϕxu|u=ν(s) − 1

2hϕ(s, x, ϕ)ϕu.Ïðåîáðàçóåì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10), âîñïîëüçîâàâøèñüïåðâûì óðàâíåíèåì. Èìååì:
ϕu = σ(ϕ)ϕx + h(ϕ),äè��åðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî x, ïîëó÷àåì:

ϕxu = σx(ϕ)ϕx + σϕ(ϕ)(ϕx)
2 + σ(ϕ)ϕxx + hx(ϕ) + hϕ(ϕ)ϕx.293



Ïîýòîìó âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10) ïðèìåò âèä
ϕs = a(ϕ)ϕxx + b(ϕ)ϕx + c(ϕ) − 1

2
σϕ(ϕ)ϕx

[
σ(ϕ)ϕx + h(ϕ)

]
−

−1

2
σ(ϕ)

[
σx(ϕ)ϕx + σϕ(ϕ)(ϕx)

2 + σ(ϕ)ϕxx + hx(ϕ) + hϕ(ϕ)ϕx

]
−

−1

2
hϕ(ϕ)

[
σ(ϕ)ϕx + h(ϕ)

]
,îòêóäà, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, è ïîëó÷àåì ñèñòåìó (3). Òà-êèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ñâåëîñü ê ðåøåíèþ ñèñòåìûäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òåîðåìàäîêàçàíà.� 3. Ïîñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ îäíîãîêëàññà óðàâíåíèéÑèñòåìà (3) èìååò ñëèøêîì îáùèé âèä, è ðåøåíèå â ÿâíîì âè-äå ïîñòðîèòü äëÿ íåå î÷åíü çàòðóäíèòåëüíî. �àññìîòðèì ñëó÷àé,êîãäà ñèñòåìà (3) èìååò ÿâíîå ðåøåíèå. Âîçüìåì σ = 1, h = 1

η(s,x) ,à êîý��èöèåíòû a, b è c çàâèñÿò òîëüêî îò s, x: a = a(s, x),
b = b(s, x), c = c(s, x). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (2) ïðèìåòâèä:

η(t, x) − η(0, x) =

∫ t

0

[
a(s, x)

∂2η(s, x)

∂x2
+ b(s, x)

∂η(s, x)

∂x
+

+ c(s, x)

]
ds+

∫ t

0

[
∂η(s, x)

∂x
+

1

η(s, x)

]
dν(s), (11)ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì η(0, x) = ψ(x, ν(0)). Ñèñòåìà
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(3) äëÿ íåãî çàïèøåòñÿ â âèäå:




ϕu = ϕx + 1
ϕ,

ϕs = ϕxx
[
a− 1

2

]
+ ϕx

[
b+ 1

ϕ2

]
+ c+ 1

2ϕ3 , (12)

ϕ(0, x, ν(0)) = η(0, x).Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ íåå ìîæíî çàïèñàòü âíåñêîëüêî èíîì âèäå: ϕ|s=0 = ψ(x, u). Îáùåå ðåøåíèå (ñì. [3℄) ïåð-âîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (12) èìååò âèä:
F (s, u+x, ϕ2−2u) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ðàçðåøè-ìî îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé,òîãäà ϕ = (f(s, u + x) + 2u)1/2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âèä�óíêöèè f(x, y), ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèå äëÿ ϕ âî âòîðîå óðàâíå-íèå ñèñòåìû (11), ïîëó÷àåì:

fs

[
f + 2u

]
=

1

4

[
2a− 1

] [
− (fy)

2 + 2ffyy + 4ufyy

]
+

+fy

[
bf + 2ub+ 1

]
+ 2c

[
f + 2u

]3/2

+ 1, (13)ãäå f = f(s, y), y = u + x; f |s=0 = ψ2(x, u) − 2 u. Èñïîëüçóÿñîîòíîøåíèå (13), ñîñòàâèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
gs

[
g + 2u

]
=

1

4

[
2a− 1

] [
− (gx)

2 + 2ggxx + 4ugxx

]
+

+gx

[
bg + 2ub+ 1

]
+ 2c

[
g + 2u

]3/2

+ 1 (14)íà íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ g = g(s, x), g|s=0 = ψ2(x, 0).Ïóñòü �óíêöèÿ g̃(s, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (14). Òîãäà
f = g̃(s, u+ x), ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ(s, x, u) =

[
g̃(s, u+ x) + 2u

]1/2
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Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ
η(s, x) =

[
g̃(s, ν(s) + x) + 2ν(s)

]1/2ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11).Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ìîæíîñ÷èòàòü òîò �àêò, ÷òî ðåøåíèå îïðåäåëåííûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõýâîëþöèîííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èõ ïîòðàåêòîðíûõ àíàëîãîâ óäàåòñÿ ñâå-ñòè ê ðåøåíèþ ñèñòåìû îáû÷íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàòàíàáå Ñ., Èêåäà Í. Ñòîõàñòè÷åêñêèå äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ è äè��óçèîííûå ïðîöåññû. Ì.: Íàóêà, 1986.[2℄ Êàëëèàíïóð �. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ �èëüòðàöèè. Ì.: Íàó-êà, 1987.[3℄ Ìàòâååâ Í. Ì. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìèíñê: Âû÷àéøàÿ øêîëà, 1974.[4℄ Íàñûðîâ Ô. Ñ. Ñèììåòðè÷íûå èíòåãðàëû è ïîòðàåêòîðíûåàíàëîãè ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. //Âåñòíèê Ó�ÀÒÓ, 2003. Ò. 4. � 2. C. 55�66.[5℄ �îçîâñêèé Á. Ë. Ýâîëþöèîííûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû. Ëè-íåéíàÿ òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ ê ñòàòèñòèêå ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-ñîâ. Ì.: Íàóêà, 1983.
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ÓÄÊ 519.8ÑÈÑÒÅÌÍÀß ÌÎÄÅËÜ �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÀ ÏÎÊÎÍÑÒÈÒÓÖÈÈ �ÔÍóðèñëàìîâà Ë. Ô. (Ó�à, Á�Ó)Ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü âçàèìîñâÿçàííûõ îáú-åêòîâ, îáðàçóþùèõ íîâîå êà÷åñòâî, íåñâîäèìîå ê ñâîéñòâàì îáú-åêòîâ. Ì. Ìåñàðîâè÷ è ß. Òàêàõàðà [1℄ ïîëàãàþò âïîëíå îïðàâäàí-íûì ðàññìàòðèâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ñèñòåì äëÿ �îðìà-ëèçàöèè ëþáûõ ñèñòåìíûõ ïîíÿòèé. Â ýòîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çà-äà÷à �îðìàëèçàöèè Êîíñòèòóöèè �Ô [2℄, ïîñòðîåíèå ñèñòåìíîéìîäåëè ãîñóäàðñòâà ïî åãî îñíîâíîìó çàêîíó - Êîíñòèòóöèè. Êîí-ñòèòóöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàòèâíûé ïðàâîâîé àêò, èìåþ-ùèé âûñøóþ þðèäè÷åñêóþ ñèëó è ðåãóëèðóþùèé ïðàâîîòíîøå-íèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò ìåæäó ëè÷íîñòüþ, îáùåñòâîì è ãîñóäàð-ñòâîì. Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò ïî ýêîíîìèêå Äæåéìñ Áüþêåíåí [3℄îïðåäåëÿåò êîíñòèòóöèþ êàê íàáîð ñîãëàñîâàííûõ ïðàâèë, ïî êî-òîðûì îáùåñòâî îñóùåñòâëÿåò ïîñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ýòî îáùå-ñòâåííûé äîãîâîð, çàêëþ÷åííûé ðàäè âûãîäû è ïîëüçû âñåõ åãîó÷àñòíèêîâ.Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ å¼ñòðóêòóðà. Ôîðìèðîâàíèå ñòðóêòóðû � ýòî òà ÷àñòü çàäà÷è, êî-òîðàÿ âûÿâëÿåò ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ ñèñòåìû è óñòàíàâëèâàåòñâÿçè ìåæäó íèìè, �íàèáîëåå âàæíûé ýòàï ïðîöåññà ðàçðàáîòêèìîäåëè êàê ðàç è ñîñòîèò â âûáîðå ñòðóêòóðû ìîäåëè èíòåðåñóþ-ùåé íàñ ñèñòåìû� [1℄. Îïèðàÿñü íà òåêñò Êîíñòèòóöèè �Ô, îïðå-äåëèì ñòðóêòóðó ãîñóäàðñòâà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñòðóêòó-ðîé îðãàíèçàöèè, ïðåäëîæåííîé Ìèíöáåðãîì [4℄, êîòîðóþ îí ïðè-ìåíÿë ê ïðîèçâîäñòâåííûì �èðìàì. �îñóäàðñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿîðãàíèçàöèåé - îðãàíèçàöèåé îáùåñòâà, ïîýòîìó ìû âïðàâå ïðèìå-íèòü ìîäåëü Ìèíöáåðãà. Ìèíöáåðã ïðåäëàãàåò îðãàíèçàöèþ ðàç-äåëèòü íà ïÿòü âçàèìîñâÿçàííûõ ÷àñòåé: ñòðàòåãè÷åñêóþ âåðøè-297



íó, ñðåäèííóþ ëèíèþ, îïåðàöèîííîå ÿäðî, òåõíîñòðóòóðó è âñïî-ìîãàòåëüíûé ïåðñîíàë.Îñíîâó îðãàíèçàöèè ñîñòàâëÿþò îïåðàòîðû � ëþäè, âûïîëíÿþ-ùèå áàçîâóþ ðàáîòó ïî ïðîèçâîäñòâó òîâàðîâ è ïðåäîñòàâëåíèþóñëóã. Îíè îáðàçóþò îïåðàöèîííîå ÿäðî. Îïåðàöèîííîå ÿäðî �ñåðäöå ëþáîé îðãàíèçàöèè, òà ÷àñòü, ãäå ñîçäà¼òñÿ îñíîâíàÿ ïðî-äóêöèÿ, áëàãîäàðÿ êîòîðîé îíà ñóùåñòâóåò. Òàêæå â îðãàíèçàöèèäîëæåí áûòü ÷åëîâåê (èëè ëþäè), êîòîðûé áû ðóêîâîäèë îïåðàòî-ðàìè, êîíòðîëèðîâàë áû èõ äåéñòâèÿ. Îí íà äèàãðàììå çàíèìàåòñòðàòåãè÷åñêóþ âåðøèíó è íåñ¼ò âñþ ïîëíîòó îòâåòñòâåííîñòè çàîðãàíèçàöèþ. Ìåæäó ñòðàòåãè÷åñêîé âåðøèíîé è îïåðàöèîííûìÿäðîì íàõîäèòñÿ ñðåäèííàÿ ëèíèÿ. Åñëè ðàçìåðû îðãàíèçàöèèñëèøêîì âåëèêè, òî îäíîãî ðóêîâîäèòåëÿ íåäîñòàòî÷íî. Â ýòîìñëó÷àå â ïðåäïðèÿòèè èìåþòñÿ ìåíåäæåðû ñðåäèííîé ëèíèè, êî-òîðûå âûïîëíÿþò ðÿä çàäà÷ ïðÿìîãî êîíòðîëÿ, ðàñïðîñòðàíÿþ-ùåãîñÿ ââåðõ è âíèç. Ñ äâóõ ñòîðîí ê èåðàðõèè ïðèëåãàþò òåõ-íîñòðóòóðà è âñïîìîãàòåëüíûé ïåðñîíàë. Àíàëèòèêè îáðàçóþòòàê íàçûâàåìóþ òåõíîñòðóêòóðó, ðàñïîëîæåííóþ âíå èåðàðõèèëèíåéíûõ ïîëíîìî÷èé. Îíè íå çàíÿòû â îñíîâíîé äåÿòåëüíîñòè,îíè å¼ ñòàíäàðòèçèðóþò, êîíòðîëèðóþò êà÷åñòâî ïðîèçâåä¼ííîéïðîäóêöèè, ðàçðàáàòûâàþò ïëàíû, ñîñòàâëÿþò ãðà�èêè. Âñïîìî-ãàòåëüíûé ïåðñîíàë çàíèìàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì îáñëóæèâàíèåìîðãàíèçàöèè.Ïîñòðîåííàÿ ñòðóêòóðà ãîñóäàðñòâà äîëæíà áûòü ñòðîãîé, âíåé íå äîëæíî áûòü ðàçíî÷òåíèé. Ïîýòîìó ñòðóêòóðà Ìèíöáåð-ãà íå ñîâñåì ïîäõîäèò â íàøåì ñëó÷àå, òàê êàê êàæäûé îðãàíãîñóäàðñòâåííîé âëàñòè íå ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî ðàñïîëîæèòü â îä-íîé èç ÷àñòåé îðãàíèçàöèè. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äîëæíîñòüÓïîëíîìî÷åííîãî ïî ïðàâàì ÷åëîâåêà. Å¼ ìîæíî îòíåñòè êàê êòåõíîñòðóêòóðå, òàê è ê âñïîìîãàòåëüíîé ÷àñòè. Ñ îäíîé ñòîðî-íû, Óïîëíîìî÷åííûé ïî ïðàâàì ÷åëîâåêà âûïîëíÿåò êîíòðîëü-íóþ �óíêöèþ, îáåñïå÷èâàÿ ñîáëþäåíèå ïðàâ è ñâîáîä ãðàæäà-298



íèíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ðàññìàòðèâàåò æàëîáû ãðàæäàí íàðåøåíèÿ èëè äåéñòâèÿ îðãàíîâ ãîñóäàðñòâåííîé âëàñòè, îðãàíîâìåñòíîãî ñàìîóïðàâëåíèÿ è â ýòî âðåìÿ âûïîëíÿåò âñïîìîãàòåëü-íóþ �óíêöèþ, çàêëþ÷àþùóþñÿ â îáñëóæèâàíèè ãðàæäàí.Äëÿ ñíÿòèÿ òàêèõ ïðîòèâîðå÷èé, èñïîëüçóåì ìîäåëü Äæ. Áüþêå-íåíà, êîòîðûé ïðîâîäèò ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó äâó-ìÿ ñòàäèÿìè ïîëèòè÷åñêîãî ïðîöåññà: êîíñòèòóöèîííîé è ïîñò-êîíñòèòóöèîííîé. Íà êîíñòèòóöèîííîé ñòàäèè ñîçäàþòñÿ ïðàâèëàè íîðìû, òî åñòü çàêîíû ãîñóäàðñòâà, à íà ïîñòêîíñòèòóöèîííîé �èä¼ò èãðà ïî ýòèì ïðàâèëàì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äâóìÿ ñòàäèÿìè âû-äåëÿþòñÿ äâå �óíêöèè ãîñóäàðñòâà � çàùèùàþùàÿ è ïðîèçâîäÿ-ùàÿ. ��îñóäàðñòâî çàùèùàþùåå� âîçíèêàåò íà êîíñòèòóöèîííîéñòàäèè è îáåñïå÷èâàåò ñîáëþäåíèå ïðàâ, îáåñïå÷èâàåò èãðó ïîêîíñòèòóöèîííûì ïðàâèëàì. Îíî êîíòðîëèðóåò ñîáëþäåíèå çàêî-íîâ. ��îñóäàðñòâî ïðîèçâîäÿùåå� îáåñïå÷èâàåò ãðàæäàí òåìè îá-ùåñòâåííûìè áëàãàìè, êîòîðûìè ðûíîê îáåñïå÷èâàåò ïëîõî èëèíå îáåñïå÷èâàåò âîâñå.

Ñîâìåñòèâ ìîäåëü Ìèíöáåðãà è Áüþêåíåíà, ïîëó÷èì äèàãðàì-ìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ.1. Èñõîäÿ èç �óíêöèé îðãàíîâ âëàñòè è299



îðãàíèçàöèé, ðàñïîëîæèì èõ â ñîîòâåòñòâóþùåé èì ÷àñòè ñòðóê-òóðû. Ñòðóêòóðà ãîñóäàðñòâà ïî Êîíñòèòóöèè �Ô ïðåäñòàâëåíàíà ðèñ.2.Çàðàíåå îãîâîðèì îñîáåííîñòè íàøåé ñòðóêòóðû. ÑîãëàñíîÊîíñòèòóöèè �Ô, �îññèÿ åñòü äåìîêðàòè÷åñêîå ãîñóäàðñòâî, â êî-òîðîì ïðîâîäèòñÿ ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ âëàñòåé, ïðèçíàþòñÿ è ãà-ðàíòèðóþòñÿ ïðàâà è ñâîáîäû êàæäîãî ÷åëîâåêà, îãðàíè÷åíî âìå-øàòåëüñòâî ãîñóäàðñòâà â äåÿòåëüíîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ,ãðàæäàí, îáùåñòâåííûõ îðãàíèçàöèé. Ìíîãèå îðãàíû âëàñòè ñà-ìîñòîÿòåëüíû îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Íåò æ¼ñòêîãî ïðÿìîãîêîíòðîëÿ è ïîä÷èíåíèÿ, ïîýòîìó â ïîñòðîåííîé ñòðóêòóðå èñïîëü-çóþòñÿ âîëíèñòûå ñòðåëêè. Â ñëó÷àå, åñëè êàêèå-ëèáî îðãàíû âëà-ñòè èëè äîëæíîñòíûå ëèöà âõîäÿò â èíñòèòóò ãîñóäàðñòâåííîéâëàñòè, òî îíè ïåðå÷èñëÿþòñÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. �àçóìååòñÿ,ïåðå÷èñëÿþòñÿ òîëüêî òå îðãàíû, ïðî êîòîðûå ñêàçàíî â Êîíñòèò-óöèè �Ô.�àññìîòðèì îñíîâíûå �óíêöèè íåêîòîðûõ îðãàíîâ è îðãàíèçà-öèé, óêàçàííûõ â ñòðóêòóðå.Ïðåçèäåíò ÿâëÿåòñÿ ãëàâîé ãîñóäàðñòâà. Îí ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòîìÊîíñòèòóöèè �Ô, ïðàâ è ñâîáîä ÷åëîâåêà è ãðàæäàíèíà. Îí íåâõîäèò íè â îäíó èç âåòâåé âëàñòè. Ïðåçèäåíò îáåñïå÷èâàåò ñîãëà-ñîâàííîå �óíêöèîíèðîâàíèå è âçàèìîäåéñòâèå âñåõ îðãàíîâ âëà-ñòè. Èìåííî ïîýòîìó îí çàíèìàåò ñòðàòåãè÷åñêóþ âåðøèíó. Äåÿ-òåëüíîñòü Ïðåçèäåíòà ìíîãîãðàííà, ïîýòîìó äëÿ ðåàëèçàöèè èìêîíñòèòóöèîííûõ ïîëíîìî÷èé ñóùåñòâóåò Àäìèíèñòðàöèÿ Ïðå-çèäåíòà. Ïðåçèäåíò òàêæå âîçãëàâëÿåò è �îðìèðóåò Ñîâåò Áåç-îïàñíîñòè �Ô è ÿâëÿåòñÿ Âåðõîâíûì ãëàâíîêîìàíäóþùèì Âîîðó-æ¼ííûìè Ñèëàìè �Ô, îí íàçíà÷àåò è îñâîáîæäàåò ïîëíîìî÷íûõïðåäñòàâèòåëåé Ïðåçèäåíòà.Äàëåå, ñëåäóÿ âíèç ïî èåðàðõèè, ðàñïîëàãàåòñÿ Ïðàâèòåëüñòâî�Ô, ïîä íèì - èñïîëíèòåëüíûå îðãàíû âëàñòè ñóáúåêòîâ �Ô. Ïðå-çèäåíò îáëàäàåò ñëåäóþùèìè �óíêöèÿìè ïî îòíîøåíèþ ê Ïðàâè-300
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òåëüñòâó: íàçíà÷àåò ñ ñîãëàñèÿ �îñóäàðñòâåííîé Äóìû Ïðåäñåäà-òåëÿ Ïðàâèòåëüñòâà, ïðèíèìàåò ðåøåíèå îá îòñòàâêå Ïðàâèòåëü-ñòâà, ïî ïðåäëîæåíèþ Ïðåäñåäàòåëÿ Ïðàâèòåëüñòâà íàçíà÷àåò íàäîëæíîñòè çàìåñòèòåëåé Ïðåäñåäàòåëÿ Ïðàâèòåëüñòâà, �åäåðàëü-íûõ ìèíèñòðîâ. Ïðàâèòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåò èñïîëíèòåëüíóþâëàñòü �Ô. Ïðàâèòåëüñòâî �Ô ñîñòîèò èç Ïðåäñåäàòåëÿ Ïðàâè-òåëüñòâà, çàìåñòèòåëåé Ïðåäñåäàòåëÿ Ïðàâèòåëüñòâà è �åäåðàëü-íûõ ìèíèñòðîâ. Åñëè çàêîíîäàòåëüíûå îðãàíû ðàçðàáàòûâàþò çà-êîíû, òî èñïîëíèòåëüíûå - ïðèâîäÿò â èñïîëíåíèå ïðàâèëà è íîð-ìû, ïðîïèñàííûå â Êîíñòèòóöèè è äðóãèõ íîðìàòèâíî-ïðàâîâûõàêòàõ. Ïðàâèòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåò îïåðàòèâíîå òåêóùåå ãîñó-äàðñòâåííîå óïðàâëåíèå ïî âñåé ñòðàíå, èñïîëíèòåëüíûå îðãàíûñóáúåêòîâ �Ô îñóùåñòâëÿþò ãîñóäàðñòâåííîå óïðàâëåíèå âíóòðèñâîåãî ñóáúåêòà. Ìåñòíîå ñàìîóïðàâëåíèå ðåøàåò çàäà÷è, íîñÿ-ùèå ìåñòíûé õàðàêòåð. Ìåñòíîå ñàìîóïðàâëåíèå â ïðåäåëàõ ñâîèõïîëíîìî÷èé ñàìîñòîÿòåëüíî. Îðãàíû ìåñòíîãî ñàìîóïðàâëåíèÿ íåâõîäÿò â ñèñòåìó îðãàíîâ ãîñóäàðñòâåííîé âëàñòè. Îíè ñàìîñòî-ÿòåëüíî óïðàâëÿþò ìóíèöèïàëüíîé ñîáñòâåííîñòüþ, �îðìèðóþò,óòâåðæäàþò è èñïîëíÿþò ìåñòíûé áþäæåò, óñòàíàâëèâàþò ìåñò-íûå íàëîãè è ñáîðû è ðåøàþò äðóãèå âîïðîñû ìåñòíîãî çíà÷åíèÿ.Êàê áûëî óæå ñêàçàíî, îïåðàöèîííîå ÿäðî â ñòðóêòóðå îðãà-íèçàöèè � ýòî ïîäñèñòåìà, çà ñ÷¼ò êîòîðîé îíà ñóùåñòâóåò. Òà-êèì îáðàçîì, â ñòðóêòóðå ãîñóäàðñòâà ýòî ìåñòî çàíèìàåò ýêîíî-ìèêà, ýêîíîìè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü ãðàæäàí. Ýêîíîìè÷åñêàÿ äåÿ-òåëüíîñòü ñîçäàåò òîâàðû è óñëóãè, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ óäî-âëåòâîðåíèÿ íóæä è ïîòðåáíîñòåé ëþäåé.Ñïðàâà îò èåðàðõèè ðàñïîëîæåíî �ãîñóäàðñòâî çàùèùàþùåå�.Ê íåìó ïðèíàäëåæàò îðãàíû, êîòîðûå çàíèìàþòñÿ ñîçäàíèåì çà-êîíîâ, çàùèùàþò ïðàâà è èíòåðåñû ãðàæäàí, îáåñïå÷èâàþò è êîí-òðîëèðóþò èõ ñîáëþäåíèå.Ôåäåðàëüíîå Ñîáðàíèå � ïàðëàìåíò �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè �ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëüíûì è çàêîíîäàòåëüíûì îðãàíîì �îññèéñ-302



êîé Ôåäåðàöèè. Ïðåäñòàâèòåëüíûì îðãàíîì Ôåäåðàëüíîå Ñîáðà-íèå ÿâëÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñû ãðàæäàí.Ïàðëàìåíò ÿâëÿåòñÿ îðãàíîì ãîñóäàðñòâåííîé âëàñòè, èìåþùèéïðàâî èçäàâàòü �åäåðàëüíûå íîðìàòèâíûå àêòû, êîòîðûå îáëàäà-þò âûñøåé þðèäè÷åñêîé ñèëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ èíûìè íîðìàòèâ-íûìè àêòàìè, êðîìå Êîíñòèòóöèè �Ô. Ôåäåðàëüíîå Ñîáðàíèå ñî-ñòîèò èç äâóõ ïàëàò - Ñîâåòà Ôåäåðàöèè è �îñóäàðñòâåííîé Äóìû,êîòîðûå çàñåäàþò ðàçäåëüíî. Îáå ïàëàòû îáëàäàþò îïðåäåë¼ííû-ìè êîíòðîëüíûìè ïîëíîìî÷èÿìè ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì �åäå-ðàëüíûì îðãàíàì ãîñóäàðñòâåííîé âëàñòè. Ôåäåðàëüíûå çàêîíûïðèíèìàåò �îñóäàðñòâåííàÿ Äóìà, à Ñîâåò Ôåäåðàöèè èõ îäîáðÿ-åò. Òàêèì îáðàçîì, îðãàíû çàêîíîäàòåëüíîé âëàñòè ñîçäàþò çà-êîíû � ïðàâèëà è íîðìû ïî êîòîðûì æèâåò îáùåñòâî, à îðãàíûèñïîëíèòåëüíîé âëàñòè ðåàëèçóþò èõ èñïîëíåíèå.Òðåòüåé âåòâüþ ãîñóäàðñòâåííîé âëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñóäåáíàÿâëàñòü, îñíîâíàÿ �óíêöèÿ êîòîðîé - îñóùåñòâëåíèå ïðàâîñó-äèÿ. Ñóä äîëæåí îñóùåñòâëÿòü çàùèòó ïðàâ â ñîîòâåòñòâèè ñÊîíñòèòóöèåé è íàêàçûâàòü òåõ, êòî íàðóøàåò ïðàâà äðóãèõ. Ñó-ùåñòâóåò òðè âûñøèõ ñóäåáíûõ îðãàíà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè:Êîíñòèòóöèîííûé Ñóä �Ô, Âåðõîâíûé Ñóä �Ô, Âûñøèé Àðáèò-ðàæíûé Ñóä �Ô. Êîíñòèòóöèîííûé Ñóä �îññèéñêîé Ôåäåðàöèèðåøàåò äåëà î ñîîòâåòñòâèè Êîíñòèòóöèè �åäåðàëüíûõ çàêîíîâ,íîðìàòèâíûõ àêòîâ ñóáúåêòîâ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ìåæäóíà-ðîäíûõ äîãîâîðîâ, äîãîâîðîâ ìåæäó îðãàíàìè ãîñóäàðñòâåííîéâëàñòè �Ô è äðóãèõ íîðìàòèâíûõ àêòîâ, à òàêæå äà¼ò òîëêîâà-íèå Êîíñòèòóöèè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Âåðõîâíûé Ñóä �îññèé-ñêîé Ôåäåðàöèè ÿâëÿåòñÿ âûñøèì ñóäåáíûì îðãàíîì ïî ãðàæäàí-ñêèì, óãîëîâíûì, àäìèíèñòðàòèâíûì è èíûì äåëàì, ïîäñóäíûìñóäàì îáùåé þðèñäèêöèè; îñóùåñòâëÿåò íàäçîð çà èõ äåÿòåëüíî-ñòüþ; äà¼ò ðàçúÿñíåíèÿ ïî âîïðîñàì ñóäåáíîé ïðàêòèêè. ÂûñøèéÀðáèòðàæíûé Ñóä �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè ÿâëÿåòñÿ âûñøèì ñó-äåáíûì îðãàíîì ïî ðàçðåøåíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ ñïîðîâ è èíûõ303



äåë, ðàññìàòðèâàåìûõ àðáèòðàæíûìè ñóäàìè, îñóùåñòâëÿåò ñó-äåáíûé íàäçîð çà èõ äåÿòåëüíîñòüþ.Êðàòêî ðàññìîòðèì îñòàëüíûå îðãàíû. Ñ÷¼òíàÿ Ïàëàòà ÿâëÿåò-ñÿ ãîñóäàðñòâåííûì îðãàíîì �èíàíñîâîãî êîíòðîëÿ, îáðàçóåò ñè-ñòåìó êîíòðîëÿ çà èñïîëíåíèåì �åäåðàëüíîãî áþäæåòà. Âñå îð-ãàíû ãîñóäàðñòâåííîé âëàñòè, ìåñòíîãî ñàìîóïðàâëåíèÿ, Öåíò-ðàëüíûé Áàíê, ïðåäïðèÿòèÿ, îðãàíèçàöèè äîëæíû ïðåäîñòàâëÿòüïî çàïðîñàì Ñ÷¼òíîé Ïàëàòû èí�îðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ å¼äåÿòåëüíîñòè. Ïðîêóðàòóðà �Ô îñóùåñòâëÿåò íàäçîð çà ñîáëþ-äåíèåì Êîíñòèòóöèè �Ô è äðóãèõ çàêîíîâ. Íîòàðèàò çàùèùàåòè îõðàíÿåò ñîáñòâåííîñòü ãðàæäàí, çàùèùàåò ïðàâà è çàêîííûåèíòåðåñû ãðàæäàí. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé �óíêöèè ÖåíòðàëüíîãîÁàíêà �Ô Êîíñòèòóöèÿ îïðåäåëÿåò çàùèòó è îáåñïå÷åíèå óñòîé-÷èâîñòè ðóáëÿ. Òàêæå ÖÁ îñóùåñòâëÿåò äåíåæíóþ ýìèññèþ, èç-äàåò ñâîè íîðìàòèâíûå àêòû. Âîîðóæ¼ííûå Ñèëû �Ô ñîñòàâëÿþòîñíîâó îáîðîíû �Ô, îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îòðàæåíèÿ àãðåññèè,äëÿ âîîðóæ¼ííîé çàùèòû öåëîñòíîñòè è íåïðèêîñíîâåííîñòè òåð-ðèòîðèè.Ñïðàâà îò èåðàðõèè ðàñïîëîæåíî �ãîñóäàðñòâî ïðîèçâîäÿùåå�.Â ýòîé ÷àñòè ïåðå÷èñëåíû íåêîììåð÷åñêèå îðãàíèçàöèè. Îíèñîçäàíû ãîñóäàðñòâîì â îáðàçîâàòåëüíûõ, êóëüòóðíûõ è íàó÷-íûõ öåëÿõ, â öåëÿõ îõðàíû çäîðîâüÿ ãðàæäàí, óäîâëåòâîðåíèÿèõ èíòåðåñîâ è ðåàëèçàöèè ñâîèõ öåëåé, äëÿ îêàçàíèÿ ñîöèàëü-íîé, ýêîíîìè÷åñêîé ïîääåðæêè. Íàïðèìåð, ñîöèàëüíûå ñëóæ-áû îêàçûâàþò ñîöèàëüíî-áûòîâûå, ñîöèàëüíî-ìåäèöèíñêèå óñëó-ãè ãðàæäàíàì, íàõîäÿùèìñÿ â òðóäíîé æèçíåííîé ñèòóàöèè. Æè-ëèùíûå �îíäû ñîçäàþò áëàãîïðèÿòíûå è áåçîïàñíûå óñëîâèÿäëÿ ïðîæèâàíèÿ ãðàæäàí. Ôåäåðàëüíûé �îíä ðåãèîíàëüíîãî ðàç-âèòèÿ ñ�îðìèðîâàí ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ýêîíîìè÷åñêîãîðàçâèòèÿ ñóáúåêòîâ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè.Òàêèì îáðàçîì, áûëè ðàññìîòðåíû îáúåêòû ãîñóäàðñòâà, ïðèí-öèï èõ îðãàíèçàöèè è �óíêöèè. Ñòðóêòóðà áûëà ïîëó÷åíà, èñõîäÿ304



èç îñíîâíîãî çàêîíà ãîñóäàðñòâà - Êîíñòèòóöèè. Â ñëó÷àå æå, åñëèïðåäñòàâèòü âñå íîðìàòèâíî-ïðàâîâûå àêòû â âèäå ñèñòåìû, â âè-äå îïðåäåë¼ííîãî îðãàíèçîâàííîãî è âçàèìîñâÿçàííîãî öåëîãî, òîÊîíñòèòóöèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ âî ãëàâå ýòîé ñèñòåìû. Çàêîíû è èíûåïðàâîâûå àêòû, ïðèíèìàåìûå â �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè íå äîëæ-íû ïðîòèâîðå÷èòü Êîíñòèòóöèè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Âñëåä çàÊîíñòèòóöèåé �Ô ïî ñèëå äåéñòâèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ êîäåêñû, çàòåìçàêîíû, óñòàâû, ïîñòàíîâëåíèÿ è äðóãèå íîðìàòèâíûå àêòû.Èñõîäÿ èç âûøå ñêàçàííîãî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëèíãâèñòè÷åñ-êîå îïèñàíèå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñòðóêòóðó, âûäåëèâ îáúåêòû èîïèñàâ èõ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè. Íà ïðèìåðå Êîíñòèòó-öèè �Ô ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìíóþ ìîäåëü ãîñóäàðñòâà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìåñàðîâè÷ Ì., Òàõàêàðà ß. Îáùàÿ òåîðèÿ ñèñòåì: ìàòåìàòè-÷åñêèå îñíîâû. Ì.: Ìèð, 1978.[2℄ Êîíñòèòóöèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè. �îñóäàðñòâåííûå ñèìâî-ëû �îññèè. Íîâîñèáèðñê: Ñèá. óíèâ. èçä-âî, 2009.[3℄ Áüþêåíåí Äæ. Ì. Ñî÷èíåíèÿ. Êîíñòèòóöèÿ ýêîíîìè÷åñêîéïîëèòèêè. �àñ÷¼ò ñîãëàñèÿ. �ðàíèöû ñâîáîäû / Íîáåëåâñêèåëàóðåàòû ïî ýêîíîìèêå. Ò. 1 / Ôîíä ýêîíîìè÷åñêîé èíèöèàòè-âû. Ì.: Òàóðóñ Àëü�à, 1997.[4℄ Ìèíöáåðã �. Ñòðóêòóðà â êóëàêå: ñîçäàíèå ý��åêòèâíîé îð-ãàíèçàöèè. ÑÏá.: Ïèòåð, 2004.
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ÓÄÊ 517.984ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ Ê�ÀÅÂÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ ÇÀÄÀ×ÈØÒÓ�ÌÀ-ËÈÓÂÈËËß ÏÎ ÄÂÓÌ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌÇÍÀ×ÅÍÈßÌÎðëîâ À. À. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ îáùåñòâîì ñòàëè ïðåäúÿâëÿòüñÿ áîëüøèåòðåáîâàíèÿ ê äèàãíîñòèêå òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Âîçíèêàþùèå òåõ-íîãåííûå êàòàñòðî�û è îïàñíîñòè ñâÿçàííûå ñ èçíîøåííîñòüþ îñ-íîâíûõ �îíäîâ, ïîòðåáîâàëè íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ íîâûõ ìå-òîäîâ èíæåíåðíîãî îáñëåäîâàíèÿ è äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñî-ñòîÿíèÿ ñòðîèòåëüíûõ è äðóãèõ îáúåêòîâ. Ñòàëî ÿñíî ÷òî ìàòåìà-òè÷åñêèå ìîäåëè â àêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêå çàêðåïëåíèé ñëåäó-åò ðàçðàáàòûâàòü ñ ïîìîùüþ ìåõàíèêè, çàòåì �îðìóëèðîâàòü êàêîáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è ñïåêòðàëüíîé òåîðèèîïåðàòîðîâ, êîòîðûå óæå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãîïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �àññìàòðè-âàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ãëàäêîé ñòðóíû ñ âÿçêèì òðåíèåì íàêîíöàõ. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëèóâèëëÿ çàäà÷à ïðèâîäèòñÿê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å.� 1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è�àññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:
d2y

dx2
+ λ2y = 0 (1)

ý(0) − h(λ)y(0) = 0 (2)
ý(1) +H(λ)y(1) = 0 (3)306



ãäå x ∈ [0, 1], λ - ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, h(λ) = a0+a1λ, H(λ) =
b0 + b1λ -ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè.Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü:

∆(λ) =

∣∣∣∣
u1(y1) u1(y2)
u2(y1) u2(y2)

∣∣∣∣

u1(y) = ý(0, λ) − h(λ)y(0, λ)

u2(y) = ý(1, λ) +H(λ)y(1, λ)

y1(x, λ) = cosλx, y2(x, λ) = sinλx
λ

- ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøå-íèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå â òî÷êå
x = 0 óñëîâèÿì:

y1(0, λ) = 1, ý1(0, λ) = 0, y2(0, λ) = 0, ý2(0, λ) = 1 (4)Ñîãëàñíî (4):
u1(y1) = ý1(0, λ) − h(λ)y1(0, λ) = −h(λ)
u1(y2) = ý2(0, λ) − h(λ)y2(0, λ) = 1

u2(y1) = ý1(1, λ) +H(λ)y1(1, λ) = −λsinλ +H(λ)cosλ
u2(y2) = ý2(1, λ) +H(λ)y2(1, λ) = cosλ +H(λ)sinλλ

∆(λ) =

∣∣∣∣
−h 1

−λsinλ+Hcosλ cosλ + Hsinλ
λ

∣∣∣∣ = −h(cosλ+ Hsinλ
λ ) +

λsinλ−Hcosλ = −hcosλ− hH sinλ
λ + λsinλ−Hcosλ� 2. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷èÑîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ), ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

−hcosλ− hH sinλ
λ

+ λsinλ−Hcosλ = 0
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� 3. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ îòûñêàíèå äâóõ êîý��èöèåíòîâ êðàåâûõóñëîâèé ïî äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.�àññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (1), (2), (3), ãäå x ∈ [0, 1], λ- ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, h(λ) = a0 + a1λ, H(λ) = b0 + b1λ -ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè.Òðåáóåòñÿ íàéòè äâà èç êîý��èöèåíòîâ a0, a1, b0, b1 ìíîãî÷ë-íîâ h(λ) è H(λ), åñëè îñòàëüíûå äâà êîý��èöèåíòà èçâåñòíû.� 4. �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷èÄîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà: Åñëè èçâåñòíû êîý��èöèåíòû a0, a1, (b0, b1) òî ëþ-áûå äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λi, (i = 1, 2) îäîçíà÷íîîïðåäåëÿþò îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû b0, b1, (a0, a1).Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü èçâåñòíû êîý��èöèåíòû a0, a1. Äîêà-æåì ÷òî äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λi îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿþò êîý��èöèåíòû b0, b1.Îáîçíà÷èì ÷åðåç y1(x, λ) è y2(x, λ) ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøå-íèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå â òî÷êå
x = 0 óñëîâèÿì (4). ×èñëà λi ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè-÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ), ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìóóðàâíåíèþ

∣∣∣∣
−h(λi) 1

ý1(1, λi) +H(λi)y1(1, λ) ý2(1, λi) +H(λi)y2(1, λi)

∣∣∣∣ = 0

−H(λi)(h(λi)y2(1, λi)+y1(1, λi))−(h(λi)ý2(1, λi)+ý1(1, λi)) = 0 i = 1, 2(5)Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(x) = h(λi)y2(x, λi) + y1(x, λi)Çíà÷åíèå �óíêöèè y(x) â òî÷êå x = 1 îòëè÷íî îò íóëÿ. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî
y(1) = h(λi)y2(1, λi) + y1(1, λi) = 0 (6)308



ïîëó÷èì
ý(1) = h(λi)ý2(1, λi) + ý1(1, λi) = 0 (7)Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2), (3) èìååì
y(x) = h(λi)y2(x, λi) + y1(x, λi) ≡ 0À ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì (4). Çíà÷èò,

h(λi)y2(x, λi) + y1(x, λi) 6= 0 (8)Ïîýòîìó èç (5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
b0 + b1λi = −h(λi)ý2(1, λi) + ý1(1, λi)

h(λi)y2(1, λi) + y1(1, λi)
(9)�àâåíñòâà (9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíå-íèé îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ b0 è b1. Îïðå-äåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû - îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Ïîýòîìó ñè-ñòåìà (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò-ñÿ êîý��èöèåíòû b0 è b1. Åñëè èçâåñòíû óîý��èöèåíòû b0 è b1îäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ a0 è a1 äîêàçûâàåòñÿàíàëîãè÷íî.Åñëè èçâåñòíû êîý��èöèåíòû a0, b1, (a1, b0), òî ëþáûå äâàðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λi(i = 1, 2) îïðåäåëÿþò 2 çíà-÷åíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ a1, b0, (a0, b1).Òàê æå åñëè èçâåñòíû êîý��èöèåíòû a1, b1, (a0, b0), äëÿ íèõíàõîäÿòñÿ äâà çíà÷åíèÿ.�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ áûëè îáîáùåíû â òàáëèöó:
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Èçâ. êîý�. Íåèçâ. êîý�. Âûâîäû
a0, a1 b0, b1 Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòûîïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
b0, b1 a0, a1 Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòûîïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
a0, b1 a1, b0 Äëÿ êàæäîãî èç íåèçâåñòíûõêîý��èöèåíòîâ íàõîäÿòñÿ 2 ðåøåíèÿ
a1, b0 a0, b1 Äëÿ êàæäîãî èç íåèçâåñòíûõêîý��èöèåíòîâ íàõîäÿòñÿ 2 ðåøåíèÿ
a1, b1 a0, b0 Äëÿ êàæäîãî èç íåèçâåñòíûõêîý��èöèåíòîâ íàõîäÿòñÿ 2 ðåøåíèÿ
a0, b0 a1, b1 Äëÿ êàæäîãî èç íåèçâåñòíûõêîý��èöèåíòîâ íàõîäÿòñÿ 2 ðåøåíèÿÒàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøåíà. Ñ �è-çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à èìååò ñìûñë â òîì, ÷òî ïî òåìáðóçâó÷àíèÿ ñòðóíû ìîæíî îïðåäåëèòü õàðàêòåð å¼ çàêðåïëåíèÿ, ýòîïðèêëàäíîå çíà÷åíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â àêóñòè÷åñêèõ ìåòî-äàõ äèàãíîñòèêè. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àõòÿìîâ À. Ì. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ÷èñëåííîåèññëåäîâàíèå â äèàãíîñòèêå çàêðåïëåíèé è íàãðóæåííîñòèìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. // Àâòîðå�åðàò äèññåðòàöèè íà ñîèñ-êàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,Ó�à - 2004.[2℄ Àõòÿìîâ À. Ì. Îá îïðåäåëåíèè êðàåâîãî óñëîâèÿ ïî êîíå÷-íîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. // Äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ. 1999.[3℄ Àõòÿìîâ À. Ì. Ê åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îäíîé îáðàò-íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.2003. 310



[4℄ Âèáðàöèè â òåõíèêå: Ñïðàâî÷íèê. Ïîä ðåä. Â.Â.Áîëîòèíà.1978.[5℄ Íàéìàðê Ì. À. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. //Ì. Íàóêà, 1969.ÓÄÊ 517.9ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈßÍÀ ÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈßÕ È ÎÏÅ�ÀÖÈÈ ÍÀÄ ÍÈÌÈÏàâëåíêî Â. À. (Ó�à, ÈÌ ÂÖ ÓÍÖ �ÀÍ)ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå Xñ îòìå÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì Y . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Y ïðåäñòà-âèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ïîäìíîãîîá-ðàçèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ òðàíñâåðñàëüíî (òàêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿìû íàçûâàåì ñòðàòè�èöèðîâàííûìè). Ìû ââîäèì ñïåöèàëüíûéêëàññ �óíêöèé íà X, êîòîðûå ìû íàçûâàåì ïîëèîäíîðîäíûìè.Ýòè �óíêöèè îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè íà X \ Y è äî-ïóñêàþò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå îïðåäåëåííîãî âèäà âáëèçè
Y . Çàòåì ìû îïðåäåëÿåì îòíîñèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðà-çèé ñ îòìå÷åííûìè ñòðàòè�èöèðîâàííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿíà îòíîñèòåëüíîå îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðûõ ïîäíÿòèå è îïóñêà-íèå ïîëèîäíîðîäíîé �óíêöèè ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿïîëèîäíîðîäíîé �óíêöèåé.Îáúåêòû òàêîãî ðîäà åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèèýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè, âûðîæ-äàþùèõñÿ íà ãëàäêîì ïîäìíîãîîáðàçèè. Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòà-òû äàííîé ðàáîòû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè àëãåá-311



ðû ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñïîñîáëåííîé ê èñ-ñëåäîâàíèþ çàäà÷ òàêîãî òèïà. Òàêîé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ âû-ðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì b-èñ÷èñëåíèÿ, ðàçâèòîãî Ìåëüðîóçîì [1℄ (ñì. òàêæå [2℄).Àâòîð áëàãîäàðåí Þ.À. Êîðäþêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïî-ëåçíûå îáñóæäåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò �09-01-00389-à.� 1. Ñòðàòè�èöèðîâàííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ââåäåì ïîíÿòèå ñòðàòè�èöèðîâàííîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ è íåêîòîðûå ñâÿçàííûå ñ íèì ïîíÿòèÿ.Îïðåäåëåíèå 3. Ñòðàòè�èöèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì YìíîãîîáðàçèÿX ðàçìåðíîñòè n áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå îáú-åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé Y1, Y2, . . . , Yrðàçìåðíîñòè n−1, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî: äëÿ ëþ-áîé òî÷êè p0 ∈ Y òàêîé, ÷òî p0 ∈ Yj, åñëè j ∈ {i1, i2, . . . , ik} ⊂
{1, 2, . . . , r}, è p0 6∈ Yj, åñëè j 6∈ {i1, i2, . . . , ik}, ñóùåñòâóåò òàêàÿëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Up0

⊂ X → R
k × R

n−k ñ êîîðäèíà-òàìè (x, y) ∈ Rk×Rn−k, îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè Up0
òî÷êè p0,÷òî òî÷êà p0 èìååò êîîðäèíàòû (0, 0) ∈ R

k × R
n−k è äëÿ ëþáîãî

d = 1, 2, . . . , k ïåðåñå÷åíèå Yid ∩ U çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì xd = 0.Ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäîå èç ïîäìíîãîîáðà-çèé Y1, Y2, . . . , Yr ñâÿçíî. Ìû áóäåì íàçûâàòü èõ ãðàíÿìè ñòðàòè-�èöèðîâàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y .� 2. Ïîëèîäíîðîäíûå �óíêöèèÄàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ ïîëèîäíîðîäíûõ �óíê-öèé íà ìíîãîîáðàçèè ñ îòìå÷åííûì ñòðàòè�èöèðîâàííûì ïîäìíî-ãîîáðàçèåì. 312



Îïðåäåëåíèå 4. Èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíî-æåñòâî E ⊂ C × N0, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1. E îãðàíè÷åíî ñíèçó, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå N1 ∈ R, ÷òî äëÿëþáîãî (z, p) ∈ E ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: Re z > N1;2. (z, p) ∈ E, p > q ⇒ (z, q) ∈ E;3. äëÿ ëþáîãî N2 ∈ R ìíîæåñòâî E⋂{(z, p) : Re z 6 N2} êîíå÷-íî;4. (z, p) ∈ E, j ∈ N ⇒ (z + j, p) ∈ E.Îïðåäåëåíèå 5. Ñêàæåì, ÷òî íà ñòðàòè�èöèðîâàííîì ïîäìíî-ãîîáðàçèè Y = Y1 ∪ . . . ∪ Yr çàäàíî èíäåêñíîå ñåìåéñòâî E, åñëèëþáîé åãî ãðàíè Yj, j = 1, 2, . . . , r, ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå èí-äåêñíîå ìíîæåñòâî E(Yj) = Ej.Çàìå÷àíèå. Íàçîâåì íóëåâûì èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì E = 0 ìíî-æåñòâî {(l, 0); l ∈ N0}.Íóëåâûì èíäåêñíûì ñåìåéñòâîì íà Y íàçîâåì òàêîå èíäåêñíîåñåìåéñòâî E, ÷òî E(Yj) = 0 äëÿ ëþáîãî j = 1, 2, . . . , r.Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, Y � ãëàäêîåïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ X. Îïðåäåëÿþùåé �óíêöèåé äëÿ
Y íàçîâ¼ì �óíêöèþ ̺ : X → R, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:1. ̺−1(0) = Y ;2. ̺ � âñþäó ãëàäêàÿ;3. d̺ 6= 0 íà Y .Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå X è åãîñòðàòè�èöèðîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå Y = Y1 ∪ . . . ∪ Yr. Ïóñòü
E = (E1, . . . , Er) � íåêîòîðîå èíäåêñíîå ñåìåéñòâî íà Y . Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî p0 ∈ Y ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîé ãðàíè Y1, êîòî-ðàÿ èìååò îïðåäåëÿþùóþ �óíêöèþ ̺. Ôóíêöèÿ u, îïðåäåëåííàÿ313



íà X è ãëàäêàÿ íà X \ Y , íàçûâàåòñÿ ïîëèîäíîðîäíîé â îêðåñò-íîñòè Up0
òî÷êè p0 îòíîñèòåëüíî èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà E1, ò.å.

u ∈ A
E1

phg(Up0
), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå �óíêöèè az,k ∈ C∞(Up0

),÷òî
u(p) ∼

∑

(z,k)∈E1

az,k(p)̺
z(p) lnk |̺(p)|,ãäå çíàê ∼ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N

u−
∑

(z,k)∈E1 Re z6N

az,k̺
z lnk |̺| ∈ ĊN(Up0

),ãäå
ĊN(Up0

) = {f ∈ CN(Up0
);

∂αf

∂xα

∣∣∣∣
Y1

= 0; ∀α ∈ N0 : α 6 N}.Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî f ∈ ĊN(Up0
) òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî m = 1, 2, . . . , N è äëÿ ëþáîãîíàáîðà âåêòîðíûõ ïîëåé V1, V2, . . . , Vm, êàñàþùèõñÿ ïîäìíîãîîá-ðàçèÿ Y , ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, ÷òî

|V1V2 . . . Vmf(p)| < C|̺(p)|N+1,äëÿ ëþáîãî p ∈ Up0
.Âûøå áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî îïðåäåëåíèå ïîëèîäíîðîäíîé�óíêöèè â òåðìèíàõ îïðåäåëÿþùèõ �óíêöèé. Òåïåðü ìû ñ�îð-ìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ïîëèîäíîðîäíîé �óíêöèè â òåðìèíàõ ëî-êàëüíûõ êîîðäèíàò.Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå X è åãîñòðàòè�èöèðîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå Y = Y1 ∪ . . . ∪ Yr. Ïóñòü

E = (E1, . . . , Er) � íåêîòîðîå èíäåêñíîå ñåìåéñòâî íà Y . Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî p0 ∈ Y ïðèíàäëåæèò â òî÷íîñòè îäíîé ãðàíè Y1. Âûáå-ðåì ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 òàêèìîáðàçîì, ÷òî Y1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x = 0. Ôóíêöèÿ u, îïðåäå-ëåííàÿ íà X è ãëàäêàÿ íà X \ Y , íàçûâàåòñÿ ïîëèîäíîðîäíîé â314



îêðåñòíîñòè Up0
òî÷êè p0 îòíîñèòåëüíîãî èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà

E1, ò.å. u ∈ A
E1

phg(Up0
), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ãëàäêèå �óíêöèè

az,k(y), ÷òî
u(x, y) ∼

∑

(z,k)∈E1

az,k(y)x
z lnk |x|,ãäå çíàê ∼ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ α è β, ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂

Up0
è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C =

CαβKN , ÷òî:
∣∣∣∣∣∣
(x∂x)

α∂βy


u(x, y) −

∑

(z,k)∈E1 Re z6N

az,k(y)x
z lnk |x|



∣∣∣∣∣∣
< C|x|N+1,

(x, y) ∈ K.Òåïåðü ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ïîëèîäíîðîäíîé �óíêöèè âîêðåñòíîñòè òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé â òî÷íîñòè l ãðàíÿì äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî ÷èñëà l. Îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî èíäóêòèâíî ïî l.Ïðè l = 1 îïðåäåëåíèå áûëî äàíî âûøå. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì,÷òî ìû äàëè îïðåäåëåíèå ïîëèîäíîðîäíîé �óíêöèè, îïðåäåëåí-íîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé â òî÷íîñòè k ãðàíÿìïðè k < l.Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå X è åãîñòðàòè�èöèðîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå Y = Y1 ∪ . . . ∪ Yr. Ïóñòü
E = (E1, . . . , Er) � íåêîòîðîå èíäåêñíîå ñåìåéñòâî íà Y . Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî òî÷êà p0 ∈ Y ïðèíàäëåæèò ãðàíÿì Y1, Y2 . . . , Yl, êîòî-ðûå èìåþò îïðåäåëÿþùèå �óíêöèè ̺1, . . . , ̺l ñîîòâåòñòâåííî, è íåïðèíàäëåæèò äðóãèì ãðàíÿì äàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ôóíêöèÿ
u, çàäàííàÿ íà ìíîãîîáðàçèèX è ãëàäêàÿ íàX\Y , íàçûâàåòñÿ ïî-ëèîäíîðîäíîé â îêðåñòíîñòè Up0

òî÷êè p0 îòíîñèòåëüíî íàáîðà èí-äåêñíûõ ìíîæåñòâ (E1, E2, . . . , El), ò.å. u ∈ A
(E1,E2,...,El)
phg (Up0

), åñëèñóùåñòâóþò òàêèå ïîëèîäíîðîäíûå �óíêöèè az,k ∈ A
E2,...,El

phg (Up0
)â îêðåñòíîñòè Up0

ñ îòìå÷åííûì ñòðàòè�èöèðîâàííûì ïîäìíîãî-315



îáðàçèåì Y2 ∪ . . . ∪ Yr, ÷òî
u(p) ∼

∑

(z,k)∈E1

az,k(p)̺
z
1(p) lnk |̺1(p)|,ãäå çíàê ∼ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N :

u(p)−
∑

(z,k)∈E1 Rez6N

az,k(p)̺
z
1(p) lnk |̺1(p)| ∈ ĊN(Up0

,AE2,...,El

phg (Up0
)),Çàìå÷àíèå. Â ïðèâåäåííîì âûøå îïðåäåëåíèè óòâåðæäåíèå f ∈

ĊN(Up0,A
E2,...,El

phg (Up0)) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãîm, äëÿ ëþáîãî íà-áîðà âåêòîðíûõ ïîëåé V1, V2, . . . Vm, êàñàþùèõñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Y è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N , ñóùåñòâóþò òàêèå M2, . . . ,Ml,÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C:

|V1V2 . . . Vmf(p)| < C|̺2(p)|−M2 · . . . · |̺l(p)|−Ml|̺1(p)|N+1.Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå X è åãîñòðàòè�èöèðîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå Y = Y1 ∪ . . . ∪ Yr. Ïóñòü
E = (E1, . . . , Er) � íåêîòîðîå èíäåêñíîå ñåìåéñòâî íà Y . Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî òî÷êà p0 ∈ Y ïðèíàäëåæèò ãðàíÿì Y1, Y2 . . . , Yl, è íåïðèíàäëåæèò äðóãèì ãðàíÿì äàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Âûáåðåìëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, x2, . . . , xl, y), òàêóþ, ÷òî Yj, j =
1, 2, . . . , l, çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì xj = 0. Ôóíêöèÿ u, çàäàííàÿ íàìíîãîîáðàçèè X è ãëàäêàÿ íà X \ Y , íàçûâàåòñÿ ïîëèîäíîðîäíîéâ îêðåñòíîñòè Up0

òî÷êè p0 îòíîñèòåëüíî íàáîðà èíäåêñíûõ ìíî-æåñòâ (E1, E2, . . . , El), ò.å. u ∈ A
(E1,E2,...,El)
phg (Up0

), åñëè ñóùåñòâóþòòàêèå ïîëèîäíîðîäíûå �óíêöèè az,k(x2, . . . , xl, y) ∈ A
E2,...,El

phg (Up0),÷òî:
u(x1, x2, . . . , xl, y) ∼

∑

(z,k)∈E1

az,k(x2, . . . , xl, y)x
z
1 lnk |x1|,ãäå çíàê ∼ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ α1, ..., αl, ëþáîãî êîìïàêòà

K, ëþáîãî ÷èñëà β è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N1 íàéäóòñÿ ÷èñëà316



M2, . . . ,Ml, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C = Cα1...αlβN òàêàÿ,÷òî:
∣∣∣∣(x1∂x1

)α1 . . . (xl∂xl
)αl∂βy

(
u(x1, x2, . . . , xl, y)−

∑

(z,k)∈E1 Rez6N

az,k(x2, . . . , xl, y)x
z
1 lnk |x1|

)∣∣∣∣

< C|x2|−M2 · . . . · |xl|−Ml|x1|N1+1, (x, y) ∈ K.Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ïîëèîäíîðîäíîé �óíêöèè íåçàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþùèõ�óíêöèé è íóìåðàöèè ãðàíåé. Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðå-äåëåíèÿ â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò è â òåðìèíàõ îïðåäå-ëÿþùèõ �óíêöèé ýêâèâàëåíòíû.Êëàññ ïîëèîäíîðîäíûõ �óíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè X ñî ñòðà-òè�èöèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì Y îòíîñèòåëüíî èíäåêñíîãîñåìåéñòâà E îáîçíà÷àåòñÿ AE

phg(X, Y ).� 3. Îòíîñèòåëüíûå îòîáðàæåíèÿÂ ýòîì ðàçäåëå ìû äàåì îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî îòîáðà-æåíèÿ ìíîãîîáðàçèé ñ îòìå÷åííûìè ñòðàòè�èöèðîâàííûìè ïîä-ìíîãîîáðàçèÿìè.Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü X, X0 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, Y =
Y1∪ . . . Yr è Y 0 = Y 0

1 ∪ . . . Y 0
r0 � ñòðàòè�èöèðîâàííûå ïîäìíîãîîá-ðàçèÿ ìíîãîîáðàçèé X è X0 ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì ãëàäêîåîòîáðàæåíèå f : X → X0. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òîòî÷êà p0 ∈ X ïðèíàäëåæèò ãðàíÿì Y1, . . . , Yk è íå ïðèíàäëåæèòäðóãèì ãðàíÿì ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y , è òî÷êà f(p0) ∈ X0 ïðèíàäëå-æèò ãðàíÿì Y 0

1 , . . . , Y
0
ℓ è íå ïðèíàäëåæèò äðóãèì ãðàíÿì ïîäìíî-ãîîáðàçèÿ Y 0. Ïóñòü ̺Y1

, . . . , ̺Yk
è ̺Y 0

1
, . . . , ̺Y 0

ℓ
� îïðåäåëÿþùèå�óíêöèè ãðàíåé Y1, . . . , Yk è Y 0

1 , . . . , Y
0
ℓ ñîîòâåòñòâåííî.317



Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì îòîáðàæåíèåì âòî÷êå p0, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Up0
òî÷êè p0 ñïðàâåäëèâîïðåäñòàâëåíèå:

̺Y 0
i
◦ f = ai

k∏

j=1

̺
αij

Yj
,ãäå ai ∈ C∞(Up0

), ai 6= 0, αij ∈ N0; i = 1, . . . , l.Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì îòîáðàæåíèåì, åñ-ëè îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì îòîáðàæåíèåì â êàæäîé òî÷êåäàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.Çàìå÷àíèå. ×èñëà αij çàâèñÿò òîëüêî îò ãðàíåé Y 0
i è Yj è áóäóòîáîçíà÷àòüñÿ êàê ef(Y 0

i , Yj).Ñ�îðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå êîîðäèíàòÎïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü X, X0 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, Y =
Y1∪ . . . Yr è Y 0 = Y 0

1 ∪ . . . Y 0
r0 � ñòðàòè�èöèðîâàííûå ïîäìíîãîîá-ðàçèÿ ìíîãîîáðàçèé X è X0 ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì ãëàäêîåîòîáðàæåíèå f : X → X0. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè,÷òî òî÷êà p0 ∈ X ïðèíàäëåæèò ãðàíÿì Y1, . . . , Yk è íå ïðèíàä-ëåæèò äðóãèì ãðàíÿì ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y , è òî÷êà f(p0) ∈ X0ïðèíàäëåæèò ãðàíÿì Y 0

1 , . . . , Y
0
ℓ è íå ïðèíàäëåæèò äðóãèì ãðà-íÿì ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y 0. Â îêðåñòíîñòè òî÷åê p0, f(p0) çàäàäèìëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò: (x1, . . . , xn); (f1 . . . , fn0) ñîîòâåò-ñòâåííî, òàêèå ÷òî ãðàíè Yj, j = 1, 2, . . . , k, è Y 0

i , i = 1, 2, . . . , l,çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì xj = 0 è fi = 0 ñîîòâåòñòâåííî.Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì îòîáðàæåíèåì âòî÷êå p0, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Up0
òî÷êè p0 äëÿ ëþáî-ãî fi, i = 1, . . . , l ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

fi(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) = ai(x)
k∏

j=1

x
αij

j ,ãäå ai ∈ C∞(Up0
), ai 6= 0, αij ∈ N0; i = 1, . . . , l.318



Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè, ïðèíàäëå-æàùåé Y0 ïðè îòíîñèòåëüíîì îòîáðàæåíèè f , ïðèíàäëåæèò Y .Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî îòîáðàæå-íèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è îïðå-äåëÿþùåé �óíêöèè. Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ îò-íîñèòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò è âòåðìèíàõ îïðåäåëÿþùèõ �óíêöèé ýêâèâàëåíòíû.� 4. Îñíîâíûå òåîðåìûÄàííûé ðàçäåë ñîäåðæèò �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâðàáîòû î ïîäíÿòèè è îïóñêàíèè ïîëèîäíîðîäíûõ �óíêöèé ïðèîòíîñèòåëüíûõ îòîáðàæåíèÿõ.Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü X, X0 � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Ïîäíÿ-òèåì �óíêöèè ϕ íà X ïðè îòîáðàæåíèè f : X → X0 íàçûâàåòñÿ�óíêöèÿ f ∗ϕ íà X0, çàäàâàåìàÿ �îðìóëîé f ∗ϕ = ϕ ◦ f .Çàìå÷àíèå. Åñëè X è X0 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè,è f � ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì, òî ïîäíÿòèå ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈
C∞(X) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé �óíêöèåé íà X0.Òåîðåìà 1. Ïóñòü X, X0 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, Y = Y1 ∪
. . . ∪ Yr è Y 0 = Y 0

1 ∪ . . . ∪ Y 0
r0 � ñòðàòè�èöèðîâàííûå ïîäìíî-ãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèé X è X0 ñîîòâåòñòâåííî, f : X → X0� îòíîñèòåëüíîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈

A
E0

m

phg(X
0, Y 0) � ïîëèîäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ íà X0 ñ èíäåêñíûì ñå-ìåéñòâîì E

0 = (E0
1 , . . . , E

0
r0). Òîãäà f ∗u ∈ A

E

phg(X, Y ), ãäå èíäåêñ-íîå ñåìåéñòâî E = (E1, . . . , Er) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
Ej = {(η + γijz, q) : (z, q) ∈ E0

i , η ∈ N, i = 1, 2, . . . , r0},ãäå j = 1, 2, . . . , r, γij = ef(Y
0
i , Yj).Çàìå÷àíèå. Â äàííîé òåîðåìå ïðèíàäëåæíîñòü �óíêöèè f ∗u ïðî-ñòðàíñòâó C∞(X \ Y ) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîîáðàç ïîäìíîãîîá-ðàçèÿ Y 0 ïðè îòíîñèòåëüíîì îòîáðàæåíèè f ñîäåðæèòñÿ â Y .319



Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü X, X0 � ãëàäêèå êîìïàêòíûå ìíîãî-îáðàçèÿ. Ïóñòü çàäàíî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : X → X0. Îïóñ-êàíèåì îáîáù¼ííîé �óíêöèè u ∈ D′(X) íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííàÿ�óíêöèÿ f∗u ∈ D
′(X0), çàäàâàåìàÿ �îðìóëîé:

〈f∗u, ϕ〉 = 〈u, f ∗ϕ〉, ϕ ∈ C∞(X0).Ëþáàÿ ïîëèîäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ u ∈ A
E

phg(X, Y ) íà X ñ èí-äåêñíûì ñåìåéñòâîì E = (E1, . . . , Er), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ
inf{Re z : (z, q) ∈ Ej, j = 1, 2, . . . , r} > −1, (1)ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé �óíêöèåé íàX è ïîòîìó îïðåäåëÿåò ýëåìåíòïðîñòðàíñòâà D

′(X). Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî åå îïóñêàíèå f∗u ∈
D′(X0) ïðè ëþáîì ãëàäêîì îòîáðàæåíèè f : X → X0.Òåîðåìà 2. Ïóñòü X, X0 � ãëàäêèå êîìïàêòíûå ìíîãîîáðà-çèÿ, Y = Y1 ∪ . . . ∪ Yr è Y 0 = Y 0

1 ∪ . . . ∪ Y 0
r0 � ñòðàòè�èöèðî-âàííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèé X è X0 ñîîòâåòñòâåííî,

f : X → X0 � îòíîñèòåëüíîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f íà X \ Y ÿâëÿåòñÿ ðàñ-ñëîåíèåì íàä X0 \ Y 0. Ïóñòü u ∈ AE

phg(X, Y ) � ïîëèîäíîðîäíàÿ�óíêöèÿ íà X ñ èíäåêñíûì ñåìåéñòâîì E = (E1, . . . , Er), óäîâëå-òâîðÿþùèì óñëîâèþ (1). Òîãäà f∗u ∈ AE
0

phg(X
0, Y 0), ãäå èíäåêñíîåñåìåéñòâî E0 = (E0

1 , . . . , E
0
r0) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

E0
i = {(z/γij, q) : (z, q) ∈ Ej, j = 1, 2, . . . , r},ãäå i = 1, 2, . . . , r0, γij = ef(Y

0
i , Yj).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Melrose R. B. The Atiyah-Patodi-Singer index theorem. ResearhNotes in Mathematis, 4. A K Peters, Ltd., Wellesley, MA, 1993[2℄ Grieser D. Basis of the b-alulus. Approahes to singularanalysis (Berlin, 1999), 30-84, Oper. Theory Adv. Appl., 125,Birkhauser, Basel, 2001. 320



ÓÄÊ 519.2ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÎÅ 3D-ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ(ÍÀ Ï�ÈÌÅ�Å ÇÄÀÍÈß ÍÔ ÁÀØ�Ó)À.Â. Ïûæüÿíîâ, È.À. Øàãàïîâ,(Íå�òåêàìñê, ÍÔ Áàø�Ó)�àçâèòèå èãðîâîé èíäóñòðèè â ïîñëåäíåå âðåìÿ èäåò ñ âñ¼ íà-ðàñòàþùåé ñêîðîñòüþ è âîçìîæíîñòè, êîòîðûå äàþò ñîâðåìåííûåèãðîâûå ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþò èçîáðàæàòü ðåàëüíûå îáúåêòûñ ïî÷òè êèíåìàòîãðà�è÷åñêèì êà÷åñòâîì. Ôèçèêà, èçîáðàæåíèå,ý��åêòû � ýòî òå ñîñòàâëÿþùèå, êîòîðûå ïîìîãàþò ïðîíèêíóòüñÿâ àòìîñ�åðó ïðîèñõîäÿùåãî, ïîãðóæàþò ÷åëîâåêà â ìèð, ñîçäàí-íûé ðóêàìè ÷åëîâåêà.Áëàãîäàðÿ �àíòàçèè ðàçðàáîò÷èêîâ ìû, áóäó÷è äîìà, ìîæåìïðîéòèñü ïî ïëÿæàì çàòåðÿííûõ îñòðîâîâ, ïîáåãàòü ïî ñóãðîáàìäàëåêèõ ìèðîâ, ëåòàòü íà êîñìè÷åñêèõ êîðàáëÿõ.Êàê ñëåäñòâèå ïîñëå òàêèõ ïðîãóëîê ïî âûìûøëåííûì ìåñòàìáîëüøèíñòâó èãðîêîâ õî÷åòñÿ î÷óòèòüñÿ â ìåñòàõ çíàêîìûõ èìî÷åíü äàâíî, òî åñòü ñäåëàòü òî, ÷òî îíè ïûòàëèñü ñäåëàòü â äåò-ñòâå. Ñåãîäíÿ òàêèå æåëàíèÿ âïîëíå ¾âûïîëíèìû¿. Îäíèì èç òà-êèõ âîçìîæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ êîìïüþòåðíîå 3D-ìîäåëèðîâàíèå, ÷å-ìó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.Â êà÷åñòâå îáúåêòà ìîäåëèðîâàíèÿ áûëî âûáðàíî çäàíèå âòî-ðîãî êîðïóñà ÍÔ Áàø�Ó, ìûñëè î ¾âîññîçäàíèè¿ êîòîðîãî âèòà-ëè äàâíî. Èçíà÷àëüíûå èäåè áàçèðîâàëèñü íà ñîçäàíèè ìîäåëè â3dsMax. Íî èç-çà áîëüøîé ¾òðåáîâàòåëüíîñòè¿ ýòîé ïðîãðàììû èîòñóòñòâèè ïðÿìîé âîçìîæíîñòè ¾ïðîéòèñü¿ ïî ãîòîâîìó îáúåêòóâûáîð ÏÎ ïàë íà ¾Unreal Level Editor¿. Äàííàÿ ïðîãðàììà íàïðÿ-ìóþ îðèåíòèðîâàíà íà çàäà÷è òàêîãî òèïà, ïðè÷åì îíà ïîçâîëÿåòèñïîëüçîâàòü îáúåêòû, ðàçðàáîòàííûå â 3dsMax è ïðîãðàììèðî-âàòü èõ. 321



UnrealEd (Unreal Editor, UEd) �- ðåäàêòîð óðîâíåé è äðóãèõðåñóðñîâ äëÿ èãð íà èãðîâîì äâèæêå Unreal Engine, êîòîðûé ïðàê-òè÷åñêè âñåãäà èäåò â ïîñòàâêå ñ ñàìîé èãðîé (ðåäàêòîð ìîãóòíàçâàòü èíà÷å, íàïðèìåð Rune Editor äëÿ èãðû Rune, íî ýòî âñåðàâíî ìîäè�èöèðîâàííûé Unreal Editor). �åäàêòîð ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé åäèíîå ïðèëîæåíèå äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ óðîâíåé èãðûè âñåãî ñ íèìè ñâÿçàííîãî, íàïðèìåð, ñîçäàíèÿ ñêðèïòîâûõ ñöåí,èìïîðò ðåñóðñîâ èç ñòîðîííèõ ïðèëîæåíèé è òàê äàëåå. Âñ¼, ÷òîíóæíî äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëíîöåííîãî óðîâíÿ, åñòü â ðåäàêòîðå, íè-êàêèå äîïîëíèòåëüíûå óòèëèòû íå òðåáóþòñÿ.Äëÿ ñîçäàíèÿ óðîâíåé èñïîëüçóåòñÿ CSG è ñîçäàâàåìîå íà åãîîñíîâå BSP-äåðåâî, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ äâèæêàõ, íî îíî ïðè-ìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî èçíà÷àëüíî âåñü óðîâåíü çàïîëíåí ìàòåðèé,è ñîçäàòåëü óðîâíÿ âûðåçàåò â íåì ¾êîìíàòû¿.

�èñ.1 Îêíî ðåäàêòîðà Unreal Level Editor 3.0Ýòî ñèëüíî óïðîùàåò ñîçäàíèå çàêðûòûõ óðîâíåé, ïîñêîëüêó äëÿñîçäàíèÿ ïðîñòîé êîìíàòû äîñòàòî÷íî âûðåçàòü êóá, à íå äåëàòü322



ñòåíû, ïîë è ïîòîëîê ïî îòäåëüíîñòè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè, ìîæíîâûðåçàòü îãðîìíûé êóá è ñäåëàòü òàê, ÷òîáû íà åãî ñòåíû ïðî-åöèðîâàëàñü òåêñòóðà íåáà (ò. í. ñêàéáîêñ).Íà íà÷àëüíîì ýòàïå áûëà ïðîâåäåíà áîëüøàÿ ðàáîòà ïî ¾èçó-÷åíèþ îáúåêòà¿, â ÷àñòíîñòè, ¾ñíÿòû¿ âñå ìåòðè÷åñêèå äàííûå,ñîñòàâëåíà ïîäðîáíàÿ êàðòà, ðàçðàáîòàíà òåêñòóðà è ò.ä. Çàòåìíà îñíîâå ñîáðàííûõ äàííûõ ïîýòàïíî áûë ïîñòðîåí ñàì îáúåêò.Ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòà Subtrat âûðåçàþòñÿ ïåðâûå ¾êîìíà-òû¿, ñ êîòîðûõ ïðîùå âñåãî ïðîäîëæàòü ïîñòðîéêó îñòàëüíîãîçäàíèÿ.

�èñ.2 Ïîñòðîåíèå ïåðâîãî ýòàæàÍà äàííîì ýòàïå ïîñòðîåíû âñå íåîáõîäèìûå êîìíàòû ïåðâîãîýòàæà, âûðåçàíû äâåðíûå è îêîííûå ïðîåìû, ëåñòíè÷íûå ïðîëåòûíà îáîèõ êîíöàõ.Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ âòîðîé ýòàæ. Äàëåå ñòðîèòñÿ (âûðåçàåò-ñÿ) âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî âîêðóã çäàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî êàê ñàìîçäàíèå, òàê è âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî íóæäàåòñÿ â ¾ðàññòàíîâêå¿323



ìåáåëè, ¾ïîñàäêå¿ äåðåâüåâ è ò.ä.

�èñ.3 Ïîñòðîåíèå âòîðîãî ýòàæà

�èñ.4 Çäàíèå áåç òåêñòóðû324



Ñîçäàåòñÿ óçíàâàåìûé âèä çäàíèÿ ÍÔ Áàø�Ó.

�èñ.5 Òåêñòóðèðîâàíèå ïîëèãîíîâ

�èñ.6 Ìîäåëü ïîñòðîåíà325



Â ïîñòðîåííîé ìîäåëè ðåàëèçîâàíû âñå îñíîâíûå àòðèáóòû çäà-íèÿ, âêëþ÷àÿ: òåêñòóðó, ïðîçðà÷íîñòü îêîí, ìåáåëü, âíåøíèé ïåé-çàæ. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, îíè ïîëó÷èëèñü ðåàëèñòè÷íûìè è óçíà-âàåìûìè.Ïîëüçîâàòåëü äàííîé ìîäåëè ¾âèäèò¿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ¾3D-íàáëþäàòåëÿ¿, ïðè÷åì ýòîò íàáëþäàòåëü ïîä÷èíÿåòñÿ îñíîâíûì�èçè÷åñêèì çàêîíàì (ãðàâèòàöèè, èíåðöèè è ò.ä.).Îñíîâíûì ïîêàçàòåëåì äàííîãî ïðîäóêòà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-íîñòü ¾ïðîãóëêè¿ ïî âñåì ýòàæàì, àóäèòîðèÿì äàííîãî çäàíèÿ.Ïðèëîæåíèÿ.Ïî íàøåìó ìíåíèþ ïðîäóêòû äàííîãî òèïà ìîæíî èñïîëüçîâàòüâ ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:à) èñïîëüçîâàòü âìåñòî êëàññè÷åñêèõ ïëîñêèõ êàðò, âåäü çäåñüîáúåêò ìîæíî âèäåòü öåëèêîì, ïî÷òè êàê åñòü;á) åùå äî ðåàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ îáúåêò ìîæíî ñêîíñòðóèðî-âàòü, òåêñòóðèðîâàòü, ðàññòàâèòü íåîáõîäèìûå ïðåäìåòû è îöå-íèòü ðåçóëüòàòû;â) èçó÷àòü îáúåêò âèðòóàëüíî, íà íåì ðàçðàáàòûâàòü ðàçëè÷-íûå ìàðøðóòû ïåðåäâèæåíèÿ, ïðîèãðûâàòü ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè,ñòðîèòü ñöåíàðèè è ðåïåòèðîâàòü èõ (íàïðèìåð, ñîòðóäíèêàìèÌÂÄ, Ì×Ñ).ã) âîññòàíîâëåíèå îáúåêòà (óæå íåñóùåñòâóþùåãî) ïî èìåþ-ùåéñÿ î íåì èí�îðìàöèè (âîçìîæíî, íåïîëíîé).
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ÓÄÊ 532.546; 533.15ÂËÈßÍÈÅ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÇÀÊ�ÅÏËÅÍÈÉ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉÎÁÎËÎ×ÊÈ ÍÀ ÑÏÅÊÒ� ×ÀÑÒÎÒ ÅÅÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉÑà�èíà �. Ô. (ÍÔ Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÊðóãîâûå öèëèíäðè÷åñêèå îáîëî÷êè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìèñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, øèðîêî èñïîëüçóåìûõ â òåõíèêå.Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñïåêòðà ÷àñòîò îñåñèììåòðè÷íûõêîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè îò êîý��èöèåíòîâ îò-íîñèòåëüíîé æåñòêîñòè åå óïðóãèõ çàêðåïëåíèé ÿâëÿåòñÿ àê-òóàëüíûì â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèé çàäà÷ àêóñòè÷åñêîéäèàãíîñòèêè òðóáîïðîâîäîâ, âèáðîçàùèòû òîïëèâíûõ ñèñòåì, àòàêæå ïðîáëåìû ñîõðàíåíèÿ áåçîïàñíîãî ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáà-íèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ èõ çàêðåï-ëåíèé.Âëèÿíèå ðÿäà êðàåâûõ óñëîâèé íà âåëè÷èíû ñîáñòâåííûõ çíà-÷åíèé çàäà÷è îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêèõ îáî-ëî÷åê ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [1℄; îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü - çàâèñè-ìîñòü êðàåâûõ óñëîâèé îò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èññëåäîâàíà â ðàáî-òàõ [2,3℄. Â ïðîäîëæåíèè èññëåäîâàíèé óêàçàííûõ ðàáîò, â äàííîéðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå óïðóãèõ çàêðåïëåíèé öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû åå îñåñèììåòðè÷íûõêîëåáàíèé è îïðåäåëÿþòñÿ çàêðåïëåíèÿ îáîëî÷êè, ñîõðàíÿþùèåçàäàííûé äèàïàçîí ÷àñòîò åå êîëåáàíèé.� 1. Ïðÿìàÿ çàäà÷àÄè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèéêðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè èçâåñòíî [1℄ è èìååò âèä:
yIV (x) − λ4 y(x) = 0. (1)327



Çäåñü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è, çàâèñÿùåå îò ÷àñòîòûñâîáîäíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ω [1℄:
λ4 = ω2ρ h

D
− E h

DR2
,

R,D - ðàäèóñ, öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü,E, ρ - ìîäóëü óïðóãîñòèè ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, h - òîëùèíà îáîëî÷êè ñ ó÷åòîì êàðêàñà.Äëÿ îáîëî÷êè, ñâîáîäíî îïåðòîé íà óïðóãèå â ñâîèõ ïëîñêîñòÿõè àáñîëþòíî ïîäàòëèâûå âäîëü îñè îáîëî÷êè êðóãîâûå ðåáðà, èìå-åì ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ
U1 = y′′(0) = 0; U2 = y′′′(0) +B0 l

−3 y(0) = 0;
U3 = y′′(l) = 0; U4 = y′′′(l) −Bl l

−3 y(l) = 0,
(2)ãäå B � îòíîñèòåëüíàÿ æåñòêîñòü ðåáåð, ïðè÷åì â ñå÷åíèè x = 0èìååì B0, â ñå÷åíèè x = l � Bl.Ïîñêîëüêó λ4 > 0, òî ïðè äâóõ ìíèìûõ è äâóõ äåéñòâèòåëüíûõêîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y(x) = C1 ch λx + C2 cosλx+ C3 shλx + C4 sinλx, (3)ãäå Ci � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò êðàåâûõ óñëî-âèé.Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (3) â êðàåâûå óñëîâèÿ (2) ïîëó÷èì ñèñòåìóîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ïðèðàâíèâàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäå-ëèòåëü êîòîðîé èìååì ñëåäóþùåå ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå
α6(1 − ch α cos α) + α3(B0 +Bl)(sh α cos α− ch α sin α)+

+2B0Bl sh α sin α = 0. (4)Çäåñü α = λ l � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé îò âèäà ðåøå-íèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé. Èç óðàâ-íåíèÿ (4) ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòîâ B0 è Blîòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè óïðóãèõ çàêðåïëåíèé îáîëî÷êè ìîæíîîïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò åå îñåñèììåòðè÷íûõ êî-ëåáàíèé. 328



� 2. Âëèÿíèå êîý��èöèåíòîâ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòèóïðóãèõ çàêðåïëåíèé îáîëî÷êè íà ñïåêòð ÷àñòîò ååêîëåáàíèéÈññëåäóåì çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îñåñèììåòðè÷íûõêîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè îò êîý��èöèåíòîâ êðàåâûõóñëîâèé. Áóäåì ìåíÿòü çíà÷åíèÿ B0 è Bl îòíîñèòåëüíûõ æåñòêî-ñòåé óïðóãèõ çàêðåïëåíèé òðóáû è âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèåýòèì çàêðåïëåíèÿì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk ñïåêòðàëüíîé çàäà-÷è.Ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñ äè��åðåíöèàëüíûìóðàâíåíèåì (1) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) óñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè-÷åíèå êîý��èöèåíòîâ B0 è Bl îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè êðàåâûõðåáåð îáîëî÷êè âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò åå îñå-ñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé.Ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk ïðè óâåëè÷å-íèè êîý��èöèåíòà îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè çàêðåïëåíèÿ íà îä-íîì êîíöå òðóáû è �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà íàäðóãîì åãî êîíöå. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 1(à) äëÿ çàäà÷è (1),(2) ðàññìîòðåíû çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1 êîëåáàíèéîáîëî÷êè îò êîý��èöèåíòà Bl ïðè �èêñèðîâàííîì êîý��èöèåíòå
B0 = 1 êðàåâûõ óñëîâèé. Íà ðèñóíêå 1(á) ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòüïîêàçàíà äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ2.Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû ïðè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåò-ðàõ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Óâåëè÷åíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λ1 è λ2 âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
ω1 è ω2 ñïåêòðà îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè.Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå èçìåíåíèå êàñàåòñÿ âñåãî ñïåêòðà ÷àñòîòêîëåáàíèé òðóáû. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, íàïðèìåð, ïåðâûõ ïÿ-òè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (2) ïðè ðàç-ëè÷íûõ êîý��èöèåíòàõ Bl îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè óïðóãîãî çà-êðåïëåíèÿ íà êîíöå x = l îáîëî÷êè ïðè �èêñèðîâàííîì êîý��è-öèåíòå B0 = 1 íà êîíöå x = 0, ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.329



�èñ. 1: Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1 (à) , ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ2 (á)çàäà÷è (1), (2) îò êîý��èöèåíòà Bl (ïðè B0 = 1) êðàåâûõ óñëîâèéÒàáëèöà 1: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé λk (k1, 2, 3, 4, 5) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (2) îòêîý��èöèåíòà Bl (ïðè B0 = 1) êðàåâûõ óñëîâèé
λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

B0 = 1, Bl = 1 1,5641 4,7488 7,8573 10,9971 14,1378
B0 = 1, Bl = 2 1,7501 4,7583 7,8594 10,9978 14,1379
B0 = 1, Bl = 5 2,1249 4,7869 7,8656 11,0001 14,1392
B0 = 1, Bl = 7 2,2908 4,8062 7,8698 11,0016 14,1400
B0 = 1, Bl = 10 2,4779 4,8355 7,8769 11,0039 14,1410
B0 = 1, Bl = 20 2,8661 4,9348 7,8975 11,0115 14,1446
B0 = 1, Bl = 30 3,0903 5,0347 7,9194 11,0192 14,1482Àíàëîãè÷íóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷èíàìè îòíîñèòåëüíîéæåñòêîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñïåê-òðàëüíîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè îäíîâðåìåííîì èçìåíåíèèêîý��èöèåíîâ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè êðàåâûõ ðåáåð îáîëî÷êè.Íà ðèñóíêàõ 2(à) è 2(á) ïîêàçàíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòåé çíà÷åíèéñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1 è ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1 ðàññìàòðè-âàåìîé çàäà÷è îò îäíîâðåìåííî ìåíÿþùèõñÿ çíà÷åíèé êîý��èöè-åíòîâ B0 è Bl êðàåâûõ óñëîâèé.Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ïÿòè ñîáñòâåííûõ çíà-÷åíèé λk (k = 1, 2, 3, 4, 5) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (2) îò êîý�-330



�èñ. 2: Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1 (à), ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ2 (á)çàäà÷è 1), (2) îò êîý��èöèåíòîâ B0 è Bl êðàåâûõ óñëîâèé�èöèåíòà Bl (ïðè B0 = 1) êðàåâûõ óñëîâèé.Òàáëèöà 2: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé λk (k = 1, 2, 3, 4, 5) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (2)îò êîý��èöèåíòîâ B0 è Bl êðàåâûõ óñëîâèé
λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

B0 = 2, Bl = 2 1,8589 4,7676 7,8614 10,9986 14,1385
B0 = 3, Bl = 3 2,0560 4,7862 7,8656 11,0001 14,1392
B0 = 5, Bl = 5 2,0560 4,8231 7,8739 11,0031 14,1407
B0 = 7, Bl = 7 2,5351 4,8596 7,8822 11,0061 14,1421
B0 = 10, Bl = 10 2,7666 4,9133 7,8946 11,0107 14,1442
B0 = 20, Bl = 20 2,8961 5,0004 7,9155 11,0182 14,1478
B0 = 30, Bl = 30 3,0846 5,0842 7,9365 11,0258 14,1513Òàêèì îáðàçîì, ïî ðåøåíèÿì ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷èóñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå êîý��èöèåíòîâ îòíîñèòåëüíîé æåñò-êîñòè óïðóãèõ çàêðåïëåíèé êðàåâ îáîëî÷êè âåäåò ê ñîáñòâåííûõ÷àñòîò ñïåêòðà îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ âàæíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîõðà-íåíèÿ çàäàííîãî äèàïàçîíà ÷àñòîò êîëåáàíèé îáîëî÷êè. Ïîñëåä-íÿÿ æå ïðîáëåìà ðàçðåøèìà ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ê äàí-íîé ïðÿìîé çàäà÷å.� 1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ñîõðàíåíèå ñïåêòðà ÷àñòîòêîëåáàíèé îáîëî÷êè331



Ïîñòàâèì ê ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å îáðàòíóþ:ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì ñâîáîäíûõ îñåñèììåòðè÷íûõêîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íàéòè îòíîñèòåëüíûåæåñòêîñòè óïðóãèõ çàêðåïëåíèé, ñîõðàíÿþùèõ çàäàííûé äèàïà-çîí ÷àñòîò åå êîëåáàíèé.�åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ðàññìîòðåíî íàìè â ðàáîòàõ [2, 3℄, âêîòîðûõ äîêàçàíà òåîðåìà î äâîéñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ êîý��è-öèåíòîâ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè óïðóãèõ çàêðåïëåíèé îáîëî÷-êè è ðàññìîòðåí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷èïî äâóì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé îáîëî÷êè. Íî ðàññìîòðåííûé ìåòîäíå ó÷èòûâàë âîçìîæíîñòü àáñîëþòíî æåñòêèõ çàêðåïëåíèé êðàåâîáîëî÷êè.Â äàííîé ñòàòüå ïðèâåäåì áîëåå îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàò-íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, êîòîðûé ó÷èòûâàåò è àáñîëþòíî æåñò-êèå çàêðåïëåíèÿ òðóáû, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà 0 6 B0,l 6 ∞. Êðàåâûåóñëîâèÿ (2) çàäà÷è (1) ïðåäñòàâèì â âèäå:
U1(x) = y′′(0) = 0; U2(x) = a1 y

′′′(0) + a0 y(0) = 0;

U3(x) = y′′(l) = 0; U4(x) = b1 y
′′′(l) − b0 y(l) = 0.

(5)Çäåñü
B0 l

−3 = a0 a
−1
1 , B1 l

−3 = b0 b
−1
1 . (6)Ïðè àáñîëþòíî æåñòêîì çàêðåïëåíèè ðåáåð îáîëî÷êè â êðàåâûõóñëîâèÿõ (2) îñòàþòñÿ òîëüêî âòîðûå ñëàãàåìûå. Ýòîìó æå ñîîò-âåòñòâóåò ñëó÷àé a1 = 0, b1 = 0 â êðàåâûõ óñëîâèÿõ (5).Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîý��èöèåíòîâ �îðì

U2(x) è U4(x) êðàåâûõ óñëîâèé (5), ÷åðåç A =

∥∥∥∥
a0 a1 0 0
0 0 −b0 b1

∥∥∥∥ ,à ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç i-ãî è j-ãî ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû, �÷åðåçMij (i = 1, 2, 3; j = 2, 3, 4.). Òîãäà îòûñêàíèå êðàåâûõ óñëî-âèé ðàâíîñèëüíî íàõîæäåíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè 〈a, b〉, ïîñòðî-åííîé íà âåêòîðàõ
a = (a0, a1, 0, 0)T , b = (0, 0, −b0, b1)T .332



Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèèìàòðèöû A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿïîëó÷èì ñëåäóþùåå ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå
M13 f1(λj) + (M14 −M23) f2(λj) +M24 f3(λj) = 0, (j = 1, 2), (7)â êîòîðîì

f1(λj) = 2 sh λ l sinλ l;

f2(λj) = λ3 (ch λ l sinλ l − sh λ l cosλ l);
f3(λj) = λ6 (ch λ l cosλ l − 1).�àññìîòðèì λ1 è λ2 � äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è (1), (5). Òîãäà ðàâåíñòâà (7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìóäâóõ óðàâíåíèé îò òðåõ íåèçâåñòíûõ M13, (M14 −M23), M24. Åñëèðàíã ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) ðàâåí äâóì, òî ñèñòåìà èìååò åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Îïðå-äåëèâ âñå íåèçâåñòíûå ìèíîðû Mij, ìîæíî íàéòè ìàòðèöó A ñòî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö, ò.å. âîññòàíîâèòüêðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è (5).Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå (äëÿ îïðåäåëåííî-ñòè ïðèìåì, ÷òî l = 1). Èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è(1), (5): λ1 = 3, 14, λ2 = 6, 28. Ñèñòåìà (7) ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ λjèìååò ðåøåíèå:

M13 = 0, 323 · 1011K; M24 = 0, 004K; M14 −M23 = K.Ïîñêîëüêó M14 −M23 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, à M13çíà÷èòåëüíî áîëüøå (íà ìíîæèòåëü 1011) îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ,òî ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M13 = 1,
M24 = 0, M14 −M23 = 0. Ìàòðèöà A â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä:

A =

∥∥∥∥
1 0 0 0
0 0 −1 0

∥∥∥∥ .333



Çíà÷èò, êîý��èöèåíòû îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè óïðóãèõ êðàå-âûõ ðåáåð òðóáîïðîâîäà ñëåäóþùèå: B0 = ∞ è Bl = ∞. Ñíîâàçàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíûå æåñòêîñòè óïðóãèõ êðàåâûõ ðåáåðîïðåäåëåíû âåðíî. ×èñëà λ1 è λ2 , ðàññìîòðåííûå â ïðèìåðå, ñîâ-ïàäàþò ñ ïåðâûìè äâóìÿ êîðíÿìè ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ (7) ïðèçíà÷åíèÿõ M13 = 1, M14 = 0, M23 = 0, M24 = 0. Ýòîò ïðèìåðïîêàçûâàåò, ÷òî, çíàÿ ïåðâûå äâå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû îñåñèì-ìåòðè÷íûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà, ïî ðàññìîòðåííîìó ìåòîäóìîæíî îïðåäåëèòü è àáñîëþòíî æåñòêîå åãî çàêðåïëåíèå.Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è ñîõðàíåíèÿ çàäàííîãîáåçîïàñíîãî ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáàíèé îáîëî÷êè ñ ïîìîùüþ ñî-îòâåòñòâóþùèõ èçìåíåíèé â êîý��èöèåíòàõ îòíîñèòåëüíîé æåñò-êîñòè åå óïðóãèõ çàêðåïëåíèé. Ïîëó÷åííû àíàëèòè÷åñêèå �îðìó-ëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ óïðóãèõ çàêðåïëåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþòîïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ B0 è Bl, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîõðàíåíèÿ çàäàí-íîãî ñïåêòðà ÷àñòîò îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè. Ïîêà-çàíî, ÷òî ïðè óñèëåíèè çàêðåïëåíèÿ íà îäíîì èç êîíöîâ îáîëî÷êèíåîáõîäèìî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îñëàáèòü çàêðåïëåíèå íàäðóãîì åå êîíöå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïåêòð ÷àñòîò îñòàëñÿ ïðåæíèì.Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâóïðóãèõ çàêðåïëåíèé îáîëî÷êè íà ñïåêòð ÷àñòîò åå îñåñèììåòðè÷-íûõ êîëåáàíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå êîý��èöèåíòîâ îòíî-ñèòåëüíîé æåñòêîñòè óïðóãèõ êðàåâûõ ðåáåð âåäåò ê óâåëè÷åíèþçíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è è ê óâåëè÷åíèþ ñïåêòðà ñîáñòâåí-íûõ ÷àñòîò.�àçðàáîòàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèéöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì åå îñå-ñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ è ñëó÷àé àáñîëþò-íî æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ êðàåâûõ ðåáåð. Ïîñòðîåííûé àëãîðèòìðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ334



óïðóãèõ çàêðåïëåíèé îáåñïå÷èâàòü çàäàííûé äèàïàçîí ÷àñòîò êî-ëåáàíèé îáîëî÷êè. Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü òàêæå ïðè-ìåíåí äëÿ äèàãíîñòèêè íåäîñòóïíûõ äëÿ âèçóàëüíîãî îñìîòðà çà-êðåïëåíèé ýëåìåíòîâ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è ñòðîèòåëüíûõ êîí-ñòðóêöèé, ñîñòàâëÿþùè ìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûå öèëèí-äðè÷åñêèå îáîëî÷êè. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àíòîíåíêî Ý.Â. ×àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ãëàäêèõ ïîä-êðåïëåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ óïðóãî ïîäêðåïëåí-íûìè êðàÿìè // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1989. Ò 25, Âûï.8. �C.122-126.[2℄ Àõòÿìîâ À.Ì., Ñà�èíà �.Ô. Äèàãíîñòèðîâàíèå îòíîñèòåëü-íîé æåñòêîñòè óïðóãèõ êðàåâûõ ðåáåð öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè // Òåõíè÷åñêàÿ àêóñòèêà. 2004. � 19. � Ñ.1�8.[3℄ Ñà�èíà �.Ô. Äèàãíîñòèðîâàíèå îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòèóïðóãèõ êðàåâûõ ðåáåð öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïî äâóì÷àñòîòàì åå îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé // Òðóäû IV ðå-ãèîíàëüíîé øêîëû-êîí�åðåíöèè äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòèêå è �èçèêå. Ó�à � 2004. �C.173�182.
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ÓÄÊ 532.546; 533.15ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÎÒ Ê�ÓÒÈËÜÍÛÕÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÇÓÁ×ÀÒÛÌÈ ÏÅ�ÅÄÀ×ÀÌÈÑà�èíà �. Ô., Çàðèïîâ �. �.(Íå�òåêàìñê, ÍÔ Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÑîâðåìåííûå ìåõàíèçìû è ìàøèíû òðóäíî ïðåäñòàâèòü áåççóá÷àòûõ ïåðåäà÷, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èõ âàæíåéøèìè ýëåìåíòà-ìè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ñêîðîñòÿõ âðàùàþ-ùèåñÿ ñèñòåìû ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè ñòàíîâÿòñÿ äèíàìè÷åñêèíåóñòîé÷èâûìè è âîçìîæíî ïîÿâëåíèå áîëüøèõ êîëåáàíèé.Çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â äàííîé ðàáîòå, îòíîñèòñÿ ê ïðÿìûìñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì. Èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáàíèéëþáîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû âàæíî äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-äà÷è ñîõðàíåíèÿ áåçîïàñíîãî ñïåêòðà ÷àñòîò ïðè èçìåíåíèÿõ ïà-ðàìåòðîâ ñèñòåìû. Êîëåáàíèÿì ñèñòåì ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìèïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, â òîì ÷èñëå [1-3℄. Â îòëè÷èå îò íèõ âïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëå-íèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñèñòåì ñ òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ çóá÷àòûìèïåðåäà÷àìè è èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ñèñòåì íà ñïåêòð÷àñòîò èõ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé.Çóá÷àòûå ïåðåäà÷è ðàçäåëÿþò ïî âçàèìíîìó ðàñïîëîæåíèþîñåé íà ïåðåäà÷è: ñ ïàðàëëåëüíûìè îñÿìè � öèëèíäðè÷åñêèå,ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îñÿìè � êîíè÷åñêèå, öèëèíäðîêîíè÷åñêèå èïëîñêîöèëèíäðè÷åñêèå; ñ ïåðåêðåùèâàþùèìèñÿ îñÿìè � çóá÷àòî-âèíòîâûå. Íà ðèñóíêå 1, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíà çóá÷àòàÿ ïåðå-äà÷à: à) ïðÿìîçóáàÿ; á) êîñîçóáàÿ; â) øåâðîííàÿ; ã) êîíè÷åñêàÿ; ä)ñ êðóãîâûì çóáîì; å) ñ âíóòðåííèì çàöåïëåíèåì. Â äàííîé ðàáîòåðàññìîòðåíû çóá÷àòûå ïåðåäà÷è ñ öèëèíäðè÷åñêèìè êîë¼ñàìè.336



�èñ. 1: Âèäû çóá÷àòûõ ïåðåäà÷Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñèñòåì ñ çóá÷àòûìèïåðåäà÷àìè�àññìîòðèì ñèñòåìó ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè. Ïóñòü óãëû ïî-âîðîòà âàëà â ìåñòàõ íàñàäêè øåñòåð¼í áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ϕ1,
ϕ2, ..., ϕn. Æåñòêîñòè ó÷àñòêîâ âàëà, êîòîðûå ìîãóò âûçâàòü óãîëçàêðó÷èâàíèÿ äàííîãî ó÷àñòêà ðàâíûé îäíîìó ðàäèàíó, îáîçíà-÷èì: k1, k2, ..., kn−1. Ìîìåíòû èíåðöèè øåñòåð¼í îáîçíà÷èì I1, I2,..., In.Ïîñòàâèì ïðÿìóþ çàäà÷ó: îïðåäåëèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòûêðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè, ñîñòî-ÿùåãî èç n (n=1, 2, 3, 4,. . . ) øåñòåðåí ñ èçâåñòíûìè ìîìåíòàìèèíåðöèè ìàññ, óêðåïëåííûõ íà ñòàëüíîì âàëó ñ èçâåñòíûìè æåñò-êîñòÿìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òà-êîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèìåíèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, êîòî-ðûå èìåþò âèä [1℄:

d

dt
(
dT

ϕ′
i

) − dT

dϕi
+
dV

dϕi
= 0,ãäå T , V �êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ñèñòåìû.Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ñâîäÿòñÿ ê ñèñòå-ìå n-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ìåõà-337



�èñ. 2: Ñèñòåìû ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìèíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ëþáûì ÷èñëîì øåñòåðåí. Â ðàáîòå ðàññìîò-ðåíû ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû ñ òðåìÿ (ðèñóíîê 2(à)) è ÷åòûðüìÿçóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè (ðèñóíîê 2 (á)).Äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ øåñòåðíÿìè äè��åðåíöè-àëüíûå óðàâíåíèÿ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ïðèìóò âèä:




I1
d2ϕ1

dt2 + k1(ϕ1 − ϕ2) = 0;

I2
d2ϕ2

dt2 − k1(ϕ1 − ϕ2) + k2(ϕ2 − ϕ3) = 0;

I3
d2ϕ3

dt2
− k2(ϕ2 − ϕ3) + k3(ϕ3 − ϕ4) = 0.

(1)Çäåñü I1, I2, I3 � ìîìåíòû èíåðöèè øåñòåð¼í, k1, k2 � æåñòêîñòèó÷àñòêîâ âàëà íà êðó÷åíèè. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ
ϕ1 = M1 sin(pt+ α),

ϕ2 = M2 sin(pt+ α),
ϕ3 = M3 sin(pt+ α)â ñèñòåìó (1), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé





I1M1p
2 − k1(M1 −M2) = 0,

I2M2p
2 + k1(M1 −M2) + k2(M2 −M3) = 0,

I3M3p
2 + k2(M2 −M3) = 0,ãäå M1, M2, M3 � àìïëèòóäû êîëåáàíèé, pk �ñîáñòâåííûå ÷àñòî-òû êîëåáàíèé.Ïîñòåïåííî èñêëþ÷àÿ àìïëèòóäû èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû óðàâ-íåíèé, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå äëÿ ìåõàíè÷å-338



ñêîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè
p4 −

(
k1
I1 + I2
I1I2

+ k2
I2 + I3
I2I3

)
p2 + k1k2

I1 + I2 + I3
I1I2I3

= 0. (2)Êîðíè óðàâíåíèÿ (2) è ñîîòâåòñòâóþò äâóì ãëàâíûì âèäàì êî-ëåáàíèé: íèçøåìó, èìåþùåìó îäèí óçåë êîëåáàíèé (äâå ñîñåäíèåøåñòåðíè âðàùàþòñÿ â îäíó ñòîðîíó), è âûñøåìó, èìåþùåìó äâàóçëà êîëåáàíèÿ (êðàéíèå øåñòåðíè âðàùàþòñÿ â îäíó ñòîðîíó).�àññìîòðåíû òàêæå êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñè-ñòåìû ñ ÷åòûðüìÿ øåñòåðíÿìè. Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé äëÿ òàêîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèìåò âèä




I1
d2ϕ1

dt2 + k1(ϕ1 − ϕ2) = 0;

I2
d2ϕ2

dt2 − k1(ϕ1 − ϕ2) + k2(ϕ2 − ϕ3) = 0;

I3
d2ϕ3

dt2
− k2(ϕ2 − ϕ3) + k3(ϕ3 − ϕ4) = 0;

I4
d2ϕ4

dt2 − k3(ϕ3 − ϕ4) + k4(ϕ4 − ϕ5) = 0.

(3)Çäåñü ñíîâà I1, I2, I3, I4 � ìîìåíòû èíåðöèè øåñòåð¼í, k1, k2, k3 �æåñòêîñòè ó÷àñòêîâ âàëà íà êðó÷åíèè.Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3) ðåøåíèÿ
ϕ1 = M1 sin(pt+ α),

ϕ2 = M2 sin(pt+ α),
ϕ3 = M3 sin(pt+ α),

ϕ4 = M4 sin(pt+ α),ïîëó÷èì




I1M1p
2 − k1(M1 −M2) = 0,

I2M2p
2 + k1(M1 −M2) + k2(M2 −M3) = 0,

I3M3p
2 + k2(M2 −M3) + k2(M3 −M4) = 0,

I4M4p
2 + k3(M3 −M4) = 0.Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïîñëåäíåé ñèñòåìîé óðàâ-íåíèé ïîëó÷èì ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ339



÷åòûðüìÿ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè:
p6 −

(
k1

I1+I2
I1I2

+ k2
I2+I3

I2I3+k3
I3+I4
I3I4

)
p4+

+
(
k1k2

I1+I2+I3
I1I2I3

+ k2k3
I2+I3+I4
I2I3I4

+ k1k3
I1+I3+I4
I1I3I4

)
p2+

+k1k2k3
I1+I2+I3+I4
I1I2I3I4

= 0.

(4)Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé çóá÷àòûõ ïåðåäà÷ ðàñ-ñìîòðåíî íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ. Ñîñòàâëåíà òàêæå ïðîãðàììàðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, èñïîëüçóþùàÿ êîìàíäû ìàòåìà-òè÷åñêîãî ïàêåòà Maple.Âëèÿíèå õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ñ çóá÷àòûìèïåðåäà÷àìè íà ñïåêòð ÷àñòîò åå êðóòèëüíûõ êîëåáàíèéÈññëåäóåì âëèÿíèå íà ñïåêòð ÷àñòîò êðóòèëüíûõ êîëåáàíèéñèñòåìû ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè òàêèõ õàðàêòåðèñòèê, êàê ìî-ìåíòû èíåðöèè ìàññ øåñòåðåí è æåñòêîñòåé ó÷àñòêîâ âàëà íà êðó-÷åíèè.Ïî ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ òðåìÿçóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè ïîëó÷åíî, ÷òî óâåëè÷åíèå æåñòêîñòåé âàëàíà êðó÷åíèè âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèéñèñòåìû. Â òàáëèöå 1, íàïðèìåð, ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ÷àñòîò p1è p2, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàþùèìñÿ çíà÷åíè-ÿì æåñòêîñòåé k1 è k2 ó÷àñòêîâ âàëà íà êðó÷åíèè ïðè èçâåñòíûõìîìåíòàõ èíåðöèè ìàññ øåñòåðåí: I1 = 0.2Íìñ2, I2 = 0.3Íìñ2,
I3 = 0.1Íìñ2.Ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ìåõàíè-÷åñêîé ñèñòåìû îò ìåíÿþùåãîñÿ çíà÷åíèÿ æåñòêîñòè k2 âòîðîéøåñòåðíè è �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè æåñòêîñòè k1 ïåðâîé øåñòåð-íè ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå 2.Èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà ÷àñòîò ïîêàçàëè òàêæå, ÷òî ïðè óâåëè÷å-íèè ìîìåíòîâ èíåðöèè ìàññ øåñòåðåí, ñïåêòð ÷àñòîò êðóòèëüíûõêîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ. 340



Òàáëèöà 1: Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò p1 è p2 îò îäíîâðåìåííî ìåíÿþùèõñÿæåñòêîñòåé k1 è k2 ó÷àñòêîâ âàëà íà êðó÷åíèè
k1 (êÍì) k2 (êÍì) p1 (ñ−1) p2 (ñ−1)0.1 0.1 0.816 1.2250.2 0.2 1.154 1.7320.3 0.3 1.414 2.2120.4 0.4 1.632 2.4490.5 0.5 1.826 2.739Òàáëèöà 2: Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò p1 è p2 îò êîý��èöèåíòà æåñòêîñòè

k2 è �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè k1 ó÷àñòêîâ âàëà íà êðó÷åíèè
k1 (êÍì) k2 (êÍì) p1 (ñ−1) p2 (ñ−1)0.1 0.1 0.816 1.2250.1 0.2 0.848 1.6670.1 0.3 0.855 2.0250.1 0.4 0.858 2.3300.1 0.5 0.860 2.600Â òàáëèöå 3, íàïðèìåð, äàíà çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòêîëåáàíèé ñèñòåìû ñ òðåìÿ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè îò îäíîâðå-ìåííî ìåíÿþùèõñÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè ìàññ âñåõ òðåõ øåñòåðåí,àâ òàáëèöå 4 � îò ìåíÿþùåãîñÿ ìîìåíòà èíåðöèè ìàññû ïåðâîé øå-ñòåðíè è �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòîâ èíåðöèè ìàññ äâóõäðóãèõ øåñòåðåí. Çäåñü ïðèíÿòû æåñòêîñòè âàëà íà êðó÷åíèè:

k1 = 0.1 êÍì, k2 = 0.2 êÍì.Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è ïî èññëåäîâàíèþ âëèÿ-íèÿ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ñ ÷åòûðüìÿ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìèíà ñïåêòð ÷àñòîò åå êîëåáàíèé.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå èññëåäîâàíà ïðÿìàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ÷àñòîò ñèñòåì ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè ïî èçâåñòíûì ìîìåíòàìèíåðöèè ìàññ äèñêîâ è êîý��èöèåíòîâ æåñòêîñòè ó÷àñòêîâ âàëàíà êðó÷åíèè. 341



Òàáëèöà 3: Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò p1 è p2 îò ìîìåíòîâ èíåðöèè ìàññ I1,
I2, I3 âñåõ øåñòåðåí

I1 (Íìñ2) I2 (Íìñ2) I3 (Íìñ2) p1 (ñ−1) p2 (ñ−1)0.1 0.1 0.1 1.126 2.1750.1 0.1 0.2 1.000 2.0000.1 0.1 0.3 0.938 1.9460.1 0.1 0.4 0.902 1.9190.1 0.1 0.5 0.878 0.904Òàáëèöà 4: Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò p1 è p2 îò ìîìåíòà èíåðöèè ìàññû I1ïåðâîé øåñòåðíè ïðè �èêñèðîâàííûõ ìîìåíòàõ èíåðöèè ìàññ I2, I3 äðóãèõ øåñòå-ðåí
I1 (Íìñ2) I2 (Íìñ2) I3 (Íìñ2) p1 (ñ−1) p2 (ñ−1)0.1 0.1 0.1 1.126 2.1750.1 0.1 0.2 1.000 2.0000.1 0.1 0.3 0.938 1.9460.1 0.1 0.4 0.902 1.9190.1 0.1 0.5 0.878 0.904�åøåíèå ñâåäåíî ê ñèñòåìå n-îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòêðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Èç ñèñòåìû äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû ÷àñòîòíûå óðàâíåíèÿ äëÿìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ, ÷åòûðüìÿ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷à-ìè.Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íà ñïåêòð ÷àñòîò êðóòèëüíûõ êîëåáàíèéìîìåíòîâ èíåðöèè ìàññ øåñòåðåí è æåñòêîñòåé ó÷àñòêîâ âàëà íàêðó÷åíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå æåñòêîñòåé âåäåò ê óâåëè-÷åíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, à óâåëè÷åíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè ìàññøåñòåðåí � ê óìåíüøåíèþ ÷àñòîò êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè.Â ñâÿçè ñ ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùèìè òðåáîâàíèÿìè ê ãåîìåò-ðèè, êîëåáàíèÿì çóá÷àòûõ ïåðåäà÷ è óñëîâèÿì èõ ýêñïëóàòàöèè âíàñòîÿùåå âðåìÿ ñîâåðøåíñòâóþòñÿ ìåòîäû îáðàáîòêè çóá÷àòûõ342



êîëåñ, ñîçäàþòñÿ íîâûå ìåòîäû äèàãíîñòèêè õàðàêòåðèñòèê ìåõà-íè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè.Îïðåäåëåíèå ÷àñòîò pk èç óðàâíåíèé (2) è (4), ïîçâîëÿåò òàêæåðàññ÷èòàòü êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñèñòåì ñ çóá÷àòûìèïåðåäà÷àìè. Çíàíèå æå ñêîðîñòåé âåäåò ê ïðåäóïðåæäåíèþ ïî-ñòóïëåíèÿ ðàçíîãî ðîäà íàðóøåíèé íîðìàëüíîãî õîäà ìàøèíû,êîòîðûå îáû÷íî âûðàæàþòñÿ â ïîÿâëåíèè áèåíèé èëè âèáðàöèèâñåé óñòàíîâêè â öåëîì.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî ðåøåíèþ ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è âàæíû ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíîé çàäà÷è äèàãíîñòèðîâà-íèÿ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì ñ çóá÷àòûìè ïåðåäà÷àìè, à òàêæå ïðèðåøåíèè çàäà÷è ñîõðàíåíèÿ ñïåêòðà ÷àñòîò èõ êðóòèëüíûõ êîëå-áàíèé. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òèìîøåíêî Ñ. Ï. Êîëåáàíèÿ â èíæåíåðíîì äåëå. //Ì.: Ôèç-ìàòãèç, 1959.[2℄ Áàáàêîâ È.Â. Òåîðèÿ êîëåáàíèé. //Ì: Äðî�à, 2004.[3℄ Êóäðÿâöåâ Â.Í. Çóá÷àòûå ïåðåäà÷è. //Ì.-Ë., 1957.UDC 539.3PROPAGATION OF NORMAL ELASTIC WAVES INANISOTROPIC WAVEGUIDES OF COMPLEX CROSS SECTIONTroian R. R. (Donetsk national university, Ukraine)IntrodutionThe problem of normal elasti waves propagation in anisotropiylinders from materials of hexagonal systems with the anonialirular or ring form of setion is investigated on many aspets.343



The dispersion spetrums of normal elasti waves are investigated forylindrial waveguides with non lassi setions to a lesser degree.In this work the method and the analysis of the normal wavesin ylindrial waveguides with not anonial setion, partiularlyompound irular waveguides with setor ut of any angular measurein setion are presented. The arried out researhes are of interestfor searh of new fundamental laws and spei� e�ets in waveguideproperties of ylinders anisotropi in an axial diretion. The inlusionpresene is onsidered to be the mehanism of dispersion spetrumproperties ontrolling. The laws found out as a result of this researhan be used at hypersoni tehniques designing.� 1. Statement of the problemExtended transverse-isotropi ylindrial waveguides with longitudinalaxis of elasti symmetry are onsidered. The setor ut of anyangular measure is ontained in onentri ring setion with irularinlusion. The waveguide in dimensionless ylindrial oordinatessystem (r, θ , z) oupies area V1 = {0 6 r 6 R2,−α 6 θ 6

α,−∞ < z < ∞}. The ontour of waveguide V1 setion is
Γ = Γ− ∪ Γ+ ∪ Γ01 ∪ Γ02, where Γ0i = { r = Ri, −α 6

θ 6 α}, Γ+ = { 0 6 r 6 R2, θ = α}, Γ− =

0 6 r 6 R2, θ = − α}. The analysis of full dispersion spetrumfor onsidered waveguides is based on exat analytial integration ofthe wave dynamis equations of linear hexagonal system medium.They give amplitude funtions u(0)
j in elasti displaements vetoromponents uj = Re

(
u

(0)
j · exp

(
−i
(
ωt− k̃x3

))) for harmonialwaves. In the matrix-operational form the stationary motion equationsare given by
‖Lij‖Φ(0) = 0

(
i, j = 1, 3

)
,where Φ(0) = (u

(0)
1 , u

(0)
2 , u

(0)
3 )T ,L11 = c11∂

2
1 + c66∂

2
2 − c44k

2 + Ω2,
L12 = L21 = (c12 + c66)∂1∂2, L13 = L31 = ik(c13 + c44)∂1, L22 =344



c66∂
2
1 + c11∂

2
2 − c44k

2 + Ω2, L23 = L32 = ik(c13 + c44)∂2, L33 =
c44∂

2
1 + c44∂

2
2 − c33k

2 + Ω2, ∂j = ∂/∂xj, k = k̃R∗, Ω = ωR∗ (ρ/c∗)1/2,
cpj � dimensionless related to c∗ elasti onstants, ρ � density, R∗ -normalizing parameter for uj, xj.The boundary onditions on the �xed surfaes Γ01 are of the form

(ur)Γ01
= (uθ)Γ01

= (uz)Γ01
= 0.The onditions of ideal mehanial ontat on a ylindrial ontatsurfae of external ring omponents and internal irular ylindrialinlusion are given

(uar)Γ02
= (ubr)Γ02

, (uaθ)Γ02
= (ubθ)Γ02

, (uaz)Γ02
= (ubz)Γ02

,

(σarr)Γ02
= (σbrr)Γ02

, (σarθ)Γ02
= (σbrθ)Γ02

, (σarz)Γ02
= (σbrz)Γ02

.The surfaes of setor uts Γ± have thin �exible not extensibleoverings and orresponding onditions are given by
(σθθ)Γ±

= (ur)Γ±
= (uz)Γ±

= 0.� 2. Method of solutionWaves are shared on the symmetri (S-type), when ur(r,−θ) =

ur(r, θ), uθ(r,−θ) = − uθ(r, θ), uz(r,−θ) = uz(r, θ), andantisymmetri (A-type) with ur(r,−θ) = − ur(r, θ), uθ(r,−θ) =

uθ(r, θ), uz(r,−θ) = − uz(r, θ) onventionally. At a stage ofonstrution the basi dispersion relation for full spetrum of thenormal elasti waves, onneted with the systems of the waveequations integration, the tehnique of generalized wave potentials
ϕj introdution is used. Generalized potentials ϕj are related toomplex amplitude funtions of wave displaements u0

j (x1, x2, x3)withformulas u(0)
1 = ∂1ϕ+ ∂2ψ, u(0)

2 = ∂2ϕ− ∂1ψ, u(0)
3 ≡ χ.345



First two equations of motion for hexagonal system medium ould begiven in the form grad F1 + rot [(0, 0, F2)] = 0 after wave potentialsintrodution. Using the property of vetor-funtion, that is given assum of potential and rotational parts (F1 = 0, F2 = 0), we get:




L
(1)
ϕ ϕ+ L

(1)
χ χ = 0,

L
(2)
ϕ ϕ+ L

(2)
χ χ = 0,

L
(1)
ψ ψ = 0,where L(1)

ϕ = c11D
2 + β1, L

(1)
χ = ik(c13 + c44), L

(2)
ϕ = ik(c13 + c44)D

2,

L
(1)
ψ = c11−c12

2 D2+β1, L
(2)
χ = c44D

2+β2, D
2 = ∂2

1+∂
2
2 , β1 = Ω2−c44k

2,
β2 = Ω2 − c33k

2.Integrating the system using operator method we obtain ϕ(x1, x2) =

L
(2)
χ (F1(x1, x2) + F2(x1, x2)), χ(x1, x2) = −L(2)

ϕ (F1(x1, x2) + F2(x1, x2)),
ψ(x1, x2) = F3(x1, x2); funtions Fj are de�ned from the metaharmoniequations D2Fj + γ2

jFj = 0
(
j = 1, 3

).At researh of S-waves in the area of irular inlusion metaharmonialfuntions are introdued in the form:
Fj(r, θ) =

∞∑

n=0

A+
njJν+

n
(γjr) cos(ν+

n θ)(j = 1, 2),

F3(r, θ) =

∞∑

n=0

A+
n4Jν+

n
(γ4r) sin(ν+

n θ),where ν+
n = (2n + 1)π/2α; Jν+

n
(γjr) - ylindrial Bessel funtions ofthe �rst kind. For S-waves in ring area of the waveguide funtions Fjare of the form

Fj(r, θ) =
∞∑

n=0

(A+
njJν+

n
(γjr) + B+

njYν+
n
(γjr)) cos(ν+

n θ) (j = 1, 2),

F3(r, θ) =

∞∑

n=0

(A+
n4Jν+

n
(γ4r) + B+

n4Yν+
n
(γ4r)) sin(ν+

n θ).346



Suh introdutions provide exat satisfation to edge onditions onparts of a boundary surfae Γ± of setor ut.The equations for obtaining ritial frequenies of normal waves andthe dispersion equations are reeived from edge onditions by usingmethod of orthogonal series. The sequene of dispersion equations inase of S-waves are given by funtional determinants of the twelfthorder for eah value of the generalized irle wave number.� 3. Numerial resultsThe numerial results for S-waves in waveguides from eramis PZT-4 with normalized material onstants 11=13.9, 33=11.5, 44=2.56,12=7.78, 13=7.43, ρ=7.5 and PZT-A5 with normalized materialonstants 11=11.2, 33=10.6, 44=2.49, 12=6.42, 13=6.22, ρ=7.62and parameters c∗= 1010N
/
m2, R∗= 1.0 m, α=3π/4, n=0 arepresented.

Fig. 1 Fig. 2

Fig. 3 The results for ompound waveguide,347



with material of the inlusion PZT-4 and material of the external ringomponent is PZT-A5 are depited on �g. 1, if R1/R2=0.5. Dispersionspetrums for solid irular waveguides with setor ut from eramisPZT-4 and PZT-A5 are presented on �g.2 and �g.3 respetively. Itis shown, that the presene of inlusion allows to inrease the modesdensity and to derease the frequeny, when traveling waves appear.Referenes[1℄ J. Mirsky. Wave propagation in transversely isotropi irularylinder. - J. Aoust. So. Amer., 37, 1022-1026 (1965).[2℄ V. Damljanovi, R.L. Weaver. Propagating and evanesentelasti waves in ylindrial waveguides of arbitrary ross-setion.- J. Aoust. So. Amer., 115, 1572-1581 (2004).[3℄ Shulga N.A. Propagation of harmoni waves in anisotropipiezoeletri ylinders. Homogeneous piezoeramis waveguides.Int. Appl. Meh., 38, 933-953 (2002).[4℄ Storozhev V.I. Numerially-analytial method of elasti wavesinvestigation in orthotropi ylinder of nonlinear setion. Theoret.and applied meh., 25, 97-102 (1995)ÓÄÊ 517.95ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀÓäàëîâà �. Þ. (Ñàìàðà, Ñ�ÀÑÓ)ÂâåäåíèåÂîïðîñû ðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðà-áîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ348



ðàáîòàõ. Îòìåòèì çäåñü ïðåæäå âñåãî ðàáîòû À.Í. Òèõîíîâà [1℄,Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà [2℄, Â.Â. Èâàíîâà [4℄, À.Ì. Äåíèñîâà [3℄, Â.Â.Âàñèíà [4℄ è äð.Â ïîñëåäíèå ãîäû â ðàáîòàõ Ê.Á. Ñàáèòîâà [7℄, [8℄ ïðåäëîæåííîâûé ïîäõîä - ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ îáîñíîâà-íèÿ åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-íèé ñìåøàííîãî òèïà. Òàêèì ìåòîäîì ðåøåíû îáðàòíûå çàäà÷èÊ.Á. Ñàáèòîâûì è Ý.Ì. Ñà�èíûì [5℄ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãîïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Åñòåñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ î ïî-ñòàíîâêå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèå îäíî-çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå ñ íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ìåòîäîì ñïåêòðàëüíîãî àíà-ëèçà. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ñàìîðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿìñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå ñ íåèçâåñòíîéïðàâîé ÷àñòüþ
Lu ≡ uxx + (sgn y)uyy = f(x) (1)â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y) | 0 < x < 1,−α < y < β} ,ãäå α, β - çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

u ∈ C1(D)∩C2(D−∪{y = −α}∪D+∪{y = β}), uy ∈ C2(D−∪D+),(2)
f(x) ∈ C(0, 1), (3)

Lu(x, y) = f(x), (x, y) ∈ D− ∪ {y = −α} ∪D+ ∪ {y = β}, (4)349



ux(0, y) = ux(1, y) = 0,−α 6 y 6 β, (5)
u(x,−α) = ψ(x), u(x, β) = ϕ(x), 0 6 x 6 1, (6)

uy(x,−α) = g(x), 0 6 x 6 1, (7)ãäå ψ(x), ϕ(x), g(x) - çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè,
ψ′(0) = ψ′(1) = ϕ′(0) = ϕ′(1) = g′(0) = g′(1) = 0, (8)

D− = D ∩ {y < 0}, D+ = D ∩ {y > 0}.� 2. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.Ïóñòü u(x, y) è f(x) ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (7) ïðè ϕ(x) ≡ 0,
ψ(x) ≡ 0, g(x) ≡ 0. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó �óíêöèé

Xk(x) = 1,
√

2 cosπkx, k = 1, 2, . . . , 0 6 x 6 1, (9)êîòîðàÿ îðòîíîðìèðîâàíà, ïîëíà è îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
L2[0, 1] [6℄.Ââåäåì �óíêöèè

u0(y) =

∫ 1

0

u(x, y)dx, (10)
uk(y) =

√
2

∫ 1

0

u(x, y) cosπkx dx, k = 1, 2, . . . . (11)Íà îñíîâàíèè (10) è (11) ââåäåì ñëåäóþùèå �óíêöèè
u0,ε(y) =

∫ 1−ε

ε

u(x, y) dx, (12)
uk,ε(y) =

√
2

∫ 1−ε

ε

u(x, y) cosπkx dx (13)
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Äâàæäû äè��åðåíöèðóÿ �óíêöèè (12) è (13) ïðè y < 0 è y > 0è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì
u′′0,ε(y) =

∫ 1−ε

ε

(uxx − f(x)) dx, y < 0, (14)
u′′0,ε(y) =

∫ 1−ε

ε

(f(x)− uxx) dx, y > 0, (15)
u′′k,ε(y) =

√
2

∫ 1−ε

ε

(uxx − f(x)) cosπkx dx, y < 0, (16)
u′′k,ε(y) =

√
2

∫ 1−ε

ε

(f(x)− uxx) cosπkx dx, y > 0, (17)Ïðîèíòåãðèðîâàâ �îðìóëû (14) � (17) ïî ÷àñòÿì äâà ðàçà ñó÷åòîì óñëîâèÿ (5), ïîëó÷èì
u′′0(y) = −

∫ 1

0

f(x) dx, y < 0, (18)
u′′0(y) =

∫ 1

0

f(x) dx, y > 0, (19)
u′′k(y) = −

√
2(πk)2

∫ 1

0

u(x, y) cosπkx dx−

−
√

2

∫ 1

0

f(x) cosπkx dx, y < 0,

(20)
u′′k(y) =

√
2(πk)2

∫ 1

0

u(x, y) cosπkx dx+

+
√

2

∫ 1

0

f(x) cosπkx dx, y > 0.

(21)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè uk(y), k = 0, 1, . . . ÿâëÿþòñÿ ðå-øåíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
u′′0(y) = −f0, y < 0, (22)
u′′0(y) = f0, y > 0, (23)351



u′′k(y) + (πk)2uk(y) = fk, y < 0, k ∈ N, (24)
u′′k(y) − (πk)2uk(y) = fk, y > 0, k ∈ N, (25)ãäå

f0 =

∫ 1

0

f(x)dx, (26)
fk =

√
2

∫ 1

0

f(x) cosπkx dx, k = 1, 2, . . . . (27)Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (22) � (25) èìåþò îáùèå ðåøå-íèÿ
u0(y) = −f0

y2

2
+ a0y + b0, y < 0, (28)

u0(y) = f0
y2

2
+ c0y + d0, y > 0, (29)

uk = ak cosπky + bk sinπky +
fk

(πk)2
, y < 0, k ∈ N, (30)

uk = cke
πky + dke

−πky +
fk

(πk)2
, y > 0, k ∈ N, (31)ãäå a0, b0, c0, d0, ak, bk, ck, dk - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñ ó÷å-òîì ðàâåíñòâ ϕ(x) = ψ(x) = g(x) ≡ 0 è óñëîâèé (2), (5) � (7),ðåøåíèÿ (28) � (31) ïðèìóò âèä:

u0(y) = −f0
y2

2
+ c0y + d0, y < 0, (32)

u0(y) = f0
y2

2
+ c0y + d0, y > 0, (33)

uk = (ck + dk) cosπky+ (ck− dk) sinπky+
fk

(πk)2
, y < 0, k ∈ N,(34)

uk = cke
πky + dke

−πky +
fk

(πk)2
, y > 0, k ∈ N, (35)
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ãäå 



−α2

2 f0 − αc0 + d0 = 0,

αf0 + c0 = 0,
β2

2 f0 + βc0 + d0 = 0,

(36)




(cosπkα − sin πkα)ck + (cosπkα + sin πkα)dk + ( 1
πk)

2fk = 0,
(sinπkα + cosπkα)ck + (sinπkα− cosπkα)dk = 0,
eπkβck + e−πkβdk + ( 1

πk
)2fk = 0. (37)Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (36) ðàâåí

1

2
∆α,β(0) =

1

2

(
α2 + 2αβ − β2

)
, (38)à îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (37)

− 2

(πk)2
∆α,β(k) = − 2

(πk)2
(1 − cosπkα chπkβ + sin πkα sh πkβ) .(39)Ïðè óñëîâèÿõ

∆α,β(0) 6= 0, ∆α,β(k) 6= 0 (40)ñèñòåìû (36) è (37) èìåþò òîëüêî íóëåâûå ðåøåíèÿ c0 = d0 = f0 =
0, ck = dk = fk = 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâ (10), (11), (26), (27), (32) �(35) ïîëó÷àåì

∫ 1

0

u(x, y)dx = 0,

∫ 1

0

f(x)dx = 0,

√
2

∫ 1

0

u(x, y) cosπkx dx = 0,
√

2

∫ 1

0

f(x) cosπkx dx = 0, k ∈ N.Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû (9) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] è óñëî-âèé (2) è (3), ñëåäóåò, ÷òî u(x, y) ≡ 0, f(x) ≡ 0. Ïóñòü äëÿ íåêî-òîðûõ α è β óñëîâèÿ (40) íå âûïîëíåíû, òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à(2) � (7), ãäå ϕ(x) = ψ(x) = g(x) ≡ 0, èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà 353



Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, y) è f(x) çàäà÷è(2) � (7), òî îíî åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-ïîëíåíû óñëîâèÿ (40) ïðè âñåõ k ∈ N .� 3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è.Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (7). Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíå-íèå (1) è óñëîâèÿ (5) ïî ïåðåìåííîé y. Îáîçíà÷àÿ uy = v, ïîëó÷èì
Lv = vxx + (sgn y)vyy = 0, (41)
vx(0, y) = vx(1, y) = 0, (42)Èç (1) ïðè y = β è y = −α èìååì ñîîòâåòñòâåííî
vy(x, β) = f(x) − ϕ′′(x), (43)
vy(x,−α) = ψ′′(x) − f(x). (44)Áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå, íå ðàâíûå íóëþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (41)â âèäå
v(x, y) = X(x)Y (y). (45)Ïîäñòàâëÿÿ (45) â óðàâíåíèå (41) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó-÷èì ñëåäóþùèå äâà óðàâíåíèÿ

X ′′(x) = −µX(x), x ∈ (0, 1), (46)
Y ′′(y) = µ(sgn y)Y (y), y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β). (47)Ïîñêîëüêó Y (y) 6= 0 ïðè y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β), òî èç (42) è (45)ñëåäóåò, ÷òî

X ′(0) = X ′(1) = 0. (48)Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (46) è (48) èìååò ðåøåíèå
Xk(x) = cosλkx, λk = πk, k = 0, 1, 2, . . . . (49)354



Òîãäà äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (47) èìååò ðåøåíèÿ
Yk(y) =

{
ake

λky + bke
−λky, y > 0

ck cosλky + dk sinλky, y < 0, k ∈ N,

Y0(y) =

{
a0y + b0, y > 0
c0y + d0, y < 0,ãäå ak, bk, ck è dk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, k = 0, 1, 2, . . . .�åøåíèå çàäà÷è (41) � (44) áóäåì èñêàòü â âèäå

v(x, y) = Y0(y) +
∞∑

k=1

Yk(y) cosλkx. (50)Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà uy = v, (2) è (8), ïîëó÷èì
u(x, y) =





ϕ(x) +
a0

2
(y2 − β2) + b0(y − β)−

−∑∞
k=1

1

λk

[
ak(e

λkβ − eλky) − bk(e
λkβ − eλky)

]
·

· cosλkx, y > 0,

ψ(x) − a0

2
(y2 − α2) + b0(y + α)+

+
∑∞

k=1

1

λk
[(ak + bk)(sinλky + sinλkα)−

− dk(cosλky − cosλkα)] cosλkx, y < 0,

(51)
ãäå ak, bk, dk � íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (6) è(51) èìååì

f(x) =





a0 +
∑∞

k=1 λk
(
ake

λkβ − bke
−λkβ

)
cosλkx+

+ϕ′′(x), y > 0,

a0 −
∑∞

k=1 λk ((ak + bk) sinλkα + dk cosλkα) ·
· cosλkx+ ψ′′(x), y < 0.

(52)�àçëîæèì �óíêöèè ϕ′′(x), ψ′′(x), g(x) ïî ñèñòåìå (9):
ϕ′′(x) =

∞∑

k=0

ϕ
(2)
k cosλkx, (53)355



ψ′′(x) =

∞∑

k=0

ψ
(2)
k cosλkx, (54)

g(x) =
∞∑

k=0

gk cosλkx, (55)ãäå
ϕ

(2)
0 =

∫ 1

0

ϕ(x)dx, ϕ
(2)
k =

√
2

∫ 1

0

ϕ(x) cosλkx dx, (56)
ψ

(2)
0 =

∫ 1

0

ψ(x)dx, ψ
(2)
k =

√
2

∫ 1

0

ψ(x) cosλkx dx, (57)
g0 =

∫ 1

0

g(x)dx, gk =
√

2

∫ 1

0

g(x) cosλkx dx. (58)Èç óñëîâèé (5) � (7), èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå ðàçëîæåíèÿ, íàéäåìêîý��èöèåíòû ak, bk, dk, k = 0, 1, 2, . . . .
a0 =

2[g0(β + α) + ψ0 − ϕ0]

∆α,β(0)
, (59)

b0 =
2α(ϕ0 − ψ0) + g0(β

2 − α2)

∆α,β(0)
, (60)

ak =

cosλkα

(
gk −

ψ
(2)
k − ϕ

(2)
k

λk

)

∆α,β(k)
+

+

sinλkα

(
gk +

ψ
(2)
k − ϕ

(2)
k

πk

)
− gke

−λkβ

∆α,β(k)
,

(61)
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bk =

cosλkα

(
gk +

ψ
(2)
k − ϕ

(2)
k

λk

)

∆α,β(k)
−

−
sinλkα

(
gk −

ψ
(2)
k − ϕ

(2)
k

λk

)
− gke

λkβ

∆α,β(k)
,

(62)
dk =

cosλkα
ψ

(2)
k − ϕ

(2)
k

λk
− sinλkα

ψ
(2)
k − ϕ

(2)
k

λk
− gk shλkβ

∆α,β(k)
. (63)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (40) ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.Òàêèì îáðàçîì, �îðìàëüíî ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (7).Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþ-ùóþ ëåììó.Ëåììà 1. Åñëè 1) α = p ∈ N ; 2) α = p/q, (p, q) = 1, (q, 4) = 1,òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C0, âîîáùå çàâèñÿùàÿ îò α, òàêàÿ÷òî ïðè áîëüøèõ k è ëþáûõ β > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆αβ(k)| > C0e
λkβ. (64)Íà îñíîâàíèè ëåììû 2 äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþ-ùåãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 2. Åñëè ϕ(x), ψ(x) ∈ C3[0, 1], g(x) ∈ C2[0, 1] è âû-ïîëíåíû óñëîâèÿ (8), (40) è (64), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîåðåøåíèå çàäà÷è (2) � (7), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè (51)è (52). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òèõîíîâ À. Í. Îá óñòîé÷èâîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ // ÄÀÍ.1943. Ò. 39. � 5. Ñ. 195�198.357



[2℄ Ëàâðåíòüåâ Ì. Ì., �îìàíîâ Â. �., Øèøàòñêèé Ñ. Ò. Íåêîð-ðåêòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è àíàëèçà. // Ì.: Íà-óêà, 1980. 286 ñ.[3℄ Äåíèñîâ À. Ì. Ñóáãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè. Ì.: Ìèð, 1980.[4℄ Èâàíîâ Â. Ê., Âàñèí Â. Â., Òàíàíà Â. Ï. Òåîðèÿ ëèíåéíûõíåêîððåêòíûõ çàäà÷ è åå ïðèëîæåíèÿ. // Ì.: Íàóêà, 1978.206 ñ.[5℄ Ñà�èí Ý. Ì. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãîòèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè // Òðóäû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè"Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå ïðîáëåìû- - Ó�à:�èëåì, 2008. Ò. 2. Ñ. 168�173.[6℄ Ñàáèòîâ Ê. Á. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè // Ó÷åá-íîå ïîñîáèå äëÿ âóçîâ // Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 2005. 255 ñ.[7℄ Ñàáèòîâ Ê. Á. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãîòèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè // Äîêë. �ÀÍ. 2007 Ò. 413.� 1. Ñ 23�26[8℄ Ñàáèòîâ Ê. Á. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîéçàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííî-ñîñòàâíîãî òèïà // Òðóäûìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé þáèëåþàêàäåìèêà Â.À. Èëüèíà. - Ó�à: �èëåì, 2008. Ò. 2. Ñ. 154�161.
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ÓÄÊ 532.5.296:534.12ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÍÓËÅÉ �ÎËÎÌÎÔÍÛÕÔÓÍÊÖÈÉ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ Â Ê�Ó�ÅÕàáèáóëëèí Ô. Á. (Ó�à, Áàø�Ó)Ïóñòü D � åäèíè÷íûé êðóã êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, à H �íåêîòîðûé êëàññ ãîëîìîð�íûõ â D �óíêöèé, âûäåëÿåìûõ îãðà-íè÷åíèåì íà èõ ðîñò âáëèçè ãðàíèöû êðóãà ïîñðåäñòâîì âåñîâûõñóáãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé p ìåäëåííîãî ðîñòà ñ ìåðàìè �èññà
νp. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüòî÷åê Λ = {λk}∞k=1 ⊂ D ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íó-ëåé äëÿ ãîëîìîð�íîé �óíêöèè èç H. �åçóëüòàòû �îðìóëèðóþò-ñÿ â òåðìèíàõ îïðåäåëåííîãî ìàæîðèðîâàíèÿ ÷èñëà òî÷åê èç Λ,ïîïàâøèõ â ìíîæåñòâà Sn ⊂ D, ïîêðûâàþùèå åäèíè÷íûé êðóã,ìåðàìè �èññà νp(Sn). Âåñîâûå �óíêöèè p, îïðåäåëÿþùèå êëàññ
H, íå îáÿçàòåëüíî ðàäèàëüíûå. Â òî æå âðåìÿ è äëÿ ðàäèàëüíûõîãðàíè÷åíèé ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ, ïðîåêò � 09-01-00046_à.ÂâåäåíèåÏóñòü Λ = {λk}, k = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-ïëåêñíûõ òî÷åê, âîçìîæíî ïîâòîðÿþùèõñÿ, â åäèíè÷íîì êðóãå
D := {z ∈ C : |z| < 1} íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è Λ íå èìååòïðåäåëüíûõ òî÷åê â D; H � íåêîòîðûé êëàññ ãîëîìîð�íûõ â D�óíêöèé. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊂ D ÷åðåç nΛ(S) îáîçíà÷àåì ÷èñëîòî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ëåæàùèõ â S, ò. å. nΛ � ìåðà.Ìíîæåñòâî, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñåõ íóëåé ãîëîìîð�íîéâ D íåíóëåâîé �óíêöèè f (ïèøåì f 6≡ 0), ïåðåíóìåðîâàííóþ ñó÷åòîì êðàòíîñòè (êàæäàÿ òî÷êà â D ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êà-êîâà êðàòíîñòü íóëÿ �óíêöèè f â ýòîé òî÷êå), îáîçíà÷àåì Zerof .
Λ � íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èëè íóëåâîå ìíîæåñòâî, äëÿ359



êëàññà H, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ f ∈ H òàêàÿ, ÷òî
Zerof = Λ.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � íóëåâàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,èëè íóëåâîå ïîäìíîæåñòâî, äëÿ êëàññà H, åñëè ñóùåñòâóåò íåíó-ëåâàÿ �óíêöèÿ f ∈ H, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà Λ â òîì ñìûñëå,÷òî êðàòíîñòü íóëÿ �óíêöèè f â êàæäîé òî÷êå èç Ω íå ìåíü-øå ÷èñëà ïîâòîðåíèé ýòîé òî÷êè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Åñëè
H � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî íóëåâóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüäëÿ H íàçûâàåì òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, èëè ìíîæåñòâîì,íååäèíñòâåííîñòè äëÿ H.Âñþäó ïîëîæèòåëüíîñòü ÷èñëà, �óíêöèè, ìåðû è ò. ï. ïîíèìà-åì êàê > 0, à > 0 ñóòü ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü; àíàëîãè÷íîåñîãëàøåíèå ïðåäëàãàåòñÿ è äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè. Äëÿ a ∈ R, êàêîáû÷íî, a+ := max{a, 0}, [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a, à äëÿ a > 0ïîëàãàåì logα a :=

(
log a

)α. Åñëè �óíêöèÿ f íå ðàâíà òîæäåñòâåí-íî çíà÷åíèþ a ∈ [−∞,+∞], òî ïèøåì f 6≡ a. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà
D ⊂ C ÷åðåç ∂D, diamD è dist(S,D) îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåí-íî ãðàíèöó ìíîæåñòâà D, äèàìåòð D è åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îòïîäìíîæåñòâà S ⊂ C äî D.Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîð�íûõ â D �óíêöèé îáîçíà÷àåì ÷å-ðåç Hol(D).�àññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âåñîâûå êëàññû ãîëîìîð�íûõ âåäèíè÷íîì êðóãå �óíêöèé.Ïóñòü M : D → [−∞,+∞). Êëàññ âñåõ �óíêöèé f ∈ Hol(D),óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêå |f(z)| 6 Cf expM(z), z ∈ D, ãäå Cf > 0� ïîñòîÿííàÿ, îáîçíà÷àåì Hol(D;M).Âñþäó äàëåå Σ = {Sk} � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî3 áîðå-ëåâñêèõ ïðåäêîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Sk â D, k = 1, 2, . . . .×åðåç SH(D) îáîçíà÷àåì êîíóñ âñåõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ �óíê-öèé â D, âêëþ÷àÿ â íåãî è òîæäåñòâåííóþ −∞; SH+(D) � ïîä-êîíóñ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ �óíêöèé èç SH(D).3Ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé êîìïàêò èç D ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì÷èñëîì ïîäìíîæåñòâ Sk. 360



Åñòåñòâåííî îæèäàòü (ñì., ê ïðèìåðó ðåçóëüòàò Ô.À. Øàìîÿ-íà [1, Òåîðåìà 2.2℄), ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè p ∈ SH(D)ñ ìåðîé �èññà νp ïðè äîñòàòî÷íî ¾ìåëêîì¿ ïîêðûòèè Σ = {Sk}ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ äëÿ êàæäîãî Sk ⋐ D ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè Λ ïîïàâøèõ â Sk, ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé νp(Sk),òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà,áëèçêîãî ê Hol(D; p) èëè ñîâïàäàþùåãî ñ íèì. Îñíîâíûå ðåçóëü-òàòû ðàáîòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÿâíóþ êîëè÷åñòâåííóþ �îðìóýòîãî íàáëþäåíèÿ. Äëÿ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ïðèâëåêàåòñÿ ñèì-áèîç ðåçóëüòàòîâ èç [2℄ è [3℄. Çäåñü è äàëåå ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿïîäðîáíî íà èñòîðèè âîïðîñà, ïîñêîëüêó îíà äîñòàòî÷íî äåòàëüíîîñâåùåíà â ðàáîòàõ [2℄ è [3℄.×åðåç D(t) îáîçíà÷àåì îòêðûòûé êðóã ñ öåíòðîì â íóëå ðàäè-óñà t. Äëÿ ìåðû ν, îïðåäåëåííîé â êðóãå D(t), ïîëàãàåì νrad(t) :=
ν
(
D(t)

).Îñíîâíîé íàø èíòåðåñ áóäåò ñîñðåäîòî÷åí íà òðåõ òèïàõ êëàñ-ñîâ �óíêöèé (íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàõ!), îïðåäåëÿåìûõ äîñòàòî÷-íî ìåäëåííî ðàñòóùèìè âáëèçè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂D âåñàìè
p (ãðóáî ãîâîðÿ, ìåäëåííåå �óíêöèè z 7→ 1/(1−|z|) ïðè z → ∂D).Îïðåäåëèì çäåñü åùå äâà ñïåöèàëüíûõ êëàññà �óíêöèé äëÿ ïðî-èçâîëüíûõ âåñîâûõ �óíêöèé M : D → [−∞,+∞).1. ×åðåç A∞

M îáîçíà÷àåì êëàññ �óíêöèé f ∈ Hol(D), óäîâëåòâî-ðÿþùèõ îöåíêå
∣∣f(z)

∣∣ 6 Cf exp
(
cfM(z)

)
, z ∈ C (1)äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ cf , Cf . Åñëè M �ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, òî A∞

M � àëãåáðà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
lim supz→∂DM(z) = +∞, ýòó àëãåáðó èíà÷å ìîæíî îïðåäåëèòüêàê

A∞
M :=

{
f ∈ Hol(D) : lim sup

z→∂D

|f(z)|
M(z)

< +∞
}
. (2)2. Ïðîñòðàíñòâî HM+log îïðåäåëÿëîñü â [2℄ êàê ìíîæåñòâî âñåõ361



ãîëîìîð�íûõ â D �óíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ
|f(z)| 6 Cf

( 1

1 − |z|
)cf

expM(z), z ∈ D, (3)ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè Cf , cf > 0. Èíà÷å ýòî äîâîëüíî�æåñòêîå� ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
HM+log :=

{
f ∈ Hol(D) : lim sup

z→∂D

log |f(z)| −M(z)

log 1
1−|z|

< +∞
}
.(4)Âñþäó äàëåå íà âåñîâóþ �óíêöèþ p 6≡ −∞ âñåãäà áóäåò íàêëà-äûâàòüñÿ óñëîâèå

∫ 1

0

∫ 2π

0

p(teiθ) dθ dt < +∞. (5)Åñëè ïðè ýòîì p � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ìåðîé �èññà νp,òî óñëîâèå (5) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ (ñì. íà÷àëî äîêàçàòåëü-ñòâà [3, òåîðåìà 2℄)
∫ 1

0

(1 − t)2 dνrad
p (t) < +∞. (6)Òàê, äëÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèè p, äëÿ êîòîðîé ïî îïðåäåëåíèþ

p(z) = p
(
|z|
) ïðè âñåõ z ∈ D, óñëîâèå (5) âûãëÿäèò ñîâñåì ïðîñòî:

∫ 1

0

p(t) dt < +∞. (7)Êðîìå òîãî, áóäóò íàêëàäûâàòüñÿ è îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ ðå-ãóëÿðíîñòè âèäà
1

2π

∫ 2π

0

p
(
z + ε

(
1 − |z|

)
eiθ
)
dθ+a log

1

1 − |z| 6 bp(z)+C, z ∈ D,(8)362



ãäå a, b, C � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, ãðàíèöû âûáîðà êîòîðûõ áó-äóò îáóñëîâëåíû êîíêðåòíûìè ðàññìàòðèâàåìûìè ïðîñòðàíñòâà-ìè è ìåòîäîì ðàáîòû [2℄. Äëÿ ðàäèàëüíîé âîçðàñòàþùåé �óíêöèè
p ýòî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ó íàñ áóäåò âûãëÿäåòü êàê

p (t+ ε(1 − t)) + a log
1

1 − t
6 bp(t) + C, 0 6 t < 1. (9)Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ðàäèàëüíûõ âîçðàñòàþùèõ âåñîâ p,óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîâðåìåííî óñëîâèÿì âèäà (7) è (9), áóäóòñëóæèòü[L℄ ëîãàðè�ìè÷åñêèé âåñ p : z 7−→ logα

1

1 − |z| , α > 0, z ∈ D,[P℄ ñòåïåííîé âåñ p : z 7−→ 1

(1 − |z|)β , 0 < β < 1, z ∈ D,Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ àëãåáðA∞
p ñ âåñîâûìè �óíêöèÿìè âèäà[P℄, êîãäà β > 1, çàêîí÷åííûå îïèñàíèÿ íóëåâûõ ìíîæåñòâ áûëèïîëó÷åíû åùå â [1℄, à äëÿ �æåñòêèõ� ïðîñòðàíñòâ Hol(D;M), ãäå

M � ýòî ëîãàðè�ìè÷åñêèé âåñ èç [L℄ ñ 0 < α < 1 ïîëíîå îïèñàíèåíóëåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áûëî äàíî Ê. Ñåéïîì â [4℄. Â òî æåâðåìÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðàáîòå äàæå êîíêðåòíûõïðîñòðàíñòâ è àëãåáð, îïðåäåëÿåìûõ âåñîâûìè �óíêöèÿìè âèäà[L℄ è [P℄ ñîîòâåòñòâåííî ñ α > 1 è 0 < β 6 1, åùå íåìàëî îòêðûòûõâîïðîñîâ ïî îïèñàíèþ íóëåâûõ ìíîæåñòâ.Ïóñòü �óíêöèÿ p ∈ SH(D) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ýêâèâà-ëåíòíûõ óñëîâèé (5)�(6).Ñíà÷àëà äëÿ ëó÷øåé îáîçðèìîñòè ìû ïðèâåäåì ñâîäêó óïðî-ùåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâà Skèç ñèñòåìû Σ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à p : [0, 1) → [0,+∞) �âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ â íóëå ñïðàâà âûïóêëàÿ îò ëîãàðè�-ìà4 íà (0, 1) �óíêöèÿ è âûïîëíåíî óñëîâèå (7). Ïðîäîëæèì åå íà
D êàê ðàäèàëüíóþ �óíêöèþ p(z) ≡ p(|z|), z ∈ D, ñîõðàíèâ äëÿ4Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ p ◦ exp âûïóêëàÿ íà (−∞, 0).363



ïðîäîëæåííîé �óíêöèè ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå p. Â ÷àñòíîñòè, îíàñòàíåò óæå ñóáãàðìîíè÷åñêîé ââèäó åå âîçðàñòàíèÿ è âûïóêëîñòèîò ëîãàðè�ìà íà (0, 1). Ìåðó �èññà ïðîäîëæåííîé ñóáãàðìîíè÷å-ñêîé �óíêöèè p îáîçíà÷àåì ÷åðåç νp. Ïëîòíîñòü ìåðû �èññà òàêîé�óíêöèè ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ÷åðåç íà-÷àëüíóþ �óíêöèþ p : [0, 1) → [0,+∞), à èìåííî:
dνp(z) =

1

2π
dθ ⊗ d

(
tp′−(t)

)
, z = teiθ, r > 0, (10)ãäå p′− � ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ⊗ � ïðîèçâåäåíèå ìåð.Ïðè a > 0 ââåäåì �óíêöèþ

b[a]p (r) :=
1

1 − r

∫ 1−

(
r−a(1−r)

)+(1 − t) dp(t), 0 6 r < 1. (11)Â åå êîíå÷íîñòè ëåãêî óáåäèòüñÿ ââèäó (7) èíòåãðèðîâàíèåì ïî÷àñòÿì.Òåîðåìà(ðàäèàëüíàÿ) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Λñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ⋃∞
k=1 Sk. Òîãäà(Z1) åñëè äëÿ a = 1 ñóùåñòâóþò ε, 0 < ε < 1, è b, C > 0, ïðèêîòîðûõ âûïîëíåíî (9), à

lim sup
k→∞

diamSk
dist(Sk, ∂D)

< +∞, lim sup
k→∞

nΛ(Sk)

νp(Sk)
< +∞, (12)òî Λ � íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ àëãåáðû A∞

M(D) ñðàäèàëüíûì âåñîì M = p+ b
[6]
p ;(Z2) åñëè äëÿ a = 1 ïðè ëþáîì b > 1 íàéäóòñÿ ε, 0 < ε < 1,

C > 0, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî (9), à
lim
k→∞

diamSk
dist(Sk, ∂D)

= 0, lim sup
k→∞

nΛ(Sk)

νp(Sk)
< 1, (13)òî Λ � íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êëàññà Hol(D;M),ãäå

M := cΛp+ BΛb
[6]
p , (14)364



ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî cΛ ìåíüøå 1, à BΛ > 0 � ïîñòîÿííàÿ;(Z3) åñëè  b = 1 äëÿ íåêîòîðûõ ε, 0 < ε < 1, C > 0 è a < 0âûïîëíåíî (9),
∞∑

k=1

diamSk
dist(Sk, ∂D)

νp(Sk) < +∞, è, êðîìå òîãî, nΛ(Sk) 6 νp(Sk)(15)ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, òî Λ � íóëåâàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü äëÿ êëàññà HM+log(Ω), ãäå M � �óíêöèÿ èç (14)ñ cΛ = 1, à BΛ > 0 � ïîñòîÿííàÿ.Óòâåðæäåíèÿ (Z1)�(Z3) ýòîé òåîðåìû íååäèíñòâåííîñòè � ñëåä-ñòâèÿ ñîîòâåòñòâåííî òåîðåì 1, 2 è 3 (ñì. êðàòêèå îáîñíîâàíèÿïîñëå èõ äîêàçàòåëüñòâ).� 1. Íåðàäèàëüíàÿ òåîðåìà î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé äëÿàëãåáð A∞

M è åå ñëåäñòâèÿÏîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Λ â D ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîìðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó nΛ íà D. Ïóñòü p � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â
D �óíêöèÿ ñ ìåðîé �èññà νp, p 6≡ −∞. Ïðè çàäàííîì ëîêàëüíîêîíå÷íîì ñåìåéñòâå Σ = {Sk} áîðåëåâñêèõ ïðåäêîìïàêòíûõ ïîä-ìíîæåñòâ5 Sk â D, k = 1, 2, . . . , ïîêðûâàþùåì Λ, âñþäó â ýòîìè ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðû nΛ è νp ïðåä-ñòàâëåíû â âèäå ñóìì ïîëîæèòåëüíûõ ìåð

nΛ =
∞∑

k=1

λ(k) , νp =
∞∑

k=1

ν(k) (16)è ìåðû λ(k), ν(k) ñîñðåäîòî÷åíû íà Sk â òîì ñìûñëå, ÷òî
λ(k)(D \ Sk) = ν(k)(D \ Sk) = 0, k = 1, 2, . . . . (17)5Çäåñü óæå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñåêàþùèõñÿ.365



Äëÿ z = reiθ, 0 6 r < 1, θ ∈ R è ÷èñëà a > 0 ââåäåì âðàññìîòðåíèå ïîëÿðíûé ïðÿìîóãîëüíèê
�(z; a) :=

{
ζ = teiψ :

(
r − a(1 − r)

)+
6 t < 1, | sin(ψ − θ)| < a(1 − r)

}(18)îòíîñèòåëüíîãî ðàçìåðà a è �óíêöèþ
b[a]νp

(z) :=
1

(1 − |z|)2

∫

�(z;a)

(1 − |ζ|)2 dνp(ζ). (19)Êðîìå òîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿóñðåäíåíèé
A

[ε]
M(z) :=

1

2π

∫ 2π

0

M
(
z + ε(1 − |z|)eiθ

)
dθ, 0 < ε < 1, (20)ïðè óñëîâèè èíòåãðèðóåìîñòè �óíêöèè M : D → [−∞,∞] ïîîêðóæíîñòÿì.Òåîðåìà 1. Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ�óíêöèÿ ñ ìåðîé �èññà νp è âûïîëíåíî óñëîâèå (5) èëè ýêâè-âàëåíòíîå åìó îãðàíè÷åíèå (6). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî�óíêöèÿ p óäîâëåòâîðÿåò íåðàäèàëüíîìó óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòèòèïà (8), à èìåííî:(LD0) ñóùåñòâóþò ÷èñëî ε, 0 < ε < 1 è ïîñòîÿííûå B,C > 0, äëÿêîòîðûõ

A[ε]
p (z) + log

1

1 − |z| 6 Bp(z) + C, z ∈ Ω. (21)Åñëè ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ Σ = {Sk}, ïîêðûâàþùàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü Λ, óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ
lim sup
k→∞

diamSk
dist(Sk, ∂D)

< +∞, (22)à äëÿ ðàçáèåíèé ìåð (16) âûïîëíåíî óñëîâèå
lim sup
k→∞

λ(k)(Sk)

ν
(k)
p (Sk)

< +∞ , (23)366



òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ àëãåáðû A∞
M(D), ãäå

M = p+ b[6]
νp
. (24)Äîêàçàòåëüñòâî. Â [2, òåîðåìà 13.1℄6 äîêàçàíî, ÷òî èìåííî â óñëî-âèÿõ òåîðåìû 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Λ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ íååäèíñòâåííîñòè, èëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íó-ëåé, äëÿ àëãåáðû A∞

p (äàæå áåç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé (5)�(6)),ò.å. äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M), ãäå M := B1p � ñóáãàðìîíè÷å-ñêàÿ �óíêöèÿ, B1 � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Êðîìå òîãî,äëÿ �óíêöèè M è äëÿ åå ìåðû �èññà νM ïî-ïðåæíåìó âûïîëíå-íû ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ (5)�(6) ñ çàìåíîé p íà M . Ïðè ýòèõóñëîâèÿõ â [3, òåîðåìà 2, ï. (U)℄ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M) ïðè ëþáîì
ε ∈ (0, 1) áóäåò óæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà

Hol
(

D;A
[ε]
M + Cεb

[6]
νM

)
, (25)ãäå ïîñòîÿííàÿ Cε çàâèñèò òîëüêî îò ε. Íî èç óñëîâèÿ ðåãó-ëÿðíîñòè (LD0) ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε ∈ (0, 1) íàéäóò-ñÿ ïîñòîÿííûå B,C > 0, ñ êîòîðûìè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

A
[ε]
M(z) 6 BM(z) = BB1p(z) + C, z ∈ D. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíî-ñòè �óíêöèé p è b[6]

νp ýòî îçíà÷àåò ÷òî ïðîñòðàíñòâî (25) âëîæåíî âïðîñòðàíñòâî Hol
(
D;B2

(
p+b

[6]
νp

)) ïðè B2 = max{BB1, Cε}. Íî ýòîïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû A∞
M ñM âèäà (24). Òåðåìà äîêàçàíà. •Âûâåäåì èç òåîðåìû 1 ÷àñòü (Z1) ðàäèàëüíîé òåîðåìû èç ââå-äåíèÿ. Äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ Sk â êà÷åñòâå ìåð λ(k) è ν(k), k =

1, 2, . . . , áåðåì ñóæåíèÿ ìåð ñîîòâåòñòâåííî nΛ è νp íà Sk. Òîãäàóñëîâèÿ (12) âëåêóò çà ñîáîé âûïîëíåíèå óñëîâèé (22)�(23) òåîðå-ìû 1. Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè p óñëîâèÿ íà íåå, ïðè êîòîðûõ6Íàäî èñïîëüçîâàòü âåðñèþ ýòîé òåîðåìû ñ óñëîâèåì (Sd2), â êîòîðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîêëàññû �óíêöèé îïðåäåëåíû íà âûïóêëîé îáëàñòè, à â äàííîì ñëó÷àå ýòî êðóã D.367



èìååò ìåñòî (9), äàæå ñèëüíåå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (LD0) òåîðå-ìû 1. Óñëîâèå (5) äëÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèè � ýòî (7). Íàêîíåö,â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà [3, òåîðåìà 3℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàäè-àëüíîé âîçðàñòàþùåé âûïóêëîé îò ëîãàðè�ìà �óíêöèè p (â [3,òåîðåìà 3℄ âìåñòî p �èãóðèðóåò áóêâà M) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-ñòâî
b[6]
νp

(z) 6 b[6]
p (z), 6/7 6 |z| = r < 1. (26)Ýòî è ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷àñòü (Z1) ðàäèàëüíîé òåîðåìû � ïðÿìîåñëåäñòâèå òåîðåìû 1.�àññìîòðèì ðàäèàëüíóþ òåîðåìó ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåò-íûì ëîãàðè�ìè÷åñêîìó è ñòåïåííîìó âåñàì p èç ïï. [L℄ è [P℄.Ïðè ýòîì äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊂ D ÷åðåç S(t) îáîçíà÷àåì îáùóþäëèíó ñîâîêóïíîñòè äóã, îáðàçîâàííûõ ïåðåñå÷åíèåì S ∩ ∂D(t),ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì óñëîâèè èçìåðèìîñòè ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ.Ñëåäñòâèå 1.Ïóñòü p � ëîãàðè�ìè÷åñêèé âåñ èç ï. [L℄ ââåäå-íèÿ è α > 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (22) äëÿ ñèñòåìû Σ = {Sk}ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Sk è

lim sup
k→∞

nΛ(Sk)
∫ 1

0 Sk(t)
1

(1−t)2
(
1 + (α−1)t

1−t log−1 1
1−t

)
logα−1 1

1−t dt
< +∞ ,(27)òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ àëãåáðû A∞
p (D). Â÷àñòíîñòè, ïðè α = 1 â çíàìåíàòåëå äðîáè èç (27) ñòîèò∫ 1

0 Sk(t)
1

(1−t)2 dt, à ïðè α > 1 ýòî çíàìåíàòåëü óäîáíåå çàìåíèòüíà ∫ 1

0 Sk(t)
1

(1−t)3 logα−2 1
1−t dt.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå α > 1 îáåñïå÷èâàåò âû-ïîëíåíèå ïîñûëêè â (Z1), êàñàþùåéñÿ (9), à (27) � ýòî ïåðåïèñàí-íîå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (12). Íàêîíåö,íàì ïîòðåáóåòñÿËåììà. Äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîãî âåñà p èç ï. [L℄ ïðè ëþáîì

α > 0 ñ öåëîé ÷àñòüþ [α] äëÿ �óíêöèè b
[6]
p èç (11) ñïðàâåäëèâà368



îöåíêà7
b[6]
p (r) 6 7

[α]∑

k=1

α(α−1) . . . (α−k+1) logα−k
1

1 − r
+Cα, 0 6 r < 1.(28)Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïðè âûáîðå ëîãàðè�ìè÷åñêîãî âåñà p èçï. [L℄ äëÿ �óíêöèè èç (11) íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

b[6]
p (r) =

1

1 − r

∫ 1−

(
r−6(1−r)

)+(1 − t) d
(
logα

1

1 − t

)

=
α

1 − r

∫ 1−

(
r−6(1−r)

)+ logα−1 1

1 − t
dt = − α

1 − r

∫ 1−

(
r−6(1−r)

)+ logα−1 1

1 − t
d(1−t)äëÿ âñåõ 0 6 r < 1. Åñëè α < 1, òî ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà èâñå äîêàçàíî. Åñëè æå α > 1, òî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàëâ ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì

b[6]
p (r) 6 7α logα−1 1

1 − r
−α(α− 1)

1 − r

∫ 1−

(
r−6(1−r)

)+ logα−2 1

1 − t
d(1−t).Äàëåå ïîâòîðÿåì òàêóþ ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äîòåõ ïîð, ïîêà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïîäûíòåãðàëüíîãî ëîãàðè�ìàíå ñòàíåò ìåíüøå èëè ðàâåí íóëþ. Â èòîãå òàêîãî îöåíèâàíèÿ âû-äåëèòüñÿ ñóììà ëîãàðè�ìè÷åñêèõ �óíêöèé èç (28) è åùå îäíîèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå ñ ìíîæèòåëåì

− α(α− 1) . . . (α− [α])

1 − r

∫ 1−

(
r−6(1−r)

)+ logα−[α]−1 1

1 − t
d(1 − t)

=
α(α− 1) . . . (α− [α])

1 − r

∫ 1−

(
r−6(1−r)

)+ logα−[α]−1 1

1 − t
dt,7Êàê îáû÷íî, ∑

k=m
n· := 0 ïðè n < m. 369



êîòîðîå ïðè r > 6/7 îãðàíè÷åííî ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêîîò α, ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, à ïðè
0 6 r < 6/7 â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ íà [0, 1)è íåðàâåíñòâà 1/(1 − r) 6 7 äëÿ äðîáè ïåðåä èíòåãðàëîì. Ëåììàäîêàçàíà. •Ïî ýòîé ëåììå ðàäèàëüíûé âåñ M = p+ b

[6]
p ïðè íàøåì âûáîðåâåñà p îãðàíè÷åí ñâåðõó �óíêöèåé Cp + C, ãäå C � ïîñòîÿííàÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå àëãåáðà A∞
M âëîæåíà â àëãåáðó

A∞
p è äàæå ñîâïàäàåò ñ íåé. Òåîðåìà äîêàçàíà. •Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü p � ñòåïåííîé âåñ èç ï. [P℄ è β >

0. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (22) äëÿ ñèñòåìû Σ = {Sk} ïîïàðíîíåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Sk è
lim sup
k→∞

nΛ(Sk)∫ 1

0 Sk(t)
dt

(1−t)β+2

< +∞ , (29)òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ àëãåáðû A∞
p (D).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëåäñòâèÿ îïóñêàåì. Îíî ïðîâîäèòñÿ ïîòîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåãî. Êðîìå òîãî, îò-ìåòèì, ÷òî äëÿ ñïåöèàëüíîãî äèàäè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ Σ åäèíè÷-íîãî êðóãà ýòîò ðåçóëüòàò ñîäåðæèòüñÿ â ðàáîòå Ô.À. Øàìîÿíà(ñì. [1, òåîðåìà 2.2, ï. 2◦℄, [2, � 19℄).� 2. Íåðàäèàëüíûå òåîðåìû î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé äëÿâåñîâûõ ïðîñòðàíñòâÍà ñóáãàðìîíè÷åñêóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåñîâóþ �óíêöèþ p êàêâ [2℄ íàêëàäûâàåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè88Èñïîëüçóåì íóìåðàöèþ èç [2℄.
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(LD1
0) ïðè a = 1 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà b > 1 íàéäóòñÿ ÷èñëà ε, 0 < ε <

1, è Cb,  êîòîðûìè âûïîëíåíî (8), ò. å. â îáîçíà÷åíèè (20)äëÿ óñðåäíåíèÿ A[ε]
p èìååò ìåñòî îãðàíè÷åíèå

A[ε]
p (z) + log

1

1 − |z| 6 bp(z) + Cb, z ∈ D. (30)Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðà�à êàñàåòñÿ óæå âåñîâûõïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ àëãåáðàìè.Òåîðåìà 2. Ïóñòü p ∈ SH+(D) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5) è
(LD1

0). Åñëè äëÿ ñåìåéñòâà Σ = {Sk}, k = 1, 2, . . . , âîçìîæíî ïå-ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Sk, ïîêðûâàþùåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Λ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
k→∞

diamSk
dist(Sk, ∂D)

= 0, (31)à ðàçáèåíèÿ (16) ìåð nΛ è pν óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ
lim sup
k→∞

λ(k)(Sk)

ν
(k)
p (Sk)

< 1 (32)òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà aΛ < 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M), ãäå
M = aΛp+Bb[6]

νp
, (33)à ïåðåä îïðåäåëåííîé â (19) �óíêöèåé b[6]
νp ñòîèò ïîñòîÿííàÿ B.Â ÷àñòíîñòè, åñëè p � ëîãàðè�ìè÷åñêèé âåñ âèäà [L℄ ñ α > 1,òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (33) èñ÷åçàåò è Λ � ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D; aΛp) ñ íåêîòîðîéïîñòîÿííîé aΛ < 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Â [2, òåîðåìà 15.1℄ äîêàçàíî, ÷òî èìåííî â óñëî-âèÿõ òåîðåìû 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Λ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ íååäèíñòâåííîñòè, èëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íó-ëåé, äëÿ ïðîñòðàíñòâà H1

p := ∪06a<1 Hol(D, cp) (äàæå áåç ýêâèâà-ëåíòíûõ óñëîâèé (5)�(6)), ò.å. ïðè íåêîòîðîì c < 1 äëÿ ïðîñòðàí-ñòâà Hol(D;M), ãäåM := cp� ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Êðîìå371



òîãî, äëÿ �óíêöèèM è äëÿ åå ìåðû �èññà νM ïî-ïðåæíåìó âûïîë-íåíû ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ (5)�(6) ñ çàìåíîé p íà M . Ïðè ýòèõóñëîâèÿõ â [3, òåîðåìà 2, ï. (U)℄ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M) ïðè ëþáîì
ε ∈ (0, 1) áóäåò óæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà(25). Î÷åâèäíî, b[6]

M 6 cb
[6]
p . Êðîìå òîãî, â ñèëó óñëîâèÿ ðåãóëÿð-íîñòè (LD1

0) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ÷èñëà b > 1, äëÿêîòîðîãî âûïîëíåíî îãðàíè÷åíèå cb < 1, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
A

[ε]
M 6 bcp(z) + C, (34)ãäå aΛ := bc < 1, C � ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâîèç (25) âëîæåíî â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Hol

(
D; aΛp + Bb

[6]
νp

) äëÿíåêîòîðîé ïîñòîÿííîé B, à Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå
p(z) = logα

1

1 − |z| , α > 1, (35)âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5) è (LD1
0), à èç îöåíêè (28) ëåììû ïðåäûäó-ùåãî ïàðàãðà�à äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîãî âåñà (35) èìååì

b[6]
νp

(z) = O
(
logα−1 1

1 − |z|
)
, z → ∂D. (36)Îòñþäà ïðè òîì æå âûáîðå âåñà p ìîæíî íàéòè ïîñòîÿííóþ

a ∈ (aΛ, 1), ñ êîòîðîé íåðàâåíñòâî aΛp(z)+Bb
[6]
νp (z) 6 ap(z) âûïîë-íåíî ïðè âñåõ z ∈ D\D(t) ïðè îïðåäåëåííîì t < 1. â ñèëó îãðàíè-÷åííîñòè ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé â êðóãå D(t) ýòîãî äîñòàòî÷íî,÷òîáû ïðîñòðàíñòâî Hol

(
D; aΛp+ Bb

[6]
νp

) âêëþ÷àëîñü â Hol(D; ap).Òåîðåìà äîêàçàíà. •Âûâåäåì èç òåîðåìû 2 ÷àñòü (Z2) ðàäèàëüíîé òåîðåìû èç ââå-äåíèÿ. Äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ Sk â êà÷åñòâå ìåð λ(k) è ν(k), k =
1, 2, . . . , áåðåì ñóæåíèÿ ìåð ñîîòâåòñòâåííî nΛ è νp íà Sk. Òîãäà372



óñëîâèÿ (13) âëåêóò çà ñîáîé âûïîëíåíèå óñëîâèé (31)�(32) òåîðå-ìû 2. Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè p óñëîâèÿ íà íåå, ïðè êîòîðûõèìååò ìåñòî (9), äàæå ñèëüíåå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (LD1
0) òåîðå-ìû 2. Óñëîâèå (5) äëÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèè � ýòî (7). Íàêîíåö,êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (26). Ýòî è ïîêà-çûâàåò, ÷òî ÷àñòü (Z2) ðàäèàëüíîé òåîðåìû � ïðÿìîå ñëåäñòâèåòåîðåìû 2.Èç ÷àñòè (Z2) ðàäèàëüíîé òåîðåìû èç ââåäåíèÿ ìîæíî ëåãêîïîëó÷èòü ñëåäñòâèÿ, ïîäîáíûå ñëåäñòâèÿì 1 è 2 äëÿ ëîãàðè�ìè-÷åñêèõ è ñòåïåííûõ âåñîâ p âèäà [L℄ è [P℄ ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñüìû íà ýòîì íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.� 3. Íåðàäèàëüíûå òåîðåìû î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé äëÿïðîñòðàíñòâ òèïà Hp+log.Íà âåñîâóþ �óíêöèþ p, îïðåäåëÿþùóþ ïðîñòðàíñòâî Hp+log, â[2℄ íàêëàäûâàëîñü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè9(LD0

0) ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε, 0 < ε < 1, è C > 0, äëÿ êîòîðûõ âîáîçíà÷åíèè (20) äëÿ óñðåäíåíèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
A[ε]
p (z) 6 p(z) + C log

1

1 − |z| + C, z ∈ D. (37)Òåîðåìà 3. Ïóñòü p ∈ SH(D) è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçà-òåëüíî ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëî-âèÿ (5) è (LD0
0). Åñëè äëÿ ñåìåéñòâà Σ = {Sk}, k = 1, 2, . . . ,âîçìîæíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Sk, ïîêðûâàþùåãî ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü Λ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (31) è âûïîëíåíû åùåäâà óñëîâèÿ:[Λ℄ äëÿ ïðåäñòàâëåíèé (16)�(17) ìåð nΛ è νp ïðè âñåõ äîñòàòî÷-íî áîëüøèõ íîìåðàõ k èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî λ(k)(Sk) 6

ν
(k)
p (Sk),9Èñïîëüçóåì íóìåðàöèþ èç [2℄. 373



[B℄ äëÿ ìåðû
σ :=

∞∑

k=1

diamSk
dist(Sk, ∂D)

ν(k)
p (38)âûïîëíåíî óñëîâèå Áëÿøêå

∫ 1

0

(1 − t) dσrad(t) < +∞, (39)òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M),ãäå â îáîçíà÷åíèè (19)
M(z) := p(z) + C log

1

1 − |z| +Bb[6]
νp

(z), C, B � ïîñòîÿííûå.(40)Â ÷àñòíîñòè, åñëè σ(D) < +∞, òî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà(31) ìîæíî è íå òðåáîâàòü.Äîêàçàòåëüñòâî. Â [2, òåîðåìà 16.1℄ äîêàçàíî, ÷òî èìåííî â óñëî-âèÿõ òåîðåìû 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Λ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ íååäèíñòâåííîñòè, èëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íó-ëåé, äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hp+log (äàæå áåç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé(5)�(6)), ò.å. ïðè íåêîòîðîì C > 0 äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M),ãäå M(z) := p(z) + C log 1
1−|z|, z ∈ D, � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ �óíêöèè M è äëÿ åå ìåðû �èññà νM ïî-ïðåæíåìó âûïîëíåíû ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ (5)�(6) ñ çàìåíîé

p íà M . Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â [3, òåîðåìà 2, ï. (U)℄ óòâåðæäàåò-ñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà
Hol(D;M) ïðè ëþáîì ε ∈ (0, 1) áóäåò óæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþíóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà (25). Â äàííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðà-âåíñòâî b[6]

M 6 b
[6]
p +C1, C1 � ïîñòîÿííàÿ, ïîñêîëüêó ïî îöåíêå (28)ëåììû èç � 1, ïðèìåíåííîé ñ α = 1 èìååì b

[6]

log 1
1−|· |

6 C1. Êðîìåòîãî, â ñèëó óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (LD0
0) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

A
[ε]
M 6 p(z) + C2, (41)374



ãäå C2 � ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî èç (25) âëî-æåíî â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Hol
(
D; p + C3 log 1

1−|· | + Bb
[6]
νp

) äëÿíåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ C3, B, à Λ� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü. •Âûâåäåì èç òåîðåìû 3 ÷àñòü (Z3) ðàäèàëüíîé òåîðåìû èç ââå-äåíèÿ. Äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ Sk â êà÷åñòâå ìåð λ(k) è ν(k), k =
1, 2, . . . , áåðåì ñóæåíèÿ ìåð ñîîòâåòñòâåííî nΛ è νp íà Sk. Òîãäàóñëîâèÿ (15) âëåêóò çà ñîáîé âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîîòâåòñòâåííî[B℄ è [Λ℄ òåîðåìû 3. Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè p óñëîâèÿ íà íåå,ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî (9), äàæå ñèëüíåå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè(LD0

0) òåîðåìû 3. Óñëîâèå (5) äëÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèè � ýòî (7).Íàêîíåö, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (26). Ýòîè ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷àñòü (Z3) ðàäèàëüíîé òåîðåìû � ïðÿìîå ñëåä-ñòâèå òåîðåìû 3.Ñëåäñòâèå 3 Ïóñòü p � ëîãàðè�ìè÷åñêèé âåñ èç ï. [L℄ ââåäå-íèÿ è ïðè ýòîì 1 6 α 6 2. Åñëè äëÿ ñèñòåìû Σ = {Sk} ïîïàðíîíåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Sk êîíå÷íà ñóììà
∞∑

k=1

diamSk
dist(Sk, ∂D)

∫ 1

0

Sk(t)
1

(1− t)2

(
1 +

(α− 1)t

1 − t
log−1 1

1 − t

)
logα−1 1

1 − t
dt(42)è â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ ïåðåä ñëåäñòâèåì ??,

nΛ(Sk) 6

∫ 1

0

Sk(t)
1

(1 − t)2

(
1 +

(α− 1)t

1 − t
log−1 1

1 − t

)
logα−1 1

1 − t
dt ,(43)òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hp+log.Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = 1 èíòåãðàëû â (42) è (43) èìåþò âèä∫ 1

0 Sk(t)
1

(1−t)2 dt, à ïðè 1 < α > 2 èõ ìîæíî çàìåíèòü íà
∫ 1

0 Sk(t)
1

(1−t)3 logα−2 1
1−t dt.Äîêàçàòåëüñòâî îïóñêàåì, ïîñêîëüêó èäåéíî îíî ïîâòîðÿåò îò-äåëüíûå ýëåìåíòû äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 1. Îòìåòèì ëèøü,÷òî îãðàíè÷åíèå α 6 2 ïî ëåììå èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ375



1 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (9) â òîì âèäå, â êàêîì îíîòðåáóåòñÿ â ï. (Z3) ðàäèàëüíîé òåîðåìû. Ïðè α > 2 ýòî óñëîâèå,ðàâíî êàê è îãðàíè÷åíèå (LD0
0), óæå íåâåðíî.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâå [2, òåîðåìà 17.1℄ íàøèòåîðåìû ìîæíî ðàçâèòü è äàëüøå íà áîëåå ñëîæíî óñòðîåííûåïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, ïî ñõåìå èç [2, � 18℄, îïèðàÿñü íà ðå-çóëüòàòû ðàáîòû [3℄, ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûå òåîðåìû óñòîé÷èâî-ñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëî-ìîð�íûõ �óíêöèé â êðóãå. Ýòè ðåçóëüòàòû â äàëüíåéøåì áóäóòèçëîæåíû â áîëåå ïîäðîáíîé âåðñèè íàøåé ðàáîòû.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Øàìîÿí Ô.À.,Ôàêòîðèçàöèîííàÿ òåîðåìà Ì.Ì. Äæðáàøÿ-íà è õàðàêòåðèñòèêà íóëåé àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå �óíêöèéñ ìàæîðàíòîé êîíå÷íîãî ðîñòà, Èçâ. ÀÍ Àðì. ÑÑ�. Ìàòå-ìàòèêà XIII (1978), � 5�6, 405�422.[2℄ Á.Í. Õàáèáóëëèí, Ô.Á. Õàáèáóëëèí, Ë.Þ. ×åðåäíèêîâà� Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé äëÿ êëàññîâ ãîëîìîð�íûõ�óíêöèé, èõ óñòîé÷èâîñòü è ýíòðîïèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.II�, Àëãåáðà è àíàëèç, 20:1 (2008), 190�236.[3℄ Å. �. Êóäàøåâà, Á.Í. Õàáèáóëëèí ��àñïðåäåëåíèå íóëåé ãî-ëîìî�íûõ �óíêöèé óìåðåííîãî ðîñòà â åäèíè÷íîì êðóãå èïðåäñòàâëåíèå â íåì ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé�, Ìàòåì. ñá.,201: (2009), 95�126.[4℄ K. Seip, �An extention of the Blashke ondition�, J. LondonMath. So., 51 (1995), 545�558.
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ÓÄÊ 517.9Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ ÑÎÁÎËÅÂÀÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÇÀÄÀ×È ÍÅÉÌÀÍÀ ÄËßÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À Â ÎÁËÀÑÒÈ Ñ ÌÀËÛÌÎÒÂÅ�ÑÒÈÅÌ×åðäàíöåâà Ê. È. (Ó�à, Áàø�Ó)�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
Lψ0 := −

n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
ψ0

)
+ aψ0 = λ0ψ0 ïðè x ∈ Ω,

∂

∂ν
ψ0 = 0 ïðè x ∈ ∂Ω,

(1)ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ, ñâÿçíàÿ îáëàñòü â R
n ñ áåñêîíå÷íî äè��å-ðåíöèðóåìîé ãðàíèöåé, x = (x1, . . . , xn), aij, a ∈ C∞(Ω), aij = aji,

∂

∂ν
:=

n∑

i,j=1

aij cos(xj, n)
∂

∂xi� êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, à îïåðàòîð L � ýëëèïòè÷åñêèé. Òîåñòü ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå µ1 è µ2 òàêèå, ÷òî
µ1|ξ|2 6

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj 6 µ2|ξ|2 (2)äëÿ ëþáûõ x ∈ Ω è ξ ∈ R. Çàäà÷ó (1) áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëüíîé.Âîçìóòèì ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó âûðåçàíèåì â Ω ìàëîãî îòâåð-ñòèÿ è çàäàíèåì óñëîâèÿ Íåéìàíà íà ãðàíèöå ýòîãî îòâåðñòèÿ. Àèìåííî, ïóñòü Ω ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò, ω � îãðàíè÷åííàÿ,ñâÿçíàÿ îáëàñòü â Rn ñ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé ãðàíèöåé,òàêæå ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ωε = {x : ε−1x ∈377



ω}, Ωε = Ω\ ωε. Çäåñü è äàëåå 0 < ε≪ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Êðà-åâóþ çàäà÷ó
−

n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
ψε

)
+ aψε = λεψε ïðè x ∈ Ωε,

∂

∂ν
ψε :=

n∑

i,j=1

aij cos(xj, n)
∂

∂xi
ψε = 0 ïðè x ∈ ∂Ωε

(3)
áóäåì íàçûâàòü âîçìóùåííîé.Ïóñòü Q - ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â Rn. Ïîä ñèìâîëàìè ‖ · ‖Q è
‖ · ‖1,Q áóäåì ïîíèìàòü íîðìó â L2(Q) è W 1

2 (Q), ñîîòâåòñòâåííî:
‖f‖Q =



∫

Q

f 2(x)dx




1/2

,

‖f‖1,Q =



∫

Q

(∇f(x))2dx+

∫

Q

f 2(x)dx




1/2

.Èçâåñòíî [[1℄,�ëàâà 4, �1, Òåîðåìà 3℄, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿêðàåâûõ çàäà÷ (1), (3) âåùåñòâåííû, à ñîáñòâåííûå �óíêöèè ìîãóòáûòü âûáðàíû âåùåñòâåííûìè.�åøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (1), (3) ïî-íèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå (ñì. [1℄ , [2℄,[3℄). À èìåííî, ïîäñîáñòâåííîé �óíêöèåé êðàåâîé çàäà÷è (1) ïîíèìàåì íå ðàâíóþíóëþ �óíêöèþ ψ0 ∈ W 1
2 (Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìóòîæäåñòâó

n∑

i,j=1

∫

Ω

aij
∂ψ0

∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

Ω

aψ0vdx = λ0

∫

Ω

ψ0vdx, (4)äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ W 1
2 (Ω). Àíàëîãè÷íî, ïîä ñîáñòâåííîé�óíêöèåé êðàåâîé çàäà÷è (3) ïîíèìàåì íå ðàâíóþ íóëþ �óíêöèþ378



ψε ∈ W 1
2 (Ωε), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

n∑

i,j=1

∫

Ωε

aij
∂ψε
∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

Ωε

aψεvdx = λε

∫

Ωε

ψεvdx, (5)äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ W 1
2 (Ωε).�åøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
Ψ0

)
+ aΨ0 = λΨ0 + f ïðè x ∈ Ω,

∂

∂ν
Ψ0 = 0 ïðè x ∈ ∂Ω,

(6)è
−

n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
Ψε

)
+ aΨε = λΨε + f ïðè x ∈ Ωε,

∂

∂ν
Ψε = 0 ïðè x ∈ ∂Ωε,

(7)ãäå fo, fε ∈ L2(Ω) ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå â îáîáù¼ííîì ñìûñëå.À èìåííî, ïîä ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (6) ïîíèìàåòñÿ ýëåìåíò
Ψ0 ∈ W 1

2 (Ω), óäîâëåòâîðÿùèé èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij
∂Ψ0

∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

Ω

aΨ0vdx = λ

∫

Ω

Ψ0vdx+

∫

Ω

fvdx, (8)äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ W 1
2 (Ω). Àíàëîãè÷íî, ïîä ðåøåíèåì êðà-åâîé çàäà÷è (7) ïîíèìàåòñÿ ýëåìåíò Ψε ∈ W 1

2 (Ωε), óäîâëåòâîðÿ-þùèé èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó
n∑

i,j=1

∫

Ωε

aij
∂Ψε

∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

Ωε

aΨεvdx = λ

∫

Ωε

Ψεvdx+

∫

Ωε

fvdx, (9)äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ W 1
2 (Ωε).Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.379



Ëåììà 7. Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò íà êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè, Ψε � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (7) ïðè λ ∈ Q. Òîãäàñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ ε < ε0 ñïðàâåäëèâàðàâíîìåðíàÿ ïî ε è λ îöåíêà
‖Ψε‖1,Ωε

6 C1(‖Ψε‖Ωε
+ ‖f‖Ωε

). (10)Äîêàçàòåëüñòâî. Â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (9) ïîäñòàâèì�óíêöèþ v = Ψε:
n∑

i,j=1

∫

Ωε

aij
∂Ψε

∂xj

∂Ψε

∂xi
dx = −

∫

Ωε

aΨεΨεdx+ λ

∫

Ωε

ΨεΨεdx+

∫

Ωε

fΨεdx.(11)Èç óñëîâèÿ ýëëèïòè÷íîñòè (2) ñëåäóåò îöåíêà
µ1|∇Ψε|2 6

n∑

i,j=1

aij
∂Ψε

∂xj

∂Ψε

∂xi
6 µ2|∇Ψε|2, (12)òîãäà â ñèëó (11), (12) èìååì

µ1 ‖∇Ψε‖2
Ωε

6 C2(‖Ψε‖2
Ωε

+ ‖f‖Ωε
‖Ψε‖Ωε

)

6 C2 ‖Ψε‖2
Ωε

+ C2 ‖f‖Ωε
‖Ψε‖Ωε

+ ‖f‖2
Ωε
.�àçäåëèâ íà µ1 è ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ‖Ψε‖2

Ωε
, ïîëó÷àåì

‖Ψε‖2
1,Ωε

6 C2
1(‖Ψε‖Ωε

+ ‖f‖Ωε
)2,ãäå C1 =

√
C2+1
µ1

. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îöåíêà (10).Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 8. Ïóñòü λε � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è (3),ñõîäÿùååñÿ ïðè ε → 0 ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 ïðåäåëüíîéçàäà÷è (1), à ψε � íîðìèðîâàííàÿ â L2(Ωε) ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ,ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λε. Òîãäà èç ëþáîé380



ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}∞k=1 → 0 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-âàòåëüíîñòü {εkm
}∞m=1 → 0, òàêóþ ÷òî

‖ψεkm
− ψ0‖Ωεkm

→ 0,ãäå ψ0 � íîðìèðîâàííàÿ â L2(Ω), ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå (ñì. [4℄) ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåòëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ lε ïðîñòðàíñòâà
W 1

2 (Ωε) â W 1
2 (Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè u ∈ W 1

2 (Ωε)

‖lεu‖1,Ω 6 C‖u‖1,Ωε
(13)ãäå ïîñòîÿííàÿ C îò ε íå çàâèñèò.Â ñèëó (13) è (10) ïðè f ≡ 0 èìååì îöåíêó

‖lεψε‖1,Ω 6 C5‖ψε‖1,Ωε
6 C1C5‖ψε‖Ωε

= C. (14)Ïóñòü {εk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿê íóëþ ïðè k → ∞.Èç íåðàâåíñòâà (14) ñëåäóåò, ÷òî lεk
ψεk

îãðà-íè÷åííàÿ �óíêöèÿ â W 1
2 (Ω). Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåð-òîâîì ïðîñòðàíñòâå W 1
2 (Ω) ñëàáî êîìïàêòíî è âëîæåíèå W 1

2 (Ω)â L2(Ω) êîìïàêòíî, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü {εkm
}∞m=1, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ, òàêàÿ, ÷òî ïðè m→ ∞

lεkm
ψεkm

→ ψ∗ ∈ W 1
2 (Ω) ñëàáî â W 1

2 (Ω) è ñèëüíî â L2(Ω).(15)Ïî óñëîâèþ ëåììû,
λεkm

→ λ0. (16)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ ψ∗ óäîâëå-òâîðÿåò òîæäåñòâó (4) äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ W 1
2 (Ω). Äëÿ ýòîãî,ïîäñòàâèì â òîæäåñòâî (5) �óíêöèþ lεkm

ψεkm
è ïåðåéäåì ê ïðåäåëóïðè m → ∞ Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (5) äëÿ lεkm

ψεkm
è òåñòîâîé�óíêöèè v ∈ W 1

2 (Ω) èìååò âèä
n∑

i,j=1

∫

Ωεkm

aij
∂lεkm

ψεkm

∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

Ωεkm

alεkm
ψεkm

vdx = λεkm

∫

Ωεkm

lεkm
ψεkm

vdx.381



Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà èíòåãðàë
F =

n∑

i,j=1

∫

ωεkm

aij
∂lεkm

ψεkm

∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

ωεkm

alεkm
ψεkm

vdx

−λεkm

∫

ωεkm

lεkm
ψεkm

vdxè ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå èíòåãðàëà F ïåðåíåñåì âïðàâî. Ïîëó÷èì
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij
∂lεkm

ψεkm

∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

Ω

alεkm
ψεkm

vdx

= λεkm

∫

Ω

lεkm
ψεkm

vdx+ F.

(17)
Òàê êàê ìåðà |ωεkm

| −→
m→∞

0, òî íîðìû ‖∇v‖ωεkm
→ 0 è ‖v‖ωεkm

→ 0.Òîãäà
n∑

i,j=1

∫

ωεkm

aij
∂lεkm

ψεkm

∂xj

∂v

∂xi
dx 6 C6‖∇(lεkm

ψεkm
)‖Ω‖∇v‖ωεkm

−→
εkm→0

0,

∫

ωεkm

alεkm
ψεkm

vdx 6 C7‖(lεkm
ψεkm

)‖Ω‖v‖ωεkm
−→
εkm→0

0,

λεkm

∫

ωεkm

lεkm
ψεkm

vdx 6 C8‖(lεkm
ψεkm

)‖Ω‖v‖ωεkm
−→
εkm→0

0.Ñëåäîâàòåëüíî,
‖F‖Ωεkm

−→
εkm→0

0. (18)Â (17) ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m → ∞, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì (15),(16), (18) ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ ψ∗ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìóòîæäåñòâó (4). Ïðè÷åì ‖ψ∗‖Ω 6= 0 â ñèëó ðàâåíñòâà ‖ψε‖Ωε
= 1,382



(14) è (15). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî ψ∗ = ψ0. Òî åñòü, ïðè
m→ ∞ âåðíà ñõîäèìîñòü

‖lεkm
ψεkm

− ψ0‖Ω −→
εkm→0

0. (19)Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ψεkm
ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè ψ0

∥∥ψεkm
− ψ0

∥∥2

Ωεkm

6
∥∥lεkm

ψεkm
− ψ0

∥∥2

Ω
−→
εkm→0

0.Ïîëó÷èëè ñïðàâåäëèâîñòü íàøåãî óòâåðæäåíèÿ. Ëåììà äîêàçàíà.Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó êëþ÷åâîé ëåììû î ñõîäèìîñòè ðå-øåíèé âîçìóù¼ííûõ êðàåâûõ çàäà÷ (7) ê ðåøåíèÿì êðàåâîé çàäà-÷è (6).Ëåììà 9. Ïóñòü Q êîìïàêò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå ñî-äåðæàùèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðåäåëüíîé çàäà÷è (1). Òîãäà1) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì ε < ε0 è ëþ-áîì λ ∈ Q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Ψε âîçìóùåííîéçàäà÷è (7) è ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ ïî ε è λ îöåíêà
‖Ψε‖1,Ωε

6 C‖f‖Ωε
; (20)2) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) ïðè ε→ 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

‖Ψε − Ψ0‖Ωε
→ 0, (21)ãäå Ψ0 � ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è (6).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èçâåñòíîé àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà(ñì., íàïðèìåð, [1, �ë.4℄), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ èåäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è (7), äîñòàòî÷íî ïî-êàçàòü, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (20). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îöåíêà (20)íå âåðíà, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk → 0, ïðè k → ∞,

fk ∈ L2(Ωεk
), è λk òàêèå, ÷òî äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (7) ïðè ε = εk,

f = fk, λ = λk èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
‖Ψεk

‖1,Ωεk
> k‖fk‖Ωεk

. (22)383



Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
‖Ψεk

‖Ωεk
= 1. (23)Òîãäà, èç (10), (22) è (23) ñëåäóåò, ÷òî

‖Ψεk
‖1,Ωεk

6 C(1 + ‖fk‖Ωεk
), (24)

‖fk‖Ωεk
<
C(1 + ‖fk‖Ωεk

)

k
−→
εk→0

0. (25)Ïðîäîëæèì �óíêöèþ Ψεk
èç ïðîñòðàíñòâàW 1

2 (Ωεk
) âW 1

2 (Ω) îãðà-íè÷åííûì îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ lεk
òàê ÷òî

‖lεk
Ψεk

‖1,Ω 6 C‖Ψεk
‖1,Ωεk

6 C1(1 + ‖fk‖Ωεk
) (26)Ïîñêîëüêó Q êîìïàêò, èç (24), êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W 1

2 (Ω) â
L2(Ω) (ñì., íàïðèìåð, [1, �ëàâà 3, �5, Òåîðåìà 3℄) è ñëàáîé êîì-ïàêòíîñòè îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-ñòâå (ñì., íàïðèìåð, [1, �ëàâà 2, �3, Òåîðåìà 3℄) ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-ñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ {k′}, à òàêæå ñóùåñòâóþò
λ∗ è Ψ∗ òàêèå, ÷òî íà ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè k′ → +∞èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

λk′ → λ∗ ∈ Q, (27)
lεk′

Ψεk′
→ Ψ∗ ∈ W 1

2 (Ω) ñèëüíî â L2(Ω) è ñëàáî â W 1
2 (Ω). (28)Èç (23) è (28) ñëåäóåò, ÷òî

Ψ∗ 6= 0. (29)Èç (25), (27)�(29) ñëåäóåò
n∑

i,j=1

∫

Ω

aij
∂Ψ∗

∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

Ω

aΨ∗vdx = λ∗
∫

Ω

Ψ∗vdx.äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ W 1
2 (Ω). Ïîñêîëüêó Ψ∗ 6= 0 â ñèëó (23), òî

λ∗ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è (1). Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, λ∗ ∈ Q. Îäíàêî, ïî óñëîâèþ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû Q íå384



ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðåäåëüíîé çàäà÷è (1). Èç ïîëó-÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò îöåíêà (20).Äîêàæåì ïóíêò 2). Èç (13), (20) ñëåäóåò îöåíêà
‖lεΨε‖1,Ω 6 C‖Ψε‖1,Ωε

6 C1‖f‖Ωε
. (30)Ïóñòü {εk}∞k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ êíóëþ ïðè k → ∞. Èç îöåíêè (30), ñëàáîé êîìïàêòíîñòè îãðà-íè÷åííîãî ìíîæåñòâà â W 1

2 (Ω), êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W 1
2 (Ω) â

L2(Ω) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk′}∞k′=1òàêàÿ, ÷òî ïðè k′ → ∞ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (28). Äàëåå, äî-êàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ïóíê-òà 1). Ïîëó÷àåì, ÷òî Ψ∗ � ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è (6). Â ñèëóåäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîëó÷àåì, ÷òî Ψ∗ = Ψ0. Îò-ñþäà â ñèëó ïðîèçâîëà â âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}∞k=1 èñõîäèìîñòè (28) ñëåäóåò
‖lεΨε − Ψ0‖Ω −→

ε→0
0.Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ Ψε ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè Ψ0

‖Ψε − Ψ0‖2
Ωε

6 ‖lεΨε − Ψ0‖2
Ω −→

ε→0
0.Ïîëó÷èëè ñïðàâåäëèâîñòü íàøåãî óòâåðæäåíèÿ. Ëåììà äîêàçàíà.Èç ëåììû 8 è îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé êàê ïðå-äåëüíîé çàäà÷è (1), òàê è âîçìóùåííîé çàäà÷è (3) âûòåêàåò ñïðà-âåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 10. Ïóñòü ñîâîêóïíàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

λ0 êðàåâîé çàäà÷è (1) ðàâíà N . Òîãäà, åñëè ê íåìó ñõîäèòñÿ ñîá-ñòâåííîå çíà÷åíèå λε êðàåâîé çàäà÷è (3), òî åãî êðàòíîñòü íåïðåâûøàåò N .Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü êðàòíîñòüñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 ðàâíà N , à êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà-÷åíèÿ λε ñõîäÿùåãîñÿ ê λ0 ðàâíàM > N . Ïóñòü ñîáñòâåííàÿ �óíê-öèÿ ψε,1 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λε. Ïî ëåììå 8 èç385



ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}∞k=1 → 0 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü {εk1
}∞k1=1 → 0 òàêóþ, ÷òî
‖ψεk1

,1 − ψ0,1‖Ωεk1
→ 0,ãäå ψ0,1 ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ λ0. Âûáåðåì ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ ψεk1

,2 ñîîòâåòñòâóþ-ùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λε îðòîãîíàëüíóþ ê �óíêöèè ψεk1
,1.Ïî ëåììå 8 èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk1

}∞k1=1 → 0 ìîæíîâûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk2
}∞k2=1 → 0 òàêóþ, ÷òî

‖ψεk2
,2 − ψ0,2‖Ωεk2

→ 0,ãäå ψ0,2 ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ λ0. Òàê êàê ψεk1
,2 è ψεk1

,1 îðòîãîíàëüíû, ñëåäîâàòåëüíî�óíêöèè ψ0,1 è ψ0,2 îðòîãîíàëüíû. Ïðîäîëæàÿ ýòî ïîñòðîåíèå, íàøàãå i = N+1 âûáåðåì ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ ψεkN+1
,N+1 ñîîòâåò-ñòâóþùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λε îðòîãîíàëüíóþ ê �óíêöèÿì

ψεki
,i äëÿ ëþáîãî i = 1, · · · , N . Ïî ëåììå 8 èç ëþáîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè {εkN

}∞kN=1 → 0 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{εkN+1

}∞kN+1=1 → 0 òàêóþ, ÷òî
‖ψεkN+1

,N+1 − ψ0,N+1‖ΩεkN+1
→ 0,ãäå ψ0,N+1 ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ λ0 è îðòîãîíàëüíàÿ ψ0,i äëÿ ëþáîãî i = 1, · · · , N , ÷òîïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî λ0 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè N .Ëåììà äîêàçàíà.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-íèÿ.Òåîðåìà 1. Ïóñòü λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷èÍåéìàíà (1) êðàòíîñòè N . Òîãäà1) ñîâîêóïíàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λε,i êðàåâîéçàäà÷è (3) ñõîäÿùèõñÿ ê λ0 ïðè ε→ 0, ðàâíà N ;386



2) èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}∞k=1 → 0 ìîæíî âûäå-ëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εkm
}∞m=1 → 0 òàêóþ ÷òî äëÿ ñî-îòâåòñòâóþùèõ λε,i ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ψε,i êðàåâîé çàäà÷è(3), íîðìèðîâàííûõ â L2(Ωε), èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

‖ψεkm,i
− ψ0,i‖Ωεkm

→ 0, (31)ãäå ψ0,i, i = 1, . . . , N � îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå �óíê-öèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0.Çàìå÷àíèå. Â ñèëó ëåìì 8, 9 ïîëó÷àåì, ÷òî ñîâîêóïíàÿ êðàòíîñòüñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λε,i çàäà÷è (3), ñõîäÿùèõñÿ ïðè ε→ 0 ê ñîá-ñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ0 çàäà÷è (1) íå ïðåâûøàåò N � êðàòíîñòè
λ0. Òî åñòü, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òîêðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λε,i âîçìóùåííîé çàäà÷è (3) íåìåíüøå N .Ïåðåéäåì ê âûâîäó ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷(6), (7). Ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà (4), (5) âìåñòî v�óíêöèè ψ0,s è ψε,s, ñîîòâåòñòâåííî:

‖ψδ,s‖2
1,Ωδ

= λδ,s‖ψδ,s‖2
Ωδ

= λδ,s, δ > 0, Ω0 = Ω. (32)Îáîçíà÷èì, ÷åðåç (·, ·)Ωδ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ωδ). Èç ðà-âåíñòâà (32) è (ñì, íàïðèìåð, [1, �ë. 4, �1, Ï. 3℄) âûòåêàåò, ÷òîñèñòåìà

ψδ,1√
λδ,1

, . . . ,
ψδ,s√
λδ,s

, . . . , δ > 0 (33)ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â W 1
2 (Ωδ). Ñëåäîâàòåëüíî,ëþáàÿ �óíêöèÿ èç W 1

2 (Ωδ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî îðòî-íîðìèðîâàííîìó áàçèñó (33):
u =

∞∑

s=1

(u, ψδ,s)1,Ωδ

λδ,s
ψδ,s, δ > 0. (34)�àññìîòðèì èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà (8), (9), ïîäñòàâëÿÿ â íèõâìåñòî v ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ψδ,s, ïîëó÷àåì387



ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
(Ψδ, ψδ,s)1,Ωδ

= λ(Ψδ, ψδ,s)Ωδ
+ (f, ψδ,s)Ωδ

, δ > 0.Â ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (34)äëÿ �óíêöèé Ψδ. Â ðåçóëüòàòå èìååì
(Ψδ, ψδ,s)1,Ωδ

=
λ

λδ,s
(Ψδ, ψδ,s)1,Ωδ

+ (f, ψδ,s)Ωδ
, δ > 0.Îòñþäà âûâîäèì

(Ψδ, ψδ,s)1,Ωδ
=

λδ,s
λδ,s − λ

(f, ψδ,s)Ωδ
, δ > 0.Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñåë (Ψδ, ψδ,s)1,Ωδ

â ðàç-ëîæåíèå Ôóðüå �óíêöèé Ψδ â (34). Â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåíèÿäëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (8), (9) èìåþò âèä
Ψδ(x, λ) =

∞∑

s=1

(f, ψδ,s)Ωδ

λδ,s − λ
ψδ,s(x), δ > 0. (35)Â ñèëó çàìå÷àíèÿ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíàÿ êðàò-íîñòü Nε ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λε,i, ñõîäÿùèõñÿ ê λ0, ïðè ε → 0íå ìîæåò áûòü ìåíüøå N � êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0:

λ0,p < λ0 = λ0,p+1 = . . . = λ0,p+N < λ0,p+N+1,ãäå λ0,0 ëþáîå ÷èñëî ìåíüøå λ0,1.Äîêàæåì ýòî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}∞k=1 → 0, òàêàÿ ÷òî Nεk
< N . Íå îãðàíè÷è-âàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü Nεk

= M < N . Ïóñòü
λε,p+1, . . . , λε,p+M (36)� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (3),ñõîäÿùèõñÿ ê λ0, ïðè ε → 0. Â ñèëó ëåììû 8 ñóùåñòâóåò ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü {εkm

}∞m=1 → 0 òàêàÿ, ÷òî
‖ψεkm ,p+i − ψ0,p+i‖Ωεkm

→ 0, i = 1, . . . ,M. (37)388



Ïîëîæèì
f := ψ0,p+M+1,

G0(λ) : = (Ψ0(·, λ), ψ0,p+M+1)Ω,

Gε(λ) : = (Ψε(·, λ), ψε,p+M+1)Ωε
.Ïóñòü S(t, z) � îòêðûòûé êðóã íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðà-äèóñà t ñ öåíòðîì â òî÷êå z. Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåèìåþò êîíå÷íûõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò T > 0, òàêîå,÷òî S(T, λ0) íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è(1), îòëè÷íûõ îò λ0. Â ñèëó ëåììû 9 äëÿ ëþáîãî t 6 T è ïðè

m→ ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
‖Gεkm

−G0‖Ωεkm
−→
εkm→0

0, λ ∈ ∂S(t, λ0). (38)Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (35) ñëåäóåò, ÷òî
G0(λ) =

1

λ0 − λ
,

Gε(λ) =
M∑

i=1

|(ψ0,p+M+1, ψε,p+i)Ωε
|2

λε,p+i − λ
+ gε(λ),

(39)ãäå
gε(λ) =

p∑

s=1

|(ψ0,p+M+1, ψε,s)Ωε
|2

λε,s − λ
+

∞∑

s=p+M+1

|(ψ0,p+M+1, ψε,s)Ωε
|2

λε,s − λ
.(40)Ïîêàæåì, ÷òî gεkm

(λ) ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ ïðè λ ∈ S(t, λ0)äëÿ ëþáîãî t < T . Çàìåòèì, ÷òî ïðè m äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âêðóãå S(T, λ0) íå ñîäåðæèòñÿ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðîìå(36). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëà áû åùå îäíà ïîäïîñëåäî-âàòåëüíîñòü íà êîòîðîé ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñõîäèëèñü áû ê
λ∗ ∈ S(T, λ0), îòëè÷íîìó îò λ0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 9. Ñëå-äîâàòåëüíî, ðÿä (40) ìàæîðèðóåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

(T − t)−1
∞∑

s=1

|(ψ0,p+M+1, ψεkm ,s)Ωεkm
|2. (41)389



Ïîñêîëüêó ñèñòåìà {ψεkm ,s}∞s=1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áà-çèñîì â L2(Ωεkm
), òî äëÿ ëþáîé f ∈ L2(Ωεkm

) èìååò ìåñòî ðàâåí-ñòâî Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà (ñì., íàïðèìåð, [1, �ë. 2, �2, Ï. 7℄)
‖f‖2

Ωεkm

=
∞∑

i=1

|fi|2, fi = (f, ψεkm
)Ωεkm

.Èç (41) è ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà ñëåäóåò, ÷òî
|gε(λ)| 6 (T − t)−1‖ψ0,p+M+1‖Ω = (T − t)−1,òî åñòü, ðÿä (40) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè λ ∈ S(t, λ0). Ñëåäîâà-òåëüíî â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà (ñì., íàïðèìåð, [5, Òåîðåìà1, �ëàâà 1, �5℄) �óíêöèÿ gε ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîð�íîé ïðè λ ∈ S(t, λ0).Â ñèëó ñõîäèìîñòè (38) Gε ñõîäèòñÿ ê G0 ïî ìåðå, à ñëåäîâà-òåëüíî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gεkm

ñõîäÿùàÿñÿ ê G0ïî÷òè âñþäó. Òîãäà, ïðè t < T â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (39) âñå Gεîãðàíè÷åíû è ïî òåîðåìå Ëåáåãà (ñì., íàïðèìåð, [6, �5, ï.7℄) ïîëó-÷àåì
lim
m→∞

∫

∂S(t,λ0)

Gεkm
(λ) dλ =

∫

∂S(t,λ0)

G0(λ) dλ. (42)À â ñèëó (39) è òåîðåìû î âû÷åòàõ èìååì
∫

∂S(t,λ0)

G0(λ) dλ = 2πi, (43)
∫

∂S(t,λ0)

Gεkm
(λ) dλ = 2πi

M∑

i=1

|(ψ0,p+M+1, ψεkm ,i+p)Ωεkm
|2. (44)Èç (44), (37) ñëåäóåò, ÷òî ïðè m→ ∞:

∫

∂S(t,λ0)

Gεkm
(λ) dλ→ 2πi

M∑

i=1

|(ψ0,p+M+1, ψ0,p+i)|2Ωεkm

= 0. (45)390



�àâåíñòâà (43), (45) ïðîòèâîðå÷àò (42). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìèõàéëîâ Â.Ï. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ. Ì.: Íàóêà, 1976, 392 ñ.[2℄ Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.Ì.: Íàóêà, 1973, 407 .[3℄ Ñîáîëåâ Ñ. Ë. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî àíà-ëèçà â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå. Ì.: Íàóêà, 1988. 334 ñ.[4℄ Ìàçüÿ Â. �., Ïîáîð÷èé Ñ. Â. Î ïðîäîëæåíèè �óíêöèé èçïðîñòðàíñòâ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà âî âíåøíîñòü è âíóòðü îáëàñòè//Âåñòíèê Ë�Ó. 1984. Ñåð. ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, àñòðîíî-ìèÿ. Âûï.2, �7. Ñ. 27-37.[5℄ Ëàâðåíòüåâ Ì.À., Øàáàò Á.Â.Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîì-ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ì.: Íàóêà, 1987, 749 ñ.[6℄ Øèëîâ �.Å., �óðåâè÷ Á.Ë. Èíòåãðàë, ìåðà è ïðîèçâîäíàÿ. Ì.:Íàóêà, 1967, 37 ñ.ÓÄÊ 517.977.52Î Ï�ÈÌÅÍÅÍÈß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÈÍÖÈÏÀÌÀÊÑÈÌÓÌÀ ÏÎÍÒ�ß�ÈÍÀÊ �ÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È ÎÏÅ�ÀÒÈÂÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß ÍÀÏ�ÅÄÏ�ÈßÒÈßÕ ÍÅÔÒÅÏÅ�Å�ÀÁÎÒÊÈ È ÍÅÔÒÅÕÈÌÈÈ×èêóðîâ À. Â., Èñêàêîâà Ç.Ì. (Ó�à, Ó�ÍÒÓ)Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà íå�òåõèìè÷åñêîìó ïðåäïðèÿòèþ ïðè-õîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ ðÿäîì âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé (èçìå-íåíèÿ ïëàíîâîãî çàäàíèÿ, ñîñòàâà è êîëè÷åñòâà ñûðüÿ, âûõîä èç391



ñòðîÿ îòäåëüíûõ óñòàíîâîê è äð.), ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòèîïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ [1℄.Â óñëîâèÿõ èçìåíåíèÿ ïîòðåáíîñòè â îòäåëüíûõ âèäàõ ïðîäóê-öèè è òðåáîâàíèé ê èõ ñîñòàâó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïåðåðàñ-ïðåäåëåíèÿ âíóòðåííèõ ïîòîêîâ çàâîäà, ò.å. èçìåíåíèå êîý��èöè-åíòîâ îòáîðîâ ïðîäóêòîâ, ïîëó÷àåìûõ íà òåõíîëîãè÷åñêèõ óñòà-íîâêàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîé çàäà÷è îáû÷íî èñïîëüçóþò ìåòîäûëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü îïå-ðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ óïðîù¼ííî ïðèíèìàåòñÿ ëèíåéíîé, è ìàòå-ìàòè÷åñêèå îïèñàíèÿ îòäåëüíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðåä-ñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé, ñâÿçûâàþùèõ êîëè÷å-ñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè ïîòîêîâ íà âõîäå è âûõîäå ñóïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè.Áîëåå òî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíû-ìè, ò.å. èìååò ìåñòî ìíîãîìåðíàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíî-ãî óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûé ïðèíöèïìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèèóïðàâëåíèÿ ðàçäåëåíèåì âíóòðåííèõ ïîòîêîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿïðîäóêòîâ çàäàííîãî êîëè÷åñòâà è êà÷åñòâà.�àññìàòðèâàåìàÿ ÕÒÑ (îáùàÿ ñõåìà çàâîäà) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G(V,E) � ìàòåðèàëüíî-ïîòîêîâîãîãðà�à, äóãè êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ìàòåðèàëüíûì ïîòîêàìèìåæäó óñòàíîâêàìè. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñòàöèî-íàðíîì ðåæèìå. �àññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà íå ïðåäú-ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèé ê ñîñòàâó ïîëó÷àåìîé ïðîäóêöèè, ò.å. îïòè-ìèçèðóåìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåëè÷èíû ðàñõîäîââíóòðåííèõ ïîòîêîâ X. Èçâåñòíû ñûðüåâûå ïîòîêè Xfeed, çàäàíûòðåáóåìûå ïðîäóêòîâûå ïîòîêè Xprod∗. (èíûìè ñëîâàìè èçâåñòíûèñòîêè è ñòîêè ìàòåðèàëüíî-ïîòîêîâîãî ãðà�à).Óñëîâèìñÿ òàêæå, ÷òî ãðà� íå ñîäåðæèò öèêëîâ (ñîîòâåòñòâó-þùàÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ ñõåìà íå ñîäåðæèò ðåöèêëè÷åñêèõ ïîòî-êîâ). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ïî-392



ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ÷¼òà ñèñòåìû (ÂÏ�Ñ) [3℄. ÂÏ�Ñ íåîáõîäèìàäëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ (åñëè îíî óæå íåçàäàíî), ïðè÷åì êîý��èöèåíòû ðàçäåëåíèÿ α ìîæíî ïðèíèìàòüïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ∑α = 1 äëÿêàæäîãî óçëà).Äàëåå ðàññìîòðèì ãðà� F (V,E), âåðøèíû êîòîðîãî ñîâïàäàþòñ âåðøèíàìè èñõîäíîãî, à äóãè îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíîäóãàì èñõîäíîãî ãðà�à. Íàçîâ¼ì ýòîò ãðà� ñîïðÿæ¼ííûì ïî îò-íîøåíèþ ê èñõîäíîìó. Äëÿ íåãî òàêæå áóäåì îïðåäåëÿòü âåëè÷è-íû ïîòîêîâ λ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé äóãå. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòîêèñîïðÿæ¼ííîãî ãðà�à ñîîòâåòñòâóþò èñòîêàì èñõîäíîãî è íàîáî-ðîò. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû âõîäÿùèõ â ñîïðÿæ¼ííûé ãðà� ïîòîêîâîïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:
λfeed = Xprod∗ −Xprod, (1)ãäå Xprod � òåêóùèå çíà÷åíèÿ âûõîäÿùèõ ïîòîêîâ (ñòîêîâ) èñõîä-íîãî ãðà�à.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ÷¼òà óçëîâ ñîïðÿæ¼ííîãî ãðà�à áóäåòîáðàòíîé ÂÏ�Ñ èñõîäíîãî ãðà�à.Äàëåå ìîæíî íàéòè λ äëÿ îñòàëüíûõ äóã ñîïðÿæ¼ííîãî ãðà�à,ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîòîêàìè â èñõîäíîì ãðà�å. �àñ-ñìîòðèì íåêîòîðûé j-é óçåë, êîòîðûé èìååò â ñîïðÿæ¼ííîì ãðà�å

m âûõîäîâ è n âõîäîâ. Äëÿ íåãî âûõîäÿùèå ïîòîêè ðàññ÷èòûâà-þòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:
λouti =

m∑

k=1

xini
xoutk

· λink , i = 1, n. (2)Ïðèìåíèì äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Êàæäûé j-é óçåëèñõîäíîãî ãðà�à îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì âõîäÿùèõ ïîòîêîâ X in
(j) èâåêòîðîì âûõîäÿùèõ ïîòîêîâ Xout

(j) , âåêòîðîì óïðàâëÿþùèõ âîç-äåéñòâèé (êîý��èöèåíòîâ ðàçäåëåíèÿ) α(j). Ìàòåìàòè÷åñêîå îïè-ñàíèå óçëà èìååò âèä: 393



Xout
(j) = f(X in

(j), α(j)). (3)Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �óíêöèÿ f ëèíåéíà.Äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî ãðà�à ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êàæäîãî óçëàîïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (2).Äëÿ êàæäîãî óçëà ìîæíî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå �óíêöèè�àìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà:
H(j) =

m∑

i=1

xouti · λini . (4)Çíà÷åíèå �óíêöèè H(j) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ òåêóùèõ çíà÷åíèé xiè λi è äëÿ íåêîòîðûõ áëèçêèõ çíà÷åíèé xi (èãîëü÷àòîå âîçìóùåíèåêîý��èöèåíòîâ ðàçäåëåíèÿ α).×èñëî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ âàðüèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïå-ðåìåííûõ α çàâèñèò îò ÷èñëà âûõîäîâ, êîòîðîå èìååò äàííûéóçåë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò îáùåãî ÷èñëà âû-õîäîâ óçëà, îäèí èç âûõîäÿùèõ ïîòîêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íà íåêîòî-ðóþ âåëè÷èíó ∆x (óìåíüøàþùóþñÿ íà êàæäîì øàãå), à äðóãîéóìåíüøàåòñÿ íà òó æå âåëè÷èíó. Ïðè ýòîì âñå ïðî÷èå âûõîäÿùèåïîòîêè óçëà îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Êàæäûé òàêîé âàðèàíò èç-ìåíåíèÿ íàçîâ¼ì ïðîñòåéøåé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ óçëà. Î÷å-âèäíî, ÷òî áîëåå ñëîæíûå âàðèàíòû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàêñóïåðïîçèöèè ïðîñòåéøèõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ. ×èñëî ïðîñòåé-øèõ ñòðàòåãèé äëÿ óçëà, èìåþùåãî m âûõîäîâ ðàâíî:
S = A2

m =
m!

(m− 2)!
(5)Èç âñåõ ïîëó÷åííûõ äëÿ äàííîãî óçëà çíà÷åíèé H âûáèðàåìíàèáîëüøåå. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà åìó ñîîòâåòñòâóåò îï-òèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ äëÿ äàííîãî óçëà (îáåñïå÷èâà-þùàÿ ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ïðîäóêòîâ íà âûõîäåñèñòåìû). 394



Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ êîððåêöèÿ ïîòîêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ âû-áðàííîé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ, è âñÿ ïðîöåäóðà ïî-âòîðÿåòñÿ âíîâü äî ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ïðîäóê-òîâûõ ïîòîêîâ èëè äîñòèæåíèÿ ∆x íåêîòîðîé ïðåäåëüíîãî ìàëîãîçíà÷åíèÿ ǫ.Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå èìååò íååäèíñòâåííîå ðå-øåíèå è êîíêðåòíàÿ ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðóþ äà¼ò îïèñàí-íûé àëãîðèòì çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ â èñ-õîäíîì ãðà�å.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî ãðà�à âåëè÷èíû ïîòîêîâ ìî-ãóò îêàçàòüñÿ è îòðèöàòåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Â ñèëó ëèíåéíîñòè�óíêöèè H îá îïòèìàëüíîì âûáîðå óïðàâëåíèÿ äëÿ äàííîãî óç-ëà ìîæíî ñóäèòü ïî çíàêó λ: îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå λ óêàçûâàåòíà èçáûòîê â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîòîêå èñõîäíîãî ãðà�à, ïîëîæè-òåëüíîå - íà íåäîñòàòîê.Èç óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè (1) âèäèì, ÷òî ìîäóëü λ óêàçû-âàåò íà âåëè÷èíó èçáûòêà (íåäîñòàòêà) ðàñõîäà ñîîòâåòñòâóþùåãîïîòîêà îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè îñóùåñòâ-ëåíèè êîððåêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà îñíîâå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèèóïðàâëåíèÿ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî âåëè÷èíà ∆x íå ìîæåò áûòüîäèíàêîâîé äëÿ êàæäîãî óçëà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçìîæíî îá-íóëåíèå (èëè äàæå ïîëó÷åíèå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé) íåêîòî-ðûõ X. Â îáùåì ñëó÷àå êîððåêöèÿ çíà÷åíèé X îñóùåñòâëÿåòñÿïî �îðìóëå:
X(p+1) = X(p) + ∆x · ξ(|λ|) (6)ãäå p � íîìåð øàãà; ξ � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, óñòàíàâëèâàþùàÿ çà-âèñèìîñòü ìåæäó ìîäóëåì λ è âåëè÷èíîé íåîáõîäèìîé êîððåêöèè

X. Îïèñàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèèáîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, êîãäà ïðåäúÿâëÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ íå òîëü-êî ê êîëè÷åñòâó ïðîäóêòîâ, íî è ê èõ êà÷åñòâó.Êðîìå òîãî, îïðåäåë¼ííóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò íàëè÷èå âãðà�å öèêëîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ðàñ-395



÷¼òà ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà ñèñòåìû.�åàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-òîêîâ â âèäå êîíêðåòíîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíà äèñïåò÷åðîì çàâîäà äëÿ êîððåêòèðîâêè òåêóùåãîðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðåííèõ ïîòîêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ èçìåíåíè-åì ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíà. Ïîäîáíûé ïðîãðàììíûé ïðîäóêòâ êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áóäåò îáùóþ ñõåìó çàâîäà (â âèäåìàòåðèàëüíî-ïîòîêîâîãî ãðà�à) è òåêóùåå ðàñïðåäåëåíèå ïîòî-êîâ. �åçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü òà æå ñõåìà ñ ÷èñëîâîéè öâåòîâîé èíäèêàöèåé èçáûòêà (íåäîñòàòêà) ðàçëè÷íûõ êîìïî-íåíòîâ â êàæäîì ïîòîêå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àáäóëëàåâ À. À. Àëèåâ �. À. Óëàíîâ �. Ì. Ïðèíöèïû ïîñòðî-åíèÿ àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïðîìûøëåííû-ìè ïðåäïðèÿòèÿìè ñ íåïðåðûâíûì õàðàêòåðîì ïðîèçâîäñòâà.Ì.: Ýíåðãèÿ, 1975.[2℄ Ïðîïîé À. È. Ýëåìåíòû òåîðèè îïòèìàëüíûõ äèñêðåòíûõïðîöåññîâ. Ì.: Íàóêà, 1973.[3℄ Ìóõëåíîâ È. Ï. Õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû. Ñèíòåç,îïòèìèçàöèÿ è óïðàâëåíèå. Ë.: Õèìèÿ, 1986.
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ÓÄÊ 519.67ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÏÅ�ÂÛÕ ÈÍÒÅ��ÀËÎÂ ÄËß ÑÈÑÒÅÌ ÎÄÓÑ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÌÈ Ï�ÀÂÛÌÈ ×ÀÑÒßÌÈØàêóðîâ È. �., Àñàäóëëèí �. Ì. (Ó�à, Á�ÏÓèì.Ì.Àêóìóëëû)ÂâåäåíèåÎáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ) øèðîêîèñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ èÿâëåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Ïåðåõîäíûå ïðî-öåññû â ðàäèîòåõíèêå, êèíåòèêà õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, äèíàìèêàáèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé, äâèæåíèå êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ìîäå-ëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÎÄÓ. Ïðèíàõîæäåíèè ðåøåíèé ñèñòåì ÄÓ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïåðâûå èí-òåãðàëû.Íàõîæäåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ òåî-ðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðàêòè÷åñêè â êàæäîì ó÷åá-íèêå ïî ÄÓ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðà-ëîâ. Èç ðàññìîòðåííûõ ìíîé èñòî÷íèêîâ (â òîì ÷èñëå è ïî Èíòåð-íåòó) íàèáîëåå äåòàëüíî ýòîò âîïðîñ èçó÷åí â ìîíîãðà�èè Åðóãè-íà Í.Ï. "Êíèãà äëÿ ÷òåíèÿ ïî îáùåìó êóðñó äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé Êðàñíîâà ñ ñîàâòîðàìè "Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ÎÄÓ". Îá-ùèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â ëèòåðàòóðå íåò èáûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó íàõîæäåíèå âñåõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ ñèñòåìû ÎÄÓ, è, êàê èçâåñòíî, îáùèé ìå-òîä ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ.
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Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé 



dy1
dt = f1(x, y1, y2, . . . , yn),
dy2
dt = f2(x, y1, y2, . . . , yn),
. . .
dyn

dt = fn(x, y1, y2, . . . , yn).

(1)Ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (1) íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ,ïîëó÷åííûå ðàçðåøåíèåì óðàâíåíèé, äàþùèõ îáùåå ðåøåíèå ñè-ñòåìû, îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ [1℄.Â ðàáîòå Åðóãèíà ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðâûõèíòåãðàëîâ. Íåäîñòàòêîì òàêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïåð-âûå èíòåãðàëû èùóòñÿ, ïîñëå òîãî êàê ñèñòåìà ÎÄÓ ðåøåíà. Åñòå-ñòâåííûì áóäåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè ïðèäóìàòü ìåòîä (àëãîðèòì)ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ÎÄÓ ìîæíî íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë íåðåøàÿ åãî.Â îòñóòñòâèè îáùèõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äëÿ îïðåäå-ëåííîãî ðîäà ñèñòåì. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îáùèé ìåòîäíàõîæäåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Òàêæå ðàññìàòðè-âàþòñÿ âîïðîñû âîññòàíîâëåíèÿ ðàçëè÷íîãî âèäà ñèñòåì ïî èç-âåñòíîìó ïåðâîìó èíòåãðàëó.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìûáóäåì èñïîëüçîâàòü, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâî-âàíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà.Ïóñòü W (x, y1, y2, . . . , yn) - ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (1). Òî-ãäà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâûõèíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ:
∂W

∂x
+

n∑

i=1

∂W

∂yi
· fi(x, y1, y2, . . . , yn) = 0.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðà-âûìè ÷àñòÿìè, äîïóñêàþùèå ïåðâûå ïîëèíîìèàëüíûå èíòåãðàëûè àëãîðèòìû èõ ïîñòðîåíèÿ.� 1. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïåðâûõèíòåãðàëîâÄàíà ñèñòåìà ÎÄÓ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè âèäà
dxi
dt

=

pi∑

k=1

ami
1k...m

i
nk
x1

mi
1k . . . xn

mi
nk, i = 1, . . . , n (2)ãäå pi - ÷èñëî ñëàãàåìûõ â i -ì óðàâíåíèè; ami

1k...m
i
nk
- èçâåñòíûåáóêâåííûå êîý��èöèåíòû; M i

k = mi
1k . . .m

i
nk - ìóëüòèèíäåêñ.Áóäåì èñêàòü ïîëèíîìèàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå

W =

q∑

s=1

bm1s...mns
xm1s

1 . . . xmns
n (3)êîý��èöèåíòû bm1s...mns

- íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû.Àëãîðèòì ñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:Øàã 1. Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùå-ñòâîâàíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ñèñòåìû (2), çàïèøåì ðàâåí-ñòâî:
n∑

i=1

∂W

∂xi
· dxi
dt

= 0èëè
n∑

i=1

(

q∑

s=1

∂

∂xi
(bm1s...mns

xm1s

1 . . . xmns
n )) ·

pi∑

k=1

ami
1k...m

i
nk
x
mi

1k

1 . . . xm
i
nk

n = 0.Øàã 2. Âûäåëÿåì êîý��èöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâíûõñòåïåíÿõ è ïðèðàâíèâàåì èõ ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòå-ìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõêîý��èöèåíòîâ bm1s...mns
.

B(a) · b = 0,399



ãäå B(a) - ìàòðèöà ñ èçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè; b - íåèçâåñò-íûå êîý��èöèåíòû, êîòîðûå íåîáõîäèìî íàéòè. Ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ò.ê. det(B(a)) = 0.Øàã 3. Ïîëó÷åííóþ â øàãå 2 ñèñòåìó ðåøàåì îòíîñèòåëüíîíåèçâåñòíûõ bm1s...mns
.Øàã 4. Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå bm1s...mns

â èñõîäíóþ �îðìóëóïåðâîãî èíòåãðàëà. È çàïèñûâàåì ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå
q∑

s=1

bm1s...mns
xm1s

1 . . . xmns
n = C.�àññìîòðèì ïðèìåð èç [1℄, â êîòîðîì ïðèìåíèì êàæäûé øàã àëãî-ðèòìà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà. Â ðàáîòå Åðóãèíà Í.Ï.ïåðâûå èíòåãðàëû íàéäåíû â âèäå (x2 − x3)

2 + x2
1 = C.Ïðèìåð 1. Äëÿ ñèñòåìû [1℄





dx1

dt
= x2 − x3

dx2

dt
= x1 + x2

dx3

dt
= 2 · x1 + x2áóäåì èñêàòü êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë â âèäå

W = a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + a12x1x2 + a23x2x3 + a13x1x3.Øàã 1. Äëÿ ñèñòåìû èñïîëüçóåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîåóñëîâèå. Èìååì:

∂W

∂x1
= 2a11x1 + a12x2 + a13x3;

∂W

∂x2
= 2a22x2 + a12x1 + a23x3;

∂W

∂x3
= 2a33x3 + a23x2 + a13x1.òîãäà: 400



(2a11x1 +a12x2 +a13x3) · (x2−x3)+(2a22x2 +a12x1 +a23x3) · (x1 +
x2) + (2a33x3 + a23x2 + a13x1) · (2 · x1 + x2) = 0.Øàã 2. Âûäåëèì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ èïðèðàâíÿåì ê íóëþ.
x2

1 : a12 + 2a13 = 0;
x2

2 : a12 + a23 + 2a22 = 0;

x2
3 : −a13 = 0;
x1x2 : 2a22 + a12 + 2a11 + 2a23 + a13 = 0;
x2x3 : a13 − a12 + 2a33 + a23 = 0;

x1x3 : a23 − 2a11 + 4a33 = 0;Øàã 3. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ñè-ñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. �åøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî
a13 = 0, a12 = 0, a33 = −a23

2
, a11 = −a23

2
, a22 = −a23

2
, a23 = a23.Øàã 4. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïåðâûì èíòåãðàëîì áóäåì âûðà-æåíèå

−1

2
a23 · x2

1 −
1

2
a23 · x2

2 −
1

2
a23 · x2

3 + a23 · x2x3 = C.Ïîñëå íåáîëüøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåì âèäåòü, ÷òî ïåðâûéèíòåãðàë íàéäåííûé íàøèì ìåòîäîì, ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïåð-âûì èíòåãðàëîì, íàéäåííûì â [1℄.� 2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñèñòåìû ïîèçâåñòíîìó ïîëèíîìèàëüíîìó ïåðâîìó èíòåãðàëóÏðèìåð 2 . Çàäàí ïîëèíîìèàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë âèäàW =
xyz.Äëÿ ñèñòåìû âèäà(4)





dx
dt = a11x+ a12y + a13z
dy
dt = a21x+ a22y + a23z
dz
dt = a31x+ a32y + a33z

(4)401



Òðåáóåòñÿ íàéòè êîý��èöèåíòû aij. Äëÿ ýòîãî çàïèñûâàåì ðà-âåíñòâî (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåð-âûõ èíòåãðàëîâ)
yz(a11x+a12y+a13z)+xz(a21x+a22y+a23z)+xy(a31x+a32y+a33z) = 0.Äàëåå, ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäè-íàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àëãåá-ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (4).Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî êîý��èöèåíòû äîëæíû óäî-âëåòâîðÿò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ a11 + a22 + a33 = 0, à îñòàëü-íûå ðàâíû íóëþ.� 3. Íåêîððåêòíîñòü àëãîðèòìà èñïîëüçîâàíèÿ ïåðâûõèíòåãðàëîâ ñèñòåìû ÎÄÓÏðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ çàêëþ÷àåòñÿ âçàìåíå â âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå îäíîãî (èëè íåñêîëüêèõ) èç óðàâ-íåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëüíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ

dx
dt

= y,
dy
dt = −x (5)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 0.5, y(0) = 0.5.Ëåãêî ïîêàçàòü (ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà îïèñàííîãî âûøå), ÷òîäëÿ ñèñòåìû (5) ïåðâûì èíòåãðàëîì áóäåò âûðàæåíèå

x2 + y2 = 0.5.Íàéäåííûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ìû çàìåíÿåì îäíî èç óðàâíå-íèé ñèñòåìû (5).
dx
dt = y,
x2 + y2 = 0.5

(6)Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ðåøèì ÷èñëåííûì ìåòîäîì [4℄, à èìåí-íî, ïåðâîå óðàâíåíèå ðåøàåì ìåòîäîì Ýéëåðà ñ øàãîì h = 0.1402



è íàéäåì x , à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì y èç �îðìóëû
y =

√
0.5 − x2.�åçóëüòàò ðåøåíèÿ íà Maple çàïèøåì â òàáëèöót x y0.1 0.550 0.4440.2 0.594 0.3830.3 0.633 0.3160.4 0.664 0.2420.5 0.689 0.1610.6 0.705 0.0590.7 0.711 0.070I0.8 0.711+0.007I 0.056-0.090I0.9 0.716-0.002I 0.012+0.114I1.0 0.717+0.009I 0.052-0.131IÂèäèì, ÷òî íà ñåäüìîì øàãå ïðèíèìàåò êîìïëåêñíîå çíà÷å-íèå. Ýòî ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà Ýéëåðà

O(h). Íà ñåäüìîì øàãå x = 0.711, â êâàäðàòå äàåò çíà÷åíèå áîëü-øîå, ÷åì 0.5 è ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëü-íûì. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ x â êâàäðàòå íå ïðåâûøàþò 0.5.Ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð ïîêàçûâàåò íåêîððåêòíîñòü àëãî-ðèòìà. Çàìåíà îäíîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ ïåðâûì èíòå-ãðàëîì (ñíèæåíèå ïîðÿäêà ñèñòåìû ÎÄÓ) íå âñåãäà îêàçûâàåòñÿý��åêòèâíûì.Èçìåíèì àëãîðèòì, çàìåíèì ïåðâîå óðàâíåíèå ïåðâûì èíòå-ãðàëîì, à âòîðîå îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ
x2 + y2 = 0.5,

dy

dt
= −x.Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì x , à èç âòîðîãî y (ìåòîäîìÝéëåðà). �åçóëüòàò ðåøåíèÿ íà Maple çàïèøåì â òàáëèöó403



t x y0.1 0.545 0.4500.2 0.586 0.3950.3 0.622 0.3370.4 0.652 0.2750.5 0.675 0.2100.6 0.693 0.1420.7 0.703 0.0730.8 0.707 0.0020.9 0.704 -0.0681.0 0.693 -0.139Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ñîñòàâëåííàÿ ñèñòåìà ðå-øàåòñÿ êîððåêòíî, ò.ê. ðåøàÿ óðàâíåíèå dy
dt = −x ìåòîäîì Ýéëåðà,ïîãðåøíîñòü ïîëó÷àåì ìèíèìàëüíóþ. Âñå çíà÷åíèÿ y â êâàäðàòåíå ïðåâûøàþò 0.5.Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí è äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ïðè-âåäåííûé â ó÷åáíèêå [1℄.Îòìåòèì, ÷òî åñëè MAPLE ïîçâîëÿåò ðåøèòü ñèñòåìó (2),ïóñòü è íåêîððåêòíî, òî íà Pasal`å ðåøåíèå îáðûâàåòñÿ.�àññìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò âàæíîñòü âûáîðà êîððåêò-íîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîãîèíòåãðàëà.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ïîëèíîìèàëüíûå ïåðâûå èí-òåãðàëû è ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. À ÷òî æå êàñàåòñÿ îñòàëü-íûõ ñèñòåì ÎÄÓ è ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ê íèì, òî, íàâåðíÿêà, ìîæ-íî ñîñòàâèòü àëãîðèòì, îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ èíà ñâîéñòâà ñèñòåì ÎÄÓ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïîýòîìó ìû â ïðàâåîæèäàòü â ýòîé îáëàñòè íîâûõ èäåé.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À404



[1℄ Åðóãèí Í. Ï. Êíèãà äëÿ ÷òåíèÿ ïî îáùåìó êóðñó äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1979, 570ñ.[2℄ Äüÿêîíîâ Â. Ï. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà Maple. Ì: Ñàëîí,1998, 350ñ.[3℄ Êðàñíîâ Ì. Ë, Êèñåëåâ À. È Ñáîðíèê çàäà÷ ïî îáûêíîâåí-íûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà,1978, 280ñ.[4℄ Ëàï÷èê Ì. Ï, �àãóëèíà Ì. È, Õåííåð Å. Ê ×èñëåííûå ìå-òîäû. Ì: Àêàäåìèÿ, 2008, 384ñ.ÓÄÊ 330+519.86ÑÒÀÂÊÀ ÄÈÑÊÎÍÒÈ�ÎÂÀÍÈß ÄËß ÎÖÅÍÊÈÑÒÎÈÌÎÑÒÈ �ÎÑÑÈÉÑÊÈÕ ÊÎ�ÏÎ�ÀÖÈÉ Â ÓÑËÎÂÈßÕÊ�ÈÇÈÑÀßìàëåòäèíîâà �. Õ. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÈçìåíåíèå óñëîâèé �óíêöèîíèðîâàíèÿ áèçíåñà âñëåäñòâèå êàð-äèíàëüíîé ïåðåìåíû êîíúþíêòóðû ìèðîâîãî ðûíêà ïðèâåëî êçíà÷èòåëüíîìó ñîêðàùåíèþ ñòîèìîñòè ðîññèéñêèõ êîìïàíèé èñòîèìîñòè âëîæåííîãî êàïèòàëà. Ïðè îöåíêå ñòîèìîñòè ðîññèé-ñêèõ êîìïàíèé ñïåöèàëèñòû, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿþò ìîäåëèîöåíêè, èñïîëüçóÿ äàííûå çàðóáåæíûõ ýêîíîìèê, ÷òî ïðèâîäèòê ñóùåñòâåííîìó èñêàæåíèþ ðåçóëüòàòîâ îöåíêè. Öåëü ðàáîòû� îáúåêòèâíî îöåíèòü ñòîèìîñòü êàïèòàëà (ñòàâêó äèñêîíòèðîâà-íèÿ) íà îñíîâå äàííûõ ðîññèéñêèõ ïðåäïðèÿòèé, à òàêæå îöåíèòüâëèÿíèå êðèçèñà íà èçìåíåíèå ñòîèìîñòè êàïèòàëà.� 1. Îñíîâû îöåíêè áèçíåñà405



Îöåíêà áèçíåñà áàçèðóåòñÿ íà îñíîâå òðåõ ïîäõîäîâ: çàòðàòíî-ãî, ñðàâíèòåëüíîãî è äîõîäíîãî. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñò. 14 ÔÑÎ �1�ñðàâíèòåëüíûé ïîäõîä - ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ îöåíêè ñòîèìîñòèîáúåêòà îöåíêè, îñíîâàííûõ íà ñðàâíåíèè îáúåêòà îöåíêè ñ îáú-åêòàìè - àíàëîãàìè îáúåêòà îöåíêè, â îòíîøåíèè êîòîðûõ èìå-åòñÿ èí�îðìàöèÿ î öåíàõ. Îáúåêòîì - àíàëîãîì îáúåêòà îöåíêèäëÿ öåëåé îöåíêè ïðèçíàåòñÿ îáúåêò, ñõîäíûé îáúåêòó îöåíêè ïîîñíîâíûì ýêîíîìè÷åñêèì, ìàòåðèàëüíûì, òåõíè÷åñêèì è äðóãèìõàðàêòåðèñòèêàì, îïðåäåëÿþùèì åãî ñòîèìîñòü�.Ïðè îöåíêå ñòîèìîñòè êîìïàíèè ñðàâíèòåëüíûì ïîäõîäîì ñà-ìûì âàæíûì ìîìåíòîì â ïðîöåññå îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäáîðíàèáîëåå ñîïîñòàâèìûõ àíàëîãîâ. Ïîä ñîïîñòàâèìûì àíàëîãîì ïî-íèìàåòñÿ îáúåêò, ïðåäëàãàþùèéñÿ ê ïðîäàæå, ëèáî îáúåêò, êîòî-ðûé óæå áûë ðåàëèçîâàí ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, áëèçêèìè ê îáúåêòóîöåíêè. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ñîïîñòàâèìîñòè ïðè îöåíêå áèçíå-ñà âûñòóïàþò:1. Âèä äåÿòåëüíîñòè.2. Ìåñòîïîëîæåíèå.3. �àçìåð ïðåäïðèÿòèÿ.4. Âåëè÷èíà âûðó÷êè/ïðèáûëè.5. Âåëè÷èíà âñåõ àêòèâîâ.6. Âåëè÷èíà ÷èñòûõ àêòèâîâ.7. Ñòðóêòóðà àêòèâîâ/ïàññèâîâ.8. Ïðîèçâîäñòâåííûå ïîêàçàòåëè (ãîäîâàÿ ìîùíîñòü ïðåäïðèÿ-òèÿ ïî îïðåäåëåííîìó ïðîäóêòó, ïðîèçâîäñòâåííûå ïëîùàäèè äð.).Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â îòêðûòîì äîñòóïå ñëîæíî ïîäîáðàòü íåîá-õîäèìîå êîëè÷åñòâî àíàëîãîâ, êîòîðûå áûëè áû ñîïîñòàâèìû ñ406



îáúåêòîì îöåíêè ïî âñåì ïàðàìåòðàì. Ïîýòîìó ïîëó÷èòü îáúåê-òèâíûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíûì ïîäõîäîì çà÷àñòóþ îêàçûâà-åòñÿ íåâîçìîæíûì.Ñîãëàñíî ñò. 15 ÔÑÎ �1 �çàòðàòíûé ïîäõîä - ñîâîêóïíîñòü ìå-òîäîâ îöåíêè ñòîèìîñòè îáúåêòà îöåíêè, îñíîâàííûõ íà îïðåäå-ëåíèè çàòðàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ âîñïðîèçâîäñòâà ëèáî çàìåùåíèÿîáúåêòà îöåíêè ñ ó÷åòîì èçíîñà è óñòàðåâàíèé. Çàòðàòàìè íà âîñ-ïðîèçâîäñòâî îáúåêòà îöåíêè ÿâëÿþòñÿ çàòðàòû, íåîáõîäèìûå äëÿñîçäàíèÿ òî÷íîé êîïèè îáúåêòà îöåíêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèìå-íÿâøèõñÿ ïðè ñîçäàíèè îáúåêòà îöåíêè ìàòåðèàëîâ è òåõíîëîãèé.Çàòðàòàìè íà çàìåùåíèå îáúåêòà îöåíêè ÿâëÿþòñÿ çàòðàòû, íåîá-õîäèìûå äëÿ ñîçäàíèÿ àíàëîãè÷íîãî îáúåêòà ñ èñïîëüçîâàíèåììàòåðèàëîâ è òåõíîëîãèé, ïðèìåíÿþùèõñÿ íà äàòó îöåíêè�.Ïðè îöåíêå áèçíåñà çàòðàòíûì ïîäõîäîì ïðåäïðèÿòèå ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ êàê åäèíûé èìóùåñòâåííûé êîìïëåêñ, ïðîèçâîäèò-ñÿ îöåíêà òîëüêî èìóùåñòâà è îáÿçàòåëüñòâ ïðåäïðèÿòèÿ. Çäåñüíå ó÷èòûâàþòñÿ òàêèå âàæíûå ïîêàçàòåëè, êàê: èíâåñòèöèîííàÿïîëèòèêà ïðåäïðèÿòèÿ, ïðîãíîçèðóåìàÿ âåëè÷èíà ïðèáûëè, àíà-ëèç è ïðîãíîç ðûíêà ñûðüÿ è òîâàðîâ, àíàëèç è ïðîãíîç îáùåéìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè.Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñò. 13 ÔÑÎ �1 �äîõîäíûé ïîäõîä - ñîâîêóï-íîñòü ìåòîäîâ îöåíêè ñòîèìîñòè îáúåêòà îöåíêè, îñíîâàííûõ íàîïðåäåëåíèè îæèäàåìûõ äîõîäîâ îò èñïîëüçîâàíèÿ îáúåêòà îöåí-êè�.�åçóëüòàòû îöåíêè êîìïàíèè äîõîäíûì ïîäõîäîì íàèáîëååïðèâëåêàòåëüíû äëÿ èíâåñòîðà, ïîñêîëüêó èìåííî çäåñü ïðîèç-âîäèòñÿ îöåíêà ðèñêîâ ïî ïðîåêòó, àíàëèçèðóþòñÿ òåêóùåå è áó-äóùåå ñîñòîÿíèÿ êîìïàíèè, ïðîãíîçèðóþòñÿ áóäóùèå äîõîäû èðàñõîäû. Îñíîâíûì ìåòîäîì îöåíêè äîõîäíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåò-ñÿ ìåòîä äèñêîíòèðîâàíèÿ äåíåæíûõ ïîòîêîâ (ÄÄÏ). Â ðàìêàõýòîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ.� 2. Ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ è å¼ çíà÷èìîñòü â îöåíêå407



áèçíåñàÑòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ � ýòî îæèäàåìàÿ ñòàâêà äîõîäà íàâëîæåííûé êàïèòàë â ñîïîñòàâèìûå ïî óðîâíþ ðèñêà îáúåêòû èí-âåñòèðîâàíèÿ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñòàâêà äèñêîíòà �ýòî ñòàâêà, ïî êîòîðîé áóäóùèå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûåäåíåæíûå ïîòîêè ïðèâîäÿòñÿ ê èõ òåêóùåé ñòîèìîñòè.�àñ÷åò ñòîèìîñòè áèçíåñà ïî ìåòîäó ÄÄÏ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñëå-äóþùåé �îðìóëå:
V =

CF1

1 + r
+

CF2

(1 + r)2
+ ...+

CFn
(1 + r)n

+
V ost

(1 + r)n
=

=
n∑

i=1

CFi
(1 + r)i

+
V ost

(1 + r)n
, ãäå:

CFi - äåíåæíûé ïîòîê ïðåäïðèÿòèÿ â ïåðèîä âðåìåíè i, i ∈ [1;n];
r - ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ;
V ost - îñòàòî÷íàÿ ñòîèìîñòü áèçíåñà â ïîñòïðîãíîçíûé ïåðèîäâðåìåíè;
n - ïåðèîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ëåò.Îäíàêî â �îðìóëå íå ó÷èòûâàåòñÿ òî �àêò, ÷òî äåíåæíûå ïîòî-êè êîìïàíèÿ ïîëó÷àåò ðàâíîìåðíî â òå÷åíèå âñåãî ãîäà. Èç �îð-ìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïðèáûëü/óáûòîê êîìïàíèÿ ïîëó÷èò òîëüêî âêîíöå ãîäà è äèñêîíòèðóåòñÿ äåíåæíûé ïîòîê èìåííî íà êîíåö ïå-ðèîäà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèáëèçèòü �îðìóëó ê äåéñòâèòåëüíîñòè,êîãäà äåíåæíûå ïîòîêè àêêóìóëèðóþòñÿ ðàâíîìåðíî â òå÷åíèåãîäà, �îðìóëà ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V =
CF1

(1 + r)0,5
+

CF2

(1 + r)1,5
+ ...+

CFn
(1 + r)n−0,5

+
V ost

(1 + r)n
=

=
n∑

i=1

CFi
(1 + r)i−0,5

+
V ost

(1 + r)n
.408



Êàê âèäèì èç �îðìóëû, äåíåæíûå ïðèòîêè/îòòîêè áèçíåñàäèñêîíòèðóþòñÿ íà ñåðåäèíó ïåðèîäà, ÷òî îïòèìèçèðîâàëî ìîäåëüîöåíêè è îáúåêòèâèçèðîâàëî ðåçóëüòàòû îöåíêè. Äëÿ áîëåå òî÷-íîé îöåíêè âîçìîæíî ïðîâîäèòü äèñêîíòèðîâàíèå ïîêâàðòàëüíîèëè ïîìåñÿ÷íî, îäíàêî ðåàëèçàöèÿ äàííîé èäåè ïîëíîñòüþ çàâè-ñèò îò êà÷åñòâà è ïîëíîòû èñõîäíûõ äàííûõ. Åñëè èìåþòñÿ äîñòî-âåðíûå è äåòàëüíûå ïðîãíîçíûå äàííûå â ðàçáèâêå íà íåáîëüøèåïåðèîäû (ìåñÿö, êâàðòàë), òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ ðåçóëü-òàòîâ âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå óêàçàííîãî ìåòîäà.�àñ÷åò îñòàòî÷íîé ñòîèìîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ �îðäî-íà ïðîèçâîäèòñÿ ïî �îðìóëå:
V ost =

CFn ∗ (1 + g)

r − g
, ãäå:

CFn - äåíåæíûé ïîòîê ïðåäïðèÿòèÿ â ïîñëåäíèé ïðîãíîçíûé ïå-ðèîä âðåìåíè n;
g - äîëãîñðî÷íûé òåìï ðîñòà.Ìîäåëü �îðäîíà ïîñòðîåíà íà îñíîâå ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæå-íèé:1. Ïðîãíîçíûé ïåðèîä äëèòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òåìïû ðîñòà äå-íåæíûõ ïîòîêîâ êîìïàíèè íå ñòàáèëèçèðóþòñÿ.2. Âåëè÷èíû àìîðòèçàöèîííûõ îò÷èñëåíèé è êàïèòàëîâëîæå-íèé â ïîñòïðîãíîçíûé ïåðèîä ðàâíû ìåæäó ñîáîé.Äàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì âûâîäàì:1. Ïðîãíîçíûé ïåðèîä äîëæåí áûòü íå ìåíüøå äëèòåëüíîñòè èí-âåñòèöèîííûõ âëèâàíèé.2. Ïî äîñòèæåíèè îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ ïðåäïîëàãà-åòñÿ, ÷òî êîìïàíèè áóäåò äåðæàòü ïîçèöèè íà îäíîì óðîâíåñî ñòàáèëüíûì íåâûñîêèì ïðèðîñòîì g.409



3. Èíâåñòèöèè â êîìïàíèþ íåîáõîäèìû ëèøü äëÿ îáíîâëåíèÿîáîðóäîâàíèÿ è èíûõ îñíîâíûõ ñðåäñòâ.Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ñòîèìîñòè êîìïàíèè, êàê â ïðîãíîç-íîì, òàê è â ïîñòïðîãíîçíîì ïåðèîäàõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäàÄÄÏ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ òðåáóåìîé íîðìîé äîõîäíîñòè íàâëîæåííûé êàïèòàë ñ ó÷åòîì ïðåäïîëàãàåìîãî ðèñêà èíâåñòèöèéâ êîìïàíèþ.Â îöåíî÷íîé ïðàêòèêå ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ r, êàê ïðàâè-ëî, ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ìîäåëè WACC (Weighted average ost ofapital):
r = kd(1 − tc)Wd + kpWp + ksWs, ãäå:

kd - ñòîèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ çàåìíîãî êàïèòàëà;
tc - ñòàâêà íàëîãà íà ïðèáûëü;
kp - ñòîèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ïðèâèëåãèðîâàííûõ àêöèé;
ks - ñòîèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà (îáûêíîâåí-íûõ àêöèé);
Wd - äîëÿ çàåìíîãî êàïèòàëà â ñòðóêòóðå êàïèòàëà ïðåäïðèÿòèÿ;
Wp - äîëÿ ïðèâèëåãèðîâàííûõ àêöèé â ñòðóêòóðå êàïèòàëà ïðåä-ïðèÿòèÿ;
Ws - äîëÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà.Ñòîèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà îïðåäåëÿåòñÿïî ìîäåëè CAPM (Capital Asset Priing Model):

ks = Rf + β(Rm − Rf), ãäå:
ks - òðåáóåìàÿ èíâåñòîðîì ñòàâêà äîõîäà íà ñîáñòâåííûé êàïèòàëäëÿ äîëëàðîâîãî äåíåæíîãî ïîòîêà;
Rf - áåçðèñêîâàÿ ñòàâêà äîõîäà;
β - êîý��èöèåíò áåòà (ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðèñêà,ñâÿçàííîãî ñ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèìè è ïîëèòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè,ïðîèñõîäÿùèìè â ñòðàíå);
Rm - îáùàÿ äîõîäíîñòü ðûíêà â öåëîì (ñðåäíåðûíî÷íîãî ïîðò�å-ëÿ öåííûõ áóìàã). 410



Ìíîãèå ðîññèéñêèå îöåíî÷íûå �èðìû â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàñ-ñ÷èòûâàþò ñòàâêó äèñêîíòèðîâàíèÿ, îïèðàÿñü íà äàííûå çàðó-áåæíûõ êîìïàíèé. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå áàçîâîé òî÷êè äëÿðàñ÷åòà ïðèíèìàåòñÿ ýêîíîìèêè ÑØÀ èëè Åâðîïû. Áåçðèñêîâàÿñòàâêà äîõîäà, ïðåìèÿ çà ðèñê âëîæåíèÿ â àêöèè, êîý��èöèåíò
β � âñå ýòè äàííûå, ñîáðàííûå íà äàííûõ çàðóáåæíûõ ýêîíîìèê,ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè èñêàæåíèé è îøèáîê â èòîãîâîé âåëè÷èíåñòàâêè äèñêîíòà ïðè îöåíêå ñòîèìîñòè ïðåäïðèÿòèé �Ô. Äëÿ ïðè-âåäåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ðîññèéñêèì óñëîâèÿì ïðîèçâî-äÿòñÿ êîððåêòèðîâêè íà ñòðàíîâîé ðèñê, âàëþòíûé ðèñê (ñâÿçàíñ òåì, ÷òî äåíåæíûå ïîòîêè èíîñòðàííûõ êîìïàíèé íîìèíèðî-âàíû íå â ðóáëÿõ). Îäíàêî, ÷åì áîëüøå âõîäíûõ äàííûõ è êîð-ðåêòèðîâîê èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè, òåì âûøå ðèñêèñêàæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.Ê ïðèìåðó, íåäî÷åò â ñòàâêå äèñêîíòà íà 5% ïðè ñòàáèëüíîì ïî-ëîæèòåëüíîì äåíåæíîì ïîòîêå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåâåðíîé îöåíêåñòîèìîñòè êîìïàíèè íà 30%. Åñëè æå îöåíèâàåòñÿ ïðåäïðèÿòèå ñîçíà÷èòåëüíûìè êàïèòàëüíûìè çàòðàòàìè â ïåðâûå ïåðèîäû ïðî-ãíîçèðîâàíèÿ (1-2 ïåðèîäà â ìèíóñå), íåäîîöåíêà ñòàâêè äèñêîíòàíà 5% ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷íîé îöåíêå ñòîèìîñòè áèçíåñà óæåíà 60%!Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì, ðàñ÷åò ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿíà îñíîâå òîëüêî ðîññèéñêèõ äàííûõ è îïðåäåëåíèå ðåàëüíîé âå-ëè÷èíû èññëåäóåìîãî ïîêàçàòåëÿ ÿâëÿþòñÿ âîñòðåáîâàííûìè.� 3. �àñ÷åò ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ äëÿ ðîññèéñêèõêîìïàíèé: äîïóùåíèÿ è ðåçóëüòàòûÏðè ðàñ÷åòå ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ ïî ìîäåëÿì WACC èCAPM â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áûëè èñïîëüçîâàíû äàííûåèñêëþ÷èòåëüíî èç ðîññèéñêèõ èñòî÷íèêîâ.�àñ÷åò ïðîèçâåäåí ïðè ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ:1. Ñòîèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ïðèâèëåãèðîâàííûõ àêöèé kp ðàâíà411



ñòîèìîñòè ïðèâëå÷åíèÿ îáûêíîâåííûõ àêöèé ks (ðàññ÷èòàíîïî ìîäåëè CAPM).2. Ñîáñòâåííûé êàïèòàë ñîñòîèò òîëüêî èç îáûêíîâåííûõ àê-öèé, ò.å. äîëÿ ïðèâèëåãèðîâàííûõ àêöèé Wp ðàâíà íóëþ.3. Ñòîèìîñòü çàåìíîãî êàïèòàëà kd ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíå-âçâåøåííóþ ñòàâêó ïî ðóáëåâûì êðåäèòàì.4. Ñòàâêà íàëîãà íà ïðèáûëü tc â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâóþùèìçàêîíîäàòåëüñòâîì �Ô ñîñòàâëÿåò 20%;5. Äîëÿ çàåìíîãî êàïèòàëà Wd ðàññ÷èòàíà íà áàçå îò÷åòíîñòåé50 ðîññèéñêèõ êîðïîðàöèé, íà îñíîâå êîòèðîâîê àêöèé êî-òîðûõ ñîñòàâëåí èíäåêñ �ÒÑ. Â êà÷åñòâå çàåìíîãî êàïèòà-ëà ïðèíÿòî çíà÷åíèå ÷èñòîãî çàåìíîãî êàïèòàëà, ïðåäñòàâ-ëÿþùåãî ñîáîé ñóììó êðàòêîñðî÷íûõ è äîëãîñðî÷íûõ çàé-ìîâ ïðåäïðèÿòèÿ (ñòð. 510 + ñòð. 610 áóõãàëòåðñêîãî áàëàí-ñà). Ïðè÷èíà ðàñ÷åòà èìåííî ÷èñòîãî çàåìíîãî êàïèòàëà, àíå çàåìíîãî êàïèòàëà â öåëîì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: â ñîñòàâçàåìíîãî êàïèòàëà îðãàíèçàöèè (ðàçäåë 4 è 5 áàëàíñà) âõî-äÿò, êðîìå êðåäèòîâ è çàéìîâ, åùå è çàäîëæåííîñòè ïîñòàâ-ùèêàì, ïåðñîíàëó, ó÷ðåäèòåëÿì è äðóãèå ïàññèâû, ñòîèìîñòüïðèâëå÷åíèÿ êîòîðûõ íå ðàâíà ñðåäíåâçâåøåííîé ñòàâêå ïðè-âëå÷åíèÿ êðåäèòîâ. Ìíîãèå îáÿçàòåëüñòâà êîìïàíèé íîñÿò ïî-ñòîÿííûé õàðàêòåð (çàäîëæåííîñòü ïîñòàâùèêàì, ïåðñîíàëóè äð.). Ïðè ýòîì êîìïàíèÿ íå âíîñèò ïëàòó çà ýòîò êàïè-òàë, åñëè èíîå íå îòðàæåíî â äîãîâîðàõ ìåæäó êîíòðàãåí-òàìè (ê ïðèìåðó, ïëàòà çà íàðóøåíèÿ ñðîêà ïëàòåæà ïî äî-ãîâîðó ñ ïîñòàâùèêîì). Èñêëþ÷åíû èç îáùåãî ïåðå÷íÿ áàí-êè (ÎÀÎ Ñáåðáàíê �îññèè è ÎÀÎ Áàíê ÂÒÁ). Äåëî â òîì,÷òî ñðåäñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ äëÿ áàíêà ïðèâëå÷åííûìè (çàåì-íûìè), ÿâëÿþòñÿ äåïîçèòíûìè âëîæåíèÿìè äðóãèõ ïðåäïðè-ÿòèé. À âûäàííûå êðåäèòû ÿâëÿþòñÿ àêòèâàìè áàíêîâ, à íåïàññèâàìè, êàê ó íåêðåäèòíûõ îðãàíèçàöèé. Òàêèì îáðàçîì,412



ñòîèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ çàåìíîãî êàïèòàëà äëÿ íåêðåäèòíûõîðãàíèçàöèé åñòü ñòàâêà êðåäèòà, à äëÿ áàíêà � ñòàâêà ïîäåïîçèòó/âêëàäó. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå ñòàâêè äèñêîíòèðîâà-íèÿ íåëüçÿ ñìåøèâàòü äàííûå ïî êðåäèòíûì è íåêðåäèòíûìîðãàíèçàöèÿì.6. Â êà÷åñòâå áåçðèñêîâîé íîðìû äîõîäíîñòè Rf ïðèíÿòà äîõîä-íîñòü 30-òè ëåòíèõ áåñêóïîííûõ îáëèãàöèé �Ô.7. Îáùàÿ äîõîäíîñòü ðûíêà â öåëîì Rm îïðåäåëåíà íà îñíîâåñðåäíåìåñÿ÷íûõ çíà÷åíèé äîõîäíîñòè èíäåêñà �ÒÑ çà 12 ëåò.8. Êîý��èöèåíò β ðàâåí 1, ò.ê. ðàññìàòðèâàåòñÿ ðûíîê â öåëîì,à íå îäèí àêòèâ.�åçóëüòàòû àíàëèçà ñëåäóþùèå: ðàññ÷èòàíû ñðåäíèå çíà÷å-íèÿ ñòàâîê äèñêîíòèðîâàíèÿ ïðåäïðèÿòèé �Ô ïî ñîñòîÿíèþ íà01.07.08ã. è íà 01.07.09ã.; âûÿâëåíû èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû è ñòîè-ìîñòè êàïèòàëà ðîññèéñêèõ êîðïîðàöèé; îöåíåíî âîçäåéñòâèå êðè-çèñíûõ ÿâëåíèé íà ñòîèìîñòü êàïèòàëà ðîññèéñêèõ êîìïàíèé.Ñòîèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà äëÿ ðîññèéñêèõêîðïîðàöèé ïî ñîñòîÿíèþ íà 01.07.2008ã. è íà 01.07.2009ã.Äàòà Rf β Rm ks01.07.2008ã. 7,34% 1 34,62% 34,6%01.07.2009ã. 11,69% 1 20,09% 20,1%Ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ äëÿ ðîññèéñêèõ êîðïîðàöèé ïîñîñòîÿíèþ íà 01.07.2008ã. è íà 01.07.2009ã.Òàêèì îáðàçîì, ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ äî íàñòóïëåíèÿ êðè-çèñà ñîñòàâëÿëà 28,6%, à ñïóñòÿ ãîä � 18,1%. Êàê âèäèì, íà ðÿäóñ óâåëè÷åíèåì ðèñêîâ íà ïðåäïðèÿòèÿõ è âî âñåé ìèðîâîé ýêî-íîìèêå â öåëîì, ïðîèçîøëî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñîêðàùåíèå413



Äàòà kd tc Wd ks Ws r01.07.2008ã. 11,3% 24,0% 23,1% 34,6% 76,9% 28,6%01.07.2009ã. 15,6% 20,0% 26,4% 20,1% 73,6% 18,1%òðåáóåìîé íîðìû äîõîäíîñòè íà âëîæåííûé êàïèòàë, ò.å. èçìåíè-ëîñü ñàìî ñîîòíîøåíèå ðèñê-äîõîäíîñòü (îíî óâåëè÷èëîñü). Ïî-ýòîìó èíâåñòîðû âûíóæäåíû ñîãëàøàòüñÿ íà áîëåå íèçêóþ ïðè-áûëü â ñòðåìëåíèè ìàêñèìàëüíî ñîêðàòèòü ðîñò òåêóùåãî ðèñêàîòíîñèòåëüíî åãî ïðåæíåãî óðîâíÿ. Ñ íàñòóïëåíèåì áîëåå áëà-ãîïðèÿòíîé ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè äëÿ ðàçâèòèÿ áèçíåñà,âåëè÷èíà ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ áóäåò âíîâü ïðèáëèæàòüñÿ êäîêðèçèñíîìó óðîâíþ. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Åæåêâàðòàëüíûå îò÷åòû çà 2 êâ. 2008ã. è 2 êâ. 2009ã. ÎÀÎÀÔÊ Ñèñòåìà, ÎÀÎ Àýðî�ëîò, ÎÀÎ Àêðîí, ÎÀÎ Àâòîâàç,ÎÀÎÁàøíå�òü, ÎÀÎÑåâåðñòàëü, ÎÀÎÑèáèðüòåëåêîì, ÎÀÎÖåíòðÒåëåêîì, ÎÀÎ ÔÑÊ ÅÝÑ, ÎÀÎ �àçïðîì, ÎÀÎ �ÌÊÍîðèëüñêèé íèêåëü, ÎÀÎ �óñ�èäðî, ÎÀÎ ËÓÊÎÉË, ÎÀÎÌÌÊ, ÎÀÎ Ìàãíèò, ÎÀÎ Õîëäèíã Ì�ÑÊ, ÎÀÎ Ìîñýíåð-ãî, ÎÀÎ Ìå÷åë, ÎÀÎ ÌÒÑ, ÎÀÎ Êîìïàíèÿ Ì.âèäåî, ÎÀÎÍËÌÊ, ÎÀÎ Íîâîðîññèéñêèé ìîðñêîé òîðãîâûé ïîðò, ÎÀÎÂîëãàÒåëåêîì, ÎÀÎ ÍÎÂÀÒÝÊ, ÎÀÎ Î�Ê-2, ÎÀÎ Î�Ê-3,ÎÀÎ Î�Ê-4, ÎÀÎ ÎÏÈÍ, ÎÀÎ Ôàðìñòàíäàðò, ÎÀÎ ÏîëþñÇîëîòî, ÎÀÎ Ïîëèìåòàëë, ÎÀÎ �àñïàäñêàÿ, ÎÀÎ ÍÊ �îñ-íå�òü, ÎÀÎ �îñòåëåêîì, ÎÀÎ Ñáåðáàíê �îññèè, ÎÀÎ �à-çïðîì íå�òü, ÎÀÎ Ñèëüâèíèò, ÎÀÎ Ñóðãóòíå�òåãàç, ÎÀÎÑåâåðî-Çàïàäíûé Òåëåêîì, ÎÀÎ ÑÎËËÅ�Ñ, ÎÀÎ Òàòíå�òüèì. Â. Ä. Øàøèíà, ÎÀÎ ÀÊ Òðàíñíå�òü, ÎÀÎ Ó�àíå�òå-õèì, ÎÀÎ Óðàëêàëèé, ÎÀÎ Óðàëñâÿçüèí�îðì, ÎÀÎ Êîð-ïîðàöèÿ ÂÑÌÏÎ-ÀÂÈÑÌÀ, ÎÀÎ Áàíê ÂÒÁ, ÎÀÎ Âèìì-Áèëëü-Äàíí Ïðîäóêòû Ïèòàíèÿ.414



[2℄ Ñàéò Öåíòðàëüíîãî áàíêà �Ô, ðàçäåë �Ñòàòèñòèêà�, www.br.ru.[3℄ Ôåäåðàëüíûé ñòàíäàðò îöåíêè �Îáùèå ïîíÿòèÿ îöåíêè, ïîä-õîäû ê îöåíêå è òðåáîâàíèÿ ê ïðîâåäåíèþ îöåíêè (ÔÑÎ �1)�.ÓÄÊ 541.127ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ �ÅØÅÍÈÅÏ�ÎÁËÅÌÛ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈßÈ��ÎÂÎ�Î Ï�ÈËÎÆÅÍÈß "ÑÓÄÎÊÓ"ßíäèìèðîâà Å. Ï. (Íå�òåêàìñê,ÍÔ Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÑîçäàíèå êîìïüþòåðíûõ èãð äàëåêî îò ñîáñòâåííî èãðû â íèõ:îíî òðåáóåò çíàíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äèçàéíà, âûäóìêè è òâîð-÷åñòâà. ×àñòî ïðè èõ ïðîãðàììèðîâàíèè âîçíèêàþò ïðîáëåìû,ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ íà ïîðÿäîê ïðåâîñõîäèò ïðîñòîòóïðàâèë èãðû. Ñòðîãèìè îáîñíîâàíèÿìè íàèëó÷øèõ àëãîðèòìîâðåøåíèÿ çàíèìàþòñÿ êðóïíûå ìàòåìàòèêè.Ïðàâèëà èãðû "Ñóäîêó"ñëåäóþùèå. Èãðîâîå ïîëå - êâàäðàòðàçìåðîì 9õ9, ðàçäåë¼ííûé íà ìåíüøèå êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé â 3êëåòêè. Èçíà÷àëüíî â íåêîòîðûõ êëåòêàõ óæå ñòîÿò öè�ðû, òàêêàê íåçàïîëíåííîå èãðîâîå ïîëå íå èìååò ñìûñëà, ïîêà íå áóäåòçàäàíà çàäà÷à. Öåëü èãðû - ðàññòàâèòü â ñâîáîäíûõ êëåòêàõ, êî-ëè÷åñòâî êîòîðûõ çàâèñèò îò ñëîæíîñòè çàäà÷è, öè�ðû îò 1 äî 9òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå, â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîì ìàëîìêâàäðàòå êàæäàÿ öè�ðà âñòðå÷àëàñü áû òîëüêî îäèí ðàç.Âñå ñóùåñòâóþùèå íà äàííûé ìîìåíò èãðîâûå ïðèëîæåíèÿ"Ñóäîêó íàïèñàííûå ïîä ïåðñîíàëüíûå êîìïüþòåðû è ìîáèëüíûåòåëå�îíû, ïðåäîñòàâëÿþò ïîëüçîâàòåëÿì ëèøü îãðàíè÷åííûé íà-áîð êîìáèíàöèé èãðû. Ýòî, âî-ïåðâûõ, áûñòðî íàñêó÷àåò ëþáèòå-415



ëÿì ãîëîâîëîìêè (ïðè ÷àñòîé èãðå âñòðå÷àþòñÿ êîìáèíàöèè, ðà-íåå óæå ðåøàåìûå), âî-âòîðûõ, óâåëè÷èâàåò îáúåì çàíèìàåìîéïàìÿòè ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà õðàíÿùèõñÿ â ïðèëîæåíèè íà÷àëü-íûõ çàäà÷.Îïûòíûì ïóòåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íå èç âñåõ, ïðîèçâîëüíîðàñïîëîæåííûõ íà èãðîâîì ïîëå öè�ð ìîæíî ïîëó÷èòü êîìáè-íàöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðàâèëàì èãðû. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåâñÿêàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ äëÿ èãðîâîãî ïðè-ëîæåíèÿ "Ñóäîêó"âîçíèêàåò ïðîáëåìà: êàê ïðè êàæäîé íîâîéèãðå ïðîãðàììíî ãåíåðèðîâàòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó, îòëè÷íóþ îòïðåäûäóùèõ, èìåþùóþ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, íå ïîëüçóÿñü ïðèýòîì îãðàíè÷åííûì àðõèâîì ãîòîâûõ íà÷àëüíûõ çàäà÷. Èãðîâîåïðèëîæåíèå â ðåçóëüòàòå ñìîæåò ïåðåíîñèòüñÿ îäíèì, íåáîëüøèìïî îáúåìó çàíèìàåìîé ïàìÿòè, åõå-�àéëîì.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÄëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü.Ïðåäñòàâèì èãðîâîå ïîëå êâàäðàòíîé ìàòðèöåé À äåâÿòîãî ïî-ðÿäêà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé âîçüìåì öè�ðû èç ãîòîâîãî ðåøåíèÿïðîèçâîëüíîé çàäà÷è, òî åñòü ëþáóþ êîìáèíàöèþ "Ñóäîêó".Íàïðèìåð.
A =




6 2 8 7 4 9 5 1 3
5 7 9 3 8 1 4 6 2

3 1 4 5 2 6 8 7 7
9 5 1 2 7 3 6 8 4
2 8 3 4 6 5 7 9 1

4 5 7 1 9 8 3 2 5
1 4 2 8 5 7 9 3 6

7 3 6 9 1 4 2 5 8
8 9 5 6 3 2 1 4 7
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Áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü ýòó ìàòðèöó ñëåäóþùèì îáðàçîì:à) ñëó÷àéíî âðàùàòü è ñëó÷àéíî òðàíñïîíèðîâàòü;á) ñëó÷àéíî ïåðåñòàâëÿòü ñòðîêè è ñòîëáöû âíóòðè ãðóïï ñòîëá-öîâ è ñòðîê;â) ñëó÷àéíî ïåðåñòàâëÿòü ñàìè ãðóïïû ñòîëáöîâ è ñòðîê.Ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, âûïîëíåí-íûõ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ïîëó÷èìáîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé, ïî ðàñ÷åòàì àíãëèé-ñêîãî ìàòåìàòèêà Áåðòõàìà Ôåëüãåíõàóýðà, ðàâíîå 6 670 903 752021 072 936 960.Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ïåðå÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöà Àïðîäîëæàåò óäîâëåòâîðÿòü ïðàâèëàì èãðû.Íàïðèìåð.1. Ìàòðèöó À, âçÿòóþ ðàíåå, ñòðàíñïîíèðóåì.



6 2 8 7 4 9 5 1 3

5 7 9 3 8 1 4 6 2
3 1 4 5 2 6 8 7 7
9 5 1 2 7 3 6 8 4

2 8 3 4 6 5 7 9 1
4 5 7 1 9 8 3 2 5

1 4 2 8 5 7 9 3 6
7 3 6 9 1 4 2 5 8

8 9 5 6 3 2 1 4 7




→




6 5 3 9 2 4 1 7 8

2 7 1 5 8 5 4 3 9
8 9 4 1 3 7 2 6 5
7 3 5 2 4 1 8 9 6

4 8 2 7 6 9 5 1 3
9 1 6 3 5 8 7 4 2

5 4 8 6 7 3 9 2 1
1 6 7 8 9 2 3 5 4

3 2 9 4 1 5 6 8 7
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2. Ñäåëàåì ïåðåñòàíîâêè 123 → 312, 123 → 321, 123 → 213 äëÿïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ãðóïï ñòîëáöîâ ñîîòâåòñòâåííî.



6 5 3 9 2 4 1 7 8
2 7 1 5 8 5 4 3 9

8 9 4 1 3 7 2 6 5
7 3 5 2 4 1 8 9 6

4 8 2 7 6 9 5 1 3
9 1 6 3 5 8 7 4 2
5 4 8 6 7 3 9 2 1

1 6 7 8 9 2 3 5 4
3 2 9 4 1 5 6 8 7




→




3 6 5 4 2 9 7 1 8
1 2 7 6 8 5 3 4 9

4 8 9 7 3 1 6 2 5
5 7 3 1 4 2 9 8 6

2 4 8 9 6 7 1 5 3
6 9 1 8 5 3 4 7 2
8 5 4 3 7 6 2 9 1

7 1 6 2 9 8 5 3 4
9 3 2 5 1 4 8 6 7


3. Ïåðåñòàâèì âòîðóþ è òðåòüþ ãðóïïû ñòðîê.




3 6 5 4 2 9 7 1 8
1 2 7 6 8 5 3 4 9

4 8 9 7 3 1 6 2 5
5 7 3 1 4 2 9 8 6

2 4 8 9 6 7 1 5 3
6 9 1 8 5 3 4 7 2

8 5 4 3 7 6 2 9 1
7 1 6 2 9 8 5 3 4
9 3 2 5 1 4 8 6 7




→




3 6 5 4 2 9 7 1 8
1 2 7 6 8 5 3 4 9

4 8 9 7 3 1 6 2 5
8 5 4 3 7 6 2 9 1

7 1 6 2 9 8 5 3 4
9 3 2 5 1 4 8 6 7

5 7 3 1 4 2 9 8 6
2 4 8 9 6 7 1 5 3
6 9 1 8 5 3 4 7 2


Â ïîëó÷åííîé ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöå À îáíóëÿåì ñëó÷àé-íûå ýëåìåíòû (êîëè÷åñòâî îáíóëÿåìûõ ýëåìåíòîâ çàâèñèò îò óðîâ-
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íÿ ñëîæíîñòè) è íàçûâàåì åå ìàòðèöåé Â.
B =




3 0 5 4 0 0 7 1 8
0 0 7 0 8 0 3 4 9

0 8 0 7 3 0 6 0 5
8 5 4 0 7 0 2 0 0

7 1 6 2 9 0 5 0 4
9 3 0 0 1 4 0 0 0

5 0 0 1 4 0 9 8 6
2 4 8 0 0 0 1 5 0
6 9 1 0 5 3 0 7 2


Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåðíóòüñÿ ê ïðîáëåìå ïðîãðàììèðîâàíèÿèãðîâîãî ïðèëîæåíèÿ "Ñóäîêó öè�ðû íà÷àëüíîé çàäà÷è â ÿ÷åéêèèãðîâîãî ïîëÿ ïðè êàæäîé íîâîé èãðå âûâîäÿòñÿ èç ìàòðèöû Â.Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à ïðè ýòîì èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, õðàíÿ-ùååñÿ êàê ìàòðèöà À.Ïðîáëåìà ðåøåíà.
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�èñ. 1: Ñòðîêà íåìåöêîé ïåñíè.ÂâåäåíèåÎäíûì èç ýëåìåíòàðíûõ ïîíÿòèé ìóçûêîé ÿâëÿåòñÿ òîí. Òî-íû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìåðàìè ìàòåìàòèêè, �èçèêè, ïñèõîëî-ãèè è äðóãèõ íàóê. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìóçûêîëîãèè ñóùåñòâóþòíåñêîëüêî òåîðèé î ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ìóçûêàëüíûõ êîì-ïîçèöèè. Rudolf Wille ïðåäëîæèë â 80-ûõ ãã. XX âåêà ïîäõîäê èçó÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ òîíîâ è ìóçûêàëü-íûõ èíòåðâàëîâ.Ìîäè�èöèðîâàííûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðîãðàììå Muta-bor, êîòîðàÿ îäðåñóåò ñòàðóþ ïðîáëåìó íàñòðîéêè ìóçûêàëüíûõèíñòðóìåíòîâ, âîçíèêàþùóþ èç äâóõ ïðîñòðàíñòâ âûñîòû òîíîâ �÷àñòîòû ñ ëèíåéíî ðàñïðåäåë¼ííûìè îáåðòîíàìè è å¼ ëîãàðè�ìà� âûñîòû çâóêà. � 1. Ñèñòåìû òîíîâÎïðåäåëåíèå 1. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî T , àáåëåâó ãðóïïó I =

(I, +, p) è îòîáðàæåíèå d : T×T → I òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t1, t2, t3 ∈
T âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:420
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textedit:///Users/schlemme/Documents/latex/vorträge/Ufa%202009/bild2.ly:17:29:29
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δ(t1, t2) + δ(t2, t3) = δ(t1, t3) (1)
δ(t1, t2) = −δ(t2, t1). (2)Òðèïëåò T = (T, δ, I) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðîé òîíîâ, ýëåìåíòûìíîæåñòâà T �òîíû è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I �èíòåðâàëû.Åñëè äîïîëíèòåëüíî âåðíî óñëîâèå

δ(t1, t2) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t1 = t2, (3)òî T íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé òîíîâ.
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.�èñ. 2: Ñèñòåìû òîíîâ.Ïðèìåðû. �èñ. 2 ïîêàçûâàåò ñèñòåìó òîíîâ, êîòîðàÿ ÷àñòî èñ-ïîëüçóþò â íàøå âðåìÿ. ×èñëà ïîä íîòàìè ìîæíî ðàññìîòðåòüêàê èíóþ ñèñòåìó òîíîâ. Òàêèå ñèñòåìû íóæíû äëÿ ïðèìåíåíèÿâ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ.

G ˇ 4ˇ ˇ ˇ ˇ�èñ. 3: Ñèñòåìà òîíîâ íåìåöêîé ïåñíè.Ñòðóêòóðó òîíîâ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé òîíîâ, ìîæíîóâèäåòü íà ðèñ. 1. Îíà�ñòðîêà íåìåöêîé äåòñêîé ïåñíè. Â ðèñ. 3âèäíà ñèñòåìà òîíîâ, âîçíèêàþùàÿ èç ýòîé ïåñíè.Ñ òàêèìè ïîíÿòèÿìè ìîæíî óäîáíî îïðåäåëèòü ñèñòåìû òîíîâè ìíîãî äîïîëíèòåëüíûõ ïîíÿòèé ìóçûêîëîãèè.�àññìîòðèì â ñëåäóþùåì ñèñòåìó òîíîâ T = (T, δ, I). Êàæäîåìíîæåñòâî K ⊆ T íàçûâàåòñÿ ìíîãîçâó÷èåì. Äëÿ ëþáûõ äâóõ421



òîíîâ t1, t2 ∈ T îïðåäåëÿåì îïåðàöèþ òðàíñïîçèöèè òîíà t1 â òîí
t2 ñ ïîìîùüþ �îðìóëè

t1 + δ(t1, t2) := t2. (4)Òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî t2 ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîçèöèåé òîíà t1 íà èí-òåðâàë δ(t1, t2). Òàêàÿ òðàíñïîçèöèÿ íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåòäëÿ ëþáîãî òîíà t1 è ëþáîãî èíòåðâàëà i ∈ I. Åñëè äëÿ �èêñè-ðîâàííîãî èíòåðâàëà i ∈ I ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðàíñïîçèöèÿ, òî Tíàçûâàåòñÿ i'-òðàíñïîçèöèðóåìà. Åñëè ýòî âåðíî äëÿ âñåõ i ∈ I,òî i ∈ I íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðóåìà.Â ìóçûêå ÷àñòî èäåíòè�èöèðóþò òîíû, èíòåðâàë ìåæäó íèìèÿâëÿåòñÿ êðàòûì îêòàâå. Îïðåäåëèì áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ΦT è
ΦI òàêèå, ÷òî

ΦT =
{

(t1, t2) | ∃n ∈ Z : δ(t1, t2) = nO
} è (5)

ΦI =
{

(i1, i2) | ∃n ∈ Z : i1 = i2 + nO
}

, (6)ãäå O�îêòàâà, à nO = O + O + · · ·+ O (n ðàç), åñëè n íåîòðèöà-òåëüíî, èëè nO = −(|n|O) èíà÷å. Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ΦT è
ΦI �îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Áîëåå òîãî, ΦI ÿâëÿåòñÿ îòíî-øåíèåì êîíãðóåíöèè ïî ãðóïïå I. Èõ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìûíàçîâ¼ì êëàññû òîíîâ (ΦT ) è êëàññû èíòåðâàëîâ (ΦI). Åñëè ìûîïðåäåëÿåì äàëüøå

δΦ

(

[t1]ΦT
, [t2]ΦT

)

:=
[

δ(t1, t2)
]

ΦI

, (7)òî (T/ΦT , δΦ, I/ΦI) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé òîíîâ îòíîñèòåëüíî îïðåäå-ëåíèÿ 1. Ìû íàçîâåì òàêóþ ñèñòåìó ñèñòåìà êëàññ òîíîâ. Ëþáîåìíîæåñòâî êëàññîâ òîíîâ íàçûâàåòñÿ ãàðìîíèåé.Ìíîãîçâó÷èÿ (ãàðìîíèè) òðàíñïîíèðóåì íà äàííûé èíòåðâàë(êëàññ èíòåðâàëîâ), åñëè ìû òðàíñïîíèðóåì êàæäûé åãî òîíîâ (å¼êëàññîâ òîíîâ). Ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñïîçèöèé äàííîé ãàðìîíèèíàçûâàåòñÿ �îðìîé ãàðìîíèè. 422



G ˇˇˇ
ˇ G ¯¯¯�èñ. 4: 4-çâó÷èÿ {−3, 0, 4, 12} (ëåâî) è a-ìèíîð-ãàðìîíèè {

[0], [4], [9]
} (ïðàâî)Ïðèìåð 1. Â íèæíåé ñèñòåìå òîíîâ èç ðèñ. 2 îêòàâà ÿâëÿåòñÿ÷èñëîì 12. Ìîæíî âûèðàòü 4-çâó÷èå {−3, 0, 4, 12} (ðèñ. 4). Ìóçû-êàíòû íàçûâàþò ýòî ìíîãîçâó÷èå ½a ìèíîð�. Êëàññû òîíîâ ýòîãîìíîãîçâó÷èÿ ÿâëÿþòñÿ

[−3] = −3 + 12 · Z, [0] = 0 + 12 · Z, (8)
[4] = 4 + 12 · Z è [12] = 12 + 12 · Z. (9)Î÷åâèäíî [0] = [12]. Â ìóçûêàëüíîì ÿçûêå ýòî ïèøåòñÿ [c′] =

[c′′]. Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ a-ìèíîð-ãàðìîíèÿ {

[0], [4], [9]
}(ðèñ. 4). Ìíîæåñòâî âñåõ ìèíîð-ãàðìîíèè ÿâëÿåòñÿ �îðìà ãàð-ìîíèè ½ìèíîð� (ðèñ. 5).

G ¯2¯¯ 4¯¯4¯ ¯¯¯ 44¯¯4¯ ¯¯¯ ¯2¯¯ 44¯¯¯ ¯2¯¯ 4¯¯4¯ ¯¯¯ 44¯¯4¯ ¯¯4¯�èñ. 5: Ôîðìà ãàðìîíèè ½ìèíîð�� 2. ÑòðîÿÑòðîé ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå èçîäíîé ñòðóêòóðîé òîíîâ (èñõîäíàÿ ñèñòåìà; íàïð. ñèñòåìà íîò)â öåëåâóþ ñèñòåìó òîíîâ. Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà Mutaborðàçðåøàåò ìóçûêàíòàì èñïîëüçîâàòü ìåíÿåìûå ñòðîÿ, ò. å. ñòðîÿ,êîòîðûå ìîãóò îòîáðàæàòü òîíû îäíîé è òîé æå âûñîòîé â ðàç-ëè÷íûõ ìîìåíòàõ âðåìåíè íà ðàçëè÷íûõ òîíîâ.Äëÿ èìïëåìåíòàöèè òàêèõ ìåíÿåìûõ íàñòðîåê èñïîëüçóþò ñïå-öèàëüíûå ëîãèêè (íàïð. ðèñ. 6). Îñíîâà òàêèõ ëîãèêàõ ñòðîÿ ÿâëÿ-åòñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà òîíîâ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò îêòàâó,423



LOGIK TonNetz Taste N = C_Dur

[ FORM nTerz -> Transpo ( Abstand )

FORM nDur -> Transpo ( Abstand )

FORM nMoll -> Transpo ( Abstand ) ]

INTERVALL Terz = 5:4 Quint = 3:2 Oktave = 2:1

TON c = f + quint - oktave des = as - quint

d = g + quint - oktave es = g - terz

e = c + terz

f = a - terz fis = d + terz

g = c + quint as = c - terz + oktave

a = 440 b = f - quint + oktave

h = g + terz

TONSYSTEM C_dur = 60 [ c,des ,d,es ,e,f,fis ,g,as,a,b,h ] oktave

UMSTIMMUNG Transpo(x) = @ + x [ ]

HARMONIE nTerz ={0,4,*7,*10} nDur ={0,*4,7} nMoll ={0,5,8}�èñ. 6: Ïðèìåð ìåíÿåìûõ íàñòðîåê: Ñåòü òîíîâêëàññû òîíîâ ñ ïîìîùüþ ðåïðåñåíòàíòîâ âíóòðè îäíîé îêòàâû, èõïîðÿäîê è ïîëîæåíèå ýòîãî ñèñòåìà íà êëàâèàòóðå èíñòðóìåíòàñòàíäàðòà MIDI. Ìîæíî è îïðåäåëèòü â êàêèõ ñëó÷àÿõMutaborïåðåñòðîèò èíñòðóìåíòû.Èòàê Mutabor èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåì äëÿ èìïëèöèòíîãî îïðå-äåëåíèÿ ñèñòåì òîíîâ ñ ïîìîùüþ àòîìîâ è ïðàâèë. Èç-çà ýòîãî ìûãîâîðèì î ëîãèêàõ ñòðîÿ. � 2. ÏàóçàÄëÿ êàæäîé ëîãèêè âàæíî çíàòü, êàê îíà ðàáîòàåò. Íà ïåð-âûé âçãëÿä, Mutabor ðàáîòàåò êàê îòîáðàæåíèå èç ñòðóêòóðûòîíîâ â ñèñòåìó òîíîâ. Íî åñëè õîòèì òî÷íûé ïåðåâîä ëîãèêè âíàøè àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, íàì íåîáõîäèìî ïîñìîòðåòü íàìåëî÷è.Â êëàâèàòóðå ñóùåñòâóþò äâà êëàññà êëàâèø: 7 áåëûå è 5 ÷¼ð-íûå êëàâèøè (ðèñ. 7). Åñëè êòî-íèáóäü õî÷åò ñîñòàâëÿòü ñèñòåìóòîíîâ ñ ñåìüþ òîíàìè â îêòàâå, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàâèø424



�èñ. 7: Êëàâèàòóðàìåøàåò èãðàòü, åñëè èñïîëüçóþò âñå êëàâèøè (ðèñ. 8 è 9). Äëÿýòîãî ÿçûê Mutaborà ðàçðåøàåò, ÷òî íåñêîëüêî êëàâèøè ìîë÷àòâ ëîãèêå. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî â öåëåâîé ñèñòåìå òîíîâ ñóùåñòâóåòíåêîòîðàÿ ïàóçà. Íî ïàóçà ïîêà íå ñóùåñòâóåò â òåîðèè, î êîòîðîéìû ãîâîðèì.
LOGIK

Obertoene Taste O = Obertoene [ ]

INTERVALL

i1=1:1 i2=2:1 i3=3:1 i4=4:1 i5=5:1 i6=6:1 i7=7:1

i8=8:1 i9=9:1 i10 =10:1 i11 =11:1 i12 =12:1 i13 =13:1 i14 =14:1

i15 =15:1 i16 =16:1 i17 =17:1 i18 =18:1 i19 =19:1 i20 =20:1 i21 =21:1

i22 =22:1 i23 =23:1 i24 =24:1 i25 =25:1 i27 =27:1 i28 =28:1 i30 =30:1

TON

AA=110

o2=AA+i2 o3=AA+i3 o4=AA+i4 o5=AA+i5 o6=AA+i6 o7=AA+i7

o8=AA+i8 o9=AA+i9 o10=AA+i10 o11 =AA+i11 o12=AA+i12 o13=AA+i13

o14=AA+i14 o15=AA+i15 o16=AA+i16 o17 =AA+i17 o18=AA+i18 o19=AA+i19

o20=AA+i20 o21=AA+i21 o22=AA+i22 o23 =AA+i23 o24=AA+i24 o25=AA+i25

o27=AA+i27 o28=AA+i28 o30=AA+i30

TONSYSTEM

Obertoene = 60 [ AA ,,o2 ,,o3 ,o4,,o5,,o6,,o7,o8,,o9,,o10 ,o11 ,,o12 ,,

o13 ,,o14 ,o15 ,,o16 ,,o17 ,o18 ,,o19 ,,o20 ,,o21 ] i1�èñ. 8: Ïðèìåð íàñòðîåê ñ ïàóçàìè: Ñòðîå îáåðòîíîâÑòðîêà â ðèñ. 1 ïðèíàäëåæèò ïåñíå, êîòîðóþ ïîþò êàê èãðà.Ìíîãîòî÷èå ñòîèò âìåñòî ñëîâà ½See�, ìåñòî êîòîðîãî íåâîçìîæíîîñòàâëÿòü ñâîáîäíî â íåìåöêîì ÿçûêå. Èòàê, íåìöû âñåãäà äóìàþòñëîâî ½See� êîãäà (íå) ïîþò ýòó ïàóçó. È âìåñòå ñ ñëîâîì äóìàþòòàêæå òîí. Íî êòî ðåàëüíî ïî¼ò ýòîò òîí, òîò ïðîèãðûâàåò.Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâåò, ÷òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïàóçó êàê òîíáåç çâóêà. Çíà÷èò òîí ñ ãðîìêîñòüþ ≤ 0�îí èëè −∞�îí. Òàêèåïàóçû äàþò êîìïîçèòîðàì âîçìîæíîñòü âêëþ÷èòü â êîìïîçèöèè425



íåîæèäàííûå ý��åêòû.
Obertoene = 60 [ AA ,,o2 ,,o3 ,o4,,o5,,o6,,o7,o8,,o9,,o10 ,o11 ,,o12 ,,

o13 ,,o14 ,o15 ,,o16 ,,o17 ,o18 ,,o19 ,,o20 ,,o21 ] i1�èñ. 9: Ïàóçû â ëîãèêå ñòðîÿ: Ïóñòûå ìåñòà (½,,�) îïðåäåëÿþò êëàâèøè, êîòîðûåìîë÷àòÍî â ñëó÷àå Mutaborà ýòî ïîíÿòèå ïàóçû íå ïîìîæåò. Ó íàñíåò îïðåäåëåíèÿ âûñîòû ïàóçû. Äðóãîé ïîäõîä ìîã áû, ââîäèòüïàóçû êàê íîâûé òîí. Ýòîò ïîäõîä íà ìíîãî ñëîæíåå ïîòîìó, ÷òîíàäî ââåñòè è äîïîëíèòåëüíûìè èíòåðâàëû. Ñ ýòîì è âîçíèêà-åò âîïðîñ î òðàíñïîíèðóåìîñòè. Èçâåñòíûå ïðåäëîæåíèÿ ñèñòåìòîíîâ ñ ïàóçàìè ïîòåðÿþò ëèáî êîììóòàòèâíîñòü, ëèáî àññîöèà-òèâíîñòü ñëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ, ëèáî òðàíçïîçèöèâàåìîñòü.� 3. Çàêëþ÷åíèåÂ ìóçûêîëîãèè ìîæíî íàéòè ìíîãî ïðèìåðîâ è èíñïèðàöèè äëÿìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Äàííûé ìåòîä çàíèìàåòñÿ àëãåáðàè÷å-ñêèì ìîäåëèðîâàíèåì ìóçûêàëüíûõ ñòðóêòóð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,íåñêîëüêî èç ñèñòåì òîíîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ êîì-ïüþòåðíîãî ÿçûêà Mutabor Õîòÿ â òàêèõ ñèñòåìàõ ñóùåñòâóåòíåêîòîðîå ïîíÿòèå ïàóçû, åãî â òåîðèè íåò.Èòàê, äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïàóç íóæíû, ÷òî-áû ðàñøèðèòü òåîðèþ íà ñòðóêòóðû òîíîâ ñ ïàóçàìè è äðóãèå ïî-íÿòèÿ ìóçûêè. Åñòü ìíîãî âîçìîæíîñòåé ðàñøèðèòü êàê òåîðèþ,òàê è èíñïèðàöèþ òåîðèè Mutabor.Îñòîåòñÿ è àíàëèç ðóññêîé òåîðèè ìóçûêè è ïåðåñìîòð è ïðè-ñïîñîáëåíèå ïåðåâîäà íàçâàíèé ïîíÿòèé íà ðóññêèé ìóçûêàëüíûéÿçûê. Ýòà ðàáîòà íóæíà è äëÿ ïåðåâîäà ïðîãðàììûMutabor íàðóññêèé ÿçûê. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ B. Ganter, H. Henkel, R. Wille MUTABOR - A Computer-Controlled Musial-Instrument for the Study of Pithes //426



Austia 57(4-5), 284-289 (1985).[2℄ W. Neumaier, R. Wille Extensionale Standardsprahe derMusiktheorie: Eine Shnittstelle zwishenMusik und Informatik //Informatik Spektrum (1989)[3℄ T. Shlemmer, St. E. Shmidt A Formal Conept Analysis ofHarmoni Forms and Interval Strutures // CEUR WorkshopProeedings 433, 9�12 (2009).[4℄ J.Th. Winkler Algebraishe Modellierung von Tonsystemen //Beitr�age zur begri�ihen Wissensverarbeitung � Verl. Allg. Wiss.� HRW e.K., 2009, ISBN 3-935-924-07-0[5℄ Mutabor � êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, GPL, http://www.math.tu-dresden.de/~mutabor/
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ÓÄÊ 517.946

ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÌÅÒÀËËÎÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ
ÊÀÒÀËÈÇÀ

Òèõîíîâà Ì. Â. (Óôà, ÁàøÃÓ)

Ââåäåíèå

Èñïîëüçîâàíèå ìåòàëëîêîìïëåêñíîãî êàòàëèçà â òîíêîì îðãà-
íè÷åñêîì ñèíòåçå, à òàêæå â ðàçëè÷íûõ ïðîìûøëåííûõ ïðîöåñ-
ñàõ, â òîì ÷èñëå ôàðìàöåâòè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâàõ, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé, êàê ãîâîðÿò, "ãîðÿ÷óþ"îáëàñòü õèìèè, íà êîòîðîé ñîñðåäî-
òî÷åíî âíèìàíèå áîëüøîãî ÷èñëà èññëåäîâàòåëüñêèõ ãðóïï êàê â
àêàäåìè÷åñêèõ, òàê è ïðîìûøëåííûõ îðãàíèçàöèÿõ. Áåç ïðåóâå-
ëè÷åíèÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óæå äîñòèãíóòû ãðàíäèîçíûå óñïå-
õè. Îäíèì èç îñíîâíûõ äîñòèæåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàòàëèç êîì-
ïëåêñàìè ìåòàëëîâ ïîçâîëÿåò óñêîðÿòü ìåäëåííî èäóùèå ðåàêöèè.

Âàæíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àëþìèíèéîðãàíè-
÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ (ÀÎÑ). ÀÎÑ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè ìåòàë-
ëîêîìïëåêñíîãî êàòàëèçà îòêðûâàþò öåëûé ðÿä âîçìîæíîñòåé â
îðãàíè÷åñêîì ñèíòåçå. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìîâ ðåàêöèé
ìåòàëëîêîìïëåêñíîãî êàòàëèçà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ñî-
âðåìåííîé õèìèè.

Ñóùåñòâåííûì èíñòðóìåíòîì â èññëåäîâàíèÿõ ñëîæíûõ ðåàê-
öèé èãðàåò ðàçäåë íàóêè, íàçûâàåìûé õèìè÷åñêîé êèíåòèêîé, êî-
òîðûé çàíèìàåòñÿ èçó÷åíèåì õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, èõ ìåõàíèç-
ìîâ è çàêîíîìåðíîñòåé ðàçâèòèÿ âî âðåìåíè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ìåòàëëîêîìïëåêñíîãî êàòàëèçà íà ïðèìåðå ðåàêöèè, âçÿ-
òîé èç ðàáîòû êàíäèäàòà õèìè÷åñêèõ íàóê - Ïå÷àòêèíîé Ñ. Â.[2]
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� 1. Ïîñòðîåíèå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôè-
íîâ àëêèëàëàíîì HAlBui

2, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêðûòóþ
ñèñòåìó:

A1 + 2A2 = 1
2A16 + A3

A16 + 2A2 = 2A7
1
2A16 + 2A5 = A10 + A11

A10 + 2A2 = A11 + 1
2A16

w1 = k1x1x
2
2

w2 = k2x
2
2x16

w3 = k3x
1/2
16 x2

5
w4 = k4x

2
2x10,

ãäå
wj - ñêîðîñòü j-é ñòàäèè,
xi - ìîëüíàÿ äîëÿ i-ãî êîìïîíåíòà (ñîîòâåòñòâóåò Ai),
kj - êîíñòàíòà ñêîðîñòè j-é ðåàêöèè.

Â êà÷åñòâå Ai âûñòóïàþò âåùåñòâà:
A1 = CpZrCl2
A2 = HAl(C4H

i
9)2

A3 = ClAl(C4H
i
9)2

A5 = CH2CHR

A7 = Cp2ZrH2 ·HAl(C4H
i
9)2 · ClAl(C4H

i
9)2

A10 = Cp2ZrCl(CH2CH2R)
A11 = (C4H

i
9)2Al(CH2CH2R)

A16 = [Cp2ZrH(Cl) ·HAl(C4H
i
9)2]2

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòàâèì ñòåõèîìåòðè÷å-
ñêóþ G è ìîëåêóëÿðíóþ A ìàòðèöû è âûïèøåì ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåîáðàòèìûõ ðåàêöèé[1]:

ẋ = (GT )+ · w(x), (1)

ãäå
x - âåêòîð ñòîëáåö êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ,
GT ) - òðàíñïîíèðîâàííàÿ ñòåõèîìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà,
w(x) - âåêòîð ñòîëáåö ñêîðîñòåé ñòàäèé.
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Òî åñòü ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ëåâàÿ ÷àñòü õèìè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, áåðóòñÿ âî âíèìàíèå òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû
ñòåõèîìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû G.

Äëÿ äàííîé ðåàêöèè:

G =


A1 A2 A3 A5 A7 A10 A11 A16

−1 −2 1 0 0 0 0 1
2

0 −2 0 0 2 0 0 −1
0 0 0 −2 0 1 1 −1

2
0 −2 0 0 0 −1 1 1

2



A =



Cp Zr Cl H Al C R
2 1 2 0 0 0 0
0 0 0 19 1 8 0
0 0 1 18 1 8 0
0 0 0 3 0 2 1
2 1 1 39 2 16 0
2 1 1 4 0 2 1
0 0 0 22 1 10 1
4 2 2 40 2 16 0
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Ñèñòåìà ÄÓ: 

dx1

dt
= −w1

dx2

dt
= −2w1 − 2w2 − 2w4

dx3

dt
= w1

dx5

dt
= −2w3

dx7

dt
= 2w2

dx10

dt
= w3 − w4

dx11

dt
= w3 + w4

dx16

dt
=

1

2
w1 − w2 −

1

2
w3 +

1

2
w4

(1∗)

Íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ýòî:
- çàêîí ïîñòîÿíñòâà ìàññû àòîìîâ ïî ñòàäèÿì:

GA = 0, (2)

- çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû ðàçëè÷íûõ àòîìîâ:

ATx = X, (3)

ãäå X - âåêòîð-ñòîëáåö êîëè÷åñòâà àòîìîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ .
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Äëÿ äàííîé ðåàêöèè:
2A1 + 2A7 + 2A10 + 4A16 = const1
A1 + A7 + A10 + 2A16 = const2
2A1 + A3 + A7 + A10 + 2A16 = const3
19A2 + 18A3 + 3A5 + 39A7 + 4A10 + 22A11 + 40A16 = const4
A2 + A3 + 2A7 + A11 + 2A16 = const5
8A2 + 8A3 + 2A5 + 16A7 + 2A10 + 10A11 + 16A16 = const6
A5 + A10 + A11 = const7

� 2. Ïîñòðîåíèå êèíåòè÷åñêîé êðèâîé ìåòîäîì
Ðóíãå-Êóòòà 4 ïîðÿäêà

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïîëó÷åíèÿ, ðàñïðåäåëåíèÿ òåõíîëîãè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ âî âðåìåíè è â ïðîñòðàíñòâå (â ïðåäåëàõ îáúåê-
òà) áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ ÑÄÓ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà 4
ïîðÿäêà[3] ñ ïðîâåðêîé íà êàæäîì øàãå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû
ðàçëè÷íûõ àòîìîâ (3).

Äëÿ ñèñòåìó ÄÓ (1) ñõåìà ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé íå çàâèñÿò
ÿâíî îò âðåìåíè, çàïèøåòñÿ â âèäå:

xn+1 = xn+h
6 ·(p1+2p2+2p3+p4),

p1 = f(xn),
p2 = f(xn + h

2 · p1),
p3 = f(xn + h

2 · p2)
p4 = f(xn + h

2 · p3),
x0 = c0

w̄h = {tn = n ·h, n = 0, 1...}
f(x) = (GT )+w(x),
c0 - âåêòîð-ñòîëáåö êîíöåí-
òðàöèé âåùåñòâ â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè
h - øàã ïî âðåìåíè.

Ðåçóëüòàò ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà ïðè ïàðàìåò-
ðàõ k1=120, k2=2, k3=1, k4=10 è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ A1(0)=0.39
, A2(0)=0.2, A5(0)=0.41, A3(0)=A7(0)= A11(0)=A16(0)=0, A10(0)=
0 ïðèâåäåí íà (ðèñ.1).

Èñõîäÿ èç ïîñòðîåííûõ êèíåòè÷åñêèõ êðèâûõ, ìîæíî ñäåëàòü
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Ðèñ. 1: Êèíåòè÷åñêèå êðèâûå

âûâîä, ÷òî ðàñ÷åò ïðîèçâåäåí âåðíî, òàê êàê ñîáëþäàåòñÿ áàëàíñ
ñêîðîñòåé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

� 3. Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè

Èç ÑÄÓ (1∗) âèäíî,÷òî
dx1

dt ≤ 0
dx2

dt ≤ 0
dx3

dt ≥ 0
dx5

dt ≤ 0
dx7

dt ≥ 0
dx11

dt ≥ 0

∀t

Ñëåäîâàòåëüíî, âåùåñòâà A1, A2, A5 ÿâëÿþòñÿ óáûâàþùèìè
ôóíêöèÿìè, à âåùåñòâà A3, A7 è A11 - âîçðàñòàþùèìè. Ïîêàæåì,
÷òî ïîñòðîåííàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîððåêòíà è çíà÷åíèÿ êîí-
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öåíòðàöèé âåùåñòâ A1, A2, A5, à òàêæå A10 è A16 íå ìîãóò ñòàòü
ìåíüøå íóëÿ. A çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ A3, A7 è A11, à
òàêæå A10 è A16 íå ìîãóò ïðèíÿòü çíà÷åíèÿ, ïðåâûøàþùèå åäè-
íèöó.

Îáëàñòè íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ âðåìåíè ñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå ñåòêó: w̄h = {tn = n · h, n = 0, 1...}

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè êîíöåíòðàöèÿ
âåùåñòâà A1 îáðàòèòñÿ â íîëü, òî åñòü, åñëè ∃n : tn ∈ w̄h, x1n = 0,
òî ïî ñõåìå Ðóíãå-Êóòòà ïîëó÷èì:

f1(x1n) = −w1 = −k1x1nx
2
2n = 0⇒

p1 = f1(x1n = 0),
p2 = p3 = p4 = 0⇒
x1,n+1 = x1n + h

6 · (p1 + 2p2 + 2p3 + p4) = x1n = 0

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòèæåíèè íóëÿ, êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà
A1 îñòàíåòñÿ ðàâíîé íóëþ è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèíÿòü íå
ìîæåò. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ è ê âåùåñòâàì
A2, A5, à òàêæå A10 è A16.

Äëÿ A10, åñëè ∃n : tn ∈ w̄h, x10n = 0, òî
f10(x10n) = w3 − w4 = k3x

1/2
16nx

2
5n − k4x

2
2nx10n = k3x

1/2
16nx

2
5n ≥ 0⇒

êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà A10 îñòàíåòñÿ íà íóëå èëè áóäåò âîç-
ðàñòàòü â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ A16 è
A5 â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òî, ÷òî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ A3, A7 è A11 íå ìîãóò
ïðåâûñèòü åäèíèöó, âûòåêàåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ðàçëè÷-
íûõ àòîìîâ (3)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ÷ëåíû, êîòîðûå âõîäÿò ñî çíàêîì ìèíóñ, ñîäåðæàò

èññëåäóåìîå âåùåñòâî, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïðè åãî íóëåâîé êîí-

öåíòðàöèè ïðîäîëæèòü âåùåñòâó óìåíüøàòüñÿ, à ÷ëåíû, êî-

òîðûå âõîäÿò â óðàâíåíèå ñî çíàêîì ïëþñ, èñõîäíîãî âåùåñòâà

íå ñîäåðæàò, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïðè åãî åäèíè÷íîé êîíöåíòðà-

öèè ïðîäîëæèòü âåùåñòâó óâåëè÷èâàòüñÿ.
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� 4. Èññëåäîâàíèå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ íà ìàêñèìóì

Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé, â êèíåòè÷åñêîé ìî-
äåëè, ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1∗), ÷åðåç ýêñòðåìóì,
à òî÷íåå ÷åðåç ìàêñèìóì, ìîãóò ïðîõîäèòü òîëüêî âåùåñòâà A10 è
A16.

Âåùåñòâà A1, A2 è A5 íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà ðàñõîäó-
þòñÿ íà îáðàçîâàíèå âåùåñòâ A3, A7, A10, A11 è A16.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ A16 èç ñèñòåìû (1∗):

dx16

dt = 1
2w1 − w2 − 1

2w3 + 1
2w4 =

= −1
2 · (2k2x

2
2x16 + k3x

1/2
16 x2

5 − (k1x1x
2
2 + k4x

2
2110)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

a = 2k2x
2
2, b = k3x

2
5, c = (k1x1x

2
2 + k4x

2
2110).

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè:
dx16

dt = −a
2 · (
√

x16 + b
2a)2 + b2+4ac

8a ,ãäå a, b, c ≥ 0

Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà:

Ïóñòü ∃t̃ : dx16

dt̃
= 0⇒ ïðè a > 0

√
x16
∗ = −b−

√
b2+4ac

2a < 0,⇒ √x16
∗ 6 ∈[0, 1],

√
x16
∗∗ = −b+

√
b2+4ac

2a > 0

Èñõîäÿ èç èëëþñòðàöèè, òî÷êà
√

x16
∗∗ áóäåò òî÷êîé ìàêñèìóìà

(ðèñ. 2).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ âåùåñòâà A16:
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Ðèñ. 2: Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìàêñèìóìà

Åñëè ôóíêöèÿ x16(t) èìååò ýêñòðåìóì, òî:

1) ∃t̃ :
√

x16(t̃) = −b+
√

b2+4ac
2a è

2) −b+
√

b2+4ac
2a ≤ 1, ãäå

a = 2k2x
2
2, b = k3x

2
5, c = (k1x1x

2
2 + k4x

2
2x10).

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî
√

x16 > 1⇒ x16 > 1⇒ Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, 0 ≤ −b+
√

b2+4ac
2a ≤ 1,∀t.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåùåñòâî x16 âñåãäà èìååò ýêñòðåìóì.

Íà ïðèìåðå ïðîäåëàííîãî àíàëèçà äàííîé ðåàêöèè îáîñíîâà-
ëàñü âîçìîæíîñòü ïðåäâèäåíèÿ êàòàëèòè÷åñêîãî äåéñòâèÿ è ïîâå-
äåíèÿ õèìè÷åñêèõ ïðîäóêòîâ âî âðåìåíè è ðàçðàáîòêè ðàöèîíàëü-
íûõ ïðèíöèïîâ óïðàâëåíèÿ õèìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè.
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ÓÄÊ 534.112

ÐÅÒÐÎÑÏÅÊÒÈÂÍÀß ÇÀÄÀ×À ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß
ÏÎÏÅÐÅ×ÍÛÕ ÂÎËÍ

Óòÿøåâ È. Ì. (Óôà, ÁÃÓ)

Ââåäåíèå

Èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â îáíàðóæåíèè íåêîòîðîãî
îáúåêòà è ìîìåíòà åãî ïîÿâëåíèÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå, à òàê-
æå ëîêàëèçàöèè åãî ìåñòîïîëîæåíèÿ íà íåêîòîðîé ëèíèè. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëàçåðû ñ îïðåäåëåííûìè äàò÷èêàìè.
Îäíàêî â íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, â ìóòíîé âîäå, ýòîò ìå-
òîä îêàçûâàåòñÿ íåýôôåêòèâíûì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èìåííî äëÿ
òàêèõ óñëîâèé ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îáíàðóæåíèÿ, îñíîâàííûé íà
óñòàíîâêå ñòðóííûõ ðàñòÿæåê â òðåáóåìûõ ìåñòàõ. Ñòðóííûå ðàñ-
òÿæêè ñòàâÿòñÿ âäîëü êîíòóðà, çà êîòîðûé íå äîëæåí ïðîíèêíóòü
ïîñòîðîííèé îáúåêò. Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç êîíòóð ïðîèñõîäèò
êîíòàêò ñ ðàñòÿæêîé. Åñëè çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåíèå îáúåê-
òà íà äàííîé ëèíèè, ôèêñàöèÿ âðåìåíè åãî ïîÿâëåíèÿ è òî÷íîãî
ðàñïîëîæåíèÿ íà ëèíèè, òî íà ñòðóíå â íåêîòîðîé òî÷êå îêîëî
ìåñòà åå çàêðåïëåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ äàò÷èê, êîòîðûé ñíèìà-
åò ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ ñòðóíû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Íèæå
ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïî ïîêàçàíèÿì äàò÷èêà
îïðåäåëÿòü âðåìÿ è òî÷íîå ìåñòîïîëîæåíèå íà îäíîé èç ëèíèé
êîíòóðà.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Íà áåñêîíå÷íîé ñòðóíå â òî÷êàõ x = α, x = β óñòàíîâëåíû äàò-
÷èêè, êîòîðûå ôèêñèðóþò âåëè÷èíû u(α, t), u(β, t), ïîïåðå÷íûõ
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êîëåáàíèé ñòðóíû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t. Â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t0 ìåæäó òî÷êàìè x = α, x = β â íåêîòîðîé òî÷êå
x0 ïðîèñõîäèò êàñàíèå îáúåêòà è ñòðóíû. Âîçíèêàåò âîçáóæäåíèå
ñòðóíû, êîòîðîå ðàñïðîñòðàíÿòñÿ â îáå ñòîðîíû. Â íåêîòîðûå ìî-
ìåíòû tα , tβ âîçáóæäåíèå äîñòèãàåò òî÷åê x = α, x = β . Òðåáóåò-
ñÿ îïðåäåëèòü ìîìåíò âðåìåíè t0 âîçáóæäåíèÿ ñòðóíû è ìåñòî x0

êàñàíèÿ îáúåêòà è ñòðóíû ïî ïîêàçàíèÿì äàò÷èêîâ u(α, t), u(β, t).
Äàííàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò ê êëàññó îáðàòíûõ ðåòðîñïåêòèâíûõ
çàäà÷[1]. Áëèçêèå ïî òåìàòèêå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ
[2,3], ãäå îïðåäåëÿëèñü ìàññà è ñêîðîñòü îáúåêòà, à òàêæå ìîìåíò
âðåìåíè óäàðà ïî êîíöó ñòåðæíÿ ñ ïîìîùüþ ïîêàçàíèé äàò÷è-
êà ôèêñèðóþùåãî ïðîäîëüíûå ñìåùåíèÿ ñòðåæíÿ â îäíîé èç åãî
òî÷åê. Â îòëè÷èå îò äàííûõ ðàáîò, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íå ñòåðæåíü êîíå÷íîé äëèíû ñ îäíèì äàò÷èêîì, à áåñêî-
íå÷íàÿ ñòðóíà ñ äâóìÿ äàò÷èêàìè. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è èìååò
ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå.

� 2. Ðåøåíèå îáðàòíîé ðåòðîñïåêòèâíîé çàäà÷è

Êàê èçâåñòíî, äâèæåíèå ïîïåðå÷íûõ âîëí áåñêîíå÷íîé ñòðóíû ñ
èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

utt = a2uxx, −∞ < x < +∞, 0 < t < +∞ (1)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x < +∞ (2)

à åå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôîðìóëû Äàëàìáåðà [4-7]:

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(z)dz; (3)

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
ðàâíà íóëþ, òîãäà ñëàãàåìîå ψ(x) = 0 , à íà÷àëüíîå îòêëî-
íåíèå çàäàíî â âèäå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Òàêîé ïðî-
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ôèëü ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè îòòÿíóòü ñòðóíó â ñåðåäèíå îòðåç-
êà [x1, x2] . Íà ðèñ.1 äàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîëîæåíèÿ ñòðó-
íû ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t = (x2 − x1)/8a. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàì ïîòðåáóåòñÿ íàãëÿäíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î õàðàêòåðå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Åãî ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x, t) (ñì. [4]). Ïðîâå-
äåì õàðàêòåðèñòèêè ÷åðåç òî÷êè P (x1, t) è Q(x2, t); îíè ðàçîáüþò
ïîëóïëîñêîñòü (−∞ < x < +∞, t ≥ 0) íà øåñòü îáëàñòåé (ñì.
ðèñ.2). Îòêëîíåíèå u(x, t) äàåòñÿ ôîðìóëîé (3). Ïîýòîìó â îáëà-
ñòÿõ I, III, V îòêëîíåíèå ðàâíî íóëþ. Â îáëàñòè II ðåøåíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ �ïðàâàÿ âîëíà� u = 0, 5ϕ(x−at), â îáëàñòè IV � �ëåâàÿ âîëíà�
u = 0, 5ϕ(x + at) , à â îáëàñòè VI ðåøåíèå åñòü ñóììà �ëåâîé� è
�ïðàâîé� âîëí.

Êàê ìû ïðåäïîëîæèëè âûøå, ïðè êàñàíèè ñòðóíû ñ îáúåêòîì
â òî÷êå x0 íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ñòðóíû èìååò âèä òðåóãîëüíèêà
ñ âåðøèíîé â òî÷êå x0 (ñì. ðèñ. 3). Òîãäà ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì âèäå [4]:

u(x, t) =
ϕ(x− x0 + at) + ϕ(x− x0 − at)

2
(4)

Â ìîìåíò t0 âîëíà èìåëà âèä u(x, t) = (ϕ(x−x0+at)+ϕ(x−x0−
at))/2 , çàòåì ïðè t > 0 âîëíà ðàçäåëÿåòñÿ è íà÷èíàåò ðàñõîäèòüñÿ
(ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â 2 ñòîðîíû).

Â ìîìåíò âðåìåíè tα âîëíà äîñòèãàåò òî÷êó α ∈ (−∞ < x <
+∞) , à â ìîìåíò tβ � òî÷êó β ∈ (−∞ < x < +∞) . Çíà÷èò,
âîëíà ïðîõîäèò äèñòàíöèþ x0− α çà âðåìÿ t+ α− t0 è èìååò âèä
u = ϕ(x − x0 − at)/2 , à äèñòàíöèþ x0 − β � çà âðåìÿ tβ − t0 è
èìååò âèä u = ϕ(x− x0 + at)/2. Èç óðàâíåíèÿ äëÿ âðåìåíè

t = t0 + S/a,

ãäå S � ïðîéäåííûé ïóòü, a � ñêîðîñòü;
ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ òî÷åê α è β:
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Ðèñ. 1: Ïîëîæåíèå ñòðóíû ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t = (x2 − x1)/8a

{
t0 = tα − x0−α

a ,

t0 = tβ − β−x0

a

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì:

x0 =
α + β − a(tβ − tα)

2
, α, β ∈ (−∞,+∞);
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Ðèñ. 2: Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü(x, t)

t0 =
a(tα + tβ) + α− β

2a
, tα, tβ ∈ (0,+∞)

Ïîñëåäíèå ôîðìóëû äëÿ x0, t0 è äàþò èñêîìîå ðåøåíèå ïîñòàâ-
ëåííîé âûøå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ìîìåíòà âðåìåíè è ìåñòà êà-
ñàíèÿ îáúåêòà ñî ñòðóíîé.
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