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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìîäåëèðóþùèõ ðàçëè÷íûå ïðîöåññû â åñòå-
ñòâåííûõ, òåõíè÷åñêèõ è äðóãèõ íàóêàõ, óäîáíî èññëåäîâàòü â ðàìêàõ íà÷àëü-
íûõ çàäà÷ äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íåêîòî-
ðûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è ðåäóöèðóþòñÿ ê óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé, â äàëüíåéøåì íàçûâàåìûì âû-
ðîæäåííûìè ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè. Ïðè ýòîì íåðåäêî âîçíèêàþò ìî-
äåëè, îïèñûâàåìûå ýâîëþöèîííûìè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè ñ èíòåãðàëàìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ýâîëþöèîííûìè
óðàâíåíèÿìè ñ èíòåãðàëüíûìè âîçìóùåíèÿìè. Ïðè ýòîì èíòåãðàëû Âîëüòåð-
ðà, íàïðèìåð, îïèñûâàþò ïðîöåññû ñ ïàìÿòüþ, òàêèå, êàê òåðìîìåõàíè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ïîëèìåðîâ, âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé, è äð. Èíòåãðàëû Ôðåäãîëüìà
âñòðå÷àþòñÿ â òàê íàçûâàåìûõ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèÿõ, ñîäåðæàùèõ ïîìè-
ìî äèôôåðåíöèàëüíîé ÷àñòè íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë îò èñêîìîé ôóíêöèè â
âèäå, íàïðèìåð, èíòåãðàëà îò ðåøåíèÿ ïî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìåíüøåé
ìåðû. Òàêèå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò ïðè ïîèñêå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íåëîêàëüíûõ, â
òîì ÷èñëå ôðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, íàïðèìåð, â ìàòåìàòè÷åñêîé
áèîëîãèè, â òåîðèè òåïëîìàññîïåðåíîñà â ñîñòàâíûõ ñðåäàõ ñ ôðàêòàëüíîé
îðãàíèçàöèåé, â ýêîíîìèêå.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñ-
ïîëüçîâàëèñü ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ Â.Å. Ôåäîðîâà ðåçóëüòàòû òåîðèè âû-
ðîæäåííûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè âèä ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïå-
ðàòîð ïðè ïðîèçâîäíîé â êîòîðîì âûðîæäåí, ò. å. èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî
(äàëåå � âûðîæäåííîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå). Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ âû-
ðîæäåííûõ ïîëóãðóïï ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãëàäêîñòè, ðàçðåøàþùèõ îäíîðîä-
íîå ëèíåéíîå âûðîæäåííîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå, ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ íà îïåðàòîðû â óðàâíåíèè ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ À. Ã. Ðóòêàñà,
A. Favini è A. Yagi, Ã. À. Ñâèðèäþêà, È. Â. Ìåëüíèêîâîé.

Â ðàáîòàõ Â. Å. Ôåäîðîâà è Î. À. Ñòàõååâîé èññëåäîâàíû âîïðîñû îäíî-
çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåâûðîæäåííûõ è âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâ-
íåíèé ñ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ïàìÿòè â ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå îáëàäàåò àíàëèòè÷åñêîé â ñåêòîðå ðàçðåøàþùåé ïîëó-
ãðóïïîé.

Îòìåòèì òàêæå áëèçêèå ïî ïðåäìåòó èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû Â. Å. Ôåäîðî-
âà è Å. À. Îìåëü÷åíêî, â êîòîðûõ âûðîæäåííûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ñ
çàïàçäûâàíèåì íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå èññëåäóþòñÿ ìåòîäàìè òåîðèè ïîëó-
ãðóïï îïåðàòîðîâ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîí-
íûõ óðàâíåíèé îòìåòèì òàêæå èñïîëüçóåìûé Í. À. Ñèäîðîâûì è ïðåäñòàâè-
òåëÿìè åãî øêîëû ìåòîä, ïðåäïîëàãàþùèé ôðåäãîëüìîâîñòü îïåðàòîðà ïðè
ïðîèçâîäíîé â âûðîæäåííîì ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè è ñóùåñòâîâàíèå åãî
ïîëíîãî æîðäàíîâà íàáîðà. Â ðàáîòàõ Ì. Â. Ôàëàëååâà è Ñ. Ñ. Îðëîâà ýòîò
ìåòîä ïîëó÷èë ñâîå ðàçâèòèå ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé ñ ïàìÿòüþ. Ì. Â. Ôàëàëååâûì èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü â ñìûñëå
îáîáùåííûõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé
ñ ïàìÿòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìåòîäàìè òåîðèè ôóí-
äàìåíòàëüíûõ îïåðàòîð-ôóíêöèé âûðîæäåííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ. Ì. Â. Ôàëàëååâ è Ñ. Ñ. Îðëîâ èññëåäîâàëè èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ýôôåêòàìè ïàìÿòè è âûðîæäåííûì
îïåðàòîðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â ñëó÷àÿõ èíòåãðàëüíûõ ÿäåð ñïåöèàëü-
íîãî âèäà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå ôðåäãîëüìîâîñòè
îïåðàòîðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, ëèáî ñïåêòðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïó÷-
êà îïåðàòîðîâ èç óðàâíåíèÿ.

Öåëè è çàäà÷è. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîí-
íûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíòåãðàëüíûìè âîçìóùåíèÿìè
äâóõ âèäîâ � äëÿ óðàâíåíèé ñ ïàìÿòüþ è äëÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé. Ïî-
ëó÷åííûå îáùèå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-
íèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íå ðàçðå-
øèìûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ïàìÿòè è ñ îïåðàòîðîì
Ôðåäãîëüìà ïî âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé � íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ âûðîæäåííûõ ýâîëþ-
öèîííûõ óðàâíåíèé, ïî-âèäèìîìó, ðàíåå íå èññëåäîâàëèñü. Óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿ-
òüþ äëÿ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â îòëè÷èå îò ðàáîò Ì. Â. Ôà-
ëàëååâà ñ Ñ. Ñ. Îðëîâûì è Â. Å. Ôåäîðîâà ñ Î. À. Ñòàõååâîé èññëåäóþòñÿ ïðè
áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîðû â óðàâíåíèè � â äèññåðòàöèîííîé ðàáî-
òå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ôðåäãîëüìîâîñòü îïåðàòîðà ïðè ïðîèçâîäíîé. Ïðè ýòîì,
âîîáùå ãîâîðÿ, íàêëàäûâàåòñÿ ëèøü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíî íåïðåðûâ-
íîé ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùåãî âûðîæäåííîãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ, à íå àíàëèòè÷åñêîé ãðóïïû èëè ïîëóãðóïïû, êàê â ðàáîòàõ äðóãèõ
àâòîðîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ óðàâíåíèé ñ ïàìÿòüþ èññëåäîâàëñÿ, ïî-âèäèìîìó,
íå èñïîëüçîâàâøèéñÿ ðàíåå â îáùåé ïîñòàíîâêå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íåâûðîæ-
äåííîãî óðàâíåíèÿ ïóòåì åãî ñâåäåíèÿ ê ñèñòåìå äâóõ íåâîçìóùåííûõ óðàâíå-
íèé â áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòàòîâ
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëóãðóïï.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ïåðâè÷íûì
òåîðåòè÷åñêè çíà÷èìûì ðåçóëüòàòîì ïðè èññëåäîâàíèè íîâûõ çàäà÷ ÿâëÿåò-
ñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé èõ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè, èìåííî ýòîìó ïîñâÿ-
ùåíà äàííàÿ ðàáîòà. Êðîìå òîãî, èññëåäóåìûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå íà-
÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñ èíòåãðàëüíûìè âîçìóùåíèÿìè èìåþò èíòåðïðåòàöèè, âàæíûå ñ
ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëü-
òàòû ìîãóò áûòü ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ïðèêëàäíûõ
çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîíêðåòíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîäàìè òåîðèè âûðîæäåí-
íûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ âûðîæäåííîå ëèíåéíîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ñ
ïàìÿòüþ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâåäåíî ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé, îäíî èç
êîòîðûõ ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, à äðóãîå èìååò ïðè ïðîèçâîä-
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íîé íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð. Çàäà÷à ñ çàäàííîé èñòîðèåé äëÿ ðàçðåøåííîãî
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ ðåäóöèðîâàíà ê çàäà÷å Êîøè
äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïîç-
âîëèëî ïîëó÷èòü ìåòîäàìè êëàñè÷åñêîé òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, â òîì ÷èñëå ðåøåíèÿ ïîâûøåí-
íîé ãëàäêîñòè. Â èòîãå áûëà èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è c
çàäàííîé èñòîðèåé äëÿ âûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïàìÿòüþ ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
ïàìÿòè. Êðîìå òîãî, áûëà èññëåäîâàíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèåì òèïà
îáîáùåííîãî óñëîâèÿ Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà íà èñòîðèþ ñèñòåìû ïðè óñëîâèè
íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëüíîãî ÿäðà îò ýëåìåíòîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âûðîæäå-
íèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè íàãðóæåííûõ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé
èñïîëüçîâàëàñü òåîðåìà î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñæèìà-
þùåãî îïåðàòîðà èñïîëüçîâàëñÿ âèä ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî âû-
ðîæäåííîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü òåîðåìû îá
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà áåç ïðèâëå-
÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.

Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè íà÷àëüíî-êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé Îñêîëêîâà, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó æèäêîñòè Êåëüâèíà�Ôîéãòà íóëå-
âîãî, à òàêæå âûñîêîãî (âòîðîãî è âûøå) ïîðÿäêà â ñìûñëå ðåîëîãè÷åñêî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ, äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âíóòðåí-
íèõ è ãðàâèòàöèîííî-ãèðîñêîïè÷åñêèõ âîëí â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà, äëÿ
àëãåáðî-èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè, äëÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, äëÿ íàãðóæåííûõ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè ôèëüòðàöèè.

Ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. Ïîëó÷åíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ

çàäàííîé èñòîðèåé äëÿ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ïàìÿ-
òüþ, â ñëó÷àå, êîãäà îäíîðîäíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îáëàäàåò ñèëüíî íåïðå-
ðûâíîé ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïîé èëè àíàëèòè÷åñêîé ðàçðåøàþùåé ãðóï-
ïîé îïåðàòîðîâ.

2. Íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé Îñêîëêîâà, ìîäåëèðóþùèõ
äèíàìèêó âÿêîóïðóãîé æèäêîñòè Êåëüâèíà�Ôîéãòà íóëåâîãî è âûñîêîãî
ïîðÿäêà, äëÿ ñèñòåì âíóòðåííèõ è ãðàâèòàöèîííî-ãèðîñêîïè÷åñêèõ âîëí
â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà, äëÿ àëãåáðî-èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé.

3. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîãî
ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ Êîøè è Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà äëÿ âûðîæäåí-
íîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, íàãðóæåííîãî èíòåãðàëüíûì (â ñìûñëå
Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà) îïåðàòîðîì òèïà Ôðåäãîëüìà.

4. Èññëåäîâàíû âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çà-
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äà÷ äëÿ êëàññà íàãðóæåííûõ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âêëþ-
÷àþùåãî íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ôèëüòðàöèè, äëÿ íàãðóæåííûõ
àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé è äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà ×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóê. ä.ô.-ì.í.,
ïðîô. Â. Å. Ôåäîðîâ), íà êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôè-
çèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè è îáðàçîâàíèå¿, Ìàãíèòîãîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Ìàãíèòîãîðñê, 2012 ã.; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëè-
íåéíûå óðàâíåíèÿ è êîìïëåêñíûé àíàëèç¿, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ñ âû÷èñëè-
òåëüíûì öåíòðîì Óôèìñêîãî öåíòðà ÐÀÍ, îç. Áàííîå, Áàøêîðòîñòàí, 2013 ã.,
2014 ã.; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
øêîëà Ñ. Ã. Êðåéíà¿, Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Âîðî-
íåæ, 2014 ã.; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Mathematical and Computational
Modelling in Science and Technology¿, Izmir University, Èçìèð, Òóðöèÿ, 2015 ã.;
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû òåîðèè óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè À. Â. Áèöàäçå, Ìîñêîâñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Ìîñêâà, 2016 ã.

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Â ñîâìåñòíûõ ðà-
áîòàõ ñ Â. Å. Ô¼äîðîâûì íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà
çàäà÷è è îáùåå ðóêîâîäñòâî.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ôîíäà ïîääåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ×åëÿ-
áèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (2015 ã.), ãðàíòîì � 14.Z50.31.0020
Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò ââåäåíèå, òðè ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ñïè-
ñîê îáîçíà÷åíèé è ñîãëàøåíèé è ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

Ââåäåíèå ñîäåðæèò àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, èñòîðèîãðàôèþ
âîïðîñà, ïîñòàíîâêó çàäà÷è, îïèñàíèå íîâèçíû ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, èõ
òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè, ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, âûíîñèìûå
íà çàùèòó ïîëîæåíèÿ, ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèè, êðàòêîå ñîäåðæà-
íèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ñîáðàíû ïîíÿòèÿ è ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû, êîòî-
ðûå èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîé ÷àñòè äèññåðòàöèè. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé
ãëàâû ñîáðàíû ñâåäåíèÿ îá îòíîñèòåëüíûõ ðåçîëüâåíòàõ. Âòîðîé è òðåòèé ïà-
ðàãðàôû ñîäåðæàò îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ôàêòû îá (L, p)-ðàäèàëüíûõ è
(L, p)-îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðàõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñèëüíî íåïðåðûâíûõ
ïîëóãðóïïàõ è àíàëèòè÷åñêèõ ãðóïïàõ îïåðàòîðîâ ñ ÿäðàìè.

Ïóñòü U è V � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, L ∈ L(U;V) (ò. å. ëèíåéíûé è
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà U â áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî V), M ∈ Cl(U;V) (ò. å. ëèíåéíûé, çàìêíóòûé, ïëîòíî â U îïðå-
äåëåííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â V). Îáîçíà÷èì ρL(M) = {µ ∈ C : (µL −
M)−1 ∈ L(V;U)}, σL(M) = C \ ρL(M), ker(RL

µ(M))p+1 = U0, im(RL
µ(M))p+1 =
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U1 (çàìûêàíèå îáðàçà), ker(LLµ(M))p+1 = V0, im(RL
µ(M))p+1 = V1, Lk = L|Uk ,

Mk = M |DM∩Uk , k = 0, 1.
Ïóñòü p ∈ N0 ≡ N ∪ {0}. Îïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëü-

íûì, åñëè
(i) ∃a ∈ R (a,+∞) ⊂ ρL(M);
(ii) ∃K ∈ R+ ∀µ ∈ (a,+∞) ∀n ∈ N

max{‖(RL
µ(M))n(p+1)‖L(U), ‖(LLµ(M))n(p+1)‖L(V)} ≤

K

(µ− a)n(p+1)
;

(iii) ñóùåñòâóåò ïëîòíûé â V ëèíåàë
◦
V òàêîé, ÷òî

‖M(µL−M)−1(LLµ(M))p+1v‖V ≤
const(v)

(µ− a)p+2
∀v ∈

◦
V;

‖(RL
µ(M))p+1(µL−M)−1‖L(V;U) ≤

K

(µ− a)p+2

ïðè ëþáîì µ ∈ (a,+∞).

Òåîðåìà 1. (Â. Å. Ôåäîðîâ). Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí. Òî-
ãäà

(i) U = U0 ⊕ U1, V = V0 ⊕V1;
(ii) Lk ∈ L(Uk;Vk), Mk ∈ Cl(Uk;Vk), k = 0, 1;
(iii) ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû M−1

0 ∈ L(V0;U0) è L−1
1 ∈ L(V1;U1);

(iv) îïåðàòîð H = M−1
0 L0 íèëüïîòåíòåí ñòåïåíè íå áîëüøå p.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðîåêòîð âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà U0 íà U1 (âäîëü V0 íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî V1) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

P = s- lim
µ→+∞

(µRL
µ(M))p+1, (Q = s- lim

µ→+∞
(µLLµ(M))p+1).

Òåîðåìà 2. (Â. Å. Ôåäîðîâ). Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí, g ∈
C1([0, T ];V) òàêîâà, ÷òî (I −Q)g ∈ Cp+1([0, T ];V0). Òîãäà

(i) åñëè u0 ∈ DM è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(I − P )u0 = −
p∑

k=0

HkM−1
0 ((I −Q)g)(k)(0),

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C1([0, T ];U)∩C([0, T ];DM) çàäà÷è
Êîøè u(0) = u0 äëÿ óðàâíåíèÿ

Lu̇(t) = Mu(t) + g(t), t ∈ [0, T ], (1)

ïðè ýòîì

u(t) = U(t)u0 +

t∫
0

U(s)L−1
1 Qg(t− s)ds−

p∑
k=0

HkM−1
0 ((I −Q)g)(k)(t); (2)

(ii) åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 ∈ DM1
, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u ∈ C1([0, T ];U) ∩ C([0, T ];DM) îáîáùåííîé çàäà÷è Øîóîëòåðà�
Ñèäîðîâà Pu(0) = u0 äëÿ óðàâíåíèÿ (1), ïðè ýòîì ðåøåíèå èìååò âèä (2).



8

Îïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ (L, σ)-îãðàíè÷åííûì, åñëè L-ñïåêòð σL(M) îïå-
ðàòîðà M ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì â C. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿ-
þòñÿ ïåðâûå òðè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1, áîëåå òîãî, M1 ∈ L(U1;V1).

(L, σ)-îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð M íàçîâåì (L, p)-îãðàíè÷åííûì ïðè p ∈
N0, åñëè H

p 6= O, à Hp+1 = O, ãäå H = M−1
0 L0 ∈ L(U0).

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè íà-
÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì ïðè
ïðîèçâîäíîé (÷àñòî íàçûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà) âèäà

Lu̇(t) = Mu(t) +

T∫
0

K(t, s)u(s)dµ(s), t ∈ [0, T ], (3)

ãäå L ∈ L(U;V), kerL 6= {0},M ∈ Cl(U;V), T > 0,K : [0, T ]×[0, T ]→ L(U;V),
µ : [0, T ]→ R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé, íå ðàçðåøè-
ìûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, èñïîëüçîâàëñÿ âèä ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîä-
íîðîäíîãî âûðîæäåííîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ èç òåîðåìû 2 è òåîðåìà î
ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë îáîéòèñü áåç äîïîëíèòåëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé íà ÿäðî èëè îáðàç èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷à Êîøè è îáîáùåííàÿ çàäà-
÷à Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà è
äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ýòèõ çàäà÷ â ñëó÷àå ïàðû
îïåðàòîðîâ â îñíîâíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîðîæäàþùåé âûðîæäåííóþ ñèëüíî
íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó.

Îáîçíà÷èì ïðè T > 0, n = 0, 1, . . . , p+ 1,

∂nK
∂tn ≡ K

(n)
t , V T

0 (µ) max
t,s∈[0,T ]

∥∥∥K(n)
t (t, s)

∥∥∥
L(U;V)

≡ Kn(T ),

V T
0 (µ) max

t,s∈[0,T ]
s
∥∥∥K(n)

t (t, s)
∥∥∥
L(U:V)

≡ Kn,1(T ),

‖L−1
1 Q‖L(V;U) ≡ C1, ‖HkM−1

0 (I −Q)‖L(V;U) ≡ hk, k = 0, 1, . . . , p,

F (T ) = max

{
C1K(T )

p+1∑
n=0

Kn,1(T ) + h0

p+1∑
n=0

Kn(T ),

h1

p+1∑
n=0

Kn(T ), . . . , hp
p+1∑
n=0

Kn(T )

}
.

Çäåñü V T
0 (µ) � âàðèàöèÿ ôóíêöèè µ íà îòðåçêå [0, T ],

K(T ) = max{K,KeaT} =

{
K, a ≤ 0;
KeaT , a > 0,

K, a � êîíñòàíòû èç îïðåäåëåíèÿ ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëüíîãî îïåðàòîðà.
Îáîçíà÷èì Cp+1,0([0, T ] × [0, T ];L(U;V)) êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
ïåðâîìó àðãóìåíòó äî ïîðÿäêà p+ 1.



9

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí, u0 ∈ DM ∩ U1, K ∈
Cp+1,0([0, T ] × [0, T ];L(U;V)), K(n)

t (0, s) ≡ 0, n = 0, 1, . . . , p, µ : [0, T ] → R �
ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, F (T ) < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå u ∈ C1([0, T ];U)∩C([0, T ];DM) çàäà÷è u(0) = u0 äëÿ óðàâíåíèÿ (3).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí, u0 ∈ DM ∩ U1, K ∈
Cp+1,0([0, T ] × [0, T ];L(U;V)), µ : [0, T ] → R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèà-
öèè, F (T ) < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C1([0, T );U) ∩
C([0, T ];DM) çàäà÷è Pu(0) = u0 äëÿ óðàâíåíèÿ (3).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíî íàãðóæåííîå ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîå
óðàâíåíèå, âîçíèêàþùåå â òåîðèè ôèëüòðàöèè, ñ êðàåâûìè è ðàçëè÷íûìè íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ñ ðàçëè÷íûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ âñåõ
ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñ ïî-
ìîùüþ àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

z(x, 0) = z0(x), x ∈ Ω, (4)

z(x, t) = ∆z(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (5)

äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Äçåêöåðà, âîçíèêàþùåãî â òåîðèè ôèëü-
òðàöèè1,

(λ−∆)zt(x, t) = 4z(x, t)− β∆2z(x, t)+

+

T∫
0

∫
Ω

k(x, y, t, s)z(y, s)dydµ(s), (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (6)

ãäå îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rd èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó, λ ∈ R, β ∈ R+.
Ýòà çàäà÷à ðåäóöèðîâàíà ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ ñèëüíî (L, p)-
ðàäèàëüíûì îïåðàòîðîì M è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ åå ðàç-
ðåøèìîñòè.

Îáîçíà÷èì

H2
0(Ω) = {u ∈ H2(Ω) : u(x) = 0, x ∈ ∂Ω},

H4
∂(Ω) = {u ∈ H4(Ω) : u(x) = ∆u(x) = 0, x ∈ ∂Ω},

λm, m ∈ N, � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, îïðåäåëåííîãî íà
H2

0(Ω) è äåéñòâóþùåãî â L2(Ω), çàíóìåðîâàííûå ïî íåâîçðàñòàíèþ ñ ó÷åòîì
èõ êðàòíîñòè, {ϕm : m ∈ N} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîîòâåòñòâóþùèõ

1Äçåêöåð Å. Ñ. Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ // Äîêë. ÀÍ

ÑÑÑÐ. 1972. Ò. 202, � 5. Ñ. 1031�1033.
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ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü

F̃1(T ) = V T
0 (µ)

(
sup
λ 6=λm

√
1+λ2m
|λ−λm| max

{
1, sup

λ 6=λm

√
1+λ2m
|λ−λm|

}
×

×max

{
1, exp

(
T sup
λm 6=λ

λm−βλ2m
λ−λm

)}
×

×
(

max
t,s∈[0,T ]

s‖k(·, ·, t, s)‖L2(Ω×Ω) + max
t,s∈[0,T ]

s‖kt(·, ·, t, s)‖L2(Ω×Ω)

)
+

+
√

1+λ2

|λ−βλ2|

(
max
t,s∈[0,T ]

‖k(·, ·, t, s)‖L2(Ω×Ω) + max
t,s∈[0,T ]

‖kt(·, ·, t, s)‖L2(Ω×Ω)

))
.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü β > 0, λ − βλ2 6= 0, z0 ∈ H4
∂(Ω), 〈z0, ϕm〉 = 0 ïðè

m ∈ N, äëÿ êîòîðûõ λm = λ, k(x, y, t, s) ∈ C([0, T ] × [0, T ];L2(Ω × Ω)),
kt(x, y, t, s) ∈ C([0, T ] × [0, T ];L2(Ω × Ω)), k(x, y, 0, s) ≡ 0, µ : [0, T ] → R �

ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F̃1(T ) < 1. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ C1([0, T ];H2

0(Ω)) ∩ C([0, T ];H4
∂(Ω)) çà-

äà÷è (4)�(6).

Äëÿ òàêîãî æå óðàâíåíèÿ ñ áîëåå ïðîñòûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì

(λ−∆)zt(x, t) = 4z(x, t)−β∆2z(x, t)+

T∫
0

k(t, s)z(x, s)dµ(s), (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

(7)
â òîé æå îáëàñòè Ω ⊂ Rn ðàññìîòðèì êðàåâûå óñëîâèÿ (5) è íà÷àëüíîå óñëîâèå

(λ−∆)(z(x, 0)− z0(x)) = 0, x ∈ Ω. (8)

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à (5), (7), (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîá-
ùåííîé çàäà÷è Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà äëÿ óðàâíåíèÿ (3).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü β > 0, λ − βλ2 6= 0, z0 ∈ H4
∂(Ω), k ∈ C([0, T ] × [0, T ];R),

kt ∈ C([0, T ] × [0, T ];R), µ : [0, T ] → R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,

F̃2(T ) < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ C1([0, T ];H2
0(Ω)) ∩

C([0, T ];H4
∂(Ω)) çàäà÷è (5), (7), (8).

Çäåñü

F̃2(T ) = V T
0 (µ)

(
sup
λ6=λm

√
1 + λ2

m

|λ− λm|
max

{
1, sup

λ 6=λm

√
1 + λ2

m

|λ− λm|

}
×

×max

{
1, exp

(
T sup
λm 6=λ

λm − βλ2
m

λ− λm

)}(
max
t,s∈[0,T ]

s|k(t, s)|+ max
t,s∈[0,T ]

s|kt(t, s)|
)

+

+

√
1 + λ2

|λ− βλ2|

(
max
t,s∈[0,T ]

|k(t, s)|+ max
t,s∈[0,T ]

|kt(t, s)|
))

.



11

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íåêîòîðûå âîçìîæíûå óëó÷-
øåíèÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, à òàêæå ïðåäëîæåíû îáîáùåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, äîêàçûâàåìûå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ àëãåáðî-èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ðàññìîòðèì íà÷àëü-
íî-êðàåâóþ çàäà÷ó

z1(x, 0) = z10(x), x ∈ Ω, (9)

zi(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], i = 1, 2, 3, (10)

äëÿ ìîäåëüíîé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

z1t(x, t) = 4z1(x, t) +
3∑
i=1

T∫
0

k1i(t, s)zi(x, s)dµ(s), (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

z3t(x, t) = 4z2(x, t) +
3∑
i=1

T∫
0

k2i(t, s)zi(x, s)dµ(s), (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

0 = 4z3(x, t) +
3∑
i=1

T∫
0

k3i(t, s)zi(x, s)dµ(s), (x, t) ∈ Ω× [0, T ].

(11)

Çäåñü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, çàäàíû ôóíêöèè
z10 : Ω→ R, kji : [0, T ]× [0, T ]→ R, i, j = 1, 2, 3, îáîçíà÷èì òàêæå

Kn(T ) = V T
0 (µ) max

t,s∈[0,T ]
max
i,j=1,2,3

∣∣∣∣∂nkij∂tn
(t, s)

∣∣∣∣ , n = 0, 1, 2,

Kn,1(T ) = V T
0 (µ) max

t,s∈[0,T ]

{
s max
i,j=1,2,3

∣∣∣∣∂nkij∂tn
(t, s)

∣∣∣∣} , n = 0, 1, 2.

Òàêàÿ çàäà÷à ðåäóöèðóåòñÿ ê îáîáùåííîé çàäà÷å Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà äëÿ
óðàâíåíèÿ (3) ñ ñèëüíî (L, 1)-ðàäèàëüíûì îïåðàòîðîì M .

Òåîðåìà 7. Ïóñòü z10 ∈ H2
0(Ω), µ : [0, T ] → R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé

âàðèàöèè, kij ∈ C2,0(R+ × R+;L2(Ω)), i, j = 1, 2, 3,

V T
0 (µ) max

{
2∑

n=0

Kn,1(T ) +
1

|λ1|

2∑
n=0

Kn(T ),
1

|λ1|2
2∑

n=0

Kn(T )

}
< 1.

Òîãäà çàäà÷à (9)�(11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

z1, z2, z3 ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) ∩ C([0, T ];H2
0(Ω)).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (10),
(11) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Êîøè

zi(x, 0) = zi0(x), x ∈ Ω, i = 1, 2, 3. (12)
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü zi0 ∈ H2
0(Ω), i = 1, 2, 3, µ : [0, T ] → R � ôóíêöèÿ îãðà-

íè÷åííîé âàðèàöèè, kij ∈ C2,0([0, T ] × [0, T ];R), i, j = 1, 2, 3, k(0, s) ≡ 0,
∂k
∂t (0, s) ≡ 0 äëÿ s ∈ [0, T ],

V T
0 (µ) max

{
2∑

n=0

Kn,1(T ) +
1

|λ1|

2∑
n=0

Kn(T ),
1

|λ1|2
2∑

n=0

Kn(T )

}
< 1.

Òîãäà çàäà÷à (10)�(12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

z1, z2, z3 ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) ∩ C([0, T ];H2
0(Ω)).

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ
âûðîæäåííîé ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ôóíêöèé îäíîé
ïåðåìåííîé.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âûðîæäåííûì ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì ñ
ïàìÿòüþ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ çàäàííîé èñòîðèåé äëÿ âûðîæäåííîãî ëèíåé-
íîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ

u(t) = u−(t), t ≤ 0, (13)

d

dt
Lu(t) = Mu(t) +

t∫
−∞

K(t− s)u(s)ds+ f(t), t ∈ [0, T ), (14)

ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè L, M , K(s), s ≥ 0, äåéñòâóþùèìè èç áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà U â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî V. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî kerL 6= {0}
è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñèëüíîé (L, p)-ðàäèàëüíîñòè îïåðàòîðà M . Ê òàêèì
çàäà÷àì ìîãóò áûòü ðåäóöèðîâàíû íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ äèíà-
ìèêó ïðîöåññîâ ñ ýôôåêòàìè ïàìÿòè, íàïðèìåð, òåðìîìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ïîëèìåðîâ, âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé è äðóãèõ ïðîöåññîâ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñ çàäàííîé èñòîðèåé äëÿ íåâû-
ðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàìÿòüþ. Îáîçíà÷èì R+ = {x ∈ R : x > 0}, R+ =
{0}∪R+, R− = {x ∈ R : x < 0}, R− = {0}∪R−, R(R+;U) � ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé h : R+ → U, äëÿ êîòîðûõ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà

∫ +∞
0 ‖h(t)‖Udt

ñõîäèòñÿ. ×åðåç Ck
0 (R+;U) îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî k ðàç íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ è îãðàíè÷åííûõ íà R+ âìåñòå ñ k ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì u(l)(0) = 0, l = 0, 1, . . . , k, ñ íîðìîé

‖u‖Ck
0 (R+;U) =

k∑
l=0

sup
t≥0
‖u(l)(t)‖U.Ïðè ýòîì äëÿ êðàòêîñòè C0

0(R+;U) ≡ C0(R+;U).

Ïóñòü U � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, çàäàí îïåðàòîð A : DA → U, ãäå DA ⊂
U. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

u(t) = u−(t), t ∈ R−, (15)

d

dt
u(t) = Au(t) +

t∫
−∞

K(t− s)u(s)ds+ f(t), t ∈ [0, T ), (16)
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ñ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè u− ∈ C(R−;U) ∩ R(R−;U), K : R+ → L(U), f :
[0, T )→ U, T ∈ (0,+∞]. Îáîçíà÷èì

v(t, s) =

s∫
0

u(t− τ)dτ =

t∫
t−s

u(τ)dτ.

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

w′(t) = Bw(t) + g(t)

â ïðîñòðàíñòâå W = U× C0(R+;U), ãäå

w =

(
u
v

)
, g =

(
f
0

)
, B =

(
A A1

J A2

)
. (17)

Ïðè ýòîì A1 : C0(R+;U) → U, A2 : C0(R+;U) → C0(R+;U), J : U → C0(R+;U)
äåéñòâóþò ïî ïðàâèëàì

A1z = −
+∞∫
0

K′(s)z(s)ds, (A2z)(s) = −z′(s), (Jz)(s) ≡ z, s ≥ 0.

Ëåììà 1. J ∈ L(U;C0(R+;U)), ‖J‖L(U;C0(R+;U)) = 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü K ∈ C(R+;L(U)), K,K′ ∈ R(R+;L(U)). Òîãäà îïåðàòîð

A1 ∈ L(C0(R+;U);U).

Ëåììà 3. Îïåðàòîð A2 ∈ Cl(C0(R+;U)), îïðåäåëåííûé íà DA2
= C1

0(R+;U),
ïîðîæäàåò ñæèìàþùóþ (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïå-

ðàòîðîâ â U, K ∈ C(R+;L(U)), K,K′ ∈ R(R+;L(U)). Òîãäà îïðåäåëåííûé â

(17) îïåðàòîð B ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ DB = DA × C1
0(R+;U) ïîðîæäàåò

(C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ â U× C0(R+;U).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó

îïåðàòîðîâ â U, u− ∈ C0(R−;U) ∩ R(R−;U), K ∈ C(R+;L(U)), ïðè ýòîì
K,K′ ∈ R(R+;L(U)) è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

(i) f ∈ C1([0, T );U);
(ii) f ∈ C([0, T );DA).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ C1([0, T );U) ∩ C([0, T );DA) ∩
C((−∞, T );U) çàäà÷è (15), (16).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò (C0)-íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó

îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå U, u− ∈ C1
0(R−;U) ∩ R(R−;U), âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ K ∈ C(R+;L(U)), K,K′ ∈ R(R+;L(U)),
+∞∫
0

AK(s)u−(−s)ds < ∞,

âûïîëíÿåòñÿ îäío èç óñëîâèé:



14

(i) f ∈ C2([0, T );U), f(0) ∈ DA;
(ii) f ∈ C1([0, T );DA);
(iii) f ∈ C([0, T );DA2) ∩ C([0, T );DA) ∩ C1([0, T );U).

Òîãäà çàäà÷à (15), (16) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà [0, T ), ïðè ýòîì îíî
ëåæèò â C2([0, T );U) ∩ C([0, T );DA) ∩ C((−∞, T );U).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è (13), (14) ïðè îãðàíè÷åíèè imK(s) ⊂ V1 èëè ïðè óñëîâèè
U0 ⊂ kerK(s) äëÿ s ≥ 0.

Ðåøåíèåì çàäà÷è (13), (14) íà ïðîìåæóòêå [0, T ) áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ u ∈ C([0, T );DM) ∩ C((−∞, T );U), äëÿ êîòîðîé Lu ∈ C1([0, T );U), âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (14) è ïðè êàæäîì t ∈ [0, T ) � ðàâåíñòâî (13).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü p ∈ N0, îïåðàòîð M ñèëüíî (L, p)-ðàäèàëåí, Pu− ∈
C0(R−;U) ∩R(R−;U), (I − P )u− ∈ C(R−;U) îãðàíè÷åíà, K ∈ C(R+;L(U;V)),
K,K′ ∈ R(R+;L(U;V)), imK(s) ⊂ V1 ïðè s ≥ 0, (I − Q)f ∈ Cp([0, T );V),

(I − P )u−(0) = −
p∑

k=0

HkM−1
0 ((I − Q)f)(k)(0) è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ

óñëîâèé:
(i) Qf ∈ C1([0, T );V),K ∈ C1(R+;L(U;V));
(ii) L−1

1 Qf ∈C([0, T );DM), L−1
1 K∈C(R+;L(U;DM)) ∩R(R+;L(U;DM)).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) íà [0, T ).

Â ñëó÷àå U0 ⊂ kerK(s), ðàññìîòðåíà íå òîëüêî çàäà÷à ñ çàäàííîé èñòîðè-
åé, íî è çàäà÷à ñ óñëîâèåì òèïà îáîáùåííîãî óñëîâèÿ Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà

Pu(t) = u−(t), t ≤ 0. (18)

Òåîðåìà 13. Ïóñòü M ñèëüíî (L, 0)-ðàäèàëåí, (I−P )u− ∈ C(R−;U), Pu− ∈
C0(R−;U) ∩ R(R−;U), K ∈ C(R+;L(U;V)), U0 ⊂ kerK(s), s ≥ 0, K,K′ ∈
R(R+;L(U;V)), (I −Q)f ∈ C([0, T );V),

(I − P )u−(0) = −
0∫

−∞

M−1
0 (I −Q)K(−s)Pu−(s)ds−M−1

0 (I −Q)f(0)

è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé
(i) Qf ∈ C1([0, T );V);
(ii) L−1

1 Qf ∈ C([0, T );DM).
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) íà [0, T ).

Òåîðåìà 14. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, 0)-ðàäèàëåí, u− ∈ C0(R−;U1) ∩
R(R−;U1), K ∈ C(R+;L(U;V)), K,K′ ∈ R(R+;L(U;V)), U0 ⊂ kerK(s), s ≥ 0,
(I −Q)f ∈ C([0, T );V) è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé

(i) Qf ∈ C1([0, T );V);
(ii) L−1

1 Qf ∈ C([0, T );DM).
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14), (18) íà [0, T ).
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü îïåðàòîð M ñèëüíî (L, 1)-ðàäèàëåí, u− ∈ C0(R−;U1) ∩
R(R−;U1), K ∈ C1(R+;L(U;V)), K,K′ ∈ R(R+;L(U;V)), U0 ⊂ kerK(s), s ≥ 0,
(I −Q)f ∈ C1([0, T );V) è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé

(i) Qf ∈ C1([0, T );V);
(ii) L−1

1 Qf ∈ C([0, T );DM).
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14), (18) íà [0, T ).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå òà æå çàäà÷à ðàññìîòðåíà ïðè áîëåå ñèëüíîì óñëî-
âèè (L, p)-îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà M , ïîëó÷åíû óñëîâèÿ åå îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíû áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû � ïðè ïðîèç-
âîëüíîì p ∈ N0, à íå òîëüêî ïðè p = 0.

Ëåììà 4. Ïóñòü A ∈ L(U), K ∈ C(R+;L(U)), K,K′ ∈ R(R+;L(U)), n ∈ N.
Òîãäà äëÿ îïðåäåëåííîãî â (17) îïåðàòîðà B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî DBn =
U×DAn

2
.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü A ∈ L(U), K ∈ C(R+;L(U)), K,K′ ∈ R(R+;L(U)),
n ∈ N, u− ∈ Cn−1

0 (R−;U) ∩ R(R−;U), f ∈ Cn−1([0, T );U). Òîãäà ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (15), (16) íà ïðîìåæóòêå [0, T ), ïðè ýòîì
îíî ïðèíàäëåæèò êëàññó Cn([0, T );U) ∩ C([0, T );DA) ∩ C((−∞, T );U).

Òåîðåìà 17. Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, u− ∈ C(R−;U) îãðàíè÷åí-
íàÿ ôóíêöèÿ, Pu− ∈ C0(R−;U1) ∩ R(R−;U), K ∈ C(R+;L(U;V)), K,K′ ∈
R(R+;L(U;V)), imK(s) ⊂ V1 ïðè s ≥ 0, f ∈ C([0, T );V), HkM−1

0 (I − Q)f ∈
Ck([0, T );U), k = 0, 1, . . . , p,

(I − P )u−(0) = −
p∑

k=0

dk

dtk
HkM−1

0 (I −Q)f(t)

∣∣∣∣
t=0

.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) íà [0, T ).

Òåîðåìà 18. Ïóñòü p ∈ N0, îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, u− ∈ C(R−;U1),
Pu− ∈ Cp−2

0 (R−;U) ∩ R(R−;U), K ∈ C(R+;L(U;V)) ∩ R(R+;L(U;V)), QK′ ∈
R(R+;L(U;V)), U0 ⊂ kerK(s), s ≥ 0, HkM−1

0 (I − Q)K ∈ Ck(R+;L(U)),
HkM−1

0 (I − Q)K(n) ∈ R(R+;L(U)), n = 0, 1, . . . , k, k = 0, 1, . . . , p, Qf ∈
Cp−2([0, T );V), HkM−1

0 (I − Q)f ∈ Ck([0, T );U), k = 0, 1, . . . , p. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14), (18) íà ïðîìåæóòêå [0, T ).

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû ê ñèñòåìå
ãðàâèòàöèîííî-ãèðîñêîïè÷åñêèõ âîëí â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî êðàåâóþ çàäà÷ó

vn(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ), (19)

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω, (20)
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äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

vt(x, t) = [v(x, t), ω]− r(x, t) +N 2

t∫
0

v3(x, s)e3ds, (x, t) ∈ Ω× [0, T ), (21)

∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ), (22)

îïèñûâàþùåé â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà ìàëûå êîëåáàíèÿ ðàâíîìåðíî âðà-
ùàþùåéñÿ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè Ox3 â ïîëå ñèëû òÿæåñòè èäåàëü-
íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Çäåñü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðà-
íèöåé ∂Ω êëàññà C∞, âåêòîð v = (v1, v2, v3) � ñêîðîñòü ÷àñòèö æèäêîñòè,
r � ãðàäèåíò äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P , ò. å. r = (r1, r2.r3) = (Px1, Px2, Px3),
e3 = (0, 0, 1), ω � óäâîåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, [·, ω] � âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå íà âåêòîð ω = ωe3 = (0, 0, ω) ∈ R3, v3e3 = (0, 0, v3), n = (n1, n2, n3) �
âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω, 〈·, ·〉R3 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå â R3, vn = 〈v, n〉R3, N 2 � ÷àñòîòà Âÿéñåëÿ � Áðåíòà, ∇·v � äèâåðãåíöèÿ
âåêòîð-ôóíêöèè v. Íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèè v è r. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Hσ çàìûêàíèå L = {v ∈ (C∞0 (Ω))3 : ∇ · v = 0} ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
L2 = (L2(Ω))3, Hπ � îpòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Hσ, Π : L2 → Hπ � îpòîïpî-
åêòîp âäîëü Hσ. Çàìåíèì óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè (22) è ãðàíè÷íîå óñëîâèå
(19) íà ýêâèâàëåíòíîå èõ ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèå

Πv(·, t) = 0, t ∈ [0, T ). (23)

Çàäà÷à (20), (21), (23) ðåäóöèðóåòñÿ ê çàäà÷å Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (14) ñ (L, 0)-îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì M , è èç òåîðåìû 18 ñëåäóåò

Òåîðåìà 19. Ïóñòü v0 ∈ Hσ, T > 0 êîíå÷íî. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è (20), (21), (23).

Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå ω = 0 ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà âíóòðåííèõ âîëí â ïðè-
áëèæåíèè Áóññèíåñêà, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà 19 òàêæå âåðíà.

Â ïÿòîì è øåñòîì ïàðàãðàôàõ àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðåìåíåíû ê èí-
òåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Îñêîëêîâà è ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòåé Êåëüâèíà�Ôîéãòà âûñîêîãî ïîðÿä-
êà ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

v(x, t) = v−(x, t), (x, t) ∈ Ω× R−, (24)

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R+, (25)

äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ìîäåëèðóþùåé äèíàìè-
êó æèäêîñòè Êåëüâèíà�Ôîéãòà íóëåâîãî ïîðÿäêà, ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñò-
íîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ṽ = (ṽ1, ṽ2, . . . , ṽd),

(1− χ∆)vt(x, t) = ν∆v(x, t)− (ṽ · ∇)v(x, t)− (v · ∇)ṽ(x, t)− r(x, t)+
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+

t∫
−∞

K(t− s)∆v(x, s)ds, (x, t) ∈ Ω× R+, (26)

∇ · v = 0, (x, t) ∈ Ω× R+. (27)

Çäåñü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, χ, ν ∈ R,
ïîìèìî ṽ çàäàíà ôóíêöèÿ K : R+ → R. Èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèè
ñêîðîñòè v = (v1, v2, . . . , vd) æèäêîñòè è ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ r = (r1, r2, . . . , rd).

Îáîçíà÷èì L2 = (L2(Ω))d, H1 = (H1(Ω))d, H2 = (H2(Ω))d. Çàìûêàíèå
ëèíåàëà L = {w ∈ (C∞0 (Ω))d : ∇ · w = 0} ïî íîðìå L2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hσ, à
ïî íîðìå H1 � ÷åðåç H1

σ. Êðîìå òîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ H2
σ =

H1
σ ∩H2, Hπ � îpòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Hσ, Π : L2 → Hπ � îpòîïpîåêòîp

âäîëü Hσ. Óðàâíåíèå (27) çàìåíèì áîëåå îáùèì óðàâíåíèåì (23). Îáîçíà÷èì
÷åðåç A = Σ diag{∆, . . . ,∆} îïåpàòîp A ∈ Cl(Hσ) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2

σ.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü χ 6= 0, χ−1 /∈ σ(A), v− ∈ C0(R−;H2
σ) ∩ R(R−;H2

σ), K ∈
C(R+;R), K,K ′ ∈ R(R+;R). Òîãäà çàäà÷à (23), (24)�(26) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå v ∈ C1(R+;H2
σ) ∩ C(R;H2

σ), r ∈ C(R+;Hπ).

Òåïåðü ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

y(x, t) = y−(x, t), z(x, t) = z−(x, t), (x, t) ∈ Ω× R−, (28)

y(x, t) = 0, z(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R+, (29)

äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé æèäêîñòåé Êåëüâèíà�Ôîéãòà ïîðÿä-
êà 2, 3, . . .

(1− χ∆)yt(x, t) = ν∆y(x, t)− (ỹ · ∇)y(x, t)− (y · ∇)ỹ(x, t)+

+∆z(x, t)− r(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ Ω× R+, (30)

zt(x, t) = αy(x, t) + βz(x, t) +

t∫
−∞

K(t− s)z(x, s)ds, (x, t) ∈ Ω× R+, (31)

∇ · y = 0, ∇ · z = 0, (x, t) ∈ Ω× R+. (32)

Çäåñü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, ïîñòîÿííûå
χ, ν, α, β ∈ R, çàäàíû ôóíêöèè y−, z−, ỹ, K. Ôóíêöèÿ ỹ = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹd) ñîîò-
âåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû, χ õàðàêòåðèçóåò óïðóãèå ñâîéñòâà
æèäêîñòè, ν � åå âÿçêèå ñâîéñòâà. Âåêòîð-ôóíêöèè y = (y1, y2, . . . , yd) (âåê-
òîð ñêîðîñòè æèäêîñòè), z = (z1, z2, . . . , zd) (ñâåðòêà ïî âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé
ñêîðîñòè è íåêîòîðîé âåñîâîé ôóíêöèè), à òàêæå r = (r1, r2, . . . , rd) (ãðàäè-
åíò äàâëåíèÿ) íåèçâåñòíû. Ïðè A ∈ Cl(Hσ), Aw = Σ∆w, è D ∈ L(H2

σ;L2),
Dw = ν∆w − (ỹ · ∇)w − (w · ∇)ỹ äëÿ çàäàííîãî ỹ ∈ H1 ïîëîæèì

U = H2
σ ×Hπ ×H2

σ, V = L2 ×H2
σ = Hσ ×Hπ ×H2

σ, (33)

L =

(
I − χA 0 0
−χΠ∆ 0 0

0 0 I

)
, M =

(
ΣD 0 A
ΠD −I Π∆
αI 0 βI

)
, K(s) =

(
0 0 0
0 0 0
0 0 K(s)

)
.

(34)
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Òåîðåìà 21. Ïóñòü U è V îïpåäåëåíû â (33), à L è M çàäàíû ôîðìóëàìè
(34), ν, χ 6= 0, χ−1 6∈ σ(A). Òîãäà îïåðàòîð M (L, 0)-îãðàíè÷åí, ïðè ýòîì

P =

 I 0 0
χΠ∆(I − χA)−1ΣD + ΠD 0 Π∆(I − χA)−1

0 0 I

 .

Òåîðåìà 22. Ïóñòü ν, χ 6= 0, χ−1 /∈ σ(A), y−, z− ∈ C0(R−;H2
σ) ∩ R(R−;H2

σ),
K ∈ C(R+;R), K,K ′ ∈ R(R+;R), g ∈ C(R+;R). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå y, z ∈ C1(R+;H2
σ) ∩ C(R;H2

σ), r ∈ C(R+;Hπ) çàäà÷è (28)�
(32).

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíà çàäà÷à

zi(x, t) = zi−(x, t), (x, t) ∈ Ω× R−, i = 1, 2, 3, (35)

(1− θ)zi(x, t) + θ
∂zi
∂n

(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× R+, i = 1, 2, 3. (36)

äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

z1t(x, t) = 4z1(x, t) +
3∑
i=1

t∫
−∞

k1i(t− s)zi(x, s)ds, (x, t) ∈ Ω× R+,

z3t(x, t) = 4z2(x, t) +
3∑
i=1

t∫
−∞

k2i(t− s)zi(x, s)ds, (x, t) ∈ Ω× R+,

0 = 4z3(x, t) +
3∑
i=1

t∫
−∞

k3i(t− s)zi(x, s)ds, (x, t) ∈ Ω× R+.

(37)

Çäåñü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, θ ∈ R, çàäàíû
ôóíêöèè zi− : Ω × R− → R, kji : R+ → R, i, j = 1, 2, 3. Îáîçíà÷èì H2

θ (Ω) =
{u ∈ H2(Ω) : (1− θ)u(x) + θ ∂u∂n(x) = 0, x ∈ ∂Ω}.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü ôóíêöèÿ z1− ∈ C0(R−;L2(Ω)) ∩ R(R−;L2(Ω)), ôóíêöèè
z2−, z3− ∈ C(R−;L2(Ω)) îãðàíè÷åíû, z2−(·, 0) ≡ z3−(·, 0) ≡ 0, k2i ≡ k3i ≡ 0,
k1i ∈ C1(R+;R), k1i, k

′
1i ∈ R(R+;R), i = 1, 2, 3. Òîãäà çàäà÷à (35)�(37) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z1, z3 ∈ C1(R+;L2(Ω)) ∩ C(R+;H2
θ (Ω)) ∩ C(R;L2(Ω)),

z2 ∈ C(R+;H2
θ (Ω)) ∩ C(R;L2(Ω)).

Â ñëó÷àå îáîáùåííîé çàäà÷è Øîóîëòåðà�Ñèäîðîâà

z1(x, t) = z1−(x, t), (x, t) ∈ Ω× R−, (38)

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü z1− ∈ C0(R−;L2(Ω)) ∩ R(R−;L2(Ω)), kj2 ≡ kj3 ≡ 0,
kj1 ∈ C1(R+;R), kj1, k

′
j1 ∈ R(R+;R), j = 1, 2, 3. Òîãäà çàäà÷à (36)�(38) èìå-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z1 ∈ C1(R+;L2(Ω)) ∩ C(R+;H2
θ (Ω)) ∩ C(R;L2(Ω)),

z2 ∈ C(R+;H2
θ (Ω)), z3 ∈ C1(R+;L2(Ω)) ∩ C(R+;H2

θ (Ω)).
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíòåãðàëüíûìè âîçìóùåíèÿìè äâóõ âèäîâ � äëÿ íàãðóæåí-
íûõ óðàâíåíèé è äëÿ óðàâíåíèé ñ ïàìÿòüþ. Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû èñïîëü-
çîâàíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íå ðàçðåøèìûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ èíòåãðàëü-
íûì îïåðàòîðîì ïàìÿòè è ñ îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà ïî âðåìåíí�îé ïåðåìåí-
íîé. Â ÷àñòíîñòè ýòî ëèíåàðèçîâàííûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû
óðàâíåíèé Îñêîëêîâà, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó æèäêîñòè Êåëüâèíà�Ôîéãòà,
ñèñòåìû âíóòðåííèõ è ãðàâèòàöèîííî-ãèðîñêîïè÷åñêèõ âîëí, àëãåáðî-èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, âûðîæ-
äåííàÿ ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé, íàãðóæåííûå ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùèå â òåî-
ðèè ôèëüòðàöèè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè íî-
âûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðîæäåííûõ
óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé, ïðè ðàññìîòðåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷ � äëÿ êîððåêòíîãî âûáîðà óñëîâèé è äàííûõ çàäà÷è, ïðè ðàçðà-
áîòêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è èçó÷åíèè îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷ � äëÿ
èññëåäîâàíèÿ âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì íàãðóæåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé.

Ñïèñîê ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè, â æóðíàëàõ,
âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü âåäóùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèé
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