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1. KOMMYTUPVIOIIUE JU®OEPEHLINAJBHBIE OIIEPATOPHI

JBa TUHEWHBIX CKAJAPHBIX AnddepeHInaIbHbIX OIepaTopa

— nn n—k — pm . m—j _ =
A=D —i—kZ::lAk(a:)D ., B=D —l—;Bj(w)D . D= (1)

KOMMYTHDPYIOT, €CJIA BBIIIOJIHEHO COOTHOIIEHHE
[A,B] = AB — BA=0.

Asrebpanveckue cBOMCTBa KOMMYTATUBHBIX KoJiell jind depeHImaibHbIX OepaTopoB onucanbl B [6,9].
Onu HAIIIM CBOE TPUMEHEHNE B TEOPUU MHTErPUPOBAHNs HEJTMHEHHBIX ypaBHennit Tua Kopresera—e
@pusza Merogamu anrebpamnyeckoil reomerpun (cum. [2]). Dra npobiema cBsizana ¢ 3ajaadeil 06 ommca-
HUK o1epaTopoB (1), UMEIIUX COBMECTHYIO COOCTBEHHYIO (DYHKIMIO, U TIOCTPOCHUH TaKOW (DYHKIIUN.
B ciryuae B3auMHO HPOCTBIX MOPSIJIKOB M M 1 9TUX oneparopos oHa pemtena B [2|. Cornacuo (6], eciu
onieparopsl (1) ynosierBopsitor cooTHomennto AB = BA, 1o cyliecTByer Takoil HEHYJIeBOH MOJIMHOM
Q(\, ), uro Q(A, B) = 0. B ciyuae obrero mosoxkenusi st Touku 1 kpusoii I, 3ajannoil ypasHe-
aueM Q (A, u) = 0, cymecrByer Takasi coBMecTHast cobcrsennas gyukiust (T, ) oneparopos A u B,
uro Ay = A\, By = pap. Hucno | muHERHO HE3aBUCUMBIX COBMECTHBIX COBCTBEHHBIX (DYHKIHI, OTBE-
qarorux obmeit Touke 1 € I', HaspiBaeTcs panrom mapel A, B. Panr coBnajaer ¢ HanboJIbIIIM OOIIIM
MHOYXKUTEJIEM Juces m u n. [Ipu B3anMHO TPOCTBIX M, . PaHT Taphl OmepaTopoB A, B paBeH eIuHuUIe.

Pabotra BeInoNIHEHA TIpU MOJIep2KKe Poccuiickoro HayaHoro ¢poHa.

ISSN 0233-6723 (© BUHUTU PAH, 2017
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B wactiom ciyuae, xoria Ay = agr %, Bj = 8j277 ¢ HEKOTOPBIMI MOCTOAHHBIMU (v, f3j, OTEPATOPHI
(1) npunsiTo Ha3BIBaTHL OmepaTopamu Ditepa. CrpaBeIMBO cieyolee yreepxKaeaue (M. [4]).

Teopema 1.1. Ecau nopsadku n u m onepamopos Jiaepa (1), ydosaemeopaowur coommoweruto
A™ = B", (2)
B3AUMHO NPOCMBL, MO CYUWECMEYIOM, MAKUE NOAUHOM P ¢ nenyaresvoim c80600HbIM YAEHOM U NOCTNOAN-
nas v € C, wmo dynryus
B0 2) = (A2)TP(a)e™ 3)
Asasemea 0buum pewenuem ypasuerut A = A" u By = Np.

MHOKeCTBO JIMHEHHBIX OIIEpaTOPOB, KOMMYTHUPYIOIUX ¢ A, sSIBJIsIETCSI KOMMYTATHBHBIM KOJIBIIOM,
06pa3oBaHHBIM BceMu mojuHoMaMu oT A ¢ nocrosinabivu koadbdunuentamu (em. [9]). B pacemarpusa-
€MOM 3JIeCh JaCTHOM CJIydae OIEPaTOpoB Jiljiepa OTCIOJa BBITEKAET CJIELYIOINee YTBePKICHNUE.

Teopema 1.2. Onepamop Diinepa A xommymupyem co écemu onepamopamu B = AF, k € N,

Bostee maTEpECHBIM U HETPUBHAJIBLHBIM IPEJICTABIACTCA U3yUeHHE OIIEPATOPOB B, KOMMYTUPYIOIINX
¢ orepaTopom Ditsiepa A u He coBnanamonmx ¢ A*. B ciywae mponssosbHoro panra ! > 1 KOMMyTHpyIo-
e oreparopsl (1) ¢ nosmuoMuanbHbIME Koabdunuentamu onucanbl B [8]. Eciaun = 21, m = (2g+1)l,
g € N, To coornommenne Q(A, B) = 0 3amaercsa B ¢popme

B? = A%+ 4 029A29 +--4+cA+cy, co,...,co9 = const.

Hepr,HHO BUIETH, 9YTO B YaCTHOM CJIy4dae OoIllepaTOpOB Sﬁﬂepa JOJIZKHO BBIIIOJIHATBCA YCJIOBHUE Cy =
s =C2g = 0 1 uMeeT MecTO cjleayroniee yrBepzKaceHue.

Teopema 1.3. Kommymupyrouyue onepamopv, dtaepa (1) nopadkos n = In' uwm =Im/', 2de l, m/,
n' € N, ydosaemeoparom coommouenuro
A™ = B". (4)

B pasmene 4 nannoit paboTbl paspabaTbiBaeTCsi NPAKTHYECKUil MOJIX0J K IIPOBEpKe ycaoBuil (2),
(4) reopem 1.1, 1.3. B pasznene 3 npeijiaraercst nporeaypa MOCTPOEHHs OOIIEro peleHust 3a/1a9u o
cOOCTBEHHBIX (DYHKIIMSX OllepaTopa Diljepa, pa3pemmMoil B sjeMenTapHbx dpyHKIuax. Heobxoaumbre
00603HAYEHUsT BBOAATCA B pasieiie 2.

2. YPABHEHUE BECCEJISI n-TO IMOPSAOKA

CobcTBeHHOI (PyHKIMEH orepaTopa Jiljiepa 1n-ro MOpsiIKa

Gp—1
mn—l

n
Ln:DH+ZC£%Dn_k:Dn—l—n%Dn_l—l—"'—l—n
k=1

Qp
D+ x—n, ar € (C, (5)

Ha3bIBaeTCs (DYHKIWSA Y(T), ABIAIONIASICS PEIICHIEM OOBIKHOBEHHOTO AuddepeHInaabHoro ypaBHeHNsT
L,y = Ay, A= const # 0. (6)

Ypasuenue (6) GyjieM Has3bBaTh ypaBHEHHeM DBecceiist n-ro 1mopsijika, MOCKOJIbKY IPU 1 = 2 OHO COB-
majiaeT ¢ OOBIYHBIM ypaBHEeHHEM becces

>y 2a1dy  as
Loy= —<S + —-—Z2+ —y=J\y. 7
W=ty =y (7)

YpasHenue (7) uMeer pellleHre, BHIPAYKAIOIIEECsT B JIEMEHTAPHBIX (DYHKIUSIX, TOTJIA U TOJBKO TOIJA,
KoT1a KO MDUINEHT a9 paBeH

agz(a1+M)(a1—M—1), MeZ,.
B sTom cayuae ypasrenue (7) IpeJcTaBUMO B BUJIE

(zD 4 a1 + M)(zD + a1 — M — 1)y = \z?y, (8)
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a COOTBETCTBYIOIIHii oneparop Ditiepa B sieBoit yacru (7) dakropusyercs:
a1 — M a1+ M a1+ M+1 a1 —M -1
e (0 S50 (s MY (p M) (p bty

OTmernM, 9TO MHOKHUTEIH B JIEBOH YacTh ypaBHeHUs! (8) mepecTaHOBOYHBI, a B 00enx (haKTopu3alu-
six (9) o umeror GpuKCcHpoBaHHBI TOpsioK. Pemenuem ypasuenusi (7) ¢ omeparopom (9) siBisiercst

dyHKIST

M+1—a 1 M w(‘r)
y==x Y\ =D , (10)
x x
rje w(x) yJAOoBIETBOPSIET JMHEHHOMY YPABHEHUIO C IIOCTOSTHHBIME Ko3bduimenTamu
d*w
— —w =0.
dx?

Herpyano Buzers, uro dyukuus (10) siBiasiercss KomMOuHaImedi KBa3UIOIMHOMOB Bra (3),

2
y =g M-m E chM()\jx)eAjm, c1, ¢ = const,
Jj=1

e A\, A2 — KOPHHI KBaJpaTHOro ypapHenus k2 = \, Py (z) — HeKoTopbiit MEOTOUIEH cTemenn M.
Nzyuast aHaJIOrmIHBIM 00pa3oM ypaBHeHNe Beccesst n-ro mopsijika, MO:KHO 3aMETUTh, UTO JJIs KasK-

M +n —2)!
jgoro M € 7, umeercs CJ]\\/[/[ tn_2 = ﬁ HabopoB KO3 durmenTos ay oneparopa (5), Korjaa
I(n —2)!
pertienrieM ypasherust (6) siBjisiercsi byHKIHs BUIA
Y= xmo_“1D<meD<me*1D< (@™ D(z™w(x))) .. )>> (11)
C HEKOTODBIMH Iapamerpamu m; € Z, mg + --- + my = 0, rne w(z) yaoBIeTBOPSET JHHEHHOMY
YPABHEHUIO
d"w
—dw = 0. 12
Tan (12)
Qyukius (11) Takxke npejcraBuMa B BUJIE
n
y =g M@ Z chM()\j:E)e)‘fm, cl,...,Cp = const, (13)
j=1
rjae Ai, ..., A\, — KOpHE ypaBHenus k™ = X\, Py(z) — Hexoropslii MHOTOWIeH crenenn M. Bo Beex sTux
ciydasx ypasHeHue (6) mpejcTaBUMO B BHJIE
(#zD+a1+q1) (D + a1+ q2) -+ (2D + a1 + ¢)y = Az™y, (14)
C HEKOTOPBIMA PA3JIMIHBIME 110 MOJYJIIO 1 YUCTAMHA ¢; € Z, yAOBJICTBOPAIONTIMI COOTHOIMCHUAM
n(l—n
QA+t = nl —n) max{qi,...,qn} =M

=,
(Cp. [5, TeopeMa 1]), KOTOPbBIE CBSI3AHBI C ITapaMeTpaMU COOTBETCTBYIOIIEH (haKTOpHU3aIul OIepaTo-
pa (5)

Lo — (mw) <D++7)(D+L) MET, Tid o fra=0 (1)

X X X
COOTHOIIIE€EHUAMN
gg=r;—j+1, j=1,...,n

COMHOXKHTEN B JICBOHW YACTH yDABHEHUSI (14) JIOTIYCKAIOT N! MepecTaHoBOK U, COOTBETCTBEHHO, OTIe-

parop (5) mmeer n! paszmuunbix npescrasiennii Buga (15) (cp. ¢ (9) upu n = 2). B srom mMHOXKecTBe
IPEJICTABJICHUI IIPUCYTCTBYET OHA (DaKTOPHU3AIUS BH/IA

Ln:<D+a12ﬂ><D+%>m<mw>, 5 €7, s14eton—0. (16)
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[Tpumem ee 3a 6Ga3uCHYIO i TOTO, YTOOBI 3apUKCHPOBATH COOTBETCTBYIOIIUI €ii MOPSIOK CJICIOBaAHUS
COMHOXKUTEJIE B JIeBOI yacTu ypasHenus (14):

g1 =mns1, q=mnss—1, q3=ns3—2, ..., QGn-1=7NSp—1—Nn+2, q,=ns,—n+1. (17)

3. @DOPMVJIA OBIIETIO PEUIEHUSA YPABHEHUS BECCEJIS C OIIEPATOPOM (16)

Heo6xoiMo KOHKPETH3UPOBATD, UeMy PABHBI THCIA My, ..., My B dopmyse (11) mus obmiero pe-
nienusi ypasaenusi (6) ¢ omeparopom (16). ITapamerp M = max{qi,...,qn} 3amaer uncio maudde-
penrpoBanuii B dopmysie (11) u, coorBercrsenHo, crenenb nosunoma Pyr(z) B (13). Tlpu n = 2 Bee
sHaveHus creneneii B opmyse (10) mist obiero permienust ypaBHeHus beccesist onpeesisiiorcs: OHIM
mapameTpom M.

Ecim n > 3, To nycTh 0 — MUKJINYECKas IOC/IEI0BATEILHOCT, 0Opa3oBaHHAs YUCIAMUA 1, . - . , (n,
cJIeJIy oMU B mopsifike, ykazanaom B (17). Tlomumo M npu ompenesierun cremneneii mo, ..., my; B
dbopmyiie (11) BazkHYIO POJIb UTPAIOT N — 2 WIEHA [OCJIEI0BATEILHOCTH 0, caeytomue 3a M. A umeHHO,
My —unen o, cnegytomuii 3a M, uecmu n > 3, To M; 1 — 4ien o, caenyromuii 3a Mj, j =1,...,n — 3.

BameruMm, uro Kaxas dyskiws (11) momyckaer M| paBHOCHJIBHBIX NPECTABICHU C PA3JIMIHBI-
MU HabOpaM# 3HAYEHUH My, ..., M. DTO CIPABEIIMBO U st 00bIYHOrO ypasHenust beccens. Tax,
HAIpUMep, ele ofHuM npejcrasienneM dyukuuu (10) siBisercs

y = g~ M—1-a1 (3 )M w(x)

2M—-1"
T
311ech BIOUpaETCs TOT HAOOD My, . . ., Mas, B KOTOPOM COJEPXKUTCST HAUDOJIbIIIEE KOJTUIECTBO 3HAUCHUI
m;, paBubix 1 —n (cp. ¢ (10), ome Bce myq, ..., my; paBabl —1).
0) Ectu M = M; + j st Becex j = 1,...,n — 2, T0 pernenneM ypasHeHus (6) siBisrercs QyHKIHs
y = 2D s (1 m D)V (1 (7)), (18)

riae w(x) ynosierBopsier ypasaeruto (12). ITo sroii dbopmyse nonydaercst perienne (10) ypaBHeHust
Beccens (8).

1) Ecom M = M + j nust Bcex j = 1,...,n — 2, KpoMe ji, TO pelrenueM ypasrenust (6) siBisieTcst
dbynkims (11), tne mo =1—n— M;,, m; =1 —n gna Beex i = 1,..., M, kpome

i1 =n"((n— )M + Mj, + j1 +n),
JJ1s1 KOTOPOT'O
mi, = (n—1)M + Mj,.
2) Ecrm M = M +j nns Beex j = 1,...,n—2, KpoMe ji, j2, TO penienneM ypapnenust (6) sBisercs
dbynkims (11), tne mo =1—n— M;,, m; =1 —n ana Beex i = 1,..., M, kpome

i1 =n"((n —2)M + Mj, + Mj, + j1 + jo +n), iz =n"((n—1)M + Mj, + j1 +n),
JJIgd KOTOPBIX
milz(n_z)M-l-Mjl-i-sz-l-jl, mizzM—sz—jl—n—i—l.

3) Ecom M = Mj; + j nna Beex j = 1,...,n — 2, KpoMe ji, j2, j3, TO pemenneM ypasHenus (6)
spisercs Gynxnua (11), roe mo=1—n — M;, m; =1 —n mnsa Beex ¢ = 1,..., M, Kpome

i1 =n"((n—3)M + M, + M, + Mj, + j1 + jo + j3 +n),
is =" ((n — 2)M + Mj, + Mj, + j1 + ja +n),
iz =n"1((n —1)M + Mj, + ji1 +n),
JJIgd KOTOPBIX
mi, = (n—3)M + M, + M;, + Mj, + ji + jo,
mi, = M — Mj, — ja —n+1,
M, = M — M;, —j1 —n+ 1.

[TynkTer 2), 3) 0600ma0TCes Ha Caydail Tpou3BoIbHOrO 2 < k < 1 — 2 coteAyonuM 06pas3oM:
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k) Ecou M = M; + j nns Bcex j = 1,...,n — 2, KpoMe ji,. .., ji, TO pellenneM ypapHexus (6)
spisercss Gynxuua (11), roe mo=1—n — M;, m; =1 —n mna scex i = 1,..., M, Kpome
in=n"t((0 = kR = )M+ My, -+ My, + 1+ Fonpr+n), h=1,...,k,
JIJIST KOTOPBIX
mi = (n— k)M + Mj, + -+ Mj, + j1 4 + Jr—-1,
mih:M—Mjkfhﬁ—jk—hﬂ—”*‘l, h=2,...,k.

B nosyaaemom TakumM o6pasom pemtenun (13) ypasrenus (6) mosmunom Pys(z) umeer Buj

M

Py(z) =) (-1)"Mrzd, mieN, l=my<my1<mya<...<m, (19)
7=0

apuiem
1
TM-1 < 5(” — MM +1),
] (20)
T2 < —(n—1)(M — 1)M(M + 1)(3M(n — 1) + 2(n + 1))

24
(TOuHBIE pABEHCTBA JIsl TAf—1, T)[—2 JOCTUTAIOTCS B PEIIEHUsIX, MoaydaeMbix 1o dopmyde (18)). To-
STOMY, €C/IH JJIsi HEKOTOPOro ToauHOMa (19) BBINOHSIETCsT, HAIPUMED, YCJIOBHE

1
7TM_1>§(]€—1)M(M+1), k e N,
TO TAKOW IMOJIMHOM MOYKeT OBITh YaCThIO COOCTBEHHON (DYHKIINN TOJIHKO OIEepaTopoB L, mopsmaka n > k.

ITpumep 1. st oneparopa Ditjiepa 1€TBEPTOro MOPSIIKA, JOIMYCKAIOIIEro (DaKTOPU3AIIIIO

L4:<D+a1_4> <D+“1+4> (D+ﬂ)2, (21)

T T T
qnciIa
81282:0, 83:1, 84:—1
3a/1a10T Tocae0BaTeabHocTh (17) B Buze
@1=0, @e=-1, =2, q@u= —=T7.
31ecn
M=2 M =-7 My=0

u, 3Ha4nT, yciaosue M = M; + j mapymaerca st ji = 1. Ciefys myHKTy 1), BBIYHCIIM

il = 1, moy = 4, mi = —1, mo = —3.

[Moxacrasus 11 3Ha4venus B (11), mist ypasuenuss Lyy = Ay nosydnm obliee pereHue

4
“a 1 _w(x) 1 oz d*w
y=aD <x3D x > T p2a che ’ <()\jx)2 _5)\j$+5>’ Azt Aw, Aj{ =A
i=1

st oneparopa Jitepa ceIbMOro MOPSIIKA

Li= (D+%> <D+a1;7> (D+%> <D+a1;7> (D+%>3 (22)
) S1=8=s83=55=57=0, s4=-1, sg=1

ocJie1oBaTeabHOCTb (17) mMeer Bu
n1=0, g=-1, g=-2, a=-10, ¢=-4, ¢g=2, qr=—6.
B namHoM ciryuae

M=2 M =-6M=0 M=-1 M=-2Ms;=-10
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u M # M;+j nns ji =1, jo = 5. BblloHeHHbIE B COOTBETCTBHH C IIyHKTOM 2) BBIYHC/ICHHST IPHBOJST
K

il = 1, ig = 2, mo = O, mi = —5, mo = D.

[ToscranoBka srux 3uadenuii B (11) mist ypaBuenust L7y = py naer obiiee perenue

7
_ v(x 1 _ d’v
y=x "D <$5D—;5)> = —rar E cje”ﬂ”((,uja:)2 —Spjr + 5>, Pl ,U;' = H.
j=1

Taxum ob6pasom, oneparopst (21), (22) mmeror comecTryio cobeTBennyio dyukimio (korma put = A7).

4. OIIEPATOPHI DUJIEPA C COBMECTHON COBCTBEHHOU ®OYHKIIUEN

Ouneparop L, nonyckaomuii dpakropuzarumio (15), 6yzem 0603HaUATH

L, :An[rl,...,rn] :An{ql,...,qn}, gj=r;j—j+1, j=1,...,n (23)
31ech KBaJpaTHBIE CKOOKM YKa3bIBAIOT Ha (PUKCHPOBAHHBIN IMOPSIIOK B IIOCJIEI0BATEILHOCTH UHUCE]
[7*1, . ,rn], a (durypnble CKOOKZM — Ha IIEPECTAHOBOYHOCTD UHCET B MHOXKECTBE {ql, .. ,qn}. [Tyctn
MMeeTCs TaKKe OIepaTop

Lyn=An[Ri,....,Rp] =An{Q1,...,Qm}, Qi=Ri—i+1, i=1,...,m. (24)

Ecsm | — san6osbmmit obuit MHOXKITEIL dnuces m u n, T.e. m = Im/, n = In/, tne m’/, n' — s3anmmo
IIPOCTBIE 9YHCA, TO MO TeopeMe 1.3 omepaTopsl L, u L, WMET COBMECTHYIO COOCTBEHHYIO (PYHKITHIO
upu ycsosuu (4). DTo ycIoBue JIErKo MPOBEPSIETCsT PACCMOTPEHHEM [OCIE0BATENBHOCTEH 1, . . . , ¢y U

Q1,...,Qm B (23), (24).

[Tpexk e BCero, HeOOXOAUMBIM YCIOBHEM CYIECTBOBAHUS COBMECTHOHM COOCTBEHHON (DYHKIUU y OIIe-
paTopoB (23), (24) saBasercs

max{ql,...,qn}:maX{Ql,...,Qm}. (25)

Takxke, kak BugHO U3 (13), ecoin L,, umeer Buz (5), a oneparop L,, paBeH

m
b i b1 _ bm—1 b
Lyp=D"+> CL2D" 7 =D"4+m=D""'+... 4+ m—mD+ =, b eC,
M x am—l xm
J=1
TO JOJI2KHO BBIIIOJIHATBLCS PaBEHCTBO
bl =ai. (26)
B pasencrso (4) BXogsT [1Ba oneparopa mopsiaka m'n = n'm, a uMeHHo,
ml
LY = Am/n[rl,...,rn,rl,...,rn,...,rl,...,rn] =
m/ pa3

:Am’n{q17"'7Qn7q1_n7"'7Qn_n7"'7q1_(m/_1)”7"'7qn_(m/_1)n}7

/ (27)
L = Ay = [Rl,...,Rm,Rl,...,Rm,...,Rl,...,Rm] -
n' pa3
:An'm{Qlu"'7Qman_m7”’7Qm_m7"'7Ql_(n,_l)m7”’7Qm_(n,_1)m}‘
Eciu Beinosnens yeiosus (25), (26) n muOXKecTBa
Q?/:{ql,...,qn,ql—n,...,qn—n,...,ql—(m'—l)n,...,qn—(m'—l)n}, 8)
28

Q;:Lr;:{Q17”’7QW7Q1_ma"'uQm_ma"'7Q1_(n/_l)ma"'uQm_(n/_l)m}

COBIIQIAOT, TO OIEPATOPHI L?l, L% PaBHBI JAPYT JAPYLY U, CI€J0BATEIbHO, oneparopsl (23), (24) umeror
COBMECTHYIO COOCTBEHHYIO (DbYyHKITHIO.
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ITpumep 2. Paccmorpennbie B mpumMepe 1 omneparopbl
Ly=A4[0, 0, 4, —4], Ly=A7[0, 0, 0, =7, 0, 7, 0]
HMEIOT COBMECTHYIO COOCTBeHHyI0 (hyHKIIHIO, NOCKOIbKy L = L#. B sToM HeTpyHo ybeauThes, cpas-
HUB COOTBeTCTByIOH_H/Ie MHO2KeCTBa QZ nu Q% B OHepaTOan
LZZAQg{O, 1,2, 7, —4, =5, =2, —11, -8, —9, —6, —15, —12, —13,
—10, =19, —16, —17, —14, —23, —20, —21, —18, —27, —24, —25, —22. —31},
L%:Agg{o, 1, =2, —10, —4, 2, —6, —7, -8, —9, —17, —11, —5, —13,
—14, —15, —16, —24, —18, —12, —20, —21, —22, —23, —31, —25, —19, —27}.

W 3/102KeHHBIN BBIIIE [IOAX0H MOXKHO TaK:Ke HCIOIL30BaTh, €CJIH JJI JaHHOro omeparopa L, Tpedyer-
cd IEPEUUC/IATDL OIIepaTOPbl L,,, IMEIOIIe ¢ HUM COBMECTHYIO COOCTBeHHYIO (PyHKIMIO. B "acTHOCTH,
TaKUME omepaTopamu OyayT Bce omeparopel LE, k € N. Taxxke, ecin HaiijieH HEKOTODBIH OIIepaTop
L,,,, nmeromuit ¢ L, coBMeCTHYIO COOCTBEHHYIO (DYHKIIMIO, TO STUM CBOWCTBOM OyayT 00Ja/1aTh U BCE
OIIEPATOPHI Lfn, ke N.

[Tyctsb nopaaxu oneparopa L, 1 KCKOMOTo omepaTropa L, YIOBJIETBOPAIOT ycaosuio m = Im’, n =
In’, e m’, n’ — B3ammuO pocThIe uncTa. Bossens oneparop Ly, B crenens m/, mosyanm oneparop (27).
HawuGouibiiee ucsio B MHOXKecTBe (28) paBHO K1 = max{qi,...,¢,}. CocTaBuM I0CJIEI0BATEIHLHOCTD
JUIAHBL 1/

T = [/41, K1 —m, k1 —2m, ..., k1 —(n' — 1)m} (291)

Ha xaxkmom coenytormeM mare h = 2,...,m B MHOXKecTBe (28), 13 KOTOPOTrO MCKJIIOYEHBI YUCJIa, BXO-
Jgimpe B nocsaegoBareabaoctu (291), ..., (29,-1), BolOHpaeTcst HaMGOJIbINEE YUCIIO Kj, U COCTABIISETCS
ITOCJICIOBATEILHOCTD

Th = [/-ih, Kp—m, kp—2m, ..., kp — (0 — 1)m}. (293)

Eciu B Kakyo-1ub0 U3 1mocae0BaTeIbHOCTER T, . . . , Ty BXOIUT UUCJIO, HE MPUHAJJIEIKAIEE MHOXKE-
crBy (28), To oneparop Ditiepa nopsizKa m, umerouii ¢ L, COBMECTHYIO COOCTBEHHYIO (DYHKIIUIO, He
cymiecTByeT. Ecin MHOXKECTBO 4HCes U3 BCEX TOCJIEIOBATEJIHLHOCTEN T, ..., T,, COBIAJAET C MHOXKEe-
cTBOM (28), TO 9TO 03HAYAET, YTO OIEPATOD

Ly, = Am{’fla K2, «.., K/m}
nmeeT ¢ L, COBMECTHYIO COOCTBEHHYIO (DYHKIIUIO.

IIpumep 3. Haiinem omeparopnt L,,, UMeomye COBMECTHYIO COOCTBEHHYIO (DYHKIIMIO C OII€PaTO-
pom (21). Ilpu M = 2 ycuosus (20) npuHUMAIOT BUJL

T <3(n—-1), m<(n—1)2n—-1).

g momanoma Py(z) = 22 — 5z + 5 koacdbdummenTsr mg = 71 = 5 yJAOBJIETBOPAIOT STUM HEPABEHCTBAM
apu n > 3. Yrobbl HaiiTu Takoil omepaTop Lg, ITO L§ = Li, BBIYHACTUM

L3 = A [0, 0, 4, —4, 0, 0, 4, —4, 0, 0, 4, —4]
= A{0, <1, 2, =7, —4, =5, =2, ~11, -8, -9, —6, 15}
1 COCTaBHM IIOCJI€I0BaTEJIBHOCTH
= [2, 1, 4, —7}, = [0, ~3, -6, —9], T = [—2, —5, -8, —11].

HeTpyHo BUJETB, 9TO B Ty BXOAUT 9WHCIO —3, He MpHHAIexKamee MHOzKecTBy (5. CleoBaresnHo,
omeparop Diijepa TPETHETO MOPsIKa, UMemuii ¢ L4 COBMECTHYIO COOCTBEHHYIO (DPYHKIINIO, HE CyIIe-
creyeT. Ho Takyio byHKIUIO MMeeT omepaTop

Le = Ag [0, 0, 0, —6, 6, 0] :AG{O, 1, =2, -9, 2, —5},
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HOCKOJILKY U3 YHUCEJ, BXOAANINX B Qi, MOXKHO COCTABHUTB IIOCJIEIOBATEIHLHOCTH
=2, —4], T =]0, —6], T3=[-1, =7,
T4 = [—2, —8], Ty = [—5, —11], Te = [—9, —15].

D70 O3HAMAET, UTO BHINOMHAETCs yeaosue L = L2, Amasormameiv o6pasoM MOMKHO HAfiTH OlepaTop
Lio = Ao [0, 0, 0, =10, 0, 0, 0, 0, 10, 0}
:Am{o, 1, —2, —13, —4, —5, —6, T, 2, —9},
I/IMeIOH_H/Iﬁ COBMECTHYIO CO6CTB6HHyIO beHKHI/HO C L4, COCTaBHUB U3 MHOXKECTBa
0F = {o, 1,2, -7, —4, =5, —2, —11, -8, —9, —6, —15,

—12, —13, —10, —19, —16, —17, —14, —23}
I10CJIe J0BaTE/JILHOCTHU
n=[2 -8, m=1[0, —10, 75=[-1, —11], 74 =[-2, —12], 75 =[-4, —14],
76 = [=5, —15], 7 =[-6, —16], 75 =[-T7, —17], To=[-9, —19], 70 =[-13, —23],

1 yOequThCsl, 9TO He CYMIEeCTBYET oneparopa Ly, 006/1aJaionero STuM CBOWCTBOM, MTOCKOJIBKY B HIEPBYIO
U3 M0CJIe0BATEILHOCTEN

= [2, ~3, -8, —13}, o = [0, —5, —10, —15], = [—1, —6, —11, —16},
Ty = [—2, 7, —12, —17], 5 = [—4, —9, —14, —19}

BXOJUT 9UCIIO —3, He MpuHaTesKarmee (25

Bormpoc o cymecrBoBannn oneparopos Jitnepa Ly, u L,, obJIagarolux COBMECTHON COOCTBEHHOIT
QyHKIIE, UMeeT pas3HbIi OTBET, B 3aBUCHMOCTH OT TOI'O, SIBJSIIOTCS JIA 1M W 1, B3AaUMHO IIPOCTBIMU
THCIIAMH.

1. Ecim m w n— B3auMHO IIpOCTBIE YHCJIa, TO orneparopbl L,, u L,, nuMeomme cOBMECTHYIO c00-
creernyio dyukuuo (11), moryT cymecroBarb, Tosbko ecau B (11) mapamerp M He mpeBocxomuT
Hekotoporo 3unadenus. Hamnpumep, takue onepatopnst Lo u Loy 1 He cymmectBytot, eciu M >k, k € N.
Takwue oneparopsl Ly u L,,, m # 3k He cymecrBytoT, ectu M > m, m, k € N. He cymecTBytoT Takue
onepatopsl Ly u L3, ecmu M > 3; Ly u Ly, ecu M > 5; Ly u Ly, ecom M > 9; Ly u Lg, ecoiu M > 12
T I

2. Jyst smoboro oneparopa Ly, dakropusytomerocst B opme (16), Haiigercst oneparop Ly, k € N,
uMeronuit ¢ L,, COBMECTHYIO COOCTBEHHYIO (PYHKIMIO, BHEe 3aBucumMoctu ot 3Hadenust M. CoriacHo
TeopeMme 1.2, 3TO orepaTop Lfl.

3. Ecrum =1Im/, n=1In',1>1, rne m’, n — B3aumno npocrele yncia, To upu jgobom M HaiiyTcs
onieparopbl Ly, u L, ¢ coBmecTHoii cobcrBennoit dyukuueir (11), uro cormacyercst ¢ |7]. Eciu | =
2, TO HauMHas C HEKOTOporo 3Hadenust M, Takux oneparopoB L, u L, mMmeercs (UKCHPOBAHHOE
kommraectso. Hanpumep, npu M > 2g maiigercs (g + 1)? nap oneparopos Ly u Ly(ag41), nmeomux
coBMecTHYTO coberpennyto dynkmmo (11) ¢ mamasm snagernem M. pa M > 6g mveerca (g+1)%(3g+
2)2 /4 map KOMMYyTHPYIOMUX ONepaTopos Lg 1 Loy@g+1y; mpn M > 6g — 4 mveercs (39 + 1)?/4 nap
KOMMYTUPYIOIUX 01nepatopoB Lg 1 Lay3g_1), g € N ¢ nanabiv sHavennem M.

B wacraocTH, ipu M > 2 uMeeTcs YeThIpe Mapbl KOMMYTHPYIONIUX OlepaTopoB Dittepa Ly u Lg,
npu M > 4 — neBars nap omeparopoB Ly u Lig, a mpu M > 8 —49 map omeparopoB Lg u Lig.
OHU mIepedrc/ieHbl BO BTOPOM CTOJI01Ie TabauIlsl 1 BMecTe co cBoeit cobcrBeHHOM byHKImeit. OyHKIHs
y siBJIsieTcsi perieHneM ypasHenuit Beccesst (6) ¢ coorsercrByromumu oneparopamu Ly, Lg u Lig,
e A = p”, a GYHKIWA w YAOBIETBOPsieT ypaBHEHHSM (12) ¢ COOTBETCTBYIONMMI 3HAYCHUSIMU .
KomMmmyTupyromue omepaTopsl CymecTByIOT, U (hopMmysia s y ciupasemmuBa mpu M > My. Yucio My
yKa3aHO Kak mepBas mudpa B ABOWHON HyMepaIuu, UCIOJIb3yeMOil B IIEPBOM CTOJIOIE TaOUIbI 1.
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3aMeTnM, 9TO 3/IeCh PACCMATPUBAJIUCH TOJBKO TaKHe OMEPATOPBI Ly, JJIsT KOTOPBIX (haKTOPU3AIHST
onieparopa " L, B JieBoii yactu ypasaenusi (14) He mMeer KOpHeii, paBHBIX 10 MO0 n. Oneparopsl,
nepedncyenubie B Tabaure 1, KOMMYyTHPYIOT U TIPU TPOU3BOJIBHBIX 3HadeHusx M, a He Toabko M €
Z. Ho ux coBMmecTHasi cobcTBeHHas1 (DYHKIMS yKe He OyJieT MpecTaBuMa B BUJE KOHEUHONW CYMMBI
KBa3uNnoaMHOMOB. B [1] mosydensl HEKOTOpPBIE HApbl KOMMYTHUDPYIONMX ornepatopoB Ly u Lg, B ToM
YHUCJIe UMEOTINEe KPATHBIE KOPHU B CBoeil (hakTopuzarmu. 3a/1a49a OCTPOEHUST COBMECTHOM COOCTBEHHOT
dbyukuuu srux oneparopos B [1| He craBmiack. O630p pe3yabTATOB 0O KOMMYTHUPYIOIIMX OINEPATOPaX
panra 2 (He TOJIBKO C IIOJMHOMUABHBIME KO dUIMeHTaM1) MOXKHO HaiiTi B [3].

Ecnu [ > 3, To unciio oneparopos Disiepa L, u Ly, 06/1aa10IUX COBMECTHON COOCTBEHHON (DYHKITH-
eit (11), zasucur or M. Hanmpumep, mist kaskaoro suadenns M > 3g—1 maiinerca (M +1-3g/2)(g+1)3
nap Takux oneparopos Lg u Lzigi1), g9 € N. Ilpu g = 1 cnmcok KOMMyTHDYIOIMX ONEPaTOpPOB, He
HMEIOIIX KPATHBIX KopHeil B daxTopusamu omeparopos z°Lg u 2°Lg, cocrapisior:

(1) L6:A6{M,M—3, A, A—3, —3— M — A, —6—M—A}:L§
ngAg{M, A, —3—M—A},
ngAg{M,M—3,M—6, A, A—3, A—6, 3—-M—A, —6—-M— A, —9—M—A}

:L%,

A=—m—1,...,M—1/{M —3k}, M >0;

(2) LGZAG{M,M—?,, B, B—9, —M — B, —3—M—B},
B=1-2M,...,M—1 /{M — 3k},
Lg—Ag{M,M 3, M—6, B, B—6, B—12, M — B, -3— M — B, —6—M—B},
M>1;

(3) LG_Aﬁ{M M—-9,C C—3 —M-C, —3—M—c},
C=1-2M,...,—~m—1/{M —3k k>m+1},
Lo=Ao{M, M—6, M—12, C, C =3, C—6, —M —C, —3— M —C, —6—M—0},

{

(4) L6_A6{M,M 3, B, E-9,3-M—-E, —6- M — E},
E=2—m,....,M—1/{M— 3k},
Lg—Ag{M,M 3, M—6, E, E—6, E—12, 3— M —E, -3— M — E, —9—M—E},
M > 2;

(5) LGZAG{M,M—Q, G, G-3 3-M-G, —G—M—G},
G=4-2M,. .. ,M—1/{M-— 3k},
Lg_Ag{M,M—G,M—u, G G-3 G-6,3-M-G, -3—M—@, —9—M—G},

Z 2
(6) L6_A6{M,M—9, H, H-9, 6—M—H, —3—M—H},
H=7-2M,....2—m /{M — 3k, k>m,

ngAg{M,M—G,M—12, H H—6, H—12, 6— M —H, —M — H, —6—M—H},
M > 3.
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Snecw k € N, m — HeoTpunare/bHOE IEJI0€ YUC/IO0 U3 IpeacTaBJIeHnsa deTHoro M = 2m mim He4eTHOro
M =2m+ 1.

Tabmuma 1. KommyTupytoriue oneparopbl TopsakoB 4, 6, 8, 10 u ux cobcrBeHHast QPyHKIUS

Ne KomMmyTupytomue oneparopbl U coOCTBeHHAS (DYHKITHS

01 |Ly=1L13 Le¢=13, Lg=L3, Lig= L3, Ly = Ao{M,—M — 1}, y = 2MH1-a1(z71D)My /2

11 | Ag{M,M —2,1 —M,—M — 5}, Ag{ M, M —2,M —4,1 — M,—M —3,—M — 7}
Ao{M,M —2,M —4, M —6, M —8,1—~M,~M —3,—-M —5,—M —7,—M — 11}
Y= ajM+2_a1D(:E_2(:E_lD)M_lw/ﬂj)

1.2 | Ag{M,M —6,1 —M,—M — 1}, Ag{M,M —4,M —8,1 —M,~M —1,—M — 3}
Ao{M,M —4, M —6,M —8 M —12,1 — M,-M —1,-M —3,—M —5,—M — 7}
y = x3_M_“1D(a:zM_?’(a:_lD)M_lw/x)

1.3 | Ag{M,M —2,M —4,1 — M,—M —1,—-M — 9}, y = 2™+~ D(x=4(z7 D)~ 1w/x)
Ag{M,M —2,M —4,M — 6,1 —M,—~M —1,—M —5,—M — 11}

Apo{M,M —2,M —4,M —6,M —8,1—~M,-M —1,-M —5,—M —7,—M — 13}
14 | Ag{M,M —2,M — 10,1 — M,—M — 1,—M — 3}, y = 2> M- D(z2M =5 (=1 D)M =1y /)
Ag{M,M —2,M —6,M —12,1 — M,-M —1,—-M — 3, —M — 5}

Ao{M,M —2,M —6,M —8 M — 14,1 — M,-M —1,-M —3,—M — 5, —M — 7}

2.1 | Ag{M,M —6,3—M,—M — 3}, Ag{M,M —4,M —8,3—M,—M —1,—M — 5}
Ao{M,M —4, M —6,M —8 M —12,3 — M,-M —1,—-M —3,—M —5,—M — 9}
y = x3—M—a1D(x2M—2D(x—2(x—lD)M—2w/x))

22 | Ajo{M,M —2,M —4,M —6,M —83—-M,-M —1,-M -5, —M —9,—M — 13}
A{M,M — 2,3~ M,—M — 7}, y =M+ D(@3D(x"2(27 ' D)M2w/z))

2.3 | Ao{M,M —4,M —8 M —12,M — 16,3 — M,1 — M,—M —1,—M — 3,—M — 5}
Ag{M, M —10,3 — M,1 - M}, y =27 M1 D(z3D*M 5 ("1 D)M2w/z))

24 [ Ag{M,M —2,M —4,3 —M,—M —5,—M — 7}, y = M2 D(z='D(2 2 (2~ D)M 2w /x))
Ag{M,M —2,M —4,M — 6,3 —M,—~M —3,—M —7,—M — 9}

Ao{M,M —2,M —4,M —6,M — 8,3 —~M,-M —3,-M —5,~M —9,—M — 11}
2.5 | Ag{M,M —8 M —10,3 — M,1 — M,—M — 1}

Ag{M,M —6,M —10,M — 12,3 — M,1 — M,—M —1,—M — 3}

Ao{M,M —6,M —8 M —12,M — 14,3 — M,1 — M,~M —1,—M — 3,—M — 5}
y = 3:5_M_a1D($_1D(:E2M_5(ﬂj_lD)M_2w/:E))

2.6 | Ag{M,M —2,M —10,3 — M,~M —1,—M — 5}

Ag{M,M —2,M —6,M —12,3 — M,-M —1,—-M —3,—M — 7}

Ao{M,M —2,M —6,M —8 M — 14,3 — M,~M —1,—-M —3,—M — 5, —M — 9}
y = 3:5_M_a1D($2M—4D(:E_2(ﬂj_lD)M_2w/:E))

2.7 | Ag{M,M —4,M —8,3 -~ M,1 — M,—M — 7}, y = 23~ M- a1 D(2M D(x=4 (271 D)M 2w /z))
Ag{M,M —4,M —6,M — 10,3 — M,1 — M,—M — 3, —M — 9}

Ao{M,M —4, M —6,M —8 M — 12,3 — M,1 — M,~M —3,—M — 5 —M — 11}
2.8 | Ag{M,M —2, M — 10,3 — M,1 — M,—M — 7}

Ag{M,M —2,M —6,M —12,3 — M,1 — M,—M —3,—M — 9}
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2.9

2.10

Ao{M,M —2,M —6,M —8 M — 14,3 — M,1 — M,-M —3,—M — 5 —M — 11}
y = x5_M_“1D(a:zM—2D(a:_4(x_1D)M_2w/a:))

Ae{M,M —2,M — 4,3 — M,—M —1,—M — 11}

Ao{M,M —2,M —4,M —6,M — 8,3~ M,-M —1,-M —3,—-M — 9, —M — 15}
y = 2M+6-apD(x5D(x=2(x~ ' D)YM 2w /x))

Ae{M,M —4,M — 14,3 — M,1 — M, —M — 1}

Ao{M,M — 4, M —6,M —12,M — 18,3 — M,1 — M,—M —1,—M —3,—M — 5}
y = xg_M_alD(a:_5D(a:2M_5(x_lD)M_2w/a:))

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

A{M, M — 6,5 M,—M — 5}, y =23 M- D@2MD(z=3D(x=2(x~ 1 D)M3w/2)))
Ao{M,M —4, M —6,M —8 M —12,5 - M,1 —M,~M —3,—M —7,—M — 11}
A{M, M —10,5 - M,~M — 1}, y = 2" M= D(x73D(2*M =4 D(272(x~ 1 D)M 3w /x)))
Ao{M,M — 4, M —8 M —12,M — 16,5 - M,1 — M,—M —1,—M —3,—M — 7}
Ag{M,M —2,M — 10,5 — M,—M —3,—M — 5}

Ag{M,M —2,M —6,M — 12,5 - M,—-M —1,-M —5,—M — T}

Ao{M,M —2,M —6,M —8 M — 14,5~ M,~M —1,-M —3,—M —7,—M — 9}
y = JJ‘S_M_alD(:E2M—4D(:E_1D(ﬂj‘_2(l‘_lD)M_g’w/:E)))

Ag{M,M — 8, M — 10,5 - M,3 - M,—M — 5}

Ag{M,M —6,M —10,M — 12,5 - M,3—M,—-M —1,—-M — 7}

Ao{M,M —6,M —8 M —12,M — 14,5 -~ M,3 — M,—~M —1,—M — 3,—M — 9}
y = JJ‘S_M_alD(:L'_1D(:I}2M—2D(33‘_4(3;’_1D)M_3w/$)))

Ag{M,M — 4, M —8,5— M,—M —3,—M — 5}

Ag{M,M —4,M —6,M — 10,5 - M,—-M —1,—-M —5,—M — T}

Ao{M,M —4, M —6,M —8 M — 12,5~ M,-M —1,-M —3,—M —7,—M — 9}
y = ﬂj‘g_M_alD(:E2M—2D(:E_1D(ﬂj‘_2(l‘_lD)M_g’w/:E)))

Ag{M,M — 8, M —10,5—- M,1 — M,—M — 3}

Ag{M,M —6,M —10,M — 12,5 - M,1 — M,—M —1,—M — 5}

Ao{M,M —6,M —8 M —12,M — 14,5 -~ M,1 — M,~M —1,—M —3,—M — T}
y = 3:5_M_a1D($_1D($2M_4D(3:_2(x_lD)M_?’w/:E)))

Ag{M,M —2,M —4,5— M,—M —3,—M — 11}

Ag{M,M —2,M —4, M —6,5—M,—M —1,-M —7,—M — 13}

y =M= DDz D(x72(27 ' D) 3w/x)))

Ag{M,M — 8 M — 16,5 - M,3— M,1— M}

Ag{M,M —6,M —12,M — 18,5 - M,3— M,1 — M,—M — 1}

y = xll_M—alD(:E_5D(3:_1D(ﬂj2M—7(:E_1D)M_3w/3:)))

Ag{M,M —2,M —4,5— M,—M —5,—M — 9}

Ao{M,M —2,M —4,M —6,M —8,5—~M,-M —1,-M —7,—-M —9,—M — 13}
y =M= D(@3D( ' D(x 2(27 ' D) 3w/x)))

Ag{M,M —10,M — 14,5 — M,3 - M,1 — M}




14

10. 1O0. BATJIEPHA

Tabaumna 1. [Ipomomkenue

KommyTupyroriue ommepaTopbl u cOOCTBEHHAsT (DYHKITUST

3.11

3.12

3.13

3.14

3.11

3.12

3.13

3.14

Ao{M,M —6,M —12, M — 14, M — 18,5 - M,3 — M,1 — M,—M —1,—M — 3}
y = xg_M_alD(w_3D(w_ID(x2M_7(x_1D)M_3w/w)))

Ae{M,M —2,M — 10,5 — M,1 — M, —M — 9}
Ao{M,M —2,M —6,M —8 M — 14,5 -~ M,1 —M,-M —1,—M —7,—M — 13}
y=2>"M-apD@2MD(x5D(z"2(z~'D)M3w/z)))

Ae{M,M —4,M — 14,5 — M,3 — M, —M — 5}

Ao{M,M — 4, M —6,M —12,M — 18,5 - M,3 — M,—M —1,—M —3,—M — 9}
y = Z’g_M_alD($_5D(sz_2D($_4(x_lD)M_3w/$)))
Ae{M,M — 4, M — 8,5~ M,1 — M,—M — 9}

Ao{M,M —4, M —6,M —8 M — 12,5 -~ M,1 -~ M,-M —1,—M —7,—M — 13}
y = ﬂj‘g_M_alD(:E2M+2D(:E_5D(ﬂj‘_2(l‘_lD)M_g’w/:E)))

Ae{M,M —4,M — 14,5 — M,1 — M, —M — 3}

Ao{M,M — 4, M —6,M —12,M — 18,5 - M,1 — M,—~M —1,—M —3,—M — T}
y = xg_M_alD(w_5D(w2M_6D(x_2(x_lD)M_3w/w)))

Ae{M,M —2,M — 10,5 — M,1 — M, —M — 9}
Ao{M,M —2,M —6,M —8 M — 14,5 -~ M,1 —M,-M —1,—M —7,—M — 13}
y=2>"M-aD@2MD(z5D(x"2(z~'D)M3w/z)))

Ae{M,M —4,M — 14,5 — M,3 — M, —M — 5}

Ao{M,M — 4, M —6,M —12,M — 18,5 - M,3 — M,—M —1,—M —3,—M — 9}
y = l’g_M_alD(:E_5D(:L'2M_2D(l’_4(l’_lD)M_3w/:E)))
Ae{M,M —4,M —8,5—M,1 — M,—M — 9}

Ao{M,M —4, M —6,M —8 M —12,5 - M,1 —M,-M —1,—M —7,—M — 13}
y = x3_M_“1D(w2M+2D(w_5D(x_2(x_lD)M_3w/w)))

Ae{M,M — 4, M — 14,5 — M,1 — M, —M — 3}

Ao{M,M —4, M —6,M —12,M — 18,5~ M,1 — M,~M —1,—M —3,—M — T}
y = ﬂj‘g_M_alD($_5D(:E2M_6D(ﬂj‘_2(l‘_lD)M_g’w/:E)))

4.1

4.2

4.3

4.4

Ag{M,M —10,7— M,—M — 3}

Ao{M,M — 4, M —8 M —12,M — 16,7 — M,3 — M,—M —1,—M —5,—M — 9}
y=a""M-aDE3D@*M2D(x73D(22(x7 ' D)M 4w/ 1))))

Ag{M,M —8 M —10,7— M,—M —1,—M — 3}

Ag{M,M —6,M —10,M —12,7— M,1 — M,—M — 3,—M — 5}

Ao{M,M —6,M —8 M —12,M — 14,7 - M,1 — M,~M —1,—M —5,—M — T}
y=a>" M- D@ ' D@*MAD(x7 ' D(z2(x~ ' D)M ~4w /1))

Ag{M,M —2,M —10,7— M,—M —1,—M — 9}

Ag{M,M —2,M —6,M —12,7— M,1—M,—M —5,—M — 11}

y = ﬂjM+4_a1D(:E_5D($_1D(3:10_2MD(:E2M_11(x_lD)M_4w/:E))))

Aeg{M,M — 8 M —16,7— M,5— M,—M — 3}

Ag{M,M —6,M —12,M — 18,7 — M,5— M,1 — M,—M — 5}
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4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

y = ﬂj‘ll_M_alD($_5D(33‘_1D(33‘2M_4D(:E_4($_1D)M_4w/33‘))))
Ag{M,M —4,M —8,7— M,—M —1,—M — 9}

Ag{M,M —4,M —6,M — 10,7 — M,1 — M,—M —5,—M — 11}

Y= xM+4_“1D(a:_5D(a:_1D(x8_2MD(x2M_9(a:_lD)M_4w/x))))
Ag{M,M —8 M —16,7— M,3— M,—M — 1}

Ag{M,M —6,M —12,M — 18,7 — M,3 — M,1 — M,—M — 3}

y = xll_M—alD(:E_5D(3:_1D(3:2M_6D(:E_2($_1D)M_4w/3:))))

Ag{M,M —2,M —10,7— M,—M —3,—M — 7}
Ao{M,M —2,M —6,M —8 M — 14,7 — M,1 — M,~M —5,—M —7,—M — 11}
y= x> M- D(2M2D(z3D(x7 ' D(2~2(x~ ' D)M ~4w /1))

Ag{M,M —10,M — 14,7 — M,5 - M,—M — 3}

Ao{M,M —6,M —12,M — 14, M — 18,7 — M,5— M,1 —M,-M —1,—-M — 7}
y=2""M-aD(x3D(x ' D@4 D(xz=*(x7 D)M~*w/x))))

Ag{M,M —4,M —8,7— M,—M —3,—M — T}
Ao{M,M —4, M —6,M —8 M — 12,7 — M,1 —M,~M —5,—M —7,—M — 11}
y =23 M- D2 D(23D(z ' D(x~2(z7 ' D)M 4w /x))))

Ag{M,M —10,M — 14,7 — M,3 - M,—M — 1}

Ao{M,M —6,M —12,M — 14, M — 18,7 — M,3 — M,1 — M,—M —1,—M — 5}
y=2""M-aD(x3D(x" ' D@*MSD(x=2(x7 D)M~*w/x))))

Ag{M,M — 4, M —14,7— M,3— M,—M — 7}

Ao{M,M —4, M —6,M —12,M — 18,7~ M,3 — M,1 — M,—~M —5,—M — 11}
y=2""M-a D@ 5D@*MD(x= D(x72(z~'D)M4w/z))))

Ae{M,M — 4, M —14,7— M,—M —1,—M — 3}

Ao{M,M — 4, M —6,M —12,M — 18,7~ M,1 — M,—-M —1,—M —5,—M — 7}
y=a"" M- D@ D@*MAD(x7 ' D(z2(x~ ' D)M ~4w/x))))

Ag{M,M — 8 M —10,7— M,3—M,—M — 7}

Ao{M,M —6,M —8 M —12,M — 14,7 — M,3 — M,1 — M,—~M —5,—M — 11}
y=2>"M-a D@ 1D@*MD(x=D(x~2(z~'D)M4w/z))))

Ag{M,M —2,M —4,7— M,—M —3,—M — 13}

Ao{M,M —2,M —4,M —6,M —8,7—M,1 —M,-M —5,—~M —11,—M — 17}
y=aMTE8a D@D 3D(x Dz~ 2(z" ' D)M 4w /x))))

Ag{M,M —10,M —20,7— M,5— M,3— M}

Ao{M,M —6,M —12,M — 18, M — 24,7 — M,5— M,3 — M,1 — M,—M — 1}

y = 3:15_M—a1D(:E_5D(3:_3D(3:_1D(:E2M_9($_1D)M_4w/3:))))

5.1

5.2

Ae{M,M —8,M —10,9— M,1 — M,—M — 7}

As{M,M —6,M —10,M — 12,9 — M,3 — M,—M — 3,—M — 9}

y = xM+2‘“1D(a:‘5D(a:‘lD(xlz_zMD(a:‘lD(arzM‘u(a:‘lD)M_5w/x)))))
A{M,M —8 M —16,9 — M,1— M,—M — 1}
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5.3

0.4

9.5

0.6

5.7

0.8

2.9

5.10

As{M,M —6,M —12,M — 18,9 — M,3 — M,~M — 1,—M — 3}

y=a""M-a D@5 D@ ' D@*MSD(x" ' D(2~2(z~ ' D)M Pw/x)))))
Ag{M,M — 4, M — 14,9 — M, ~M —1,—M — 5}

Ao{M,M —4, M —6,M —12,M — 18,9 — M,3 — M,—~M —3,—M —5,—M — 9}
y=2""M-a D@ 3D@*M2D(23D (' D(z~2(z~'D)M w/x)))))

A{M,M —10,M — 14,9 — M,5 — M,—M — 5}

Ao{M,M —6,M —12, M — 14, M — 18,9 — M,5 — M,3 — M,—M — 3,—M — 9}
y=a"" M- D(@3D@ ' D@*M 2Dz 5D(z 2(2 ' D)MPw/x)))))
Ag{M,M — 8, M —10,9— M, ~M —1,~M — 5}

Ao{M,M —6,M —8 M —12,M — 14,9 — M,3 — M,—~M —3,—M —5,—M — 9}
y=2>"M-aD@'D@*M2D(x3D ("' D(z~2(z~'D)Mw/x)))))

Ag{M, M — 10, M — 14,9 — M,1 — M, —M — 1}

Ao{M,M —6,M —12, M — 14, M — 18,9 — M,3 — M,1 — M,—M —3,—M — 5}
y=a"" M- D(@3D@ ' D@*M D' D(z"2(2 ' D)MPw/x)))))

Ag{M,M —2,M —10,9 — M,—M —1,—M — 11}
Ao{M,M —2,M —6,M —8 M — 14,9 — M,3 -~ M,~M —3,—M —9,—M — 15}
y=2>"M-apD@2M2D (25D (23D (x~ ' D(z~2(z~'D)M w/x)))))

Ag{M, M — 10, M — 20,9 — M,7 — M, —M — 1}

Apo{M,M —6,M —12, M — 18, M — 24,9 — M, 7 — M,3 — M,1 — M,—M — 5}
y=aB MDDz 3D(z"'D@*MSD(z~* (271 D)M~Pw/x)))))
Ag{M,M —4,M —8,9 — M,~M —1,—M — 11}
Ao{M,M —4, M —6,M —8 M —12,9 — M,3 — M,-M —3,—M — 9, —M — 15}
y = a3 M- D(2MHD(e 5 D(x3 D27 D(z 2 (27 D) Pw/x)))))

Ag{M, M —10,M — 20,9 — M,5 — M,1 — M}

Ao{M,M —6,M —12,M — 18, M — 24,9 — M,5 — M,3 — M,1 — M,—M — 3}
y=aB M- ap@3D(@ 3D 'D@*M 8Dz 2(2"'D)M SPw/x)))))

6.1

6.2

6.3

6.4

Ag{M, M — 8, M — 16,11 — M,3 — M, —M — 5}

As{M, M —6,M —12,M — 18,11 — M,5 — M,~M —1,—M — 7}

y=a""M-a D@5 D@ ' D(@*M2D(x°D(27 ' D(z2(2~* D)M~Sw/x))))))
Ag{M, M —10,M — 14,11 — M,1— M, M — 3}

Ao{M,M — 6, M —12, M — 14, M — 18,11 — M,5 - M,-M —1,—M —3,—M — 7}
y=2""M-a D@ 3D D@Dz 3Dz D(z~2(z~'D)M 5w /x))))))
Ag{M, M — 4, M — 14,11 — M,1 — M, —M — 9}

Ao{M,M — 4, M —6,M —12,M — 18,11 — M,5 - M,-M —1,—-M —7,—M — 13}
y=a"" M- D@ D@*M 2D (x> D(z3D(x~ ' D(x~2(z~ ' D)Mbw/x))))))
Ag{M, M — 10, M — 20,11 — M,7— M, —M — 3}

Ao{M,M —6,M — 12, M — 18, M — 24,11 — M, 7 — M,5— M,—M —1,—M — 7}
y =25 M- D@D 3D 'D@*M*D(z°D(z2(x~ ' D)Mbw/x))))))
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6.5 | Ag{M,M — 8 M — 10,11 — M,1 — M,—M — 9}

Ao{M,M —6,M —8 M —12,M — 14,11 — M,5 - M,~M —1,—-M —7,—M — 13}
y=2>"M-a D@ 1 D@*M2D (2 5D(23D(z7 ' D(x~2(z~ ' D)M 5w /x))))))

6.6 | Ag{M,M —10,M — 20,11 — M,3 — M,1 — M}

Apo{M,M —6,M —12, M — 18, M — 24,11 — M,5 -~ M,3 — M,—M —1,—M — 3}
y =2 M-apDE5D@ 3D ' D@*M 8D ' D(z2(2= D) Sw/x))))))

7.1 | Ag{M,M — 10, M — 14,13 — M,3 — M, —M — 7}

Ao{M,M —6,M —12, M — 14, M — 18,13 — M, 7 — M,1 — M,—M —5,—M — 11}
y=a2""M-aD(@3D@ ' D@* D2z 5D(z3D(z~'D(z~2(z~'D)M~"w/x)))))))
7.2 | Ag{M, M — 10, M — 20,13 — M,3 — M,—M — 1}

Avo{M, M — 6, M —12,M — 18, M — 24,13 — M,7— M,1 — M,—M —1,—M — 5}
y=aB MDD 3D 'D@*MSD(z2D(x"'D(z~2(z~' D) "w/x)))))))

8.1 | Ag{M,M —10,M — 20,15 — M,5 — M, —M — 5}
Avo{M, M — 6, M —12,M — 18, M — 24,15 — M,9 — M,3 — M,—M — 3, —M — 9}
y=aB MDD 3D 'D@*M 2Dz °D(z3D(z~ ' D(z=2(z= ' D)M~8w/x))))))))
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