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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.Ìíîãèå ÿâëåíèÿ îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà ìîæíî îïè-
ñàòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, ñîñòîÿùåé èç íàáîðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè � óðàâíåíèÿ
ãàçîâîé äèíàìèêè. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ
ðåøåíèé óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â âèäå ëèíåéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé. Îáú-
åêòàìè èññëåäîâàíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ ãàç, ïðè îáû÷íûõ óñëîâèÿõ,
æèäêèå òåëà è òâåðäûå òåëà, íàõîäÿùèåñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì áîëüøèõ òåìïåðà-
òóð è äàâëåíèé. Ïîýòîìó ðåøåíèå â âèäå ëèíåéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ ëþáûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû:
ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ âÿçêîñòü è ïîñòîÿííàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü íå âëèÿþò íà
òàêèå äâèæåíèÿ.

Äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé èçó÷àëè G.L. Diri-
chlet è Á. Ðèìàí. Îíè ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, äâè-
æóùåéñÿ â ñèëîâîì ïîëå. Ë.Â. Îâñÿííèêîâûì âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
ïîëèòðîïíîãî ãàçà ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äåâÿòè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (ìîäåëü Îâñÿí-
íèêîâà). Íàéäåíî íåñêîëüêî èíòåãðàëîâ òàêîé ñèñòåìû. Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷èë J.F. Dyson ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè âðà-
ùàþùåãîñÿ ãàçîâîãî îáëàêà. Èì áûëè íàéäåíû äðóãèå èíòåãðàëû ñèñòåìû è
âûÿñíåíî çà êàêèå ôèçè÷åñêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ îíè îòâå÷àþò. Î.È. Áîãîÿâ-
ëåíñêèì, È.Â. Íåì÷èíîâûì áûëè èçó÷åíû ïîâåäåíèå è îáùèå ñâîéñòâà ãàçîâûõ
ýëëèïñîèäîâ ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé. Ñ.È. Àíèñèìîâûì,Þ.È. Ëûñèêîâûì,
Í.À. Èíîãàìîâûì íàéäåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ìîäåëè Îâñÿííèêîâà.
Î.Â. Ëàâðåíòüåâîé, Â.Â. Ïóõíà÷åâûì áûëà ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîãî æèäêîãî ýëëèïñîèäà, â êîòîðîì ñêîðîñòè ÷àñòèö
æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â îòëè÷èè îò ïåðå÷èñëåííûõ, ðàçûñêèâàëèñü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé â ýéëåðîâûõ ïåðåìåí-
íûõ ñ ïðîèçâîëüíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, âûðàæåíèÿ
äëÿ ôóíêöèé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ, îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò âðåìåíè, íàçîâåì ïîäìîäåëüþ ñ ëè-

íåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé. Êàê áóäåò ïîêàçàíî, çàäà÷è î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ â
ýéëåðîâîì è ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèÿõ ýêâèâàëåíòíû, íî ïðè ðåøåíèè çàäà-
÷è â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ íàìå÷àåòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîäìîäåëåé ïî
ðàíãó íå ïîñòîÿííîé âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðèöû è ïî âèäàì óðàâíåíèé ñîñòîÿ-
íèÿ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ è íàõîæäåíèå âñåõ óðàâíåíèé
ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè èìåþò ðåøåíèå â âèäå ëè-

1



íåéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíê-
öèé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ, âûâåñòè îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ äëÿ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò âðåìåíè, òî åñòü ïîñòðîèòü ïîäìîäåëü.
Íàéòè èíòåãðàëû, ïîëó÷åííûõ ïîäìîäåëåé. Ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâèòü è ôèçè÷å-
ñêè èíòåðïðåòèðîâàòü íîâûå âèäû äâèæåíèé, ïîëó÷åííûå êàê ÷àñòíîå àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ ïîäìîäåëåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçî-
âàíû ìåòîäû ãðóïïîâîãî àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåî-
ðèè ìàòðèö, îáîáùåííûé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, èñïîëüçîâàëèñü ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

1. Ðàçâèò ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîâåäåíà
ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîäìîäåëåé äâèæåíèÿ ãàçà ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé.

2. Íàéäåíû âñå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äè-
íàìèêè èìåþò ðåøåíèÿ â âèäå ëèíåéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé.

3. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû äâèæåíèÿ ãàçà ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé: ðàç-
ëåò ÷àñòèö ãàçà èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ñõëîïûâàíèå øàðà â èãîëêó èëè äèñê,
âûïðÿìëÿþùèéñÿ ðàçëåò ãàçà èç âèõðÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Íàéäåíû âñå ïîäìîäåëè äâèæåíèÿ ãàçà ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé,
íà êîòîðûå íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Íàïðèìåð,
íàõîæäåíèå íîâûõ òî÷íûõ ðåøåíèé ïåðå÷èñëåííûõ ïîäìîäåëåé è èõ ôèçè÷åñêîå
òîëêîâàíèå. Ðàçâèòèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîçâîëèò, â äàëüíåéøåì,
ðåøàòü ñëîæíûå ïåðåîïðåäåëåííûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ. Ïîëó÷åííûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, à òàêæå äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
Îíè òàê æå ìîãóò áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó êîíñòðóèðîâàíèÿ àïïàðàòîâ ñ çà-
äàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äâèæåíèÿ ãàçà.

Â ðàáîòå ïðîâåäåíà âèçóàëèçàöèÿ ñëåäóþùèõ ïðîöåññîâ: âûòÿãèâàíèå âû-
äåëåííîãî ñôåðè÷åñêîãî îáúåìà â èãëó èëè äèñê; âûïðÿìëÿþùèéñÿ ðàçëåò ÷à-
ñòèö ãàçà èç âèõðÿ; ðàäèàëüíûé ðàçëåò ÷àñòèö ãàçà èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ñ
âàêóóìíîé ãðàíèöåé è ðàäèàëüíûé ðàçëåò ÷àñòèö ãàçà ñ äàëüíåéøåé ôîêóñè-
ðîâêîé â òî÷êå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-
ëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

• 37, 38, 39, 40-àÿ ðåãèîíàëüíûå ìîëîäåæíûå êîíôåðåíöèè "Ïðîáëåìû òåî-
ðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè"(Åêàòåðèíáóðã, 2006-2009 ãã.);

• IV, V Âñåðîññèéñêèå êîíôåðåíöèè �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìà-
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òåìàòèêè è ìåõàíèêè�, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè àêàäåìèêà À.Ô.Ñèäîðîâà (Àá-
ðàó - Äþðñî, 2008, 2010 ãã.);

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "MOGRAN-13. Ñèììåòðèè è òî÷íûå ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé"
(Óôà, 2009 ã.);

• Ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè "Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è êîìïëåêñíûé àíà-
ëèç"(Áàííîå, 2009, 2010 ãã.);

• Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Íåëèíåéíûå âîëíû: òåîðèÿ è íîâûå ïðèëî-
æåíèÿ"(Íîâîñèáèðñê, 2011 ã.);

• Ñåìèíàð ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ÁàøÃÓ, 2011 ã.;

• Ñåìèíàð Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÓÍÖ ÐÀÍ, 2011 ã.

• VI Óôèìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Êîìïëåêñíûé àíàëèç è äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 70-ëåòèþ ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Â.Â. Íà-
ïàëêîâà"(Óôà, 2011 ã.);

• Ñåìèíàð ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Ó÷ðå-
æäåíèÿ ÐÀÍ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ ÓÍÖ ÐÀÍ, 2011 ã.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ñòàòåé [1]-[8], (â òîì
÷èñëå, 2 � â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ [7], [8]).

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò
118 ñòðàíèö, â òîì ÷èñëå 9 ðèñóíêîâ è 1 òàáëèöà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòîèò
èç 50 íàèìåíîâàíèé.
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíà öåëü, ïðî-
âåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû, ñâÿçàííûé ñ òåìàòèêîé èññëåäîâàíèÿ, ïðèâåäåíî êðàò-
êîå ñîäåðæàíèå ãëàâ äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãèå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ ðàíãà íîëü
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèê (ÓÃÄ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêî-
ðîñòåé. Ïðè èçó÷åíèè ñîâìåñòíîñòè ÓÃÄ äëÿ ðåøåíèé ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðî-
ñòåé ïîëó÷åíà ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Èç ýòèõ óðàâíåíèé âûâåäåíî ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå êëàññèôè-
öèðîâàòü ïîäìîäåëè. Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñòàíîâîê çàäà÷è â ýéëåðî-
âîì è ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèÿõ. Íàéäåíà ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 1, îïèñûâàþùàÿ
äâèæåíèå ãàçà ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü çàâèñèò
òîëüêî îò âðåìåíè.

Â ï. 1.1 ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè:

D~u+ ρ−1∇p = 0, Dρ+ ρ div ~u = 0, Dp+ ρa2 (ρ, p) div ~u = 0 (ÓÃÄ)

ñ ïðîèçâîëüíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ p = f(ρ,S), ãäå ~u � âåêòîð ñêîðîñòè
÷àñòèöû, ρ � ïëîòíîñòü, p � äàâëåíèå, S � ýíòðîïèÿ, D = ∂t + ~u · ∇ � îïåðàòîð
ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè t, a2 (ρ, p) = fρ � êâàäðàò ñêîðîñòè
çâóêà.

ÓÃÄ äîïóñêàþò 11-òè ïàðàìåòðè÷åñêóþ àëãåáðó Ëè ñ ïðîèçâîëüíûì óðàâ-
íåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ïîäàëãåáð èç îïòèìàëüíîé ñèñòåìû (Îâ-
ñÿííèêîâ Ë. Â. Ëåêöèè ïî îñíîâàì ãàçîâîé äèíàìèêè. Ìîñêâà-Èæåâñê: ÈÊÈ.
2003. 336 ñ.) âûáðàíû 14 ïîäàëãåáð, äëÿ êîòîðûõ èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ èìåþò
ïðåäñòàâëåíèå ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé. Ýòè èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ èìåþò
ðàíã 0 è ïîëå ñêîðîñòåé òàêîâî:

~u = A(t)~x+ ~u0(t), (ËÏÑ)

ãäå A � ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ A′ + A2 = 0.
Â ï. 1.2 ïðèâåäåíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ðåøåíèÿ (ËÏÑ) â ÓÃÄ, íàõîäèì âñå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè äàâëåíèÿ.
Óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè èìåþò âèä:

∇ρ⊗ (B~x+ ~v) + ρBT = ρB + (B~x+ ~v)⊗∇ρ, (ÓÑ 1)(
B′ +BA+ ATB −BtrA

)
~x+ ~v′ + AT~v − trA~v +B~u0 =

= trA
[
(ρa2)ρ∇ ln ρ− ρ(a2)p (B~x+ ~v)

]
, (ÓÑ 2)

ãäå ⊗ � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, B = A′+A2, ~v = ~u′0 +A~u0. Ñèñòåìó óðàâíåíèå
ñîâìåñòíîñòè äîïîëíÿåò óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè:

ρt + (A~x+ ~u0) · ∇ρ+ ρ trA = 0.
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Ìàòðèöó B ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèììåòðè÷-
íîé ÷àñòåé: B = S + E < ~ω >, ãäå S = ST � âñïîìîãàòåëüíàÿ ìàòðèöà,

E = −ET =

∥∥∥∥∥∥
0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

∥∥∥∥∥∥ � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé çàäàþòñÿ êîîð-

äèíàòàìè âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ~ω = (ω1, ω2, ω3).
Ïåðâîå óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì äëÿ äèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ. Îñòàëüíûå òðè ðàâåíñòâà èìåþò âèä:

∇ ln ρ× (S~x+ ~ω × ~x+ ~v) = −2~ω,

èç êîòîðûõ ñëåäóþò ðàâåíñòâà

S~ω = 0, ~v · ~ω = 0.

Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì. Â çàâèñèìîñòè îò
ðàíãà ìàòðèöû S ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ íàéäåííûõ ïîäìîäåëåé.

Â ï. 1.3 ââåäåíû ëàãðàíæåâû ïåðåìåííûå t, ~ξ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ~x =
~x(t, ~ξ) çàäà÷è Êîøè:

d~x

dt
= A(t)~x+ ~u0(t), ~x|t=0 = ~ξ.

Ðåøåíèå èìååò âèä

~x = ~x0(t) +M(t)~ξ, ~x0(0) = 0, M(0) = I,

ãäå M ′ = AM , ~x′0 = A~x0 + ~u0, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ ÓÃÄ ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé èìåþò 2

èíòåãðàëà
ρ = ρ0(~ξ)|M |−1, S = S0(~ξ), p = f(ρ0|M |−1,S0)

è ñâîäÿòñÿ ê âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ

ρMT~xtt +∇ξp = 0.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èíòåãðàëîâ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
â êîòîðîå âõîäÿò ôóíêöèè çàâèñÿùèå òîëüêî îò t èëè òîëüêî îò ~ξ. Ðàçäåëåíèå
ïåðåìåííûõ â òàêîì óðàâíåíèè âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñïåöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñîñòîÿíèÿ.

Â ï. 1.4 íàéäåíà ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 1 äâèæåíèÿ ãàçà ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêî-
ðîñòåé â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå èç
óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè è óðàâíåíèÿ äëÿ p èç ÓÃÄ, ïîëó÷èì:

ρ = ρ0 exp

(
−
∫

trAdt

)
, B = BT = S,
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p = −2−1ρ~x · S~x− ρ~v · ~x+ p0(t),

ãäå p0 � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ρ0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè
íàéäåííûõ ôóíêöèé âî âòîðîå óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû S è ~v:

p = α(ρ)D(S) + β(ρ),

S ′ + 2SA = (1− α−1α′ρ)StrA, A′ + A2 = S,

~v′ + AT~v + S~u0 = (1− α−1α′ρ)~vtrA, ~u′0 + A~u0 = ~v,

p′0 − ρ~u0 · ~v = −ρ(α−1α′(p0 − β) + β′)trA,

ãäå α(ρ), β(ρ), D(S) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.
Âî âòîðîé ãëàâå íàéäåíû âñå ïîäìîäåëè äâèæåíèÿ ãàçà ñ ëèíåéíûì ïîëåì

ñêîðîñòåé â ñëó÷àå íóëåâîãî âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè. Ïîëó÷åíî òðè ïîäìî-
äåëè. Íàéäåíû èíòåãðàëû ïîäìîäåëåé â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ è äîêàçàíî
íåñêîëüêî âàæíûõ òåîðåì.

Â ï. 2.1 èç (ÓÑ1), (ÓÑ2) íàéäåíû: âèä ôóíêöèè ïëîòíîñòè

ρ = e−
∫

trAdtR′(I),

ãäå I = Je−
∫
a0dt − 2

∫
~u0 · ~ve−

∫
a0dtdt, a0(t), R′(I) � íåêîòîðûå ôóíêöèè, J =

~x · S~x+ 2~v · ~x è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîäìîäåëåé

S ′ + 2SA = a0(t)S, ~v′ + AT~v + S~u0 = a0(t)~v,

à òàêæå êëàññèôèöèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, èç êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ, âèä ôóíêöèé a0(t), R′(I):

a0(t) = trA[1 + 2(ρa2)ρ(lnR
′)′e−

∫
a0dt − (ρa2)p]. (KC)

Êëàññèôèöèðóþùåå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì: â íåãî âõîäÿò ôóíê-
öèè, çàâèñÿùèå îò ðàçíûõ ïåðåìåííûõ.

Â ï. 2.2 ââåäåíû íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå t, I, p ïîçâîëÿþùèå èç
(ÊÑ) îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ôóíêöèè a0(t), R′(I). Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷åíî òðè ïîäìîäåëè.

Îáùèå óðàâíåíèÿ ýòèõ ïîäìîäåëåé òàêîâû

S ′ + 2SA = a0(t)S, A′ + A2 = S,

~v′ + AT~v + S~u0 = a0(t)~v, ~u′0 + A~u0 = ~v.

ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 2 èìååò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

p = ργh0(S) + p0
1− ργ

γ
,
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ãäå γ, p0 � ïîñòîÿííàÿ, h0 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ýíòðîïèè. Êîýôôèöèåíò â
óðàâíåíèÿõ èìååò âèä

a0(t) = (1− γ)trA.

Ïëîòíîñòü âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

ρ = e−
∫

trAdtR′(I),

ãäå R′(I) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 3 èìååò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

p = ργh0(S) + p0
ργ1 − ργ

(γ1 − γ)γ1
− γ2

1− ργ

γ
,

ãäå γ1, γ2 � ïîñòîÿííûå. Êîýôôèöèåíò â óðàâíåíèÿõ òàêîâ

a0(t) = trA
(1− γ1)e(γ−γ1)

∫
trAdtN + γ − 1

e(γ−γ1)
∫

trAdtN − 1
,

ãäå N � ïîñòîÿííàÿ. Ïëîòíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ρ = ρ0e
−
∫

trAdt|I1 + (γ1 − 1)I|
1

γ1−1 ,

ãäå ρ0, I1 � ïîñòîÿííûå.
ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 4 èìååò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

p = H
ργ − 1

γ
+ χ (ρg(S)) ,

ãäå χ, g � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèé è
ïëîòíîñòü çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

a0(t) = (1− γ)trA, ρ = ρ0e
−
∫

trAdt|I1 + (γ − 1)I|1/(γ−1).

Â ï. 2.3 ïðè ïîìîùè çàìåíû:

S = M ′′M−1, ~v = ~x′′0 −M ′′M−1~x0,

êîòîðàÿ áûëà îáîñíîâàíà â ï. 1.3, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîäìîäåëåé
äëÿ ìàòðèöû S è âåêòîðà ~v çàïèñàíû â ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèè:

MTM ′′ = L|N1|M |1−γ1 − |M |1−γ|, MT~x′′0 = ~l|N1|M |1−γ1 − |M |1−γ|,

ãäå L, ~l � ïîñòîÿííûå ìàòðèöà è âåêòîð, |M | = | detM |. Èç ñèììåòðè÷íîñòè ìàò-
ðèöû S ñëåäóåò, ÷òî L = LT . Äëÿ ìàòðè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèå
äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:
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Òåîðåìà 1. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ M èìååò ïåðâûå èíòåãðàëû

MTM ′ − (MT )′M = M1 −MT
1 ,

ãäå M(0) = I, M ′(0) = M1.

Òåîðåìà 2. Ïðè L = dI ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ M èìååò èíòåãðàëû

M(MT )′ −M ′MT = MT
1 −M1,

ãäå d � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3. Óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû M èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ ïîñòîÿííûìè íåîñîáûìè ìàòðè-

öàìè T :

M = M̃T, L = |T |γ−1 T T L̃T, N1 = |T |γ1−γ Ñ .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü L = diag (l1, l2, l3), li 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçî-

âàíèå ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé T , êîòîðîå ïåðåâîäèò L â äèàãîíàëüíóþ ñ

ýëåìåíòàìè
∣∣l̄i∣∣ = 1 ïðè γ 6= 1/3. Åñëè γ = 1/3, òî

∣∣l̄1∣∣ =
∣∣l̄2∣∣ = 1,

∣∣l̄3∣∣ = |l1l2l3|.

Â òðåòüåé ãëàâå íàéäåíû âñå ïîäìîäåëè äâèæåíèÿ ãàçà ñ ëèíåéíûì ïî-
ëåì ñêîðîñòåé â ñëó÷àå íóëåâîé âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðèöû è íåíóëåâîãî âåêòîðà
óãëîâîé ñêîðîñòè. Ïîëó÷åíî äâå ïîäìîäåëè. Íàéäåíû íîâûå èíòåãðàëû ïîäìî-
äåëåé.

Â ï. 3.1, 3.2 ââåäåíà èíòåãðèðóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ. Â ðåçóëüòàòå
ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè èìååò âèä

ρ = R(t, I)α−21 , (Ï)

ãäå I = β1α
−1
1 , α1 = α − α0, β1 = β − β0, α0 = −v3

(
ω1
)−1

, β0 = v2
(
ω1
)−1

,

α = x2 − x1ω2
(
ω1
)−1

, β = x3 − x1ω3
(
ω1
)−1

. Ïîëó÷åíû äâå ïîäìîäåëè.
ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 5 ñîñòîèò èç óðàâíåíèé

~v′ + AT~v + ~ω × ~u0 = (1− γ)trA~v, ~u′0 + A~u0 = ~v,

A′ + A2 = E < ~ω >, ~ω′ = A~ω − γtrA~ω,
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

p = h(S)ργ,

ãäå h � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ýíòðîïèè. Ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
(Ï), ãäå R(t, I) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ(

RtR
−1 + trA

)
ω1 + (~a2 + I~a3) ·

(
R−1RI (~e3 − I~e2)− 2~e2

)
= 0,
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ãäå A = ||~a1,~a2,~a3||, ~e2 = || − ω2, ω1, 0||T , ~e3 = || − ω3, 0, ω1||T .
ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 6 ñîñòîèò èç óðàâíåíèé

A′ + A2 = E < ~ω > ~ω′ = A~ω − γtrA~ω, ~v · ~ω = 0,

τ ′2 + ~a2 · ~τ = τ2

(
(trA)′

trA
+
trA
2

)
, τ ′3 + ~a3 · ~τ = τ3

(
(trA)′

trA
+
trA
2

)
,

ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

p = ργh(S) + 2γ1ρ
γ ρ

1/2−γ − 1

1− 2γ
,

à ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (Ï), ãäå R(t, I) èìååò âèä

R−1/2 = −τ2 + τ3I

γ1trA
.

Â ï. 3.3 èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû A è âåêòîðà ~ω èç
ÏÎÄÌÎÄÅËÈ 5, ÏÎÄÌÎÄÅËÈ 6 ñëåäóþò èíòåãðàëû

~ω = (~σ1t+ σ~σ2)e
−γµ, µ′ = trA, (È1)

A(~σ1t+ σ~σ2) = ~σ1, (È2)

ãäå ~σ1, ~σ2 � ïîñòîÿííûå åäèíè÷íûå âåêòîðà, σ � ïîñòîÿííàÿ.
Èíòåãðàë (È2) ñâîäèò ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå A′ + A2 =

E < ~ω > ê ñèñòåìå 7-ãî ïîðÿäêà.
Ïðè ïîìîùè çàìåíû A = M ′M−1 ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå èç ïîäìîäåëåé çà-

ïèøåì â ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèè:

M ′′ = |M |γ
∥∥∥∥∥∥

0 0 σ
0 0 −t
−σ t 0

∥∥∥∥∥∥M, M(0) = I, (ËÏ)

à (È2) ïðèìåò âèä
σM~σ2 = ~σ1t+ ~σ2.

Åùå 2 èíòåãðàëà èìåþò âèä

J12σ = tm′11 −m11 + σm′21, J23σ = tm′13 −m13 + σm′23,

ãäå J12, J23 � ïîñòîÿííûå, M = ||mij||.
Â ðåçóëüòàòå (ËÏ) ñâåäåíà ê ñèñòåìå 10-ãî ïîðÿäêà.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäåííàÿ (detS = 0) âñïîìîãà-

òåëüíàÿ ìàòðèöà è íåíóëåâàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå èç (ÓÑ 1) ïî-
ëó÷åíî îäíî ñêàëÿðíîå ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè. Çäåñü
ïîëó÷åíî ïÿòü ïîäìîäåëåé.
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Â ï. 4.1, 4.2 ââåäåíà èíòåãðèðóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè äëÿ
ïëîòíîñòè:

ρ = e2ω
1
∫
P−1dIR(t, J),

ãäå R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, J = α1|P |1/2eω
1
∫
P−1dI , P = I2s33 + 2Is23 + s22,

α1 = α − α), β1 = β − β0, I = α1/β1, α0 = (−v2s33 + v3(s23 − ω1))/∆, β0 =
(−v3s22 + v2(ω1 + s23))/∆, ∆ = s22s33 − s223 + (ω1)2 6= 0, α è β èç (Ï).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî äâå ïîäìîäåëè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îáùèõ
óðàâíåíèé âèäà:

A′ + A2 = S + E < ~ω >, ~ω′ = A~ω − γ(trA)~ω,

S ′ + SA+ ATS = (1− γ + c0(t))S trA, ~u′0 + A~u0 = ~v,

~v′ + AT~v + S~u0 + ~ω × ~u0 = (1− γ)~v trA− c0(t) ~ξ trA+ ~v0(t),

ãäå

∆φ(t) = (v3)2s22 + (v2)2s33 + 2v2v3s23, ∆~ξ = (s33s22 − s223)~v − ω1
(
v2~s3 − v3~s2

)
,

c0(t)(a0 + exp(−γ
∫ t

t0

trAdt)) = γ, ∆ = s22s33 − s223 + (ω1)2.

Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òàêîâî

ρ =
a0 + exp(−γ

∫ t
t0
trAdt)

~x · S~x+ 2~ξ · ~x+ φ(t)
.

Ñïåöèôèêà ïîäìîäåëåé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 7
ω1 6= 0, ∆ 6= 0 è s223 − s22s33 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè äëÿ ~v äîëæíî

áûòü ~v0 = 0, à óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä:

p = ργh1(S)± a0
2

ln ρ.

ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 8
ω1 6= 0, ∆ 6= 0 è s223 − s22s33 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè äëÿ âåêòîðà ~v

èìååì

~v0(t) =
b0
ω1

(a0 + exp(−γ
∫ t

t0

trAdt))−1/2

∥∥∥∥∥∥
−ω2

√
|s22| − ω3

√
|s33|

ω1
√
|s22|

ω1
√
|s33|

∥∥∥∥∥∥ trA,

à óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä:

p = ργh1(S)± a0
2

ln ρ∓ b0ργ
ρ1/2−γ − 1

1/2− γ
.
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Â ï. 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 ââåäåíà èíòåãðèðóþøàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â óðàâ-
íåíèè äëÿ ïëîòíîñòè:

ρ =
R(t, J1)

n
, (ÔÏ)

ãäå R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, J1 = 2ω1(α + λβ) − (v3 − λv2) ln |n|, λ = (s23 +
ω1)(s22)

−1 = s33(s23 − ω1)−1, n = 2ω1I1 + λs22v
3 − s33v2, I1 = αs22λ+ βs33.

Ïðè RJ1 6= 0 è v3 6= λv2 ïîëó÷åíà ïîäìîäåëü.
ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 9 ñîñòîèò èç óðàâíåíèé:

A′ + A2 = S + E < ~ω >, ~ω′ = A~ω − γ~ωtrA,

S ′ + SA+ ATS = (1− γ)StrA+
(2ω1)2k1
v3 − λv2

~e⊗ ~etrA,

~v′ + AT~v + S~u0 + ~ω × ~u0 − (1− γ)~v trA = −2ω1k4 + k1 lnR0

v3 − λv2
~e,

Ïëîòíîñòü èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä

ρ = R0(t) exp

(
2ω1~x · ~e
λv2 − v3

)
,

ãäå R0(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(λv2 − v3) ((lnR0)
′ + trA) + 2ω1~u0 · ~e = 0,

~e = λ~ω2 − ~ω3, E < ~ω >= ||~ω1, ~ω2, ~ω3||. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

p = ργh(S) +
ρ

1− γ
(k0 + k1 ln ρ), ïðè γ 6= 1,

p = ρh(S) + ρ ln ρ(k1 ln ρ+ k4 − k1), ïðè γ = 1,

ãäå ki � ïîñòîÿííûå, h � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðè RJ1 6= 0 è v3 = λv2 ïîëó÷åíà ïîäìîäåëü.
ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 10 ñîñòîèò èç óðàâíåíèé:

A′ + A2 = S + E < ~ω >, ~ω′ = A~ω − γ~ωtrA,

S ′ + SA+ ATS = (1− γ + ϕ)StrA,

~v′ + AT~v + S~u0 + ~ω × ~u0 − (1− γ)~vtrA = v2s−122 ϕ~s2trA,

ãäå S = ||~s1, ~s2, ~s3||, ϕ(t) = 2λk5R
−1
0 . Ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè

ρ =

(
s23 + ω1

)
R0(t)

(S~x+ ~ω × ~x+ ~v)3 (S~x− ~ω × ~x+ ~v)2
.

11



Çäåñü íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò íîìåð äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû âåêòîðà. À ôóíê-
öèÿ R0(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(lnR0)
′ = (ϕ− γ)trA.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

p = ργh(S) +
k5
γ

ln ρ, ïðè γ 6= 0,

p = h(S)− 2−1k5(ln ρ)2 + k0 ln ρ, ïðè γ = 0.

Ïðè R = R(t) ïîëó÷åíà ïîäìîäåëü.
ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 11 ñîñòîèò èç óðàâíåíèé

A′ + A2 = S + E < ~ω >, ~ω′ = A~ω − γ~ωtrA,

S ′ + SA+ ATS − (1− γ)S = 2

(
ω1

R

)2

p2e1 ⊗ eT1 trA,

~v′ + AT~v + S~u0 + ~ω × ~u0 − (1− γ)~vtrA =
ω1

R

(
2p5 − p2δR−1

)
e1trA,

ãäå δ = s33v
2−λs22v3, e1 = ~s3−~ω3. Ïëîòíîñòü èìååò âèä (ÔÏ), ãäå R(t, J1) = R(t)

è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(lnR)′ + trA = (ln δ)′ + 2δ−1~u0 · (s33~ω2 − s22λ~ω3).

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

p = ργh(S)− p2
ρ−1 − ργ

1 + γ
+
p5
γ

ln ρ ïðè γ 6= 0,

p = h(S)− p2ρ−1 − ln ρ
(
p0 − 2−1p5 ln ρ

)
ïðè γ = 0,

ãäå pi � ïîñòîÿííûå.
Â ïÿòîé ãëàâå äëÿ íåêîòîðûõ íàéäåííûõ ïîäìîäåëåé ðàññìàòðèâàþòñÿ

÷àñòíûå ñëó÷àè äâèæåíèÿ ãàçà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå äâèæåíèÿ
÷àñòèö ãàçà: ðàçëåòà èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, âûïðÿìëÿþùèéñÿ ðàçëåò èç âèõðÿ,
ñõëîïûâàíèå âûäåëåííîãî îáúåìà â èãîëêó èëè äèñê.

Â ï. 5.1 äëÿ ÏÎÄÌÎÄÅËÈ 1, â ñëó÷àå ïîëèòðîïíîãî ãàçà ñ ïîêàçàòåëåì
àäèàáàòû γ = 5/3, íàéäåíî ÷àñòíîå ðåøåíèå. Äëÿ ðàäèàëüíûõ äâèæåíèé óðàâ-
íåíèå ìèðîâûõ ëèíèé òàêîâî

r = nt+ C |t|2/(3γ−1) ,

ãäå |~x| = r, n � ïîñòîÿííàÿ.
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Ðèñ. 1: C≥0. Ðèñ. 2: C≤0.

Ïðè t > 0, C > 0 èìååì ðàçëåò ÷àñòèö ãàçà èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Ïðè
C = 0 ÷àñòèöû äâèãàþòñÿ ïî ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ n. Ýòî ãðàíèöà
ñ âàêóóìîì. Äëÿ C > 0 ÷àñòèöû äâèãàþòñÿ ñ îòðèöàòåëüíûì óñêîðåíèåì, ò.å.
çàìåäëÿþòñÿ (ðèñ.1). Åñëè îäíó èç çàìåäëÿþùèõñÿ ìèðîâûõ ëèíèè ïðèíÿòü çà
äâèæåíèå ïîðøíÿ, òî ïîëó÷èì ïðèáîð äëÿ îáðàçîâàíèÿ âàêóóìà.

Ïðè C ≤ 0, t > 0 êàæäàÿ ÷àñòèöà âûëåòàåò èç íà÷àëà ñî ñêîðîñòüþ 3n(γ−
1)/(3γ − 1) â ñâîé ìîìåíò âðåìåíè −(C/n)(3γ−1)/(3γ−3) (ðèñ. 2).

Ïðè t < 0, C > 0 êàæäàÿ ÷àñòèöà âûëåòàåò èç íà÷àëà ñî ñêîðîñòüþ
3n(γ − 1)/(3γ − 1) â ìîìåíò âðåìåíè −(C/n)(3γ−1)/(3γ−3). Äàëåå îíà îñòàíàâëè-

âàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè
(
C1−3γ(n3γ−1

2 )2
)1/(3−3γ) 3(γ−1)

3γ−1 â ìîìåíò âðåìåíè −(n(3γ −
1)/(2C))(3γ−1)/(3−3γ). Çàòåì ëåòèò îáðàòíî, óñêîðÿÿñü. Âñå âìåñòå ÷àñòèöû âñòðå-
÷àþòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Åñëè îäíó èç ìèðîâûõ
ëèíèè ñ÷èòàòü äâèæåíèåì ïîðøíÿ, òî ïîëó÷èì ïðèáîð äëÿ ôîêóñèðîâêè ÷àñòèö.

Â ï. 5.2 äëÿ ÏÎÄÌÎÄÅËÈ 4 íàéäåíî ÷àñòíîå ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå èìåþò âèä

x = x0t
−1, y = ty0, z = tz0,

ãäå x0, y0, z0 � ëàãðàíæåâû ïåðåìåííûå. Ýòà ïîâåðõíîñòü ñèììåòðè÷íûé ýëëèï-
ñîèä ñ ïîëóîñÿìè a = t−2, b = c = t.

Ïðè t→ 0 îäíà ïîëóîñü íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ, à äâå äðóãèå ïîëóîñè
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ñôåðà ïðåâðàùàåòñÿ â èãëó (ðèñ. 3).

Ïðè t → ∞ îäíà ïîëóîñü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à äâå äðóãèå ïîëóîñè íåîãðà-
íè÷åííî óâåëè÷èâàþòñÿ. Ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ñôåðà ïðåâðàùàåòñÿ â äèñê (ðèñ.
4).

Â ï. 5.3 ÏÎÄÌÎÄÅËÜ 7, ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíûõ äàííûõ
äëÿ íåèçâåñòíûõ ìàòðèö A, S è âåêòîðîâ ~ω, ~u0, ñâåäåíà ê ñèñòåìå äâóõ äèô-
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Ðèñ. 3: Âûòÿãèâàíèå âûäåëåííîãî îáúåìà ãàçà â èãëó.

Ðèñ. 4: Ïðåâðàùåíèå âûäåëåííîãî îáúåìà ãàçà â äèñê.

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ ïåðåìåííîé τ →
√
ετ , ãäå ε �

ìàëûé ïàðàìåòð, äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ε ïîëó÷åíî óðàâ-
íåíèå Ðèêêàòè

4µg = 1 + g2 + µ2, (P )

ãäå µ ∼ τ ′, g ∼ τωA, ~ωA = ωA(1, 0, 0) � âåêòîð, çàäàþùèé àíòèñèììåòðè÷íóþ
÷àñòü ìàòðèöû A. Ïðè ~u0 = 0 óðàâíåíèÿ ìèðîâûõ ëèíèè ÷àñòèö èìåþò âèä

x = x0, ϕ = ϕ1 +
√
εϕ2 +O(ε),

r = r0
√
τ

(
1 +

√
ε

2

∫
cos 2ϕ1

Mτ
dτ

)
+O(ε),
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ãäå y = r cosϕ, z = r sinϕ,

ϕ1 = ϕ̃01 +

∫
G

2τM
dτ, ϕ2 = ϕ̃02 −

∫
sin 2ϕ1

2τM
dτ,

ϕ̃01, ϕ̃02 � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ,M(τ) =

F (G(τ)), g = G(τ),
∫ g
g1
F (g)dg = 2 ln

τ

τ1
, µ = F (g) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (P ), óäî-

âëåòâîðÿþùåå íóëåâûì íà÷àëüíûì äàííûì. Íà÷àëüíûå äàííûå ϕ(0) = ϕ01 +√
εϕ02, r(0) = r0.

Òðàåêòîðèè ÷àñòèö èçîáðàæåíû íà ðèc. 5. Êàæäàÿ ÷àñòèöà ãàçà äâèãàåòñÿ
ïî ñâîåé òðàåêòîðèè. ×àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ íà îäíîé òðàåêòîðèè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, äâèãàþòñÿ ïî íåé. Äîêàçàíî, ÷òî òðàåêòîðèè ÷àñòèö âûïðÿì-
ëÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûïðÿìëÿþùèéñÿ ðàçëåò ãàçà èç âèõðÿ ïðåä-
ñòàâëåííûé íà ðèñ. 5.

Ðèñ. 5: Âûïðÿìëÿþùèéñÿ ðàçëåò ÷àñòèö ãàçà.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ

Â äèññåðòàöèè ðåøåíû ñëåäóþùèå íîâûå çàäà÷è.
1. Ðàçâèò ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ïåðåîïðåäåëåííûõ ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ.
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2. Ïðîâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò ïîäìîäåëè ÓÃÄ ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé.

3. Íàéäåíû íîâûå èíòåãðàëû äëÿ êàæäîé ïîäìîäåëè äâèæåíèÿ ãàçà ñ ëè-
íåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé.

4. Èçó÷åíû äâèæåíèÿ ãàçà ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòåé: ðàäèàëüíûé ðàç-
ëåò ÷àñòèö ãàçà èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ñõëîïûâàíèå øàðà â èãîëêó èëè äèñê,
âûïðÿìëÿþùèéñÿ ðàçëåò ãàçà èç âèõðÿ.
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