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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.
Диссертация посвящена исследованию связи между асимптотическим

поведением разности двух субгармонических функций и асимптотиче-
ским поведением разности их ассоциированных мер, а также применению
полученных результатов к вопросам полноты систем экспонент. Разность
двух субгармонических функций будем называть δ-субгармонической
функцией.

Частным случаем задачи о связи между асимптотикой в бесконечно-
сти разности двух субгармонических функций и асимптотическим пове-
дением разности их ассоциированных мер являются задачи построения
целых функций с заданным поведением в бесконечности, а также задача
об изменении поведения целой функции при сдвигах ее нулей. В диссерта-
ции используется представление Рисса для субгармонических функций:
если u — функция, субгармоническая в области G, то в G существует
неотрицательная борелевская мера µ такая, что в любой ограниченной
области G1, G1 ⊂ G, имеет место представление Рисса

u(z) =

∫
G1

ln |z − w|dµ(w) + h(z)

с функцией h, гармонической в G1. Мера µ называется мерой, ассоцииро-
ванной с u по Риссу (ассоциированной мерой). В частности, субгармони-
ческими являются функции вида ln |f |, где f — аналитическая функция.

Исследования по указанным темам проводили В.С. Азарин, А.Ф. Гри-
шин, И.Ф. Красичков-Терновский, С.Ю. Фаворов, Б.Н. Хабибуллин,
Р.С. Юлмухаметов, D. Drasin, J. Korevaar, Yu. Lyubarskii, Ortega-Cerda,
K. Seip, M.L. Sodin и другие.

Задача о полноте систем экспонент в различных функциональных
пространствах является классической.

С историей и современным состоянием дел в задаче о полноте си-
стем экспонент в пространствах функций, определенных и аналитиче-
ских в плоской области, можно ознакомиться в монографиях Б.Я. Леви-
на, М.А. Евграфова, И.И. Ибрагимова, А.Ф. Леонтьева.

Исследования полноты систем экспонент в различных пространствах
функций, определенных на интервале вещественной оси, достаточно пол-
но освещены в ряде обзоров и монографий. Перечислим лишь некоторых
авторов: Н. Винер, Р. Пэли, Н. Левинсон, М.М. Джрбашян, Л. Шварц,
Р.М. Янг, П. Кусис, В.П. Хавин, Б. Ерикке, А.М. Седлецкий, Б.Н. Ха-
бибуллин.
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Цель работы.
Исследовать асимптотическое поведение разности двух субгармони-

ческих функций и асимптотическое поведение разности их ассоцииро-
ванных мер. Исследовать связь между ними. Применить полученные ре-
зультаты к вопросам полноты систем экспонент.

Методика исследования.
В работе используются методы функционального анализа и аналити-

ческие методы из теории целых и субгармонических функций, свойства
выпуклых функций и приемы выпуклого анализа.

Содержание основных результатов и их новизна.
Все основные результаты диссертации являются новыми и соответ-

ствуют проблематике данного раздела анализа. Они состоят в следую-
щем:

1. Введено новое понятие множеств класса Cγ.

2. Доказаны различные свойства множеств класса Cγ.

3. Доказаны теоремы о связи роста δ-субгармонической функции и ас-
социированных мер вне исключительных множеств степенной ма-
лости.

4. Доказана теорема о сведении (редукции) проблемы полноты систем
экспонент в пространстве H(D) к соответствующей задаче в круге.

5. Доказаны новые теоремы о неполноте систем экспонент в весовых
пространствах на вещественной оси.

Теоретическая и практическая ценность.
Полученные в диссертации результаты носят теоретический харак-

тер и дополняют исследования задач об асимптотике разности субгар-
монических функций и задач о полноте систем экспонент В.С. Азари-
на, Р.С. Юлмухаметова, А.М. Седлецкого. Разработанные методы мо-
гут быть использованы для дальнейших исследований в данной области.
Результаты диссертации могут найти применение в исследованиях, про-
водимых в Институте математики с ВЦ УНЦ РАН, Башкирском госу-
дарственном университете, Санкт-Петербургском отделении Математи-
ческого института РАН, Ростовском государственном университете, Ка-
занском государственном университете, Сыктывкарском государствен-
ном университете.
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Апробация работы.
Результаты работы докладывались на семинарах Института матема-

тики с ВЦ Уфимского научного центра РАН под руководством член-
корреспондента В.В. Напалкова; на семинарах в Башкирском государ-
ственном университете под руководством доктора физико-математических
наук, профессора Р.С. Юлмухаметова; на Международной конференции
"Нелинейные уравнения и комплексный анализ" (2008 г.); на Между-
народной конференции "Современные проблемы математики, механи-
ки и их приложений", посвященной 70-летию ректора МГУ академика
В.А. Садовничего в Московском государственном университете (2009 г.);
на Международной конференции "Нелинейные уравнения и комплекс-
ный анализ" (2009 г.); на Международной конференции "Sixth Advanced
Course in Operator Theory and Complex Analysis" в университете г. Се-
вилья (Испания, 2009 г.); на Международной конференции "Ломоносов-
2010" в Московском государственном университете (2010 г.); на 19-ой
летней конференции по математическому анализу в Международном ма-
тематическом институте им. Л. Эйлера (2010 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в ра-
ботах [2], [3]. Работы [1], [2], [3] входят в перечень ведущих рецензируемых
научных журналов и изданий ВАК РФ.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В диссертации рассматривается задача о связи между асимптотиче-
ским поведением δ-субгармонической функции и асимптотическим пове-
дением разности ассоциированных мер.

В диссертации введено новое понятие — множества класса Cγ: для за-
данного числа γ ∈ R множество A на плоскости называется множеством
класса Cγ, если существует покрытие множества A кругами
B(zj, rj) = {z : |zj − z| < rj}, j = 1, 2, ..., так, что выполняется условие∑

R/2<|zj |<2R

rj = o(Rγ+1), R −→∞.

Доказаны различные свойства множеств класса Cγ:

1. Множество A принадлежит классу Cγ тогда и только тогда,
когда существует покрытие этого множества кругами B(zj, rj) так,
что выполняется условие
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1. Если γ > −1, то ∑
|zj |≤R

rj = o(Rγ+1), R −→∞.

2. Если γ < −1, то ∑
|zj |≥R

rj = o(Rγ+1), R −→∞.

Следующее свойство является удобным при использовании множеств
класса Cγ.

2. Пусть γ ≤ 0 и A ∈ Cγ. Тогда для любого положительного числа
q > 0 (если γ = 0, то q < 1

8
) и для всех z ∈ C с достаточно большим |z|

найдется t ∈ (q; 2q) такое, что окружность
C(z, t) = {w : |w − z| = t|z|γ+1} не пересекается с множеством A.

Также установлена связь между классами Cγ и их пересечением
C =

⋂
γ

Cγ.

3. Пусть u(z) — некоторая вещественнозначная функция на плоско-
сти, v(t) — неотрицательная функция на (0, +∞). Тогда если для лю-
бого γ ∈ R найдутся множество Aγ ∈ Cγ и постоянная Mγ такие, что
выполняется соотношение

u(z) ≤ Mγv(|z|), z /∈ Aγ,

то для любой положительной монотонно возрастающей до +∞ функ-
ции χ(t) на (0, +∞) найдется множество A ∈ C так, что выполняется
соотношение

u(z) ≤ v(|z|)χ(|z|), z /∈ A.

В начале первой главы систематизированы свойства функций, ис-
пользуемых в диссертации для оценок.

Через k(t) обозначаются функции на (0, +∞), используемые для ха-
рактеристики роста δ-субгармонических функций и ассоциированных мер.
Общие требования к этим функциям:

K1) функция k(t) > 0 и монотонно неубывающая и

ln t = O(k(t)).
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K2) для некоторой константы K и для всех t > 0 верно

k(et) ≤ Kk(t).

Для функции k(t), удовлетворяющей условиям K1), K2), выполня-
ются также следующие условия:

1. Для всех t ≥ e имеет место неравенство

k(t) ≤ k(e)tln K ,

в частности,

lim
t−→∞

ln k(t)

ln t
= σ ≤ ln K.

2. Если q = [σ] — целая часть σ, то:
а) функция

kq(t) = tq
∫ t

1

k(τ)dτ

τ q+1

удовлетворяет условияю К1) и при t ≥ e — условию К2):

kq(et) ≤ (K + eq)kq(t);

б) функция

k00(t) =

∫ t

1

(∫ r

1

k(τ)dτ

τ

)
dr

r

удовлетворяет условияю К1) и при t ≥ e2 — условию К2):

k00(et) ≤ (K + 2)k00(t);

в) если интеграл сходится, то функция

kq(t) = tq+1

∫ ∞

t

k(τ)dτ

τ q+2

при t ≥ 0 обладает свойствами К1), К2):

kq(et) ≤ eq+1kq(t);

г) если функцию k00(t) продолжить на отрезок [0,1] нулем, то функ-
ция k00(|z|) субгармонична на плоскости, причем

∆k00(|z|) = k(|z|)|z|−2, z ∈ C.
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Для борелевской меры µ (не обязательно положительной) на плоско-
сти через µ(z, t) будем обозначать µ-меру круга
B(z, t) = {w : |w − z| < t} и положим

M(µ)(z) = max
R≤|z|/2

∣∣∣∣∫ R

0

µ(z, t)

t
dt

∣∣∣∣ .
Функция M(µ)(z) в диссертации используется для характеристики

асимптотического поведения меры µ.
Определение. Будем говорить, что некоторое асимптотическое соот-

ношение выполняется вне множеств степенной малости, если для любого
γ найдется множество Aγ ∈ Cγ, вне которого это соотношение выполня-
ется.

Основным результатом первой главы диссертации являются следую-
щие две теоремы.

Теорема 1.
Пусть u1, u2 — субгармонические функции на плоскости, имеющие

конечный порядок роста, µ1, µ2 — ассоциированные по Риссу меры этих
функций и функция k(t) удовлетворяет условиям K1), K2). Тогда если
соотношение

|u1(z)− u2(z)| = O(k(|z|)), |z| −→ ∞,

выполняется вне множеств степенной малости, то соотношение

M(µ1 − µ2)(z) = O(k(|z|)), |z| −→ ∞,

тоже выполняется вне множеств степенной малости.
Теорема 2.
Пусть

σ = lim
t−→∞

ln k(t)

ln t

и q = [σ] — целая часть σ. Если соотношение

M(µ1 − µ2)(z) = O(k(|z|)), |z| −→ ∞, (1)

выполняется вне множеств степенной малости, то существует гар-
моническая на всей плоскости функция H(z) так, что соотношение
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|u1(z)− u2(z) + H(z)| = O

(∫ |z|

1

(∫ t

1

k(τ)dτ

τ

)
dt

t
+

+
1

q + 1

∫ |z|

1

k(τ)dτ

τ
+ χ(q)|z|q

∫ |z|

1

k(t)dt

tq+1
+

+
1

q + 1
|z|q+1

∫ ∞

|z|

k(t)dt

tq+2
+ k(1) ln |z|

)
, (2)

где χ(0) = 0 и χ(q) = 1
q

при q > 0, выполняется вне множеств степен-
ной малости.

Доказательство первой теоремы заметно проще доказательства вто-
рой теоремы и по существу сводится к следущей лемме:

Лемма 1.2. Пусть u — субгармоническая функция на плоскости, име-
ющяя конечный порядок роста, то есть для некоторых δ, ρ

u(z) ≤ δ|z|ρ, |z| > 1,

и A — открытое множество на плоскости. Тогда существует посто-
янная C, не зависящая от множества A, такая, что для всех w ∈ C,
|w| > 1, и R ∈

(
0, |w|

2

)
выполняется оценка∫

C(w,R)
⋂

A

|u(ζ)|ds(ζ) ≤ C|w|ρs(C(w,R)
⋂

A) ln
2π|w|e

s(C(w, R)
⋂

A)
,

где ds(ζ) — элемент длины дуги окружности
C(w, R) = {z : |w − z| = R}.

Из этой леммы следует, что для множеств A степенной малости ин-
тегралы ∫

C(w,R)
⋂

A

|u(ζ)|ds(ζ)

также имеют малый рост и для доказательства теоремы 1 остается вос-
пользоваться формулой Привалова:

Пусть u — субгармоническая функция в области G, µ — ассоцииро-
ванная мера. Если в точке z u(z) > −∞, то∫ 2π

0

u(z + reiφ)dφ = u(z) +

∫ r

0

dµ(t)

t
.
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Здесь µ(t) обозначает µ-меру круга B(z, t).
Доказательство второй теоремы сначала проводится при более жест-

ком условии на ассоциированные меры: мы предполагаем, что соотно-
шение (1) выполняется всюду. При этом жестком условии выполняется
утверждение.

Лемма 1.7. Пусть u1, u2 — субгармонические функции на плоскости
и их ассоциированные меры µ1, µ2 удовлетворяют условию (1) всюду.
Положим µ = µ1 − µ2, u = u1 − u2 и

ũ(ζ) =

∫
u(ζ +

1

2
ζz)α(z)dm(z), ζ ∈ C.

Тогда имеют место оценки

|ũ(ζ)− u(ζ)| ≤ k(|ζ|), ζ ∈ C,

|∆ũ(ζ)| ≤ Mk(|ζ|)|ζ|−2, ζ ∈ C,

где M = 4Kα1(2+πα0) и α0, α1 — некоторые постоянные, определяемые
функцией α(x).

Заключительным этапом доказательства теоремы 2 при жестком усло-
вии на ассоциированные меры является следующая лемма.

Лемма 1.8. Пусть функция k(t) удовлетворяет условиям К1), К2) и,
кроме того,

lim
t−→∞

ln k(t)

ln t
= σ.

Положим q = [σ] и пусть

Gq(z) = (1− z)ez+ z2

2
+...+ zq

q

— первичный множитель, а непрерывная функция a(w) удовлетворяет
оценке

|a(w)| ≤ Ak(|z|)(|z|2 + 1)−1, z ∈ C.

Тогда функция

u(z) =

∫
|w|<1

ln |z − w|a(w)dm(w) +

∫
|w|≥1

ln Gq(
z

w
)a(w)dm(w)

при |z| ≥ 2 удовлетворяет оценке

|u(z)| ≤ 2πA′4q+2(q + 2)

(
k00(|z|) +

k0(|z|)
q + 1

+ χ(q)kq(|z|) +
kq(|z|)
q + 1

)
+

+Aπk(1) ln |z|.
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Эта лемма доказывается на основе известной теоремы о множителях
Вейерштрасса.

Теорема B. Предположим, что µ — неотрицательная борелевская ме-
ра в C, и пусть µ(t) — мера круга B(0, t), µ(0) = 0 и функция

N(r) =

∫ r

0

µ(t)

t
dt

принадлежит классу сходимости порядка не выше q + 1, то есть∫ ∞ N(r)dr

rq+2
< ∞.

Тогда интеграл

v(z) =

∫
|w|≥1

ln Gq(
z

w
)dµ(w).

сходится абсолютно в окрестности ∞ и равномерно для |z| ≤ R при
любом фиксированном положительном R. Кроме того, если |z| ≥ 1, то

v(z) ≤ 4q+2(q + 2)

(
q|z|q

∫ |z|

1

N(r)dr

rq+1
+ (q + 1)|z|q+1

∫ ∞

|z|

N(r)dr

rq+2

)
.

Доказательство теоремы в сформулированном виде теперь вытекает
из следующих двух лемм.

Лемма 1.9. Пусть ассоциированные меры µ1, µ2 субгармонических функ-
ций u1, u2 удовлетворяют условию (1) и функции ũj, j = 1, 2 определены
как в лемме 1.7:

ũj(ζ) =

∫
uj(ζ +

1

2
ζz)α(z)dm(z), ζ ∈ C.

Тогда вне множеств степенной малости выполняется соотношение

|ũ(z)− u(z)| = O(k(|z|)),

где ũ = ũ1 − ũ2, u = u1 − u2. Кроме того, если функции uj имеют
конечный тип при порядке ρ, то

|grad ũ(z)| ≤ M(α)|z|ρ−1, |z| ≥ 1.
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Лемма 1.10. Ассоциированные меры µ̃1, µ̃2 субгармонических функций
ũ1, ũ2 удовлетворяют условию (1) всюду в комплексной плоскости.

Вторая глава диссертации посвящена применению результатов первой
главы к вопросам полноты системы экспонент в различных линейных
топологических пространствах.

Пусть X — некоторое линейное топологическое пространство. Мы
имеем в виду следующие случаи:

a) пространство X является подпространством пространства анали-
тических функций H(G) на некоторой области G комплексной плоскости;

b) пространство X является подпространством пространства локаль-
но интегрируемых функций на интервале вещественной оси.

Задача о полноте системы экспонент eλkz, k = 1, 2, ..., в пространстве
X состоит в выяснении условий на последовательность показателей λk,
при которых система eλkz полна в пространстве X. Поскольку рассмат-
ривать такого рода задачу имеет смысл лишь в том случае, когда система
всех экспонент eλz, лежащих в X полна в X, то естественно для решения
использовать преобразование Фурье-Лапласа.

Если S — линейный непрерывный функционал на пространстве X, то
преобразованием Фурье-Лапласа Ŝ этого функционала называется функ-
ция

Ŝ(λ) = S(eλz).

Если считать, что в пространстве X лежат все экспоненты, то преобра-
зование Фурье-Лапласа оказывается целой функцией. Тем самым про-
странство

X̂ = {Ŝ, S ∈ X∗}
оказывается подпространством пространства целых функций
H(C). В результате с помощью описанной конструкции вопрос о полноте
системы экспонент eλkz в пространстве X сводится к вопросу о суще-
ствовании ненулевой целой функции в пространстве X̂, обращающейся в
нуль в точках λk.

Обычно пространство X̂ выделяется посредством различных ограни-
чений на рост функций. Поэтому вопрос о полноте системы экспонент
сводится к вопросу существования целой функции с нулями в точках λk

и с некоторыми ограничениями на рост. Так, например, задача о пол-
ноте системы экспонент в пространстве H(D), где D — ограниченная
выпуклая область на плоскости, эквивалентна задаче (не)существования
ненулевой целой функции, обращающейся в нуль в показателях систе-
мы и имеющей индикатрису роста строго меньше опорной функции об-
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ласти D. Более точно, система eλkz полна в пространстве H(D) лишь
тогда, когда не существует ненулевой целой функции L(λ), которая бы
обращалась в нуль в точках λk и удовлетворяла условию

|L(λ)| ≤ CLeHD(λ)−εL|λ|, λ ∈ C,

здесь
HD(λ) = max

z∈D
Re λz

— опорная функция области D, εL — некоторая положительная констан-
та. Классические теоремы теории целых функций о связи роста функции
и распределения ее корней, например, теорема Линделефа, имеют дело с
радиальными характеристиками роста. Переход к радиальным условиям
мы обеспечим с помощью следующей теоремы Юлмухаметова Р.С.:

Теорема A. Пусть u субгармонична на всей плоскости и имеет конеч-
ный порядок роста ρ. Тогда существует целая функция L такая. что
для любого γ ≥ ρ

|u(z)− ln |L(z)|| ≤ cγ ln |z|, z /∈ Eγ,

причем исключительное множество Eγ может быть покрыто кругами
{z : |z − zj| < rj} так, что∑

|zj |>R

rj = o(Rρ−γ), R −→∞.

Исходя из этого факта, в первом параграфе второй главы доказыва-
ется теорема о сведении (редукции) проблемы полноты систем экспонент
в пространстве H(D) к соответствующей задаче в круге.

Пусть D — ограниченная выпуклая область, ее опорная функция

h(ϕ) = max
z∈D

=⇒ eiϕz = r−1HD(reiϕ)

дважды дифференцируема и

M = max
ϕ∈[0;2π]

(h′′(ϕ) + h(ϕ)) < ∞.

Тогда функция
u(reiϕ) = MR− h(ϕ)r
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субгармонична на всей плоскости. По теореме А существует целая функ-
ция L, которая вне множества степенной малости удовлетворяет соотно-
шению

|u(λ)− ln |L(λ)|| = O(ln |λ|), |λ| −→ ∞.

Через Λ0 обозначим множество нулей функции L. Систему экспонент с
множеством показателей Λ = {λk} обозначим через exp Λ.

Теорема 2.1. Система экспонент exp Λ не полна в пространстве H(D)
тогда и только тогда, когда существует ненулевая целая функция G(z),
которая обращается в нуль в точках λ ∈ Λ

⋃
Λ0 и для некоторого ε > 0

удовлетворяет условию

|G(reiϕ)| ≤ e(M−ε)r,

т.е. G(z) — целая функция экспоненциального типа меньшего M .

Во втором параграфе второй главы задача о полноте систем экспонент
изучается в весовых протранствах на вещественной оси.

Пусть a > 0, α ∈ (1; 2] и L2(R, a|t|α) — гильбертово пространство
локально-интегрируемых функций f на вещественной оси с нормой

||f ||2 =

∫ ∞

−∞
|f(t)|2e−2a|t|αdt.

Для реализации описанной выше схемы использования преобразова-
ния Фурье-Лапласа применяется следующая теорема:

Теорема E′. Целые функции F , удовлетворяющие условиям

|F (x + iy)| ≤ CF eb|x|β |x|
β−2

4 , x + iy ∈ C,∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|F (x + iy)|2e−2b|x|β |x|

β
2
−1dxdy < ∞

и только такие функции допускают представление

F (λ) =

∫ ∞

−∞
eλt−2a|t|αg(t) dt

с функцией g, удовлетворяющей условию∫ ∞

−∞
|g(t)|2e−2a|t|αdt < ∞.
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Из этой теоремы по теореме Банаха немедленно получаем следующий
результат.

Теорема 2.2. Система экспонент eλkx, k = 1, 2, ..., полна в простран-
стве L2(R, a|x|α) тогда и только тогда, когда не существует нену-
левой целой функции F (λ), которая обращается в нуль в точках λk,
k = 1, 2, ..., и удовлетворяет условиям предыдущей теоремы.

С помощью несложных выкладок интегральные условия можно заме-
нить на равномерные условия на рост функций.

Теорема 2.3. 1. Если система экспонент eλkx, k = 1, 2, ..., не полна в
пространстве L2(R, a|x|α), где α ∈ (1; 2], то существует ненулевая це-
лая функция F (λ), которая обращается в нуль в точках λk, k = 1, 2, ...,
и удовлетворяет условию

|F (x + iy)| ≤ CF eb|x|β |x|
β−2

4 , x + iy ∈ C. (3)

2. Если существует ненулевая целая функция F (λ), которая обра-
щается в нуль в точках λk, k = 1, 2, ..., и еще в n = [β] точках z1, ..., zn

(здесь [β] — целая часть β) и удовлетворяет оценке (3), то система
экспонент eλkx, k = 1, 2, ... не полна в пространстве L2(R, a|x|α).

И в заключение обоснован переход к радиальным равномерным усло-
виям на рост функций.

Теорема 2.4. 1. Если система экспонент exp Λ не полна в простран-
стве L2(R, a|x|α), где α ∈ (1; 2], то существует ненулевая целая функ-
ция G(λ), которая обращается в нуль в точках λ ∈ Λ

⋃
Λ0 и удовлетво-

ряет условию
|G(z)| ≤ Ce

b
α
|z|β |z|

β−2
4 , z ∈ C. (4)

2. Если существует ненулевая целая функция G(λ), которая обра-
щается в нуль в точках λ ∈ Λ0

⋃
Λ, и еще в двух "дополнительных"

наборах точек z1, ..., zn, n = [β], ζ1, ..., ζN , N = [β] + [C] (здесь [β] —
целая часть β и C — некоторая константа), а также удовлетворя-
ет оценке (4), то система экспонент exp Λ не полна в пространстве
L2(R, a|x|α).

Автор выражает благодарность своему научному руководителю
Р.С. Юлмухаметову за неоценимую помощь в работе.
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