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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.
Одной из основных задач в спектральной теории обыкновенных диф-

ференциальных операторов является задача исследования их спектраль-
ных свойств: качественного и количественного характера спектра, ин-
дексов дефекта и спектральных асимптотик оператора в зависимости от
поведения их коэффициентов. Систематическое исследование этих задач
началось в начале 20 века в работах [1], [3]–[18], [20]–[22]. Существенный
вклад в развитие спектральной теории дифференциальных операторов
внесли советские математики ([1], [3], [6], [8]–[11], [12]–[17], [20], [21]). За-
метим, что в основном в этих работах исследовались скалярные диффе-
ренциальные операторы. Мы в нашей работе исследуем дифференциаль-
ные операторы в пространстве вектор-функций.

Дадим необходимые в дальнейшем определения.
Как известно, самосопряженное дифференциальное выражение с ве-

щественными коэффициентами четного порядка необходимо имеет вид:

l1y =
n∑

k=0

(−1)k(pn−k(x)y
(k))(k),

где pj(x), j = 0, n− вещественные функции.

Определение. Выражение l1y, рассматриваемое на конечном интервале
(a, b) при условии, что коэффициенты 1

p0(x)
,p1(x),p2(x), ..., pn(x) суммиру-

емы во всем (a, b), называется самосопряженным регулярным дифферен-
циальным выражением. В противном случае выражение l1y называется
сингулярным самосопряженным дифференциальным выражением.

Рассмотрим линейное дифференциальное выражение

l̃y = (−1)ny(2n) +
n∑

k=0

(−1)k(pn−k(x)y
(k))(k), 0 6 x <∞,

где pk(x), k = 1, n – дважды непрерывно дифференцируемые функ-
ции.

Дифференциальное выражение l̃y, рассматриваемое на всех допусти-
мых функциях y из пространства L2[0,∞), определяет в этом простран-
стве оператор L. Рассмотрим сужение этого оператора на множество
всех финитных достаточно гладких функций, обращающихся в нуль при
x > R, R > 0 (выбор R, вообще говоря, различен для различных y).
Обозначим замыкание сужения указанного оператора через L0.
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Определение. Оператор L0 называется минимальным дифференциаль-
ным оператором, порожденным дифференциальным выражением l̃y в
L2[0,∞).

Определение. Система уравнений

Y ′ = (Λ(x) +M(x))Y,

рассматриваемая на некотором промежутке [x0,∞), x0 > 0, называет-
ся L – диагональной, если матрица Λ является диагональной, причем
ее элементы локально суммируемы, разность их действительных частей
знакопостоянна, а все элементы матрицы M – суммируемые на [x0,∞)
функции.

Пусть L – симметрический оператор в гильбертовом пространстве H,
λ – произвольное комплексное число, такое что Im (λ) 6= 0. Обозначим
через Rλ и Rλ области значений операторов L − λI и L − λI, где I –
тождественный оператор. Очевидно, что Rλ и Rλ - подпространства в H,
не обязательно замкнутые. Ортогональные дополнения Nλ = H − Rλ и
Nλ = H −Rλ называются дефектными подпространствами оператора L.

Известно, что при любом комплексном λ из верхней полуплоскости

dimNλ = dimNi, dimNλ = dimN−i.

Положим
m = dimNi, l = dimN−i.

Пара чисел (m, l) называется индексами дефекта симметрического опе-
ратора L. Известно ([10],с.202-203), что индексы дефекта оператора L0,
порожденного самосопряженным дифференциальным выражением с ве-
щественнозначными коэффициентами, одинаковы (m,m) и удовлетворя-
ют оценке:

n 6 m 6 2n.

Одним из методов, используемых для нахождения индексов дефекта
оператора L0, является метод исследования асимптотического поведе-
ния при x → ∞ фундаментальной системы решений уравнения l̃y = λy.
Этот метод берет свое начало в работах N.Levinson. Затем указанный
метод был существенно усовершенствован в работах М.А.Наймарка [10],
И.М. Рапопорта [11] и М.В. Федорюка [20], [21].

В недавних работах Р.С. Исмагилова и А.Г. Костюченко ([4], [5]),
посвященных исследованию спектральных свойств неполуограниченных
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дифференциальных операторов в пространстве вектор-функций, отмече-
но практическое отсутствие результатов об индексах дефекта таких опе-
раторов.

Формула асимптотического распределения собственных значений по-
луограниченных операторов Штурма-Лиувилля и Шредингера впер-
вые была установлена Э.Т.Титчмаршем. После работ Э.Т.Титчмарша и
Б.М. Левитана [8], [9] усовершенствовавшего его метод, вопросам распре-
деления собственных значений было посвящено значительное количество
работ. При этом не только усовершенствовались методы исследования, но
и расширился класс рассматриваемых операторов. Вместе с оператором
Штурма-Лиувилля рассматривались обыкновенные дифференциальные
операторы произвольного порядка, операторы в частных производных.

Цель работы. Исследование спектральных свойств, а именно, индек-
сов дефекта, качественного и количественного характера спектра мини-
мального дифференциального оператора L0, порожденного в L2[0,∞)
дифференциальным выражением следующего вида:

ly = y (4 ) + Q(x )y , (1)

0 6 x < ∞, y = (y1(x), y2(x)), Q(x) – вещественнозначная симметриче-
ская матрица.

Методика исследования. В работе используются методы асимпто-
тической теории дифференциальных уравнений, методы теории функций
комплексного переменного и разработанный Я.Т. Султанаевым метод по-
вторной диагонализации.

Содержание основных результатов и их новизна.
Все основные результаты диссертации являются новыми и соответ-

ствуют проблематике данного раздела теории дифференциальных урав-
нений. Они состоят в следующем:
1. Получены асимптотики фундаментальной системы решений уравнения

l(y) = λy , Im λ 6= 0 , 0 6 x <∞,

где y = (y1(x), y2(x)), как в случае “умеренного“, так и в случае “быстро-
го“ вращения собственных векторов матрицы коэффициентов.
2. Исследованы индексы дефекта минимального дифференциального опе-
ратора L0, порожденного дифференциальным выражением l(y) в L2[0,∞).
3. Получены теоремы о дискретности спектра самосопряженного веще-
ственного расширения оператора L0.
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4. Получены асимптотики фундаментальной системы решений уравнения

l(y) = λy , 0 6 x <∞

при λ→∞, равномерно по x.
5. Исследовано асимптотическое поведение функции распределения соб-
ственных значений оператора L0.

Теоретическая и практическая ценность. Все основные резуль-
таты диссертации являются новыми и носят теоретический характер. Ре-
зультаты диссертации могут быть использованы специалистами в обла-
сти дифференциальных уравнений, работающими в МГУ им. М.В. Ломо-
носова, Саратовском государственном университете им. Н.Г.Чернышевс-
кого, Евразийском национальном университете им. Л.Н.Гумилева, Баш-
кирском государственном университете, Башкирском государственном
педагогическом университете им. М. Акмуллы.

Апробация работы. Основные результаты докладывались на Меж-
дународной научной конференции “Современные проблемы анализа и
преподавания математики“, посвящённой 105-летию академика Сергея
Михайловича Никольского (2010), международной конференции “Совре-
менные проблемы математики, механики и их приложений“, посвящен-
ной 70-летию ректора МГУ академика В.А. Садовничего (2009), на III
Конгрессе математиков тюркского мира (2010), на семинаре Института
математики с ВЦ УНЦ РАН, кафедры математического анализа Башкир-
ского государственного педагогического университета им. М. Акмуллы и
на семинарах кафедры дифференциальных уравнений Башкирского го-
сударственного университета.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в ра-
ботах [1] — [5], примыкающие к теме диссертации результаты — в [6].
Работы [1]–[4] выполнены совместно с Я.Т. Султанаевым. Из результатов
этих работ в диссертацию автором включены только результаты, полу-
ченные им лично.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения,
двух глав и библиографии. Она изложена на 100 страницах, библиогра-
фия содержит 41 наименование. Нумерация теорем, лемм и т. п. сплош-
ная, трехиндексная.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Работа состоит из двух частей, связанных между собой исследованием
спектральных характеристик дифференциального оператора.
Содержание главы 1.
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Введем следующие обозначения:

φ(x) =
1

2
arctg

q22 − q11
2q12

.

Назовем функцию φ′(x) скоростью вращения собственных векторов
матрицы Q(x).

Параграф 1 главы 1 настоящей диссертации посвящен исследованию
асимптотического поведения при x → ∞ фундаментальной системы
решений уравнения

ly = λy , Im λ 6= 0 (1.1.1)

в случае, когда скорость вращения собственных векторов матрицы
Q(x) ограничена.

Введем в рассмотрение вектор-столбец z = (y, y′, y′′, y′′′) . Тогда урав-
нение ly = λy можно записать в виде системы 1-го порядка
z′ = A(x, λ)z, где

A =


0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

−Q(x) + λI 0 0 0

 ,

Приводя Q к диагональному виду замено

z = diag {U1, U1, U1, U1}w = Uw,

получим систему
w′ = (U−1AU)w − U−1U ′w,

где

U−1AU =


0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

−Λ + λI 0 0 0

 ,

U−1U ′ = diag {p̃, p̃, p̃, p̃} , p̃ = φ′(x)

(
0 1
−1 0

)
.

Поскольку в данном случае скорость вращения ограничена: |φ′(x)| < c,
то главными будут элементы матрицы U−1AU.

Известно, что матрица с элементами

C=


µ1(x)

−3/2 −µ2(x)
−3/2 −iµ3(x)

−3/2 iµ4(x)
−3/2

µ1(x)
−1/2−(−µ2(x))

−1/2 i(−iµ2(x))
−1/2−i(iµ4(x))

−1/2

µ1(x)
1/2 (−µ2(x))

1/2 −i(−µ3(x))
1/2 −(iµ4(x))

1/2

µ1(x)
3/2 −(−µ2(x))

3/2−i(−iµ3(x))
3/2 i(iµ4(x))

3/2


7



приводит U−1AU к диагональному виду:

C−1U−1AUC = Λ = diag {µi}8
i=1 .

Справедлива следующая теорема:

Теорема 1.1.1. Пусть выполнены условия: для достаточно больших x0

и при x > x0

1) |φ′(x)| < const,

2) 0 < A 6
∣∣∣ µi(x)
µj(x)

∣∣∣ 6 B, i, j = 1, 2,

3)
∫∞

x0

∣∣∣µ−1/4
i (x)

∣∣∣ dx <∞,
∫∞

x0

∣∣∣∣ µ′2
i (x)

µ
9/4
i (x)

+
µ′′

i (x)

µ
5/4
i (x)

∣∣∣∣ dx <∞,∫∞
x0

∣∣∣∣ φ′′(x)

µ
1/4
i (x)

∣∣∣∣ dx <∞, i = 1, 2.

4) |µ′i(x)| 6 C |µi(x)|α , C = const, i = 1, 2, 0 < α < 5/4.
Тогда система (1.1.1) имеет восемь линейно независимых решений yj(x, λ),
таких, что при x→∞

y1 = ψ1(x, λ)exp

{∫ x

0

(λ− µ1(t))
1/4dt

}
(1 + o(1)),

y2 = ψ1(x, λ)exp

{
−

∫ x

0

(λ− µ1(t))
1/4dt

}
(1 + o(1)),

y3 = ψ1(x, λ)exp

{
i

∫ x

0

(λ− µ1(t))
1/4dt

}
(1 + o(1)),

y4 = ψ1(x, λ)exp

{
−i

∫ x

0

(λ− µ1(t))
1/4dt

}
(1 + o(1)),

y5 = ψ2(x, λ)exp

{∫ x

0

(λ− µ2(t))
1/4dt

}
(1 + o(1)),

y6 = ψ2(x, λ)exp

{
−

∫ x

0

(λ− µ2(t))
1/4dt

}
(1 + o(1)),

y7 = ψ2(x, λ)exp

{
i

∫ x

0

(λ− µ2(t))
1/4dt

}
(1 + o(1)),

y8 = ψ2(x, λ)exp

{
−i

∫ x

0

(λ− µ2(t))
1/4dt

}
(1 + o(1)),

где
ψ1(x, λ) = 1

8
√

(λ−µ1(x))3

(
cosφ(x)
− sinφ(x)

)
, ψ2(x, λ) = 1

8
√

(λ−µ2(x))3

(
sinφ(x)
cosφ(x)

)
.
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Случай, когда φ′(x) является быстрорастущей, т.е.
∣∣∣µi(x)

φ′(x)

∣∣∣ 6 c, рас-
сматривается в теореме 1.2.1 главы 1.

Теорема 1.2.1. Пусть выполнены условия: функции µi(x) → −∞ при
x→ +∞, и существует x0 такое, что для всех x > x0

1) |µ′i(x)| 6 C1 |µi(x)|α , C1 = const, i = 1, 2, 0 < α < 5/4.

2) 0 < A 6
∣∣∣ µi(x)
µj(x)

∣∣∣ 6 B, i, j = 1, 2.

3)
∫∞

x0
|µi(x)|−1/2 dx < ∞,

∫∞
x0

∣∣∣µ′′
i (x)

µ2
i (x)

∣∣∣ dx < ∞,
∫∞

x0

∣∣∣∣ φ′′

µ
3/2
i (x)

∣∣∣∣ dx < ∞, i =

1, 2.

4)
∣∣∣µi(x)

φ′(x)

∣∣∣ 6 C2, C2 = const, i = 1, 2.

Тогда система l(y) = λy имеет восемь линейно независимых решений
yj(x, λ), таких, что при x→∞

y1 = ψ̃1(x, λ)e

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)), y2 = ψ̃2(x, λ)e

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)),

y3 = ψ̃1(x, λ)e
i

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)), y4 = ψ̃2(x, λ)e

i
x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)),

y5 = ψ̃1(x, λ)e
−

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)), y6 = ψ̃2(x, λ)e

−
x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)),

y7 = ψ̃1(x, λ)e
−i

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)), y8 = ψ̃2(x, λ)e

−i
x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)),

где ψ̃1 = 1
8
√

m3(x)

(
1
i

)
, ψ̃2 = 1

8
√

m3(x)

(
1
−i

)
, m(x) = µ1(x)+µ2(x)−2λ

2
.

Поясним смысл условий теоремы. Условия 1), 3) означают, что функ-
ции µi(x) удовлетворяют условию регулярности роста Титчмарша-Левитана,
функции |µi(x)| имеют определенный рост на бесконечности. Условие 2)
означает, что собственные значения матрицы Q(x) растут ”в одну силу”.
Четвертое условие означает, что рассматривается случай ”быстрого вра-
щения” собственных векторов матрицы Q(x).

Заметим, что в случае степенного роста функций |µi(x)| ≈ xα при
x → ∞ и степенного роста функции φ(x) ≈ xβ при x → ∞ все эти
условия выполняются, если α > 2, α < β < 1 + 5α/4.

Асимптотические формулы теорем 1.1.1 и 1.1.2 позволяют, в ряде слу-
чаев находить индексы дефекта минимального дифференциального опе-
ратора L0, порожденного дифференциальным выражением (1.1.1) в ря-
де частных случаев. Их исследованию посвящен параграф 3 главы 1.
Справедливы теоремы:
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Теорема 1.3.1. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.1. Тогда
1)Если µi(x) → +∞, i = 1, 2, то индексы дефекта оператора L0 равны
(4, 4).
2)Если µi(x) → −∞, i = 1, 2, то индексы дефекта оператора L0 равны
(6, 6).
3)Если µi(x) → +∞, µj(x) → −∞, i, j = 1, 2, i 6= j, то индексы дефекта
оператора L0 равны (5, 5).

Теорема 1.3.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.2.1. Тогда ин-
дексы дефекта оператора L0 равны (4, 4).

В четвертом параграфе даны приложения результатов §§1-3 к иссле-
дованию спектра самосопряженных расширений минимального диффе-
ренциального оператора и доказан ряд теорем:

Теорема 1.4.1. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.1. Тогда если
µi → +∞, i = 1, 2 при x → +∞, то спектр всякого самосопряженного
расширения Lu оператора L0 дискретен.

Теорема 1.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.1. Тогда если
µi → −∞, i = 1, 2 при x → +∞, то спектр всякого самосопряженного
расширения Lu оператора L0 дискретен.

Теорема 1.4.3. Пусть выполнены все условия теоремы 1.1.2. Тогда если
µi → −∞, i = 1, 2 при x → +∞, то спектр всякого самосопряженного
расширения Lu оператора L0 дискретен.

Содержание главы 2.
В §1 исследовано асимптотическое поведение фундаментальной си-

стемы решений уравнения ly = λy равномерно по x → ∞ при λ → ∞
по кривой Γ, где Γ = {λ = σ + iτ, τ = σγ, 0 < γ < 1} , в случае “быстрого“
вращения. Доказана

Теорема 2.1.1. Пусть выполнены условия: для x > x0 при достаточно
больших x0

1) |µ′i(x)| 6 c |µi(x)|α , c = const, i = 1, 2, 0 < α < 5/4.

2)
∫∞

x0
|µi(x)|−1/2 dx <∞,

∫∞
x0

∣∣∣µ′′
i (x)

µ2
i (x)

∣∣∣ dx <∞, i = 1, 2.

3)0 < A 6
∣∣∣ µi(x)
µj(x)

∣∣∣ 6 B, i, j = 1, 2.
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4)
∣∣∣µi(x)

φ′(x)

∣∣∣ 6 C1,
∫∞

x0

∣∣∣∣ φ′′(x)

µ
3/2
i (x)

∣∣∣∣ dx <∞, C1 = const, i = 1, 2.

Тогда система l(y) = λy имеет восемь линейно независимых решений
yj(x, λ), для которых при λ ∈ Γ, λ→∞ имеют место асимптотические
формулы, равномерные по x, 0 6 x <∞

y1 = ψ̃1(x, λ)e

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)), y2 = ψ̃2(x, λ)e

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)),

y3 = ψ̃1(x, λ)e
i

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)), y4 = ψ̃2(x, λ)e

i
x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)),

y5 = ψ̃1(x, λ)e
−

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)), y6 = ψ̃2(x, λ)e

−
x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)),

y7 = ψ̃1(x, λ)e
−i

x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)), y8 = ψ̃2(x, λ)e

−i
x∫
0

m1/4dt
(1 + o(1)),

где ψ̃1 = 1
8
√

m3(x)

(
1
i

)
, ψ̃2 = 1

8
√

m3(x)

(
1
−i

)
, m(x) = µ1(x)+µ2(x)−2λ

2
.

В §2 построена функция Грина вещественного самосопряженного рас-
ширения оператора Lu. Далее выводится асимптотическая формула для
N(L, λ) с помощью известной формулы Т.Карлемана для следа резоль-
венты. Здесь использована широко известная теория ”R-функции” и тау-
беровых теорем. В результате установлена следующая

Теорема 2.2.1. Пусть выполнены все условия теоремы 2.1.1, а также
условия

1) µi(x) 6 −c|x|4/3+ε, ε > 0, c > 0,

2) A1 6
∣∣∣ δ(−t)

δ(t)

∣∣∣ 6 A2, αδ(t) 6 tδ(t)′ 6 βδ(t), 0 < α < β < 1,

при больших |t|.
Тогда для функции N(λ)- числа собственных значений оператора L0, не
превосходящих λ, имеют место асимптотические формулы N(t) ∼ δ(t).

Автор выражает благодарность своему научному руководителю
Я.Т. Султанаеву за неоценимую помощь в работе.
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