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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èññëåäîâàíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì íóëåé ãî-
ëîìîðôíîé ôóíêöèè â îáëàñòè Ω êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è ðîñòîì ìîäóëÿ ýòîé ôóíê-
öèè âáëèçè ãðàíèöû ∂Ω ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ íå òîëüêî êàê âíóòðåííèé
âîïðîñ òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé (â ÷àñòíîñòè, íóëåé) ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,
íî è êàê íåîáõîäèìûé, à çà÷àñòóþ è ðåøàþùèé ýòàï èññëåäîâàíèÿ òàêèõ âîïðîñîâ òåî-
ðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, êàê òåîðèè àïïðîêñèìàöèè, èíòåðïîëÿöèè,
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà è ò.ä.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé îòïðàâíîé òî÷êè èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé èç âåñîâûõ êëàññîâ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ Ω ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ð. Íåâàíëèííû î çàêîí÷åííîì îïèñàíèè ìíîæåñòâà
íóëåé äëÿ àëãåáðû H∞ îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå
D = {z ∈ C : |z| < 1} êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ êëàññîâ
Íåâàíëèííû è Íåâàíëèííû�Äæðáàøÿíà. Îíè ïîðîäèëè øèðîêèé êðóã ïîäîáíûõ èññëå-
äîâàíèé äëÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ âåñîâûõ àëãåáð èëè ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ â
D ôóíêöèé, êîòîðûå ñ íåçàòóõàþùåé èíòåíñèâíîñòüþ ïðîäîëæàþòñÿ è ïîíûíå. Íå ïðå-
òåíäóÿ äàæå íà ìèíèìàëüíî äîñòàòî÷íûé îõâàò ìàòåðèàëîâ ïî ýòîé î÷åíü îáøèðíîé è
áîãàòîé ðåçóëüòàòàìè òåìàòèêå, îòìåòèì çäåñü ëèøü îáçîðû Ñ.Â. Øâåäåíêî (1985 ã.),
À.Á. Àëåêñàíäðîâà (1985 ã.), Ï. Êîëâåëà (1985 ã.), Õ. Õåäåíìàëüìà (1998 ã.) è íàèáîëåå
áëèçêèå íàì ïî òèïó ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáð è ïðîñòðàíñòâ ìîíîãðàôèè À. Äæðáà-
øÿíà è Ô.À. Øàìîÿíà (1988 ã.), è Õ. Õåäåíìàëüìà, Á. Êîðåíáëþìà è Ê. Æó (2000 ã.),
ðåçóëüòàòû çàêîí÷åííîãî õàðàêòåðà ×. Í. Ëèíäåíà (1956, 1964) è Ô.À. Øàìîÿíà (1978,
1983 ãã.), ñóùåñòâåííî ðàçâèâøåãî èññëåäîâàíèÿ Ì.Ì. Äæðáàøÿíà, ×. Ãîðîâèöà (1995
ã.) äëÿ àëãåáð ôóíêöèé óìåðåííîãî �ñòåïåííîãî� è áûñòðîãî ðîñòà â D, à òàêæå ðàáîòû
Á. Êîðåíáëþìà (1975 ã.), Å. Áåëëåðà è ×. Ãîðîâèöà (1994 ã.), Ê. Ñåéïà (1994�1995 ãã.),
Õ. Áðóíû è Õ. Ìàññàíåäû (1995 ã.), Ä. Ëüþêèíãà (1996 ã.) äëÿ àëãåáð è ïðîñòðàíñòâ
ôóíêöèé ìåäëåííîãî �ëîãàðèôìè÷åñêîãî� ðîñòà â D. Äëÿ âåñîâûõ àëãåáð â ïðîèçâîëü-
íûõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ è â êðóãå ýòè âîïðîñû äîñòàòî÷íî äåòàëüíî èññëåäîâàëèñü
â íåäàâíèõ äèññåðòàöèÿõ Ë.Þ. ×åðåäíèêîâîé (2005 ã.) è Å. Ã Êóäàøåâîé (2010).

Íàøå èññëåäîâàíèå ñêîíöåíòðèðîâàíî íà âûÿâëåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òî÷åê â åäèíè÷íîì êðóãå D èëè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ C ÿâëÿåò-
ñÿ ïîäìíîæåñòâîì (ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ) íóëåé èëè òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
íóëåé äëÿ çàäàííîãî ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â Ω, âûäåëÿåìîãî îãðàíè-
÷åíèåì íà ðîñò âáëèçè ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè ÷åðåç ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ïîñðåäñòâîì
ñèñòåìû ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ìàæîðàíò (âåñîâ). Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ïðîñòðàíñòâà,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå àëãåáðû, ò. å. ïîòî÷å÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé èç òàêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ ìîãóò è íå ïðèíàäëåæàòü èì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíîãî
ðîäà â ñëó÷àå íåðàäèàëüíîé ñèñòåìû âåñîâ â D èëè æå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòåé Ω åñëè è åñòü, òî èìåþò ýïèçîäè÷åñêèé õàðàêòåð ïðè âåñüìà ñïåöèàëüíûõ
æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñèñòåìó ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ìàæîðàíò ÿâíîãî âèäà, åñëè èñ-
êëþ÷èòü óïîìÿíóòûå äèññåðòàöèè Ë.Þ. ×åðåäíèêîâîé (ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé
äëÿ àëãåáð) è Å. Ã Êóäàøåâîé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé äëÿ ôóíêöèé óìåðåííîãî ðî-
ñòà â êðóãå). Íåðåäêî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ êëàññà ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ ýòîãî êëàññà. Îñîáåííî âåëèêà âåðîÿòíîñòü ýòîãî, åñëè
âåñîâîé êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ íåðàäèàëüíûìè ïî ñóùåñòâó âåñàìè. Âñå ýòî àêòóàëèçèðó-
åò, êàê èçó÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé, òàê è èññëåäîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé íóëåé äëÿ âåñîâûõ êëàññîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
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Öåëè ðàáîòû. Èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå àñïåêòû î÷åð÷åííîé âûøå òåìàòèêè:

� äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìíîæåñòâ íååäèíñòâåííîñòè (ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íóëåé) â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ôóíê-
öèé, îïðåäåëÿåìûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàäèàëüíîé (â ñëó÷àå êðóãà) ñèñòåìîé ñóá-
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé-âåñîâ;

� óñòîé÷èâîñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé â òàêèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè
èõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ñäâèãàõ â òîì ñìûñëå, ÷òî ìàëûå ñäâèãè íóëåé ïðåâðàùàþò
èõ â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ íåêîòîðîãî, âîçìîæíî, ÷óòü áîëåå øèðî-
êîãî âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêèé;

� äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé Λ = {λn} â âåñîâûõ
àëãåáðàõ è ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ â êðóãå D ôóíêöèé, èìåþùèõ óìåðåííûé
ðîñò âáëèçè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, à ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè-âåñà ïðè ýòîì
èìåþò óìåðåííûé ðîñò è íå îáÿçàòåëüíî ðàäèàëüíû è ïîëîæèòåëüíû;

� óñòîé÷èâîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé Λ â âåñîâûõ àëãåáðàõ è ïðîñòðàíñòâàõ
èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðè ìàëûõ ñäâèãàõ òî÷åê λk.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè íàðÿäó ñî ñòàíäàðòíîé òåõíèêîé òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òåîðèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ íåêîíñòðóêòèâíîãî ìåòîäà âûìåòàíèÿ èç
ðàáîò Á.Í. Õàáèáóëëèíà, Ë.Þ. ×åðåäíèêîâîé, Å. Ã. Êóäàøåâîé, îñíîâàííîãî íà àïïà-
ðàòå ìåð è ïîòåíöèàëîâ Éåíñåíà è ïîçâîëÿþùåãî óñòàíàâëèâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé (ìíîæåñòâ íååäèíñòâåííîñòè) â âåñîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îáëàñòè Ω, à òàêæå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé
â êðóãå D, íå ïðèáåãàÿ ê êàêèì-ëèáî ÿâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ýòèõ ôóíêöèé. Øèðîêî
ïðèâëåêàëèñü òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íà ïëîñêîñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñî-
ñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1) óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé (ìíîæåñòâ
íååäèíñòâåííîñòè) â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè Ω ôóíêöèé,
îïðåäåëÿåìûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàäèàëüíîé, à èíîãäà è çíàêîïåðåìåííîé ñèñòåìîé
ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé-âåñîâ;

2) äàíû íîâûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ íååäèíñòâåííîñòè Λ = {λk} äëÿ âåñî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà â òåðìèíàõ âåëè÷èíû ñäâèãà òî÷åê λ;

3) ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé â âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðà-
äèàëüíîé, à èíîãäà è çíàêîïåðåìåííîé ñèñòåìîé ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé-âåñîâ
óìåðåííîãî ðîñòà (ãðóáî îöåíèâàÿ, ðàñòóùèõ ìåäëåííåå ôóíêöèè z 7→ 1

1−|z| );

4) ïðåäñòàâëåíû íîâûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé Λ =
{λk} äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà â òåðìèíàõ âåëè÷èíû ñäâèãà
òî÷åê λ, ïðè êîòîðûõ íîâàÿ ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ óæå òî÷-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ íåêîòîðîãî, âîçìîæíî ÷óòü áîëüøåãî, âåñîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé.
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Âñå ðåçóëüòàòû ÷àñòüþ íîâûå äàæå äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè è
ðàäèàëüíûìè ñèñòåì âåñàìè â êðóãå, êîòîðûå â îñíîâíîì òîëüêî è ðàññìàòðèâàëèñü
ðàíåå äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Âñå óñëîâèÿ íà (ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé ôîð-
ìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ðàçáèåíèÿ Ω íà ìàëûå ïîäìíîæåñòâà è ìàæîðèðîâàíèÿ ÷èñëà
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íà ýòèõ ïîäìíîæåñòâàõ ìåðàìè Ðèññà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé-âåñîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè
(òåîðèÿ ôóíêöèé, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ àïïðîê-
ñèìàöèè è äð.), ãäå òðåáóþòñÿ èíôîðìàöèÿ î âçàèìîñâÿçè ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé ãîëî-
ìîðôíûõ â îáëàñòè ôóíêöèé è èõ âîçìîæíûì ìèíèìàëüíûì ðîñòîì âáëèçè ãðàíèöû
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíè-
ÿõ, ïðîâîäèìûõ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ ÓÍÖ ÐÀÍ, Ñ.-Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè
Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÀÍ, Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, Þæíîì
ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå, Ïðèâîëæñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå (Êàçàíñêîì ãîñó-
äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå) è Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ïðè ÊÃÓ, Áàøêèðñêîì
ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, Áðÿíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñè-
òåòå, à òàêæå â äðóãèõ âåäóùèõ ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ (Óêðàèíà, ÑØÀ, Èñïàíèÿ,
Íîðâåãèÿ, Èçðàèëü, Øâåöèÿ, Êèòàé, Ôðàíöèÿ è ïð.) íàó÷íûõ öåíòðàõ.

Àïïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íåñêî-
ëüêèõ Ðåãèîíàëüíûõ øêîëàõ-êîíôåðåíöèÿõ äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå (Óôà, ÁàøÃÓ), òðåõ Ìåæäóíàðîäíûõ øêîëàõ-
êîíôåðåíöèÿõ äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòå-
ìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿ (Óôà, ÁàøÃÓ, 2009�2011 ãã.)Ìåæäóíàðîä-
íîé êîíôåðåíöèè ¾Ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ¿ (Âîëãîãðàäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Âîëãîãðàä, 2004 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñïåêòðàëü-
íàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ è åå ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðîôåññîðà À. Ã. Êîñòþ-
÷åíêî (Óôà, 2011 ã.), X ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëû-êîíôåðåíöèè
(Êàçàíü, 2011 ã.), íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî íàó÷íî-òåõíè÷åñêèì ïðîãðàììàì Ìèíî-
áðàçîâàíèÿ ÐÔ (Óôà, ÁàøÃÓ), íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ìîëîäåæíûõ ñåìèíàðàõ
¾Êîíòðïðèìåðû â àëãåáðå, àíàëèçå, ãåîìåòðèè¿ êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû è ãåîìåò-
ðèè (ðóêîâîäèòåëü Á.Í. Õàáèáóëëèí), íà VI Óôèìñêîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (Óôà, 2011 ã.), íà Îáùåãîðîä-
ñêîì íàó÷íîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó â Èíñòèòóòå
ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ ÓÍÖ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Â.Â. Íàïàëêîâ).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 9 ðàáîò [1]�[9]. ×åòûðå ñòàòüè [1],
[2], [3], [4] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê, ðåêîìåíäîâàííûé ÂÀÊ. Ïå-
ðå÷åíü èõ � â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Èç äâóõ ðàáîò ñ ñîàâòîðàìè [1]�[2] íà çàùèòó âû-
äâèãàþòñÿ òîëüêî òå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ëè÷íî äèññåðòàíòó Ô.Á. Õà-
áèáóëëèíó. Èç òåçèñîâ ñîâìåñòíûõ äîêëàäîâ íà êîíôåðåíöèÿõ, îáúåäèíÿþùèõ ðàáîòû
íåñêîëüêèõ àâòîðîâ (ñì. [5], [9]), äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò â ñåáå òàêæå òîëüêî ÷àñòè, ðàç-
ðàáîòàííûå ëè÷íî äèññåðòàíòîì. Òàêèì îáðàçîì, âñå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè
ïðèíàäëåæàò Õàáèáóëëèíó Ô.Á. è äîêàçàíû èì.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ðàçäåëîâ (ïåð-
âûé � Ââåäåíèå), ðàçáèòûõ íà ïîäðàçäåëû, è îäíîé èëëþñòðàöèè-÷åðòåæà. Îáúåì äèñ-
ñåðòàöèè � 98 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ � 68 íàèìåíîâàíèé.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Âî Ââåäåíèè (ðàçäåë 1.1, 1.2) èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ è ñîãëàøåíèÿ, èçëàãàþòñÿ êëþ÷åâûå ïðåäøåñòâóþùèå ðåçóëüòà-
òû (Òåîðåìû Ð. Íåâàíëèííû, Ô.À. Øàìîÿíà, Á. Êîðåíáëþìà, Ê. Ñåéïà, Ä. Ëüþêèíãà,
ðåçóëüòàòû Ë.Þ. ×åðåäíèêîâîé è Å. Ã. Êóäàøåâîé è ïð.).

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå èç îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé, îáîçíà÷åíèé è ñîãëàøåíèé,
èñïîëüçóåìûõ â òå÷åíèå âñåé äèññåðòàöèè.

Âñþäó ïîëîæèòåëüíîñòü ÷èñëà, ôóíêöèè, ìåðû è ò. ï. ïîíèìàåì êàê > 0; àíàëîãè÷-
íîå ñîãëàøåíèå 6 0 ïðåäëàãàåòñÿ è äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ èëè îòîáðà-
æåíèå f íà ìíîæåñòâå A òîæäåñòâåííî ðàâíà íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ b, òî ïèøåì �f ≡ b
íà A�; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � �f 6≡ b íà A�. Ôóíêöèÿ f : I → R, I ⊂ R, âîçðàñòàþùàÿ,
åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ I íåðàâåíñòâî x1 6 x2 âëå÷åò çà ñîáîé íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî
f(x1) 6 f(x2), è óáûâàþùàÿ, åñëè −f � âîçðàñòàþùàÿ.

Äëÿ a ∈ [−∞,+∞] ïîëàãàåì a+ := max{0, a}.
Äëÿ ïîäìíîæåñòâà D ⊂ C ÷åðåç D, ∂D, diamD îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî çàìû-

êàíèå, ãðàíèöó, äèàìåòð ìíîæåñòâà D â C. Åñëè S � êîìïàêò â D â èíäóöèðîâàííîé
ñ C òîïîëîãèè, òî S ïðåäêîìïàêòíî â D è îáîçíà÷àåì ýòî êàê S b D. Äëÿ z ∈ C è
S,D ⊂ C ÷åðåç dist(z,D) è dist(S,D) îáîçíà÷àåì åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ñîîòâåòñòâåííî
îò òî÷êè z ∈ C è ìíîæåñòâà S äî ìíîæåñòâà D.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Λ = {λk} íà îáëàñòè Ω ⊂ C âñåãäà ïðåäïîëàãàþòñÿ íå
èìåþùèìè òî÷åê ñãóùåíèÿ â Ω.

Ïóñòü f � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé Zerof
ôóíêöèè f 6≡ 0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé êàæäàÿ òî÷êà λ ∈ Ω
ïîâòîðÿåòñÿ ðàâíî ñòîëüêî ðàç, êàêîâà êðàòíîñòü íóëÿ ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå λ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ â Ω íàçûâàåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé ôóíêöèè f (â
çàïèñè f(Λ) = 0), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Zerof âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Λ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ò. å. ÷èñëî ïîâòîðåíèé êàæäîé òî÷êè λ ∈ Ω â Zerof íå ìåíüøå
÷èñëà ïîâòîðåíèé òîé æå òî÷êè λ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.

Ïóñòü H � íåêîòîðûé êëàññ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â Ω, à Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â Ω. Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ H, äëÿ êîòîðîé Zerof = Λ, òî Λ � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íóëåé äëÿ H. Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f 6≡ 0 èç H, äëÿ êîòîðîé f(Λ) = 0, òî
Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ H. Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé Λ äëÿ
H ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ H. Åñëè H � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä C èëè íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ H
íàçûâàåì òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íååäèíñòâåííîñòè äëÿ H; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíñòâåííîñòè äëÿ H. Êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ â îá-
ëàñòè Ω èç ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîëîæèòåëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ ñ÷èòàþùóþ ìåðó nΛ,
ïîñòðîåííóþ ïî ïðàâèëó

nΛ(B):=
∑
λk∈B

1, B ⊂ Ω, (1)

� ÷èñëî òî÷åê λk, ïîïàâøèõ â B.
×åðåç Hol(Ω) îáîçíà÷àåì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C âñåõ ãîëîìîðôíûõ

â îáëàñòè Ω ⊂ C ôóíêöèé f . ×åðåç sbh(Ω) îáîçíà÷àåì êëàññ âñåõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
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ôóíêöèé â îáëàñòè Ω ⊂ C, âêëþ÷àÿ â íåãî è ôóíêöèþ u ≡ −∞ íà Ω; sbh+(Ω) �
ïîäêëàññ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé èç sbh(Ω).

Ïî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè (âåñîâîé ôóíêöèè, âåñó) M : Ω → [−∞,+∞] ïîñòðîèì
âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Hol(Ω;M) :=
{
f ∈ Hol(Ω): |f(z)| 6 Cfe

M(z), Cf > 0 � ïîñòîÿííàÿ, z ∈ Ω
}

=
{
f ∈ Hol(Ω): log |f | 6M + cf íà Ω, cf � ïîñòîÿííàÿ

}
.

Òàêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C áóäåò ìîäåëüíûì íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðà-
áîòû. Èìåííî â òàêîãî âèäà ïðîñòðàíñòâàõ è îáðàçîâàííûõ èç íèõ âñåâîçìîæíûõ îáú-
åäèíåíèÿõ è áóäóò èññëåäîâàòüñÿ (ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è èõ óñòîé÷èâîñòü
ïðè ¾ìàëûõ øåâåëåíèÿõ¿ ýòèõ (ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü P � ñåìåéñòâî ôóíêöèé èç sbh(Ω), íå ñîäåðæàùåå ôóíêöèþ ≡ −∞, êîòî-
ðîå äàëåå íàçûâàåì ñèñòåìîé âåñîâ íà Ω, à ôóíêöèè èç P � âåñîâûìè, èëè âåñàìè.
Ïîëîæèì

Hol∪(Ω;P) :=
⋃
p∈P

Hol(Ω; p).

Âåñîâûå êëàññû â Hol(Ω). Ïóñòü P � ñèñòåìà âåñîâ íà Ω.

Ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ñèñòåìà âåñîâ P îáëàäàåò ñâîéñòâîì

(H↑) äëÿ ëþáûõ p1, p2 ∈ P íàéäóòñÿ ôóíêöèÿ p ∈ P è ïîñòîÿííàÿ c, ïðè êîòîðûõ
max{p1(z), p2(z)} 6 p(z) + c äëÿ âñåõ z ∈ Ω,

òî êëàññ Hol∪(Ω;P) =
⋃
p∈P Hol(Ω; p) îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C. Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè P = {p} � îäíà ôóíêöèÿ, òî óñëîâèå (H↑) âûïîëíåíî è

Hol∪(Ω;P) = Hol(Ω; p) =

{
f ∈ Hol(Ω): sup

z∈Ω

(
log |f(z)| − p(z)

)
< +∞

}
.

Åñëè p ∈ sbh+(Ω), òî äëÿ ñèñòåìû âåñîâ P = {cp : c ∈ R, 0 6 c < 1} âûïîëíåíî
óñëîâèå (H↑) è âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Hol∪(Ω;P) îáîçíà÷àåì

H1
p (Ω) :=

{
f ∈ Hol(Ω): ∃ cf < 1, ∃Cf ∈ R, |f | 6 Cf exp(cfp)

}
.

Åñëè ïðè ýòîì p(z)→ +∞ ïðè z → ∂Ω, òî

H1
p (Ω) =

{
f ∈ Hol(Ω): lim sup

z→∂Ω

log |f(z)|
p(z)

< 1

}
. (2)

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå íàèáîëåå ¾æåñòêèé¿ êëàññ ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûé íà-
ìè, � ýòî ïðîñòðàíñòâî Hol∪(Ω;P), ïîñòðîåííîå ïðè ôèêñèðîâàííîé íå îáÿçàòåëüíî
ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè p ∈ sbh(Ω), p 6≡ −∞, ïî ñèñòåìå âåñîâ

P =
{
p(z) + c log

(
1 +

1

dist(z, ∂Ω)

)
: c > 0

}
, z ∈ Ω.

Òàêîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåì äàëåå êàê

Hp+log(Ω) =

f ∈ Hol(Ω): lim sup
z→∂Ω

log |f(z)| − p(z)

log
(

1 +
1

dist(z, ∂Ω)

) < +∞

 . (3)
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Àëãåáðû. Åñëè ñèñòåìà âåñîâ P îáëàäàåò ñâîéñòâîì

(A↑) äëÿ ëþáûõ p1, p2 ∈ P íàéäóòñÿ ôóíêöèÿ p ∈ P è ïîñòîÿííàÿ c, ïðè êîòîðûõ
p1(z) + p2(z) 6 p(z) + c äëÿ âñåõ z ∈ Ω,

òî êëàññ H∪(Ω;P) îáîçíà÷àåì êàê A↑P(Ω). Êëàññ ôóíêöèé A↑P(Ω) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ. Åñëè âìåñòå ñ (A↑) îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî (H↑),
òî A↑P(Ω) � àëãåáðà, ò. å. âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C, îäíîâðåìåííî ÿâëÿþùååñÿ
êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Åñëè p ∈ sbh(Ω) è ñèñòåìà âåñîâ P èìååò âèä

P := {cp : c ∈ R, 0 < c < +∞}, (4)

òî óñëîâèå (A↑) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè è êëàññ A↑P(Ω) îáîçíà÷àåì êàê A∞p (Ω). Êðîìå
òîãî, êîãäà P ⊂ sbh+(Ω) è âûïîëíåíî óñëîâèå (A↑), òî, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî è óñëîâèå
(H↑), ò. å. è â òàêîì ñëó÷àå A↑P(Ω) � àëãåáðà. Åñëè p ∈ sbh+(Ω) è ñèñòåìà âåñîâ P èìååò
âèä (4), òî óñëîâèÿ (H↑) è (A↑) âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè è A∞p (Ω) � âíîâü àëãåáðà.

Äëÿ ôóíêöèè p ∈ sbh(Ω), p 6≡ −∞, ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó νp = 1
2π

∆p (çäåñü ∆
� îïåðàòîð Ëàïëàñà, à ðàâåíñòâî ìûñëèòñÿ â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé)
íàçûâàåì ìåðîé Ðèññà ôóíêöèè p â Ω.

2. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
Â ðàçäåëå 2 äîêàçûâàþòñÿ âåñüìà îáùèå Ïîäãîòîâèòåëüíûå òåîðåìû 2.2, 2.3, 2.4 äëÿ
äàëüíåéøåãî èõ ïðèìåíåíèÿ êàê ê ïîëó÷åíèþ òåîðåì î ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé,
òàê è îá èõ óñòîé÷èâîñòè. Ýòè Ïîäãîòîâèòåëüíûå òåîðåìû (ïîäðàçäåë 2.2) îõâàòûâàþò
ïðîèçâîëüíûå îáëàñòè, íî ãðîìîçäêè, íåäîñòàòî÷íî íàãëÿäíû è íîñÿò ïðîìåæóòî÷íûé
õàðàêòåð. Ïîýòîìó ôîðìóëèðîâêè èõ çäåñü îïóñêàþòñÿ. Â äàëüíåéøåì ïðèìåíåíèè
èõ ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ôóíêöèé â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ Ω. Äîêàçà-
òåëüñòâà Ïîäãîòîâèòåëüíûõ òåîðåì ïîòðåáîâàëè òðóäîåìêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ óñèëèé
â îáëàñòè òåîðèè ïîòåíöèàëà (âûìåòàíèå, ìåðû è ïîòåíöèàëû Éåíñåíà), â èññëåäîâà-
íèè íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè (çâåçäû ïîäìíîæåñòâ, âçäóòèÿ
ìíîæåñòâ è ïð.) � ñì. ïîäðàçäåë 2.1.

Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû î ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé è èõ óñòîé÷èâîñòè ñîñðåäîòî-
÷åíû â ðàçäåëå 3. Çäåñü òàêæå âàæíóþ ðîëü ñûãðàëè íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ôàêòû, ñêîíöåíòðèðîâàííûå â ðàçäåëå 3.1. Â ðàçäåëå 3.2 äàåòñÿ Òåîðåìà
3.1 î ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé äëÿ íàèáîëåå ¾ìÿãêîãî¿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâ H1

p ,
åñëè îòîéòè îò àëãåáð ôóíêöèé, â ðàçäåëå 3.3 � Òåîðåìà 3.3 äëÿ íàèáîëåå ¾æåñòêîãî¿
ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâ H log

p , à ðàçäåë 3.4 çàíÿò èññëåäîâàíèÿìè â ïðîìåæóòî÷íîì òèïå
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hp+S.

Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè dΩ(z) := dist(z, ∂Ω), dΩ(S) := dist(S, ∂Ω), S ⊂ Ω.
Êðîìå òîãî, áóäåò èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå gΩ(0, ·) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà îáëàñòè Ω

ñ ïîëþñîì â íóëå ïðè óëîâèè 0 ∈ Ω.
Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ëîêàëüíî êîíå÷íî â îáëàñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà èç

îáëàñòè ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ èç ñåìåéñòâà, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ êîìïàêòîì, êîíå÷íî.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ p ∈ sbh+(Ω) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω b C, óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

(LD1
0) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà b > 1 íàéäóòñÿ ÷èñëà ε, 0 < ε < 1, è cb, ïðè êîòîðûõ

1

2π

∫ 2π

0

p
(
z + εdΩ(z)eiθ

)
dθ + log

(
1 +

1

dΩ(z)

)
6 bp(z) + cb, z ∈ Ω.
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Ïóñòü Σ = {Sl} � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî áîðåëåâñêèõ ïðåäêîìïàêòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ Sl â Ω, l = 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

lim
l→∞

diamSl
dΩ(Sl)

= 0 . (5)

Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íà Ω âûïîëíåíî óñëîâèå

(RS) äëÿ ìåðû nΛ, îïðåäåëåííîé â (1), è ìåðû Ðèññà νp ôóíêöèè p ïðè íåêîòîðîì èõ
ïðåäñòàâëåíèè â âèäå ñóìì ìåð

nΛ =
∞∑
l=1

λ(l) , νp =
∞∑
l=1

ν(l)
p , (6)

ãäå ìåðû λ(l), ν
(l)
p ñîñðåäîòî÷åíû íà Sl, l = 1, 2, . . . , âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim sup
l→∞

λ(l)(Sl)

ν
(l)
p (Sl)

< 1, (7)

òî Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà H1
p (Ω).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω b C, 0 ∈ Ω, ôóíê-
öèÿ p 6≡ −∞ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(LD0
0) ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε, 0 < ε < 1, è c > 0, äëÿ êîòîðûõ

1

2π

∫ 2π

0

p
(
z + εdΩ(z)eiθ

)
dθ 6 p(z) + c log

(
1 +

1

dΩ(z)

)
+ c, z ∈ Ω.

Ïóñòü Σ = {Sl} � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî áîðåëåâñêèõ ïðåäêîìïàêòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ Sl â Ω, l = 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5), è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Λ íà Ω óñëîâèå (RS) èç Òåîðåìû 3.1 âûïîëíåíî â áîëåå ñèëüíîé ôîðìå ñ çàìåíîé

ñîîòíîøåíèÿ (7) íà òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ λ(l)(Sl) 6 ν
(l)
p (Sl) ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l. Åñëè ìåðà

σ
def
=

∞∑
l=1

diamSl
dΩ(Sl)

ν(l)
p

êîíå÷íà íà Ω èëè, ïðè îäíîñâÿçíîñòè Ω, âûïîëíåíî áîëåå ñëàáîå óñëîâèå Áëÿøêå∫
Ω

gΩ(0, ζ) dσ(ζ) < +∞ ,

òî Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ Hp+log(Ω).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè p ∈ sbh(Ω), p 6≡ −∞, è ñèñòåìû âåñîâ S íà îáëàñòè
Ω êëàññ Hp+S(Ω) îïðåäåëÿåì êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈ Hol(Ω), óäîâëåòâîðÿþùèõ
îãðàíè÷åíèþ

|f(z)| 6 Cf exp
(
p(z) + sf (z)

)
, z ∈ Ω,

äëÿ íåêîòîðîãî âåñà sf ∈ S è ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Cf > 0.
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Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ñèñòåìà âåñîâ S ⊂ sbh+(Ω) íà îáëàñòè Ω b C îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì (A↑) ñ çàìåíîé ñèñòåìû âåñîâ P íà S (ñòð. 6) è

(LD0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε, 0 < ε < 1, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè s ∈ S íàéäóòñÿ
ôóíêöèÿ s1 ∈ S è ïîñòîÿííàÿ c1, äëÿ êîòîðûõ

1

2π

∫ 2π

0

s
(
z + εdΩ(z)eiθ

)
dθ + log

(
1 +

1

dΩ(z)

)
6 s1(z) + c1, z ∈ Ω,

à äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé â Ω ôóíêöèè p 6≡ −∞ âûïîëíåíî óñëîâèå

(LDS) ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε, 0 < ε < 1, è C > 0, à òàêæå âåñ s ∈ S, äëÿ êîòîðûõ

1

2π

∫ 2π

0

p
(
z + εdΩ(z)eiθ

)
dθ + log

(
1 +

1

dΩ(z)

)
6 p(z) + s(z) + C, z ∈ Ω.

Ïóñòü Σ = {Sl} � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî áîðåëåâñêèõ ïðåäêîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ Sl â Ω, l = 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5), è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ íà Ω óñëîâèå (RS) èç Òåîðåìû 3.1 âûïîëíåíî ñ çàìåíîé ñîîòíîøåíèÿ (7) íà áîëåå

ñèëüíîå òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ λ(l)(Sl) 6 ν
(l)
p (Sl) ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ l. Åñëè ñóùåñòâóåò âåñ s ∈ S ñ ìåðîé Ðèññà σs, äëÿ êîòîðîé ïðè íåêîòîðîì åå
ïðåäñòàâëåíèè â âèäå (ñð. ñ (6))

σs
def
=

∞∑
l=1

σ(l),

ãäå ìåðû σ(l) ñîñðåäîòî÷åíû íà Sl ïðè l = 1, 2, . . . , èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim sup
l→∞

diamSl
dΩ(Sl)

· ν
(l)(Sl)

σ(l)(Sl)
< +∞,

òî Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íååäèíñòâåííîñòè,
äëÿ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Hp+S(Ω).

Ýòà òåîðåìà, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé, ïðåäïîëàãàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ¾çàçîð¿ ìåæ-
äó âåñàìè â ñèñòåìå P = p+ S áîëüøèé, ÷åì ëîãàðèôìè÷åñêèé, ò. å. îõâàòûâàåò ïðîìå-
æóòî÷íûå ñèòóàöèè ìåæäó Òåîðåìàìè 3.1 è 3.2.

2D. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâ êðóãå. Ïåðåôîðìóëè-
ðóåì ðåçóëüòàòû ï. 2 è ñëåäñòâèÿ èç íèõ ïðèìåíèòåëüíî ê åäèíè÷íîìó êðóãó D äëÿ
ðàäèàëüíûõ âåñîâ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ¾ïîëÿðíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà¿ â C:

R[t1, t2; θ1, θ2) :=
{
teiθ ∈ C : t1 6 t < t2, θ1 6 θ < θ2

}
,

0 6 t1 < t2, θ1 < θ2 6 θ1 + 2π,
(8)

ò. å. R[t1, t2) := R[t1, t2; 0, 2π) � êîëüöî, R(t; θ1, θ2) = R[0, t; θ1, θ2) � ñåêòîð, R(t; 0, 2π) =
D(t) � êðóã, à R(∞; θ1, θ2) := R[0,+∞; θ1, θ2) � óãîë.

Èñïîëüçóåì äîñòàòî÷íî îáùåïðèíÿòûå äëÿ ìåð ν îáîçíà÷åíèÿ

νrad(t) = ν
(
D(t)

)
, ν(t; θ1, θ2) := ν

(
R(t; θ1, θ2)

)
, (9r)

ν[t1, t2) := ν
(
R[t1, t2)

)
, ν[t1, t2; θ1, θ2) := ν

(
R[t1, t2; θ1, θ2)

)
. (9a)

Äëÿ ïðîñòîòû çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñåìåéñòâà ïîëÿðíûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ Σ = {Rl}l∈N, â êîòîðûõ
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(R) âñå Rl b D, l = 1, 2, . . . , ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è èìåþò âèä

Rl = R(tl,tl+1; θl, θl+1),

0 6 tl < tl+1 < 1, θl < θl+1 6 θl + 2π.
(10)

Äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé â êðóãå òèïà Hol∪(D;P) ñ ðàäèàëüíîé ñèñòåìîé âåñîâ P âåñà
p ∈ P òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðåîáðàçîâàííîì âèäå

p∗(x) = p
(
1− 1/x

)
, x ∈ [1,+∞), (11)

ãäå ïðè óñëîâèè p(0) 6= −∞, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p : [0, 1)→
[0,+∞) (ñîîòâ. p∗ : [1,+∞)→ [0,+∞), p∗(1) 6= −∞) � âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû è óäîáñòâà áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
p (ñîîòâ. p∗) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå [0, 1) (ñîîòâ. íà ëó÷å [1,+∞)).
Ñâÿçü ìåæäó ïðîèçâîäíûìè p′ è p′∗ äàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

p′(t) = x2p′∗(x), p′∗(x) = (1− t)2p′(t), tp′(t) = x(x− 1)p′∗(x),

1 6 x =
1

1− t
, 0 6 t = 1− 1

x
< 1 .

(12)

Äëÿ ñóáãàðìîíè÷íîñòè òàêîé ïðîäîëæåííîé íà D ðàäèàëüíîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè
p íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ

t 7→ tp′(t), t ∈ (0, 1), (13)

(ñîîòâ.
x 7→ x(x− 1)p′∗(x), x ∈ (1,+∞)) (14)

áûëà âîçðàñòàþùåé.
Ïðè äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè p ìåðà Ðèññà νp ïîëÿð-

íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà èç (8) â îáîçíà÷åíèÿõ (9) äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ïðîèçâîäíóþ p′ èëè p′∗:

νp[t1, t2; θ1, θ2)=
(
t2p
′(t2)− t1p′(t1)

) θ2 − θ1

2π
(12)
=
(
x2(x2 − 1)p′∗(x2)− x1(x1 − 1)p′∗(x1)

) θ2 − θ1

2π
, xj =

1

1− tj
, j = 1, 2.

Ââèäó àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà áîëüøèíñòâà äàëüíåéøèõ óñëîâèé íà p è p∗, ìîæíî
ñ÷èòàòü, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ÷òî óñëîâèÿ íà p, ò. å. p∗, âûïîëíåíû òîëüêî ïðè
t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1 (ñîîòâ. ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x > 1).

Â ÷àñòíîñòè, â òåðìèíàõ ôóíêöèè p òàêèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò âûïóêëûå îò-
íîñèòåëüíî ëîãàðèôìà ôóíêöèè p, ò. å. òå, äëÿ êîòîðûõ êîìïîçèöèÿ p∗ ◦ exp âûïóêëà
íà [0,+∞) (ñì.

(Pβ) ñòåïåííûå âåñà âèäà t 7→
1

(1− t)β
, t ∈ [0, 1),

(Lα) à òàêæå ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè âèäà t 7→ logα
1

1− t
, α > 0, t ∈ [0, 1),

ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå çíà÷åíèÿõ t).
Ïóñòü Σ = {Rl} � ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëÿðíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ èç (R)

(ñì. ñòð. 9) âèäà (8), (10). Ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â D áåç òî÷åê ñãóùåíèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå

(RΛ) ñåìåéñòâî Σ = {Rl} ïðè íåêîòîðîì t0 < 1 ïîêðûâàåò ïåðåñå÷åíèå êîëüöà R(t0, 1)
ñ íîñèòåëåì suppnΛ, ò. å. Λ ∩R(t0, 1) ⊂

⋃
l Sl.
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Ïðîñòðàíñòâî H1
p (D). Äëÿ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé âèäà (11) îãðàíè÷åíèå (LD1

0)
Òåîðåìû 3.1 íà ðàäèàëüíûé âåñ p ìîæíî â íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíîé ôîðìå çàäàòü â
äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ:

lim
ε→+0

lim sup
t→1−0

p
(
t+ ε(1− t)

)
+ log 1

1−t

p(t)
6 1

⇐⇒ lim
a→1+0

lim sup
x→+∞

p∗(ax) + log x

p∗(x)
6 1.

(15)

Ïðè ýòîì

H1
p (D)

(2)
=
{
f ∈ H(D) : lim sup

t→1−0

log max
θ

∣∣f(teiθ)
∣∣

p(t)
< 1
}
.

Òåîðåìà 3.1 äëÿ êðóãà ôîðìóëèðóåòñÿ êàê

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü Σ èç (RΛ) (ñì. ñòð. 9) è äëÿ ðàäèàëüíîãî âîçðàñòàþùåãî âåñà
p : [0, 1)→ [0,+∞) âûïîëíåíî óñëîâèå (15) è ôóíêöèÿ èç (13), èëè èç (14), âîçðàñòàþ-
ùàÿ. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

lim
l→∞

(tl+1 − tl) + (θl+1 − θl)
1− tl+1

= 0 ,

lim sup
l→∞

nΛ[tl, tl+1; θl, θl+1)(
tl+1p′(tl+1)− tlp′(tl)

)
(θl+1 − θl)

< 1 ,

òî Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà H1
p (D).

Ïðîñòðàíñòâà Hp+log(D). Äëÿ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé âèäà (11) îãðàíè÷åíèå
Òåîðåìû 3.2 íà ðàäèàëüíûé âåñ p ìîæíî â íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíîé ôîðìå çàäàòü â

lim
ε→+0

lim sup
t→1−0

p
(
t+ ε(1− t)

)
− p(t)

− log(1− t)
< +∞

(11)⇐⇒ lim
a→1+0

lim sup
x→+∞

p∗(ax)− p∗(x)

log x
< +∞.

(16)

Ïðè ýòîì (ñì. (3))

Hp+log(D) =
{
f ∈ H(D) : lim sup

t→1−0

log max
θ

∣∣f(teiθ)
∣∣− p(t)

− log(1− t)
< +∞

}
.

Òåîðåìà 3.2 â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëèðóþòñÿ êàê

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü Σ èç (RΛ) (ñì. ñòð. 9) è äëÿ ðàäèàëüíîãî âîçðàñòàþùåãî âåñà
p > 0 âûïîëíåíû óñëîâèå (16) è ôóíêöèÿ èç (13), èëè èç (14), âîçðàñòàþùàÿ. Åñëè

∞∑
l=1

(tl+1 − tl) + (θl+1 − θl)
1− tl+1

(
tl+1p

′(tl+1)− tlp′(tl)
)
< +∞

è äëÿ íåêîòîðîãî l0 ∈ N

nΛ[tl, tl+1; θl, θl+1) 6 tl+1p
′(tl+1)− tlp′(tl) ïðè âñåõ l > l0,

òî Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hp+log(D).
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3. Óñòîé÷èâîñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé. Âñþäó â ýòîì ï. 3 Λ = (λk)k∈N
è Γ = (γk)k∈N � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω áåç òî÷åê ñãóùåíèÿ
è íóìåðàöèÿ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

lim sup
k→∞

|λk − γk|
min

{
dΩ(λk), dΩ(γk)

} = 0. (17)

à ôóíêöèÿ p ∈ sbh+(Ω) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (LD1
0) Òåîðåìû 3.1. Òîãäà Λ è Γ ìîãóò

áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè åäèíñòâåííîñòè äëÿ H1
p (Ω) òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Òåîðåìà 3.5 (óñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (ñð. ñ (17))

∞∑
k=1

|λk − γk|
min

{
dΩ(λk), dΩ(γk)

} < +∞,

à ôóíêöèÿ p ∈ sbh(Ω) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (LD0
0) Òåîðåìû 3.2. Òîãäà Λ è Γ ìîãóò

áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè åäèíñòâåííîñòè äëÿ Hp+log(Ω) òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü Ω = D, âåñ p òàêîé æå, êàê â Ñëåäñòâèè 1.1, è

lim sup
k→∞

|λk − γk|
1−max

{
|λk|, |γk|

} = 0 (18)

Òîãäà Λ è Γ ìîãóò áûòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íóëåé äëÿ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà
H1
p (D) òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü Ω = D, âåñ p òàêîé æå, êàê â Ñëåäñòâèè 1.3, è∑
k∈K

|λk − γk|
1−max

{
|λk|, |γk|

} < +∞ (19)

Òîãäà Λ è Γ ìîãóò áûòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íóëåé äëÿ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà
Hp+log(D) òîëüêî îäíîâðåìåííî.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé â êðóãå. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåçóëüòàòàì äèññåð-
òàöèè î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
f â êðóãå D, â êîòîðûõ ðîñò ôóíêöèé log |f |, óïðîùåííî ãîâîðÿ, ìåäëåííåå, ÷åì ðîñò
ôóíêöèè z 7→ 1/(1− |z|), z ∈ D. Òî÷íåå, íà âåñ p 6≡ −∞ áóäåò íàêëàäûâàòüñÿ óñëîâèå∫ 1

0

∫ 2π

0

p(teiθ) dθ dt < +∞. (20)

Åñëè ïðè ýòîì p ∈ sbh(D) ñ ìåðîé Ðèññà νp, òî óñëîâèå (20) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ∫ 1

0

(1− t)2 dνrad
p (t) < +∞, νrad

p (t) := νp
(
D(t)

)
. (21)

Òàê, äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè p, äëÿ êîòîðîé ïî îïðåäåëåíèþ p(z) = p
(
|z|
)
ïðè âñåõ

z ∈ D, óñëîâèå (20) âûãëÿäèò ñîâñåì ïðîñòî:∫ 1

0

p(t) dt < +∞. (22)
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Ïðè ýòîì ìû çàòðàãèâàåì è ñëó÷àè àëãåáð A∞p (D).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Λ â D ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàòü êàê

ñ÷èòàþùóþ ìåðó nΛ íà D, îïðåäåëåííóþ â (1). Ïóñòü p � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â D ôóíê-
öèÿ ñ ìåðîé Ðèññà νp, p 6≡ −∞. Ïðè çàäàííîì ëîêàëüíî êîíå÷íîì ñåìåéñòâå Σ = {Sl}
áîðåëåâñêèõ ïðåäêîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Sl â D, l = 1, 2, . . . , , âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñå-
êàþùèõñÿ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ïîêðûâàåò Λ, âñþäó â ýòîì è ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðû nΛ è νp ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóìì ïîëîæèòåëüíûõ ìåð (6) è
ìåðû λ(l), ν(l) ñîñðåäîòî÷åíû íà Sl.

Äëÿ z = reiθ, 0 6 r < 1, θ ∈ R è ÷èñëà a > 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíûé
ïîëÿðíûé ïðÿìîóãîëüíèê

�(z; a) :=
{
ζ = teiψ :

(
r − a(1− r)

)+
6 t < 1, | sin(ψ − θ)| < a(1− r)

}
(23)

îòíîñèòåëüíîãî ðàçìåðà a, åãî s-ñðåç ïðè s < 1

�s(z; a) :=
{
ζ = teiψ :

(
r − a(1− r)

)+
6 t < s, | sin(ψ − θ)| < a(1− r)

}
,

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû νp â (23) ïî ïðàâèëó νp(s, z; a) := νp
(
�s(z; a)

)
, à òàêæå

a-ðàñøèðåííóþ äîáàâî÷íóþ ôóíêöèþ

b[a]
νp (z) :=

1

(1− |z|)2

∫
�(z;a)

(1− |ζ|)2 dνp(ζ)

=
1

(1− r)2

∫ 1(
r−a(1−r)

)+(1− s)2 dνp(s, z; a), (24)

êîòîðàÿ êîíå÷íà ïðè âñåõ z ∈ D ïðè óñëîâèè (21).
Äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè p(z) = p(|z|), z ∈ D, ïðè a > 0 áóäåì ðàññìàòðèâàòü

òàêæå a-ðàñøèðåííóþ äîáàâî÷íóþ ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ

b[a]
p (r) :=

1

1− r

∫ 1(
r−a(1−r)

)+(1− t) dp(t), bp(r) := b[0]
p (r), 0 6 r < 1. (25)

Êðîìå òîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ óñðåäíåíèé

Avr
[ε]
M(z) :=

1

2π

∫ 2π

0

M
(
z + ε(1− |z|)eiθ

)
dθ, 0 < ε < 1. (26)

ïðè óñëîâèè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè M : D → [−∞,∞] ïî îêðóæíîñòÿì. Îñíîâíîé
ðåçóëüòàò ïîäðàçäåëà 4.1 �

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ìåðîé Ðèññà
νp è âûïîëíåíî óñëîâèå (20) èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó îãðàíè÷åíèå (21). Êðîìå òîãî,
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ p óäîâëåòâîðÿåò íåðàäèàëüíîìó óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè

(LD0) ñóùåñòâóþò ÷èñëî ε, 0 < ε < 1 è ïîñòîÿííûå B,C > 0, äëÿ êîòîðûõ

Avr[ε]
p (z) + log

1

1− |z|
6 Bp(z) + C, z ∈ Ω.
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Åñëè ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ Σ = {Sl}, ïîêðûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ, óäî-
âëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

lim sup
l→∞

diamSl
dist(Sl, ∂D)

< +∞, (27)

à äëÿ ðàçáèåíèé ìåð (6) âûïîëíåíî óñëîâèå

lim sup
l→∞

λ(l)(Sl)

ν
(l)
p (Sl)

< +∞ , (28)

òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ àëãåáðû A∞M(D), ãäå

M = p+ b[6]
νp . (29)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïîäðàçäåëà 4.2 êàñàåòñÿ óæå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ àëãåáðàìè.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü p ∈ sbh+(D) è âûïîëíåíû óñëîâèå (20) è

(LD1
0) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà b > 1 ïðè íåêîòîðîì ε ∈ (0, 1) èìååò ìåñòî îãðàíè÷åíèå

Avr[ε]
p (z) + log

1

1− |z|
6 bp(z) + Cb, z ∈ D.

Åñëè äëÿ ñåìåéñòâà Σ = {Sl}, l = 1, 2, . . . , âîçìîæíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
Sl, ïîêðûâàþùåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
l→∞

diamSl
dist(Sl, ∂D)

= 0, (30)

à ðàçáèåíèÿ (6) ìåð nΛ è pν óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

lim sup
l→∞

λ(l)(Sl)

ν
(l)
p (Sl)

< 1 ,

òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà aΛ < 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé
äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M), ãäå

M = aΛp+Bb[6]
νp , (31)

à ïåðåä îïðåäåëåííîé â (24) ôóíêöèåé b[6]
νp ñòîèò ïîñòîÿííàÿ B.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè p � ëîãàðèôìè÷åñêèé âåñ âèäà (Lα) ñ α > 1 (ñì. ñòð. 9), òî
âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (31) èñ÷åçàåò è Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Hol(D; aΛp) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé aΛ < 1.

Ïîäðàçäåë 4.3 ñîäåðæèò íàèáîëåå ¾æåñòêèé¿ ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà Hp+log(D).

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü p ∈ sbh(D) íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòî-
ðîé âûïîëíåíû óñëîâèå (20) è äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè

(LD0
0) ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε, 0 < ε < 1, è C > 0, äëÿ êîòîðûõ â îáîçíà÷åíèè (26) äëÿ

óñðåäíåíèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Avr[ε]
p (z) 6 p(z) + C log

1

1− |z|
+ C, z ∈ D.
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Åñëè äëÿ ñåìåéñòâà Σ = {Sl}, l = 1, 2, . . . , âîçìîæíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Sl,
ïîêðûâàþùåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (30) è âûïîëíåíû åùå
äâà óñëîâèÿ:

[Λ] äëÿ ïðåäñòàâëåíèz (6) ìåð nΛ è νp ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðàõ l èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî λ(l)(Sl) 6 ν
(l)
p (Sl),

[B] äëÿ ìåðû

σ :=
∞∑
l=1

diamSl
dist(Sl, ∂D)

ν(l)
p

âûïîëíåíî óñëîâèå Áëÿøêå ∫ 1

0

(1− t) dσrad(t) < +∞,

òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ Hol(D;M), ãäå â îáîçíà÷åíèè (24)

M(z) := p(z) + C log
1

1− |z|
+Bb[6]

νp (z), C,B � ïîñòîÿííûå.

Åñëè σ(D) < +∞, òî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (30) ìîæíî è íå òðåáîâàòü.

Â äèññåðòàöèèè îñîáî âûäåëåí ñëó÷àé ðàäèàëüíîé ôóíêöèè p äëÿ Òåîðåì 4.1�4.3,
êîãäà ïîäìíîæåñòâà Sl íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îí èñïîëüçóåò ðàäèàëüíîå óñëîâèå ðåãóëÿð-
íîñòè âèäà

p (t+ ε(1− t)) + a log
1

1− t
6 bp(t) + c, 0 6 t < 1, (32)

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè ε, a, b, c è âûäåëåí âî Ââåäåíèè êàê îòäåëüíàÿ

Òåîðåìà 1.3 (ðàäèàëüíàÿ). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Λ ñîäåðæèòñÿ â îáú-
åäèíåíèè

⋃∞
l=1 Sl è íå èìååò òî÷åê ñãóùåíèÿ â D, à òàêæå

� p : [0, 1)→ [0,+∞) � âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà â íóëå;

� ôóíêöèÿ p âûïóêëà îòíîñèòåëüíî ëîãàðèôìà;

� âûïîëíåíî óñëîâèå óìåðåííîãî ðîñòà (22);

� ôóíêöèÿ p ïðîäîëæåíà íà D êàê p(z) ≡ p
(
|z|
)
, z ∈ D.

Òîãäà

(Z∞) åñëè äëÿ a = 1 ñóùåñòâóþò ε ∈ (0, 1), è b, c > 0, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî (32), à
òàêæå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

lim sup
l→∞

diamSl
dist(Sl, ∂D)

< +∞, lim sup
l→∞

nΛ(Sl)

νp(Sl)
< +∞,

òî Λ � íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ àëãåáðû A∞M(D) ñ ðàäèàëüíûì âåñîì

M(z) =
1

1− |z|

∫ 1

|z|
p(t) dt

(25)
= bp

(
|z|
)
, z ∈ D. (33)
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(Z1) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (15), à òàêæå

lim
l→∞

diamSl
dist(Sl, ∂D)

= 0, lim sup
l→∞

nΛ(Sl)

νp(Sl)
< 1,

òî Λ � íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êëàññà Hol(D;M), ãäå

M := cΛp+ dΛbp, (34)

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî cΛ ìåíüøå 1, à dΛ > 0 � ïîñòîÿííàÿ;

(Zlog) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (16), à òàêæå

∞∑
l=1

diamSl
dist(Sl, ∂D)

νp(Sl) < +∞

è, êðîìå òîãî, ïðè íåêîòîðîì l0 ∈ N nΛ(Sl) 6 νp(Sl) ïðè âñåõ l > l0, òî Λ �
íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êëàññà HM+log(D), ãäå M � ôóíêöèÿ èç (34) ñ
cΛ = 1, à dΛ > 0 � ïîñòîÿííàÿ.

5. Óñòîé÷èâîñòü (ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé â êðóãå. Â ðàçäåëàõ 4.4 è
4.5 äàþòñÿ ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåêîòîðûé ñäâèã ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé íóëåé äëÿ îäíîãî âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà â êðóãå ñòàíîâèòñÿ óæå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ íåêîòîðîãî, âîçìîæíî, íåñêîëüêî áîëåå øèðîêîãî âåñîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â êðóãå.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ìåðîé Ðèññà
νp è âûïîëíåíî óñëîâèå (20) èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó îãðàíè÷åíèå (21). Êðîìå òîãî,
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ p óäîâëåòâîðÿåò íåðàäèàëüíîìó óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè
(LD0) èç Òåîðåìû 4.1. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê Λ = (λk)k∈N è Γ = (γk)k∈N
â D âûïîëíåíî óñëîâèå èõ áëèçîñòè

lim sup
k→∞

|λk − γk|
1−max{|λk|, |γk|}

< +∞, (35)

à Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ àëãåáðû A∞p (D), òî Γ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íóëåé äëÿ àëãåáðû A∞M(D) ïðè M = p+ b
[6]
νp .

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè p â D è âûïîë-
íåíû óñëîâèå óìåðåííîãî ðîñòà (20) è îãðàíè÷åíèå (LD1

0) èç Òåîðåìû 4.2. Åñëè äëÿ
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê Λ = (λk)k∈N è Γ = (γk)k∈N â D âûïîëíåíî óñëîâèå
èõ áëèçîñòè (18), à Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà H1

p (D), òî
íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå c < 1 è Bc > 0, ñ êîòîðûìè Γ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M) ïðè

M = cp+Bcb
[6]
νp . (36)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè p � ëîãàðèôìè÷åñêèé âåñ âèäà [Lα] ñ α > 1, òî âòîðîå ñëàãàåìîå
â ïðàâîé ÷àñòè (36) èñ÷åçàåò è Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ H1

p (D).
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Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé â D ôóíêöèè p 6≡ −∞ âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ óìåðåííîãî ðîñòà (20) è óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè âåñà (LD0

0) Òåîðåìû 4.3. Åñëè äëÿ
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê Λ = (λk)k∈N è Γ = (γk)k∈N â D âûïîëíåíî óñëîâèå
èõ áëèçîñòè (19), à Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hp+log, òî
íàéäóòñÿòñÿ ïîñòîÿííûå C,B > 0, ñ êîòîðûìè Γ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M) ïðè

M(z) = p(z) + C log
1

1− |z|
+Bb[6]

νp (z), z ∈ D.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè p � ëîãàðèôìè÷åñêèé âåñ âèäà (Lα) ñ α > 1, òî Γ � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M), ãäå

M(z) := p(z) + Cα logmax{1,α−1} 1

1− |z|
, z ∈ D,

ãäå Cα � ïîñòîÿííàÿ.

Â äèññåðòàöèèè îñîáî âûäåëåí ñëó÷àé ðàäèàëüíîé ôóíêöèè p äëÿ Òåîðåì 4.4�4.6,
êîãäà ïîäìíîæåñòâà Sl íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 1.4 (ðàäèàëüíàÿ). Ïóñòü Λ = (λk)k∈N è Γ = (γk)k∈N � äâå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè òî÷åê â D áåç òî÷åê ñãóùåíèÿ â D, à ôóíêöèÿ p : [0, 1)→ [0,+∞) òàêàÿ æå, êàê
â Òåîðåìå 1.3. Òîãäà

(S∞) åñëè äëÿ âåñà p âûïîëíåíî óñëîâèå Òåîðåìû 1.3 èç (Z∞), à òàêæå óñëîâèå áëè-
çîñòè (35), à Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ àëãåáðû A∞p (D), òî Γ �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ àëãåáðû A∞M(D) ñ âåñîì M èç (33);

(S1) åñëè äëÿ âåñà p âûïîëíåíî óñëîâèå Òåîðåìû 1.3 èç (Z1), à òàêæå óñëîâèå áëèçîñòè
(18), à Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà H1

p , òî íàéäåòñÿ
ïîñòîÿííàÿ c < 1, äëÿ êîòîðîé Γ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâà Hol(D;M) ñ ôóíêöèåé M := cp+ dcbp, ãäå dc > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííîé.

(Slog) åñëè äëÿ âåñà p âûïîëíåíî óñëîâèå Òåîðåìû 1.3 èç (Zlog), à òàêæå óñëîâèå áëè-
çîñòè (19), à Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ Hol(D; p), òî Γ � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà HM+log(D) c M = p + dbp, ãäå d > 0 �
íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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