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Критические решения нелинейных уравнений

Существование компактонов для эллиптических уравнений с
автономными нелинейностями

Ильясовым Я.Ш. совместно с Егоровым Ю.В. (Университет им. Сабатье, Тулуза,
Франция) в работе [1] исследовалась следующая задача Дирихле

−∆u = λ|u|β−1u− |u|α−1u in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(1)

Здесь Ω гладкая ограниченная область в Rn, n ≥ 2, λ вещественный параметр. При
этом 0 < α < β < 1. При этих условиях нелинейность f(λ, u) := λ|u|β−1u− |u|α−1u в
правой части (1) является нелипшецевой в нуле.

В основном результате впервые найдено решение открытой проблемы о существо-
вании решений типа компатонов, т.е. слабых решений (1) удовлетворяющих допол-
нительным краевым условиям

∂u

∂ν
= 0 on ∂Ω, (2)

где ν внешняя нормаль к границе ∂Ω.

Вырожденные краевые задачи

В работе [2], Ильясовым Я.Ш. совместно с Рунстом Т. (Университет Йены, Германия)
рассмотренно эллиптическое уравнение следующего вида

Pu(x) := −
N∑

i,j=1

∂

∂xi

(
N∑
j=1

ai,j(x)
∂u

∂xj
(x)

)
+ c(x)u(x) = λm(x)u, x ∈ Ω, (3)
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здесь Ω ограниченная связанная область в RN , N ≥ 2, с гладкой границей ∂Ω.
При этом предполагается, что λ – вещественный параметрб и

(P1) ai,j ∈ C1+α(Ω) для α ∈ (0, 1), ai,j(x) = aj,i(x), i, j = 1, . . . , N , on Ω,

и найдётся константа a0 > 0 такая, что неравенство

N∑
i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≥ a0|ξ|2

выполняется при всех x ∈ Ω и всех ξ = (ξ1, . . . , ξN) ∈ R,

(P2) вещественная функция c может быть разрывной в Ω. При этом c ∈ L∞(Ω) и
c ≥ 0 почти всюду в Ω.

Потенциал m является знакопеременной функцией, и при этом

m ∈ L∞, положительна на подмножестве Ω ненулевой лебеговой меры.

Уравнения рассматриваются с выроденными краевыми условиями типа Вентцеля:

Lu(x′) := µ(x′)
∂u

∂n
(x′) + γ(x′)u(x′) = 0, x′ ∈ ∂Ω (4)

где

(L1) µ ∈ C∞(∂Ω), µ ≥ 0 на ∂Ω,

(L2) γ ∈ C∞(∂Ω), γ ≥ 0 на ∂Ω,

(L3)
∂

∂n
=

N∑
i,j=1

aijnj

при этом

(P3) µ(x′) + γ(x′) > 0 на ∂Ω и γ(x′) 6≡ 0 на ∂Ω.

В основном результате доказано, что при условиях (P1),(P2), (P3) для краевой
задачи (3)-(4) выполняется принцип антимаксимума. Данный результат обобщает
известный результат Ф. Клемента, Л. Пелитье на уравнения с вырожденными крае-
выми услловиями, с потенциалом неопределенного знака.
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Кубатурные формулы

Теоретические исследования

Создан новый алгоритм построения решетчатых кубатурных формул, ненасыщае-
мых не только по порядку, но и по свойству асимптотической оптимальности на
Wm

2 –пространствах, m ∈ (n/2,∞).
Под ненасыщаемостью вычислительных алгоритмов (по К.И. Бабенко) понима-

ется сохранение оптимальных порядков сходимостей для всех функциональных про-
странств, являющихся параметрами задачи ([4], [5], [6], [7]).

Численное интегрирование

В 2010 году программa приближенного вычисления многомерных интегралов былa
существенно переработана, улучшено качество автоматического распараллеливания,
ускорен синтаксический анализатор, код частично оптимизирован для вычисления
не только на системах кластерного типа, но и на видеокартах ([7], [8], [9]).

Исследовании системы Навье-Стокса
Начально-краевую задачу для системы Навье-Стокса в равномерно вращающемся
пространстве Р.С. Сакс редуцировал к задаче Коши для нелинейной системы ОДУ
и заметил, что это задача интегрируется явно, если внешняя сила и начальное поле
скоростей задачи являются собственными функциями оператора ротор с одним и тем
же собственным значением. Найдены семейства точных глобальных решений исход-
ной задачи, которые мы называем базовыми, так как они образуют базис в некотором
пространстве Гильберта. Они являются также точными решениями линейной систе-
мы уравнений Соболева-Стокса и образуют поля скоростей, которым соответствуют
потоки жидкости с ненулевой завихренностью. Изучая взаимодействие таких вихре-
вых потоков, определены новые семейства точных решений уравнений Навье-Стокса.

Доказано, что сумма базовых решений есть решение нелинейной задачи, если
волновые векторы:

a) лежат на одной прямой проходящей через начало координат,
b) лежат на одной плоскости и коэффициенты Фурье удовлетворяют некоторым

условиям.
Построены явные решения нелинейной задачи на основе базовых решений, соб-

ственные значения которых совпадают.
Cодержание этой работы опубликовано в журнале "Теоретическая и математиче-

ская физика"в 2010 году [10].
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2. В работах, опубликованных в ДАН 2009 (совместно с А.Г.Хайбуллиным) и в
журнале ТМФ, 2010, разрабатывается метод численного решения задачи Коши для
уравнений Навье-Стокса на основе рядов Фурье оператора ротор. Общая задача Ко-
ши сведена к решению последовательно задач Коши для нелинейных конечномерных
систем обыкновенных дифференциальных уравнений, уравнений Галеркина, обозна-
чаемых как -системы, l=1,2,3,. . . . Составлена программа вычисления коэффициентов
этих систем с любой заданной точностью и их воспроизведения в LaTeX-редакторе
и программа вычисления коэффициентов Фурье заданной вектор-функции.

Исследовалась задача Коши для системы при l=2. Для этого составлена и те-
стирована программа численного расчета решений этой задачи на основе метода
Рунге-Кутта.

В Межведомственном суперкомпьютерном центре РАН проведены численные рас-
четы некоторых модельных задач с определенными начальными данными.

Для визуального представления результатов счета создана программа графиче-
ского представления компонент решения задачи, которая дает возможность наблю-
дать их поведение в различные моменты времени. При уменьшении вязкости была
обнаружена резкая перемена в характере наблюдаемых течений. Гладкое движение
сменяется резкими поворотами, напоминая хаотическое движение.
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