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Иван Петрович Мысовских
(1921–2007)

1. Иван Петрович Мысовских родился 25 ноября 1921 года в деревне Друганово
Тюменского района (в то время Омской области). После окончания Червишевской
школы — семилетки учился на рабфаке при Тюменском педагогическом институте. В
1938 году приехал в Ленинград и поступил на математико-механический факультет
Ленинградского государственного университета (ЛГУ).

Курс математического анализа читал Григорий Михайлович Фихтенгольц
(1888–1959), студенты слушали его буквально "раскрыв рты". Григорий Михайло-
вич отлично понимал, что не все студенты, будучи школьниками, жили в больших
городах и имели возможность посещать кружки, поэтому он особое внимание уде-
лял логике вещей, старался все доходчиво объяснить, приводил много интересных
примеров. Вторую часть математического анализа читал самый молодой профессор
факультета Леонид Витальевич Канторович (1912–1986), впоследствии академик АН
СССР (1964), лауреат Нобелевской премии по экономике (1975). Теорию функций
комплексного переменного читал Владимир Иванович Смирнов (1887–1974), а курс
дифференциальных уравнений — Николай Максимович Гюнтер (1871–1941).

Через несколько дней после начала Великой отечественной войны группу сту-
дентов отправили на оборонные работы под Ленинградом. Затем их направили
учиться в автотракторную группу, в ноябре 1941 года им выдали шоферские удо-
стоверения и стали развозить по воинским частям. Ивана Петровича забрали в 3-ю
понтонно-мостовую бригаду. Она поначалу дислоцировалась в Ленинграде, но до-
вольно скоро эту бригаду перебросили на Украину готовить мосты для форсирова-
ния Днепра. Так что до середины сентября 1943 года он служил на Ленинградском
фронте, а после переброски с 1 ноября 1943 года оказался на 1-м Украинском фронте
в отдельном моторизованном понтонно-мостовом Черновицком батальоне. Военные
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дороги Ивана Петровича прошли через Польшу, Германию, Чехословакию. С войны
рядовой Мысовских Иван Петрович вернулся, имея на груди Орден Красной Звез-
ды, Орден Отечественной Войны 2-й степени и медали За оборону Ленинграда, За
освобождение Праги, За победу над Германией.

Ивану Петровичу очень хотелось демобилизоваться до осени, чтобы с сентября
продолжить обучение в Университете. Он написал письмо Григорию Михайловичу
Фихтенгольцу. Фихтенгольц пошел в ректорат, по документам проверил, что такой
студент действительно есть, отличник, закончил три курса. Выяснив эти детали,
он написал обстоятельное и аргументированное письмо командованию, и в конце
сентября 1945 года Ивана Петровича демобилизовали.

В тот же год прошло распределение студентов 4-го курса по кафедрам. Иван
Петрович попал на кафедру математического анализа, которой заведовал Г.М. Фих-
тенгольц. Его научным руководителем стал Л.В. Канторович.

На распределении студентов по окончании университета Г.М. Фихтенгольц ре-
комендовал оставить И.П. Мысовских на кафедре в должности ассистента. В том же
1947 году по рекомендации кафедры Иван Петрович поступил в аспирантуру.

2. Научным руководителем Ивана Петровича по-прежнему был Л.В. Канторо-
вич. За отведенные для обучения в аспирантуре три года диссертация на тему “Об
одном методе решения нелинейных функциональных уравнений и его применениях”
была не только написана, но и защищена в 1950 году. Официальными оппонентами
были Дмитрий Константинович Фаддеев и Исидор Павлович Натансон.

После защиты диссертации Иван Петрович стал работать на кафедре матема-
тического анализа в должности ассистента.

В 1951 году на математико-механическом факультете ЛГУ была образована
кафедра вычислительной математики. Ее основу составили сотрудники кафедры ма-
тематического анализа профессор Л.В. Канторович, доцент М.К. Гавурин, ассистент
И.П. Мысовских и А.Н. Балуев — аспирант Л.В. Канторовича. Первым заведующим
кафедрой стал профессор Владимир Иванович Крылов.

Летом 1957 года Иван Петрович был командирован на два года в Китай для
преподавания и помощи в организации кафедры вычислительной математики в Ги-
ринском университете.

К советским специалистам в КНР относились очень хорошо. У каждого специ-
алиста в университете был свой кабинет для работы. Иван Петрович читал лекции
для аспирантов и совершенствующихся преподавателей. Лекции читались на рус-
ском языке, а переводчик переводил их для слушателей на китайский. Всего лекции
слушало около 50 человек. Из них трое стали аспирантами Ивана Петровича. Впо-
следствии все они защитили кандидатские, а затем и докторские диссертации и стали
в Китае известными людьми.

Интересно отметить, что, отправляясь в Китай, Иван Петрович взял с собой
арифмометр. Китайцы посмотрели на него и вскоре сделали точно такой же аппарат.

По возвращении в 1959 году Иван Петрович продолжил работу на кафедре
вычислительной математики в должности доцента.

В 1962 году издательством Физматлит была опубликована книга Ивана Петро-
вича “Лекции по методам вычислений”, которая потом много лет служила основным
учебником для студентов. Она была написана на основе подготовленного еще в Китае
первоначального варианта (он был издан в том же 1962 году в Китае на китайском
языке). Второе переработанное издание книги “Лекции по методам вычислений” бы-
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ло издано в 1998 году.
По научным работам последних лет Иваном Петровичем был составлен доклад

“Некоторые вопросы приближенного решения интегральных уравнений и кубатурные
формулы”. Он был представлен в качестве диссертации на соискание ученой степени
доктора физико-математических наук. Защита состоялась в мае 1964 года. Офици-
альными оппонентами были профессора Сергей Михайлович Лозинский (1914–1985),
Хаим Львович Смолицкий (1912–2003) и Борис Александрович Рымаренко (1906–
1966).

С сентября 1969 года один раз в 2-3 года в Ташкенте стал проходить Всесо-
юзный коллоквиум по теории кубатурных формул под руководством академика АН
СССР Сергея Львовича Соболева. Этот коллоквиум был организован Институтом
кибернетики, ВЦ АН Узбекской ССР и Ташкентским Университетом. Иван Петрович
принимал в работе коллоквиума самое активное участие.

Он участвовал в работе различных научных международных конференций,
под его руководством успешно защитили диссертации аспиранты из Вьетнама, Егип-
та, Сирии, Болгарии. Иван Петрович имел прямые научные контакты с многими
ведущими специалистами–математиками мира.

С 1970 по 1997 год профессор И.П. Мысовских заведовал кафедрой вычис-
лительной математики ЛГУ (СПбГУ), на которой он продолжал работать до своей
кончины 5 декабря 2007 года.

3. Область научных интересов И.П.Мысовских — вычислительная математи-
ка, где ему принадлежат выдающиеся результаты, касающиеся метода Ньютона -
Канторовича, приближенных методов решения интегральных уравнений, вычисле-
ния кратных интегралов, методов решения дифференциальных уравнений.

Им написана монография “Интерполяционные кубатурные формулы”, удосто-
енная Университетской премии ЛГУ и позже переведенная на немецкий язык. В
2001 году он получил почетный знак “За вклад в теорию приближенного интегри-
рования”. В 1999 году Ивану Петровичу присвоено звание “Заслуженный деятель
науки РФ”. Последнее издание учебника И.П.Мысовских “Лекции по методам вычис-
лений” удостоено премии Правительства Санкт-Петербурга. Он был ибран визитинг-
профессором Гиринского университета.

3.1. Итеративное решение нелинейных функциональных уравнений.
Первой подробной публикацией о методе Ньютона для решения нелинейных функ-
циональных уравнений была статья [К]. Уравнение имеет вид f(x) = 0, где f(x) —
нелинейная операция из банахова пространства X в другое пространство Y того же
типа, при этом f(x) предполагается дважды дифференцируемой в смысле Фреше.
Исследованием метода Ньютона И.П. Мысовских занимался в работах [1–5]. Он по-
лучил теорему о сходимости метода Ньютона при условиях типа Коши, когда опера-
ция f ′(x) — производная Фреше от f(x) — имеет равномерно ограниченную по норме
обратную в каждой точке некоторого шара с центром в x0. Ему принадлежит доказа-
тельство теоремы о сходимости модифицированного метода Ньютона при условиях
теорем Л.В. Канторовича для случая h ≤ 1/2, где h — параметр, фигурирующий в
этих теоремах (ранее теорема была доказана при h < 1/2). И.П. Мысовских рассмот-
рел применения метода Ньютона к нелинейным интегральным уравнениям и к задаче
Дирихле для некоторых нелинейных дифференциальных уравнений эллиптического
типа.
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3.2. Решение интегральных уравнений. В книге [КК] изложены результа-
ты Л.В. Канторовича о выделении особенности при численном решении интеграль-
ного уравнения методом квадратур, оценка погрешности метода квадратур и метода
замены ядра на вырожденное и др. И.П. Мысовских получил оценку ошибки метода
механических квадратур [9]. Существенную роль в этой оценке играют квадратур-
ные ошибки ядра и правой части интегрального уравнения, дающие естественную
и точную характеристику близости непрерывной и дискретной задач. Квадратурная
ошибка ядра использована при оценке ошибки собственных значений эрмитова ядра
[24]. И.П. Мысовских указал также апостериорную оценку ошибки численного реше-
ния интегрального уравнения Фредгольма как в линейном [16], так и в нелинейном
[20] случаях. Все полученные оценки справедливы для многомерных интегральных
уравнений, а когда речь идет о методе механических квадратур — для любой ку-
батурной формулы. Из них, в частности, следует сходимость метода механических
кубатур для решения линейного интегрального уравнения, если последовательность
кубатурных формул сходится в пространстве непрерывных функций, в предположе-
нии непрерывности ядра и правой части [27].

3.3. Вычисление интегралов. В книге И. П. Мысовских [39] речь идет о вы-
числении кратных интегралов с областью интегрирования Ω ⊂ Rn и весовой функ-
цией w(x) ≥ 0 при x ∈ Ω. Важную роль играют ортогональные относительно Ω и
w(x) многочлены от n переменных x1, . . . , xn. Ортогональные многочлены степени
k + 1, очевидно, образуют векторное пространство, которое будем обозначать Ok+1.
В книге приведены теоремы об использовании общих корней n ортогональных много-
членов степени k+1 от n переменных в качестве узлов кубатурной формулы, точной
для многочленов степени не выше 2k+1. Будем говорить, что точка a ∈ C n — корень
векторного пространства Ok+1, если из f ∈ Ok+1 следует, что f(a) = 0. Корни Ok+1

обладают свойствами корней ортогональных многочленов от одной переменной. Чис-
ло ν корней Ok+1 удовлетворяет неравенству ν ≤ κ =

(
n+k

k

)
. Если ν = κ, то корни

x(j), j = 1(1)κ, можно взять в качестве узлов кубатурной формулы, точной для всех
многочленов степени не выше 2k + 1. Эта кубатурная формула — точный аналог
квадратурной формулы гауссова типа. Кубатурная формула гауссова типа, очевид-
но, существует в двух случаях: n = 1 и k любое, и k = 0 и n любое. Если n ≥ 2 и
k ≥ 1, то справедливо неравенство dim Ok+1 > n, из которого, вообще говоря, следу-
ет, что не существует корней Ok+1 (ν = 0). Заметим, что в ряде работ других авторов
для отдельных значений n ≥ 2 и k ≥ 1 были указаны Ω и w(x) такие, что для них су-
ществует кубатурная формула гауссова типа. В работе [BSX] указан класс областей
и весов, для которых кубатурная формула гауссова типа существует для любых n
и k. В [39] приведен разработанный автором метод воспроизводящего ядра построе-
ния кубатурных формул, точных для алгебраических многочленов; получена нижняя
граница для числа положительных коэффициентов кубатурной формулы; найдена
нижняя граница для числа узлов для гиперсферы Sn−1, дано доказательство теоремы
Чакалова для случая, когда Ω не ограничена; расширена область применения метода
инвариантных кубатурных формул за счет использования теорем алгебры об инва-
риантных многочленах. Здесь впервые приведено систематическое изложение групп
преобразований правильных многогранников в Rn и способов получения их инвари-
антных многочленов. Позже И.П. Мысовских занимался исследованием кубатурных
формул, точных для тригонометрических многочленов [40, 44]. В частности, им ука-
зан алгоритм построения всех квадратурных формул для вычисления интеграла с
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весом, имеющих наивысшую тригонометрическую степень точности. В связи с при-
менением метода воспроизводящего ядра построения кубатурных формул для шара
Bn = {x ∈ Rn : ||x||2 ≤ 1} И.П. Мысовских нашел представление воспроизводящего
ядра шара [50] для постоянной весовой функции.

Методам решения дифференциальных уравнений посвящены работы [5–7].

В. М. Рябов
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Использование численных методов решения стохастических
дифференциальных уравнений в задачах оптимизации

нанесения тонких пленок карбида кремния

Аверина Т.А.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; ata@osmf.sscc.ru

Введение. Современные технические решения во многих областях физики связаны
с необходимостью численного анализа быстропротекающих процессов в сильнонеравновес-
ных средах. Изучение механизмов формирования покрытий карбида кремния представляет
собой актуальную задачу экспериментальной и вычислительной физики [1, 2]. Математи-
ческая модель гетерогенной конденсации паров карбида кремния описывается квазилиней-
ными уравнениями в частных производных [3]. Эволюция соответствующего марковского
процесса может быть описана стохастическим дифференциальным уравнением с пуассонов-
ской составляющей. В некоторых случаях пуассоновская мера может зависеть от вектора
состояния. Причем очень часто эта зависимость не может быть перенесена в коэффици-
енты. В статье предложен численный алгоритм решения СДУ, когда характеристическая
мера, определяющая пуассоновскую меру, зависит от вектора состояния.

Модель гетерогенной конденсации паров карбида кремния. В работе [3] опи-
сана модель гетерогенной конденсации паров карбида кремния. Кластер зародыша карбида
кремния рассматривается как броуновская частица переменной массы Mg(t), которая может
изменить свое положение на поверхности подложки под действием потенциала взаимодей-
ствия зародышей друг с другом и с дефектами решетки. Уравнение Колмогорова-Феллера
для эволюции размера кластера имеет вид [3]:

∂fr(g, t)
∂t

=
∂
[
Dg(g, t)∂fr(g,t)

∂g

]

∂g
+

1
kT

∂
[
Dg(g, t)fr(g, t)∂∆Φ(g,r,t)

∂g

]

∂g
+ Sα −Q, (1)

fr(g, 0) = f0g,
∂fr(g, t)

∂t
|g=2 = 0, fr(g, t)|g<2 = 0,

Уравнение Эйнштейна-Смолуховского для функции распределения размера зародыша (с
массой зародыша Mg(t)) по координатам, полученное из уравнения (1), записывается в
виде:

∂fg(r, t)
∂t

=
∂
[
Dr(g, t)∂fg(g,t)

∂r

]

∂r
−

∂
[

F (r,t)
Mgγ fg(r, t)

]

∂r
(2)

fg(r, 0) = f0r, fg(r, t)x=xleft
= fg(r, t)x=xright

, fg(r, t)y=yleft
= fg(r, t)y=yright

.

Здесь Sα(fα) - функция источника мономеров "пара"; fr(g, t) - функция распределения за-
родышей по размерам в точке с координатами r = (x, y) на поверхности; g - число атомов
в кластере, Dg = Dg0g

2/3 - коэффициент диффузии в пространстве размеров; ∆Φ(g, r, t) -
термодинамический потенциал образования зародыша (или энергия Гиббса); fg(r, t) - функ-
ция распределения зародышей по координатам поверхности, где r - положение центра масс
кластера относительно ортогональной системы координат

(
r =

√
x2 + y2

)
.

В работе [3] для уравнений (1)-(2) (в случае Sα = Q = 0) получена соответствующая
система стохастических дифференциальных уравнений. Решая полученную систему СДУ
численным методом из [4], для каждой i-й траектории марковского процесса получают в
момент времени tn: размер кластера gn и его координаты (xn, yn).

При некотором уточнении модели, при учете химических реакций карбонизации [2],
в уравнение (1) добавляется интегральный член Sα 6= 0. В результате, соответствующая
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система СДУ будет содержать пуассоновскую составляющую, зависящую от вектора состо-
яния системы. Ниже будет построен численный метод для решения таких систем, исполь-
зующий модифицированный метод максимального сечения [5].

Стохастические дифференциальные уравнения с пуассоновской составля-
ющей. Задача Коши для систем стохастических дифференциальных уравнений с пуассо-
новской составляющей имеет вид:

Y(t) = Y(t0) +
∫ t

0
a(Y, τ)dτ +

nW∑

j=1

∫ t

0
σ·j(Y, τ)dwj(τ)+ (3)

∫ t

0

∫

Γ
c(Y(τ−), τ, θ)ν(dθ × dτ), t ∈ [0, T ],

где Y(t) - случайный процесс размерности nY ; W(t) - nW -мерный стандартный винеров-
ский процесс; ν – пуассоновская мера на Γ × [0, T ] с характеристической мерой Π, задан-
ная неотрицательной функцией π(θ, t,Y); a(Y, t) и c(Y, t, θ)- nY -мерные вектор-функции;
σ(Y, t) - матричная функция размера nY × nW ; σ·j(Y, t) - j - й столбец матрицы σ; Y0 -
случайный вектор начальных значений. Так как решением СДУ (3) является непрерывный
справа процесс без разрывов второго рода, то Y(t−) обозначает значение решения в точке
t слева.

Если стохастический интеграл по винеровскому процессу W(t) в (3) понимается в
смысле Ито, то СДУ (3) являются СДУ Ито, если стохастический интеграл по винеров-
скому процессу W(t) в (3) понимается в смысле Стратоновича, то СДУ (3) являются СДУ
Стратоновича.

Характеристическая мера Π, задающая пуассоновскую случайную меру ν, определя-
ется через функцию π следующим образом:

Π(B, t,Y(t−)) =
∫

B
π(θ, t,Y(t−))dθ, B ∈ Γ. (4)

Обозначим функции

µ(t,Y) =
∫

Γ
π(θ, t,Y)dθ, h(θ, t,Y) = π(θ, t,Y)/µ(t,Y), (5)

характеризующие пуассоновскую случайную меру ν.
Если все элементы функции a(Y, t) дифференцируемы, а все элементы матрицы

σ(Y, t) дважды дифференцируемы по Y, то для процесса Y, удовлетворяющего уравнению
(3) переходная функция p(t0,Y0, t,Y) как функция t и Y удовлетворяет прямому уравне-
нию Колмогорова [6]

∂p

∂t
= Kt,Y[p] (6)

с начальным условием
lim
t→t0

p(t0,Y0, t,Y) = δ(Y −Y0).

Оператор Kt,Y[·] определяется выражением

Kt,Y[·] = Lt,Y[·] + Mt,Y[·], (7)

Lt,Y[p(Y)] = − ∂

∂yi

(
ai(Y, t)p(Y)

)
+

1
2

∂2

∂yi∂yj

(
σilσjl(Y, t)p(Y)

)
, (8)

Mt,Y[p(Y)] =
∫

RnY

∫

Γ
p(Z)

(
δ
(
Y − Z− c(Z, t, θ)

)− δ(Y − Z)
)
π(θ, t,Z)dθdZ. (9)
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Операторы K, L, M называют прямыми производящими операторами процесса Y (заме-
тим, что двойные индексы подразумевают суммирование по ним). Обратные производящие
операторы K∗, L∗, M∗ процесса Y имеют вид:

K∗
t,Y[·] = L∗t,Y[·] + M∗

t,Y[·], (10)

L∗t,Y[p(Y)] = ai(Y, t)
∂p(Y)

∂yi
+

1
2
σilσjl(Y, t))

∂2p(Y)
∂yi∂yj

, (11)

M∗
t,Y[p(Y)] =

∫

Γ

(
p(Y + c(Y, t, θ))− p(Y)

)
π(θ, t,Y)dθ. (12)

С помощью непосредственной проверки можно показать, что прямые и обратные операто-
ры сопряжены между собой, т. е. для произвольной области V пространства S, в которой
элементы функции a(Y, t) дифференцируемы, элементы матрицы σ(Y, t) дважды диффе-
ренцируемы по Y, справедливо следующее равенство:

∫

V
u(Y)Kt,Y[p(Y)]dY =

∫

V
p(Y)K∗

t,Y[u(Y)]dY, (13)

где u(Y) и p(Y) – произвольные скалярные функции, из которых хотя бы одна вместе со
своими первыми производными равна нулю на границе области V .

Алгоритм численного решения СДУ с пуассоновской составляющей. В ра-
боте [4] был описан алгоритм численного решения СДУ с пуассоновской составляющей,
когда функция π(θ, t,Y), задающая пуассоновскую меру, не зависела от Y. Мы обобщим
его на случай, когда есть зависимость от Y. Будем предполагать, что характеристическая
мера конечна и

µ(t,Y) ≤ Π̄, t ∈ [0, T ], Y ∈ RnY . (14)

Тогда на основе численных методов решения СДУ [4] и модифицированного метода "мак-
симального сечения" [5] можно построить следующий алгоритм.

Алгоритм численного решения СДУ с пуассоновской составляющей (3):

0) k := 0. Пусть в момент tk вектор состояния равен Y(tk) = Yk .

1) моделируем вспомогательную случайную величину α1 - равномерную на интервале
(0,1) и полагаем z = 1, s = 1;

2) моделируем возможный момент скачка tk+1 = tk + τ : где τ – случайная величина с
плотностью распределения p(x) = Π̄ ∗ exp(−Π̄x), которая моделируются по формуле
[7]

τ = −lnα/Π̄,

где α – (0,1) случайная величина, равномерная на интервале (0,1);

3) если tk+1 ≥ T , то tk+1 = T и s := 0;

4) на интервале [tk, tk+1] решаем уравнение

dY(t) = a(Y, t)dt +
nW∑

j=1

σ·j(Y, t))dwj(t), Y(tk) = Yk (15)

любым численным методом решения СДУ (15) [4] и находим Yk+1 – вектор состояния
системы в момент времени tk+1;
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5) если s = 0, то STOP, иначе z := z ∗(1− µ(tk+1,Yk+1)

Π̄
) и проверяем условие возможности

скачка: если
1− α1 > z,

то скачок произошел и идем на 5а), иначе идем на 6)

5a) моделируем случайную величину θ с плотностью p(x) = π(x,tk+1,Yk+1)
µ(tk+1,Yk+1)

;

5b) вычисляем
Yk+1 = Yk+1 + c(Yk+1, tk+1, θ);

6) k := k + 1 и идем на 1).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 09–01–00798, 11–01–
00282).
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Дискретный аналог дифференциального оператора
d2m

dx2m
+

d2m−2

dx2m−2 +
d2m−4

dx2m−4 и его свойства

Азамов С. С.
Институт математики и информационных технологий АН РУз, Ташкент,

Узбекистан;

Задача построения оптимальных квадратурных формул для приближенного вычис-
ления определенных интегралов является одным из важних задач вычислительной ма-
тематики. Эта задача исследована многими математиками и имеются несколько методов
построения оптимальных квадратурных формул. Один из таких методов является метод
предложенный С.Л. Соболевым в [1], который основывается на построения дискретного
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аналога некоторого дифференциального оператора. В связи с этим С.Л.Соболевым иссле-
дованы свойства дискретного аналога полигармонического оператора ∆m, которые исполь-
зуются при построении оптимальных квадратурных и кубатурных формул в пространстве
L

(m)
2 , где L

(m)
2 – пространство функций обобщенные производные m-го порядка интегри-

руемые с квадратом. В одномернем случае построение дискретного аналога дифференци-
ального оператора d2m/dx2m исследован З.Ж. Жамаловым, Х.М.Шадиметовым и в работе
[3] дискретный аналог оператора d2m/dx2m полностью построен. Далее задача построения
дискретных аналогов некоторых дифференциальных операторов изучены в работах [4,7,8].

В наcтоящей работе мы исследуем задачу построения дискретного аналога Dm[β]
дифференциального оператора d2m

dx2m + d2m−2

dx2m−2 + d2m−4

dx2m−4 , который используется при построении
оптимальных квадратурных формул в пространстве K2(Pm), где

K2(Pm) = {ϕ | ϕ(m−1) – абсолютно непрерывная и ϕ(m) ∈ L2}

и
1∫
0

(ϕ(m) + ϕ(m−1) + ϕ(m−2))2dx < ∞
Норма функций в этом пространстве определяется формулой

‖ϕ|K2(Pm)‖ =




1∫

0

(
ϕ(m)(x) + ϕ(m−1)(x) + ϕ(m−2)(x)

)2
dx




1
2

. (1)

Равенство (1) является полунормой и ‖ϕ‖ = 0 тогда и только тогда когда ϕ(m)(x)+
+ϕ(m−1)(x) + ϕ(m−2)(x) = 0.

Дискретный оператор Dm[β] удовлетворяет следующее равенство

Dm[β] ∗Gm[β] = δ[β], (2)

где Gm[β] – дискретная функция соответствующая функцию

Gm(x) =
signx

2





n−1∑
j=0

x6j+1

(6j+1)! −
n−2∑
j=0

x6j+5

(6j+5)! − 2√
3
sin

√
3

2 x · cosh x
2 ,

m = 3n, n = 1, 2, ...,
n−1∑
j=0

x6j+3

(6j+3)! −
n−1∑
j=0

x6j+1

(6j+1)! + 1√
3
sin

√
3

2 x · cosh x
2 + cos

√
3

2 x · sinh x
2 ,

m = 3n + 1, n = 1, 2, ...,
n−1∑
j=0

x6j+5

(6j+5)! −
n−1∑
j=0

x6j+3

(6j+3)! + 1√
3
sin

√
3

2 x · cosh x
2 − cos

√
3

2 x · sinh x
2 ,

m = 3n + 2, n = 0, 1...,

δ[β] =
{

1, β = 0,
0, β 6= 0.

, [β] = hβ, h = 1
N , N = 2, 3, . . . .

Функция Gm(x) – является фундаментальным решением оператора d2m

dx2m +
+ d2m−2

dx2m−2 + d2m−4

dx2m−4 (см. [6]), т.е. решение уравнения

(
d2m

dx2m
+

d2m−2

dx2m−2
+

d2m−4

dx2m−4

)
Gm(x) = δ(x). (3)

Здесь мы исследуем задачу построения дискретного аналога Dm[β] при m = 3n + 2.
Справедлива следующая
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Теорема 1. Дискретный аналог дифференциального оператора d2m

dx2m +
+ d2m−2

dx2m−2 + d2m−4

dx2m−4 удовлетворяющий равенству (2) при m = 3n + 2 имеет следую-
щий вид

D3n+2[β] =
1

p
(6n+2)
6n+2





3n+1∑
k=1

Akλ
|β|−1
k , |β| ≥ 2;

1 +
3n+1∑
k=1

Ak, |β| = 1;

C +
3n+1∑
k=1

Ak
λk

, β = 0,

(4)

где C = −4 cosh(h
2 ) · cos(

√
3

2 h)− 6n− p
(6n+2)
6n+1

p
(6n+2)
6n+2

,

Ak =
P4(λk)(λk − 1)6np

(6n+2)
6n+2

λkP ′
6n+2(λk)

, (5)

P6n+2(λ) =
6n+2∑

s=0

p(6n+2)
s λs =

[
Kλ2 +

(
sinh(h)− 1√

3
sin(

√
3h)

)
λ + K

]
×

×(1− λ)6n + P4(λ)×
[
h5(1− λ)6n−6

5!
E4(λ) +

h11(1− λ)6n−12

11!
E10(λ) + ...+

+
h6n−1

(6n− 1)!
E6n−2(λ)− h3(1− λ)6n−4

3!
E2(λ)− h9(1− λ)6n−10

9!
E8(λ)− ...−

−h6n−3(1− λ)2

(6n− 3)!
E6n−4(λ)

]
, (6)

K =
1√
3

cosh(
h

2
) sin(

√
3

2
h)− sinh(

h

2
) cos(

√
3

2
h),

P4(λ) = λ4 − 4 cosh(
h

2
) cos(

√
3

2
h)λ3 + 2(1 + cosh(h) + cos(

√
3h))λ2

−4 cosh(
h

2
) cos(

√
3

2
h)λ + 1.

p
(6n+2)
6n+2 , p

(6n+2)
6n+1 – коэффициенты многочлена P6n+2(λ), λk корни многочлена P6n+2(λ), по

модулю меньшие единицы, Ek(λ) многочлен Эйлера [2].
Теорема 2. Дискретный аналог D3n+2(hβ) дифференциального оператора d6n+4

dx6n+4 +
d6n+2

dx6n+2 + d6n

dx6n удовлетворяет следующим равенствам
1) D3n+2(hβ) ∗ e−

1
2
hβ cos

√
3

2 hβ = 0,

2) D3n+2(hβ) ∗ e−
1
2
hβ sin

√
3

2 hβ = 0,

3) D3n+2(hβ) ∗ e
1
2
hβ cos

√
3

2 hβ = 0,

4) D3n+2(hβ) ∗ e
1
2
hβ sin

√
3

2 hβ = 0,
5) D3n+2(hβ) ∗ (hβ)α = 0, α = 0, 6n− 1,
6) D3n+2(hβ) ∗G3n+2(hβ) = δ(hβ).
Здесь G3n+2(hβ) определяется равенствам (3), а δ(hβ)-дискретная дельта функция.
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Коэффициенты одной оптимальной квадратурной формулы

Ахмедов Д. М.
Институт математики и информационных технологий АН РУз, Ташкент,

Узбекистан;

Рассмотрим квадратурную формулу вида

1∫

0

ϕ(x)
x− t

dx ∼=
N∑

β=0

Cβϕ(hβ), (1)

где 0 < t < 1, ϕ(x) ∈ L
(2)
2 (0, 1), L

(2)
2 (0, 1) – пронстранство Соболева, Cβ – коэффициенты

квадратурной формулы (1), h = 1
N , N = 2, 3, 4, ... .

В работе [1] для оптимальных коэффициентов квадратурных формул вида (1) в про-
странстве L

(2)
2 (0, 1) получена система, которая при m = 2 имеет вид

N∑

γ=0

C([γ], t) · |hβ − hγ|3
12

+ p1 · [β] + p0 = f([β], t), β = 0, 1, 2, ..., N,

N∑

γ=0

C([γ], t) = g0,

N∑

γ=0

C([γ], t) · [γ] = g1.

Здесь

f(hβ, t) = 1
12

1∫
0

|x−hβ|3
x−t dx = 1

12

(
− 11

3 (hβ)3 + (5t + 3)(hβ)2−
−(2t2 + 3t + 1, 5)(hβ) + (t2 + t

2 + 1
3)+

+(t− hβ)3(−2 ln |hβ − t|+ ln(t− t2))
)
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g0 =

1∫

0

dx

x− t
= ln

1− t

t
, g1 =

1∫

0

x

x− t
dx = 1 + t ln

1− t

t
.

C([γ], t), γ = 0, N и p1, p0 – неизвестные.

Приближенным вычислением сингулярных интегралов занимались многие матема-
тики (см., например, [2-6]).

Целью настоящей работы является нахождение оптимальных коэффициентов
C([γ], t), γ = 0, N .

Справедлива следующая

Теорема. Пусть t 6= hβ, β = 0, N . Тогда оптимальные коэффициенты квадратур-
ной формулы (1) в пространстве L

(2)
2 (0, 1) имеют вид

C[0] = 6
h3

[
g0

12

(
h3 − 3qN (h2 + h(q + 2))

)
+ g1qN

4 (h2 + 2h(q + 2))+

+a−1 h(q + 1) + f(0, t)(3q + 2)− f(h, t)(12q + 5)− qN (3f(1, t)×
×(q + 1) + a+

1 h(q + 2)) + 6(q + 2)
N∑

γ=2
qγf(hγ, t)

]
,

C[β] = 6
h3

[
6(q + 2)

β−2∑
γ=0

qβ−γf(hγ, t)− (12q + 5)
(

f(h(β − 1), t)+

+f(h(β + 1), t)
)

+ (6q + 4)f(hβ, t) + 6(q + 2)
N∑

γ=β+2

qγ−βf(hγ, t)+

+g1

4

(
qN−β(2h(q + 2) + h2)− qβh2

)
+ qβ

(
a−1 h(q + 2)− 3f(0, t)×

×(q + 1)
)
− qN−β(3f(1, t)(q + 1) + g0

4 (h(q + 2) + h2)+

+a+
1 h(q + 2))

]
, β = 1, N − 1,

C[N ] = 6
h3

[
− g0

12(3h(q + 1)− h3) + g1

4 (2h(q + 1)− qNh2) + qN

(
a−1 h(q + 2)−

−3f(0, t)(q + 1)
)
− a+

1 h(q + 1) + f(1, t)(3q + 2)− f(1− h, t)×

×(12q + 5) + 6(q + 2)
N−2∑
γ=0

qN−γf(hγ, t)
]
.

где

a−1 =
∆1

∆
, a+

1 =
∆2

∆
,

a−0 = f(0, t), a+
0 = f(1, t)− 1

12
g0 +

1
4
g1 − ∆2

∆
,
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∆ = B2
2 −A2

2,

∆1 = A2

[
− F1 − 1

12g0(B1 + 3B2 + 3B3) + 1
4g1(B1 + 2B2 + B3 −A3)−

−A1f(0, t)−B1

(
f(1, t)− 1

12g0 + 1
4g1

)]
−

−B2

[
− F2 − 1

12g0(A1 + 3A2 + 3A3) + 1
4g1(A1 + 2A2 + A3 −B3)−

−B1f(0, t)−A1

(
f(1, t)− 1

12g0 + 1
4g1

)]
,

∆2 = −A2

[
− F2 − 1

12g0(A1 + 3A2 + 3A3) + 1
4g1(A1 + 2A2 + A3 −B3)−

−B1f(0, t)−A1

(
f(1, t)− 1

12g0 + 1
4g1

)]
+

+B2

[
− F1 − 1

12g0(B1 + 3B2 + 3B3) + 1
4g1(B1 + 2B2 + B3 −A3)−

−A1f(0, t)−B1

(
f(1, t)− 1

12g0 + 1
4g1

)]
,

F1 = 6(q + 2)
N∑

γ=1
qγ+1f(hγ, t)− (12q + 5)f(0, t),

F2 = 6(q + 2)
N−1∑
γ=0

qN+1−γf(hγ, t)− (12q + 5)f(1, t),

A1 = 3q + 2, B1 = 3qN (3q + 1)
A2 = h(2q + 1), B2 = hqN (2q + 1)
A3 = h2q, B3 = −h2qN+1,

q =
√

3− 2.
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Метод конечных элементов решения
эллиптико-параболического уравнения

Баяндуева Е.С.
Восточно-Сибирский государственный технологический университет, Улан-Удэ;

В [1] исследована одна краевая задача для уравнения:

Lu = k(x, t)utt + a(x, t)ut + uxx + c(x)u = f(t, x) (1)

в цилиндрической области G = Ω × [0, T ], Γ = γ × [0, T ], T > 0,Ω = [0,m], γ - граница Ω.
Пусть k(x, t) ≥ 0 в G.

Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области G такое, что

u|Γ = 0;u|t=T = 0;u|t=0 = 0, k(x, 0) > 0. (2)

Предположим, что коэффициенты уравнения (1) - достаточно гладкие функции и
c(x) < 0 достаточно большой по модулю. Определим некоторые формулы:

(u, v)1 =
∫

G

(uxvx + utvt + uv)dG; ‖u‖2
1 = (u, u)1; u, vεW 1

2 (G).

Пусть CL-класс гладких функций, удовлетворяющих краевым условиям (2), W̃ 1
2 (G)-

замыкание CL по норме пространства W 1
2 (G). Через Ŵ 1

2 (G) обозначим класс функций η(x, t)
из W 1

2 (G), удовлетворяющих условиям: η|Γ = 0; η|t=0 = 0; η|t=T = 0, если k(x, T ) > 0.

Определение.Функция u(x, t) ∈ W̃ 1
2 (G) называется обобщенным решением краевой

задачи (1),(2), если выполнено тождество

(Lu, η)0 ≡
∫

G

−(kutηt + ktutη + uxηx − autη − cuη)dG =
∫

G

fηdG,

∀η ∈ Ŵ 1
2 (G).

Остановимся на вопросе о разрешимости задачи (1), (2). Справедлива следующая
теорема.

Теорема. Пусть c(x) < 0 достаточно большой по модулю,

k(x, 0) > 0, k(x, T ) > 0, 2a− |kt| ≥ δ > 0.

Тогда для любой функции f ∈ W 1
2 (G) существует единственное решение u(x, t) краевой

задачи (1), (2) из пространства W 2
2 (G).

В работе [3] в теореме регулярная разрешимость задачи (1), (2) была доказана с по-
мощью явной схемы метода конечных разностей. Мы будем применять метод конечных
элементов, который представляет из себя разновидность вариационных методов Ритца и
Галеркина, основанный на специальном выборе базисных функций. Для решения мы ис-
пользуем базисные функции ϕij(t, x). Каждая такая функция отлична от нуля лишь на
элементарном шестиугольнике Gij , составленном из шести треугольных элементов, имею-
щих общую вершину в точке (ti, xj).

В точке (ti, xj) функция ϕij(t, x) принимает значение, равное единице, в остальных
вершинах шестиугольника ϕij(t, x) = 0, на каждом из треугольников с вершиной (ti, xj)
функция линейна и тождественно равна нулю вне шестиугольника.
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Построение базисной функции- пирамидки Куранта или просто "крышечки". Фик-
сируем вершину P1 какого-либо треугольника. Составляем список соседей- вершин, при-
надлежащих треугольникам, имеющим вершину P1. Пусть в списке есть вершины Q1 и Q1,
принадлежащие треугольнику. В этом треугольнике представляем

ϕ1(t, x) =
1− x−x1

x2−x1
− t−x2

t1−x2

1− xP1
−x1

x2−x1
− tP1

−x2

t1−x2

.

Тогда для точки получаем:

P1ψ
N
P1

(t, x) =
6∑

k=1

ϕk(t, x).

Применим метод конечных элементов к решению задачи. Здесь

uh(x, y) =
N1−1∑

k=1

N2−1∑

l=1

uh
klϕkl(t, x),

где
uh

kl = uh(tk, xl).

Значение uh
kl, найденные методом Галеркина, удовлетворяет системе уравнений:

N−1∑

k,l=1

(
∫

G

[k
∂ϕkl

∂t

∂ϕij

∂t
+ (a− kt)

∂ϕkl

∂t
ϕij − ∂ϕkl

∂x

∂ϕij

∂x
+ cϕklϕij ]dtdx)uh

kl =
∫

G

fϕijdtdx (3)

i, j = 1, N − 1
Функции ϕkl(t, x) и ϕij(t, x) отличны одновременно от нуля только, если точка (tk, xl)

является одной из вершин шестиугольника Gij или совпадает с его центром. Поэтому в
левой части уравнений (3) содержится не более 7 ненулевых слагаемых при неизвестных
ui−1,j , ui,j+1, ui+1,j+1, ui+1,j , ui−1,j−1, ui,j−1, ui,j .

Таким образом, получим систему уравнений:

N−1∑

k,l=1

aij
klu

h
kl = fh

ij , i, j = 1, N − 1 (4)

где коэффициенты aij
kl =

∫
G

[k ∂ϕkl
∂t

∂ϕij

∂t + (a− kt)∂ϕkl
∂t ϕij − ∂ϕkl

∂x
∂ϕij

∂x + cϕklϕij ]dtdx;

fh
ij =

∫

G

fϕijdtdx,

будут найдены с помощью кубатурных формул, используемых в [4].
Добавим к системе (4) аппроксимации условий:

uij = 0, (ti, xj) ∈ Γh (5)

Эта система (4), (5) решается методом Гаусса- Зейделя, который состоит в построении
последовательности итераций вида:

us+1
ij =

1
4
[us+1

i−1,j + us
i+1,j + us

i,j+1 + us+1
i,j−1]. (6)
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(верхним индексом s обозначен номер итерации). При s −→ ∞ последовательность
us

ij сходится к точному решению системы (4), (5). В качестве окончания итерационного
процесса можно принять:

max‖us
ij − us+1

ij ‖ < ε

1 ≤ i ≤ N − 1, 1 ≤ j ≤ N − 1.

Работа выполнена в рамках целевой программы МОиН РФ "Развитие научного по-
тенциала высшей школы (2009-2010 г.г.) на 2011 год" (проект № РНП 2.1.1/13828).
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К проблеме численного решения эллиптических задач

Белых В.Н.
Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН, Новосибирск; belykh@math.nsc.ru

При конструировании алгоритмов численного решения краевых задач речь всегда
идет об аппроксимации континуальных объектов конечномерными и о построении анало-
гов последних, отправляясь от понятий, допускающих финитную формализацию. Качество
дискретизаций оценивается сравнением еҷ характеристик (точности и объема) с асимпто-
тиками двух числовых параметров αn(X) и Hε(X), характеризующих аппроксимационные
возможности компакта X решений задачи [1]. Точнее, с асимптотиками александровского
n-поперечника αn(X) при n → ∞ и колмогоровской ε-энтропии Hε(X) при ε → 0. Напом-
ним, что поперечник αn(X) характеризует способность компакта X “ хорошо” приближать-
ся компактами топологической размерности ≤ n, а энтропия Hε(X), определяемая двоич-
ным логарифмом от минимального числа элементов в наиболее экономном 2ε-покрытии
X, задает минимальный объем информации в битах, требуемый для различения элементов
компакта X с точностью ε > 0.

Величины асимптотик αn(X) и Hε(X) определяются гладкостью составляющих ком-
пакт X элементов [1-3 ]. Грань отличающая качественную дискретизацию характеризуется
наследованием дифференциальных свойств решений. Иначе говоря, практическая эффек-
тивность численного метода зависит от того, насколько полно конечномерные задачи, по-
лучаемые дискретизацией исходной краевой, наследуют дифференциальные свойства ре-
шений последней. Именно по этой причине уникальные аппроксимационные возможности
компактов решений эллиптических задач (характеризующиеся наличием шаудеровских оце-
нок) находятся в конфликте с той точностью, которую способны обеспечивать численные
методы с главным членом погрешности (квадратур, конечных разностей, конечных элемен-
тов и т.п.).

В докладе указан принципиально новый – ненасыщаемый [1,4 ] – метод численного
решения осесимметричных краевых задач для уравнения Лапласа в случае C∞-гладких тел
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вращения достаточно произвольной формы. Специфическая его особенность – отсутствие
главного члена погрешности и, как результат – способность автоматически подстраиваться
к любым естественным для задач классам корректности. В результате экстраординарные
запасы гладкости решений задач ( к примеру, бесконечная дифференцируемость) прежде
находившиеся на периферии насущных интересов компьютерных вычислений, становятся
их активным персонажем [5,6 ].

В качестве примера с высокой точностью численно решена задача внешнего безот-
рывного обтекания потенциальным потоком идеальной несжимаемой жидкости эллипсоида
вращения с удлинением, равным 1000 (см. [7]). Отметим, что эллипсоид вращения, с удли-
нением, равным 25, становится уже непреодолимым препятствием для методов с главным
членом погрешности – насыщаемых , т.е. таких, как методы квадратур, конечных разностей,
конечных элементов и подобные им.

Полученный результат имеет и принципиальный интерес [1], поскольку в случае C∞-
гладких решений построенный численный метод с точностью до медленно растущего мно-
жителя O(ln2n) реализует абсолютно неулучшаемую экспоненциальную оценку погрешно-
сти O(e−n%), % = const, n – число свободных параметров у функций, из которых конструи-
руется приближение. Неулучшаемость оценки обусловлена асимптотикой αn(X) компакта
X аналитических функций, содержащего точное решение задачи. Эта асимптотика также
имеет вид O(e−n%).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 11-01-00147-a) и Меж-
дисциплинарного интеграционного проекта № 40 Президиума СО РАН.
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Дискретный аналог дифференциального оператора
d6

dx6 − 1

Болтаев А. К.
Институт математики и информационных технологий АН РУз, Ташкент,

Узбекистан;

Задача минимизации нормы функционала погрешности по коэффициентам в про-
странстве L

(m)
2 в [1] С.Л.Соболевым приведена к системе разностных уравнений типа

Винера-Хопфа и доказано существование и единственность решения этой системы. Цен-
тральное место в работе [1] занимает описание некоторого аналитического алгоритма отыс-
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кания оптимальных коэффициентов. Для этого С.Л.Соболев определил и исследовал дис-
кретный аналог D

(m)
hH [β] полигармонического оператора ∆m. Задача построение дискретно-

го оператора D
(m)
hH [β] при произвольном n оказалось очень трудной. В одномерном случае

построением дискретного аналога D
(m)
h [β] дифференциального оператора d2m

dx2m занимались
З.Ж.Жамолов и Х.М.Шадиметов [2,3]. В работах [4,5] построени дискретные аналоги диф-
ференциальных операторов d2m

dx2m − d2m−2

dx2m−2 и d4

dx4 + 2 d2

dx2 + 1, соответственно.
В настоящей работе рассматривается задача построение дискретной функции D[β],

которая удовлетворяет равенству

D[β] ∗G[β] = δ[β], (1)

где

G[β] =
sign[β]

6
·
(

sh[β] + e
[β]
2 · cos

(√
3

2
[β] +

π

3

)
+ e−

[β]
2 · cos

(√
3

2
[β] +

2π

3

))
, (2)

δ[β] =
{

1, β = 0,
0, β 6= 0,

[β] = hβ, h = 1
N , N = 1, 2, ....

Следует отметить, что метод построения функции D[β] аналогично методу построе-
ния дискретных аналогов d2m

dx2m , d2m

dx2m − d2m−2

dx2m−2 и d4

dx4 + 2 d2

dx2 + 1 (см.[3-5]).
Дискретная функция D[β] имеет важную роль при вычислении коэффициентов опти-

мальных квадратурных формул и оптимальных интерполяционых формул в пространстве
WP3

2 (0, 1), снабженной нормой

∥∥∥ϕ|WP3
2 (0, 1)

∥∥∥ =





1∫

0

[
P3

(
d

dx

)
ϕ(x)

]2

dx





1
2

,

где P3(z) = z3 + 1 .

Отметим что, уравнение (1) является дискретным аналогом следующего уравнения
(

d6

dx6
− 1

)
·G(x) = δ(x), (3)

где G(x) = signx
6 ·

(
sh(x) + e

x
2 · cos

(√
3

2 x + π
3

)
+ e−

x
2 · cos

(√
3

2 x + 2π
3

))
, δ(x) – дельта-

функция Дирака.
Основными результатами настоящей работы являются следующие теоремы.
Теорема 1. Дискретный аналог дифференциального оператора d6

dx6 − 1, удовлетво-
ряющий равенству (1), имеет вид

D[β] =
3
K
·





B · τ |β|−1
1 + C · τ |β|−1

2 , |β| ≥ 2,
1 + B + C, |β| = 1,

K1 −M1 + B
τ1

+ C
τ2

, β = 0,

(4)

где

K = sh(h) + sh
(

h
2

)
· cos

(√
3

2
h

)
−
√

3 · ch
(

h
2

)
· sin

(√
3

2
h

)
.

K1 = 2ch(h) +
4 cos

(√
3

2 h
)

ch
(

h
2

)
sh(h) + sh(h)−√3 sin(

√
3h)− 2sh(h)ch(h)

sh(h) + sh
(

h
2

) · cos
(√

3
2 h

)
−√3 · ch (

h
2

) · sin
(√

3
2 h

) ,
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K2 =
2 cos(

√
3h)sh(h) + 4 sh(h)ch(h)− 2

√
3 sin(

√
3h)ch(h)

sh(h) + sh
(

h
2

) · cos
(√

3
2 h

)
−√3 · ch (

h
2

) · sin
(√

3
2 h

) ,

M1 = 2 ·
(

ch(h) + 2 cos

(√
3

2
h

)
ch

(
h
2

))
,

B =

(
τ2
1 − 2τ1 · ch(h) + 1

) ·A4(τ1)
(τ2

1 − 1) · (2τ2
1 −K1τ1 + 2)

,

C =

(
τ2
2 − 2τ2 · ch(h) + 1

) ·A4(τ2)
(τ2

2 − 1) · (2τ2
2 −K1τ1 + 2)

.

A4(τ) = τ4 − 4τ3 · cos

(√
3

2
h

)
ch

(
h
2

)
+ 2τ2 ·

(
1 + cos(

√
3h) + ch(h)

)
−

−4τ · cos

(√
3

2
h

)
ch

(
h
2

)
+ 1.

τ1 =
K1 +

√
K2

1 − 4 ·K2 + 8 +

√(
K1 +

√
K2

1 − 4 ·K2 + 8
)2
− 16

4
,

τ2 =
K1 +

√
K2

1 − 4 ·K2 + 8−
√(

K1 +
√

K2
1 − 4 ·K2 + 8

)2
− 16

4
.

h – малый параметр.
Теорема 2. Дискретный аналог D[β] дифференциального оператора d6

dx6 − 1 удовле-
творяет равенствам
1) D[β] ∗ e[β] = 0, 2) D[β] ∗ e−[β] = 0,

3) D[β] ∗ e
1
2
[β] · cos

(√
3

2 [β]
)

= 0, 4) D[β] ∗ e
1
2
[β] · sin

(√
3

2 [β]
)

= 0,

5) D[β] ∗ e−
1
2
[β] · cos

(√
3

2 [β]
)

= 0, 6) D[β] ∗ e−
1
2
[β] · sin

(√
3

2 [β]
)

= 0,

7) D[β] ∗G[β] = δ[β].

Здесь G[β] определяется равенством (2), а δ[β]–дискретная дельта-функция.

ЛИТЕРАТУРА
1. Соболев С.Л. Введение в теорию кубатурных формул. М.: Наука, 1974. 808 с.
2. Жамалов З.Ж. Об одном разностном аналоге оператора d2m

dx2m и его построение //
В кн.: Прямые и обратные задачи для дифференциальных уравнений с частными произ-
водными и их приложения. Ташкент: Фан, 1978. С. 97–108.

3. Шадиметов Х.М. Дискретный аналог дифференциального оператора d2m

dx2m и его
построение. Вопросы вычислительной и прикладной математики. Ташкент, 1985. С. 22–25.
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Сингулярный интеграл
a∫
−a

g(x)
x dx понимается в главном смысле, где g(0) 6= 0, т. е. как

предел

lim
ε→0




0−ε∫

−a

g(x)
x

dx +

a∫

0+ε

g(x)
x

dx


 .

Любая непрерывная функция представляется как сумма четной и нечетной функции, т. е.

g(x) =
g(x) + g(−x)

2
+

g(x)− g(−x)
2

= f1(x) + f2(x).

Тогда f1(x) является четной функцией, а f2(x) нечетной, так как f1(−x) =
= g(−x)+g(x)

2 = f1(x), f2(−x) = g(−x)−g(x)
2 = −f2(x).

Известно, что
a∫
−a

f1(x)dx = 2
a∫
0

f1(x)dx и
a∫
−a

f2(x)dx = 0.

Если g(x) удовлетворяет условию Гельдера в точке x = 0, т. е. |g(x)− g(0)| ≤ A|x|α,
a > 0, то сингулярный интеграл

a∫
−a

g(x)
x dx равен интегралу

a∫
0

g(x)−g(−x)
x dx. Если g(x) —

гладкая функция, то функция g(x)−g(−x)
x является гладкой.

Теорема. Если
a∫
0

g(x)−g(−x)
x dx сингулярный интеграл и g(x) ∈ C2m+1 и lh(0,a)(x) функ-

ционал с пограничным слоем с шагом h = 1
N , то норма функционала lh(0,1)(x) в пространстве

Wm∞(0, 1) удовлетворяет оценке
∥∥∥lh(0,1)

∥∥∥
W m∞(0,1)

≤ B0h
m

(
1 + o

(
hm+1

))
.

Доказательство: Несобственный интеграл преобразуем

a∫

−a

g(x)
x

dx =

a∫

0

g(x)− g(0)
x

dx.

Покажем, что функция f(x) = g(x)−g(0)
x принадлежит Cm

(0,1). Применим формулу Тейлора с
остаточным членом в интегральной форме

g(x)− g(0) = g(0)− g(0) +
m∑

α=1

g(α)(0)
α!

xα +
1
m!

1∫

0

(1− t)m−1g(m+1)(tx)dtxm−1.

Дифференцируя m раз по переменной x,получим

f (m)(x) =
1

(m− 1)!

1∫

0

(1− t)mtmg(2m+1)(tx)dtxm−1.

Следовательно, функция f(x) ∈ Cm.
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Используя основную оценку для функционала lh(0,1)(x) с пограничным слоем в про-
странстве Wm∞(0, 1) [1], получаем

〈
lh(0,1), f(x)

〉
≤ B0h

m
(
1 + o

(
hm+1

))
.

Теорема доказана.
Работа выполняется в рамках целевой программы МОиН РФ "Развитие научного

потенциала высшей школы (2009-2010г. г.) на 2011 год" (проект № РНП 2.1.1/13828).
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Monte Carlo algorithms for numerical estimation of the elliptic
BVP solution and its gradient

Aleksandr Burmistrov
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We propose numerical algorithms for estimating the solution of the boundary
value problems for elliptic equation and the solution gradient. The problem of error
reduction is considered for deterministic as well as statistical computational errors.
We also propose “external” extrapolation for the Euler scheme in order to reduce
the deterministic error. A variant of “antithetic variates” method is suggested for
reducing the variance of the weight Monte Carlo estimate for the solution gradient.
Numerical results are presented for Dirichlet BVP.

1. Dirichlet boundary value problem. We consider k-dimensional Dirichlet problem for
equation

Lu + cu + g ≡ 1
2

k∑

i,j=1

bij(r)
∂2u

∂yi∂yj
+

k∑

i=1

vi(r)
∂u

∂yi
+ cu + g = 0, u

∣∣∣∣∣
Γ

= ψ, (1)

in domain Ω with boundary Γ, which is supposed to be simply-connected and piecewise smooth.
We also assume that functions bij(·), vi(·), c(·) satisfy the Hölder condition in Rk, function g(·)
satisfies the Hölder condition in Ω, function ψ(·) is continuous on Γ, and B(r) = σ(r) · σ∗(r) =
= (bij(r))i,j=1,...,k is uniformly positive definite matrix in Ω. Moreover, we suppose that c(r) < c∗,
where −c∗ is the first eigen value of L in Ω.

For estimating the solution of (1) we can use the probabilistic representation of u(r0) at
an arbitrary point r0 [3]:

u(r0) = EJu, Ju =




t∗∫

0

exp




t∫

0

c(ξl)dl


g(ξt)dt + ψ(ξt∗) exp




t∗∫

0

c(ξl)dl





 .

Here ξt is a solution of the corresponding SDE system

ξt = ξ0 +

t∫

0

v(ξl)dl +

t∫

0

σ(ξl)dw(l) with ξ0 = r0, (2)
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t∗ is the first passage time of the process ξt to the boundary Γ, w(t) is a standard Wiener process.
We can simulate the solution of (2) using, for example, a discrete Euler scheme with a time step τ :

rn+1 = rn + v(rn)τ + σ(rn)ηn+1

√
τ , n = 0, 1, . . . , (3)

here ηn+1 are i.i.d. gaussian vectors with independent coordinates.
Computational error of the Monte Carlo estimates consists of statistical and deterministic

components. The order q of the latter component is equal to 0.5 for the Euler scheme [4], i. e.
the deterministic error in this case is O (

√
τ). We discuss the question of error reduction in the

following sections.
2. “External” extrapolation. The following modification will help us to improve the
deterministic error order q in the Euler scheme. We suggest simultaneous estimating of the
desired functional Ju with two time steps [Ju(·, τ) and Ju(·, 2τ)] and “external” extrapolating [1].
Moreover, every trajectory simulated with the time step 2τ (so called (2τ)-trajectory) is a part
of (τ)-trajectory.

Let us compare the point r
(τ)
2 , which is obtained from r0 after two iterations of (3) with

the time step τ , and the point r
(2τ)
1 , which is obtained from r0 after a single iteration of (3) with

the time step 2τ :

r
(τ)
2 = r0 + [v(r0) + v(r1)]τ + [σ(r0)η1 + σ(r1)η2]

√
τ ,

r
(2τ)
1 = r0 + 2v(r0)τ + σ(r0)η̃1

√
2τ ,

where η̃1 is a gaussian vector independent of η1 and η2. For smooth functions v(·) and σ(·) we
have

r
(τ)
2 ' r0 + 2v(r0)τ + σ(r0)[η1 + η2]

√
τ .

Since the sum (η1 + η2) and η̃1

√
2 have the same distribution density, we can use the point r

(τ)
2

instead of r
(2τ)
1 .

Since the sum (η2n + η2n−1) and η̃n

√
2 have the same distribution density (η̃n are the

i.i.d. gaussian vectors for Euler scheme with time step 2τ), proceeding by induction we come to
conclusion that we can use the point r

(τ)
2n instead of r

(2τ)
n for any n > 0. Note, that simulation

of (2τ)-trajectory can take place without simulation of (τ)-trajectory, if r
(τ)
2j−1 6∈ Ω and r

(τ)
2j =

= r
(2τ)
j ∈ Ω for some j > 0.

Thus, we can simultaneously estimate both Ju(·, τ) and Ju(·, 2τ) using the same
trajectories, moreover

Ju(·) = Ju(·, τ) + Cτ q + o(τ q),
Ju(·) = Ju(·, 2τ) + C(2τ)q + o((2τ)q).

After extrapolation, assuming that q is known, we obtain

Ju(·) = Ju(·, τ) +
Ju(·, τ)− Ju(·, 2τ)

2q − 1
+ o(τ q) = Jext

u (·, τ) + o(τ q).

Numerical results have shown, that for the Euler scheme with “external” extrapolation the
deterministic error of the estimate

Jext
u (r, τ) ≡ Ju(·, τ) +

Ju(·, τ)− Ju(·, 2τ)
2q − 1
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has the form o(τ q) = O(τ), i.e. EJext
u (r, τ) = u(r) + O(τ). Table presents numerical results for

the following parameters:

Ω = {r = (x, y) ∈ R2 : |r|<1}, u = sin(2x) sinh(2y), g = sin(2x) sinh(2y),

c ≡ −1, v =
(

sin(2x)
− sinh(2y)

)
, σ =

(√
4 + cos(2x) 0

0
√

4 + cosh(2y)

)
.

Table 1. Total computational Error of the estimates Ju(r0, τ), Ju(r0, 2τ) and Jext
u (r0, τ)

of the solution to the Dirichlet boundary value problem at the point r0 = (−0.6,−0.6), number
of simulated trajectories is N = 2 · 106.

(
Error ±

√
VJu√
N

)
× 103

Step τ for Ju(r0, τ) for Ju(r0, 2τ) for Jext
u (r0, τ)

2−10 113.274± 0.754 153.679± 0.768 15.727± 1.028
2−11 83.067± 0.744 114.115± 0.755 8.112± 0.954

3. Estimation of the solution gradient.We suggest a weight analogue of the Euler scheme for

estimating the spatial derivative
∂u

∂ω
(r0) = (ω, gradu(r0)) , where ω ∈ Rk. In order to estimate

this value, we need to simulate the solution of SDE (2) with weight (η1, σ
−1(r0)ω)/

√
τ . This

weight is calculated after the first (i.e. n = 0 in (3)) transition in the Euler scheme [2]. As a

result, we obtain a weight Monte Carlo estimate Jω(r0) for
∂u

∂ω
(r0):

Jω(r0, τ) =

(
η1, σ

−1(r0)ω
)

√
τ

· Ju(r1, τ), (4)

here Ju(r1, τ) is the estimate of solution to the problem (1) at the point r1 = r0 + v(r0)τ+
+σ(r0)η1

√
τ and EJu(r1, τ) = u(r1) + O(τ q).

The deterministic error of the estimate (4) and the error of the estimate Ju(r1, τ) have the
same order, which is equal to O (

√
τ) [2]. The statistical error of the estimate (4) grows, when

the time step τ decreases, since each sample of the estimate (4) is of the order O
(
τ−0.5

)
. For

improving the deterministic error, we can replace the estimate Ju(r1, τ) by Jext
u (r1, τ) as it was

described in section 2.
To reduce the variance of the estimate (4) (i.e. to reduce the statistical error), we suggest

using τ1 > τ and a variant of the antithetic variates method [5], which is realized in our case as
follows. We use two dependent identically distributed vectors: η1 and −η1, instead of the first
gaussian vector η1. Thus, together with each trajectory starting at the point

r1 ≡ r+
1 = r0 + v(r0)τ1 + σ(r0)

√
τ1η1

we simulate another one starting at the point

r−1 = r0 + v(r0)τ1 − σ(r0)
√

τ1η1,

using the same gaussian vectors ηn, n > 1.
As a result, we obtain the following estimate

J±ext
ω (r0, τ) =

1
2

(
η1, σ

−1(r0)ω
) · Jext

u (r+
1 , τ)− Jext

u (r−1 , τ)√
τ1



Monte Carlo algorithms for numerical estimation of the elliptic BVP solution . . . 29

for estimating the derivative
∂u

∂ω
(r0). Note, that since Ju(·, τ) and Ju(·, 2τ) are strongly dependent

estimates, the following inequalities hold for the covariance and the variance of these estimates:

cov(Ju(·, τ), Ju(·, 2τ)) > 0, VJext
u (·, τ) <

22qVJu(·, τ) + VJu(·, 2τ)
(2q − 1)2

.

Moreover, if the variances of the estimate Jext
u (·, τ) is finite, then we can also show uniform

(with respect to τ) finiteness of the variance for the estimate J±ext
ω (·, τ). In table you can find

numerical results for the following parameters:

Ω = {r = (x, y) ∈ R2 : |r| < 1}, u = x2 − y2 + x,

v =
(

0
0

)
, σ =

(
1 0
0 1

)
, g = 0, c = 0, τ1 = 0.01.

Table 2. Total computational Error of the estimates Jω(r0, τ), J±ω (r0, ·), obtained using

the antithetic variates method, and the estimate J±ext
ω (r0, τ) of the derivative

∂u

∂ω
at the point

(0.0,-0.5); number of simulated trajectories is N = 4 · 106.
(

Error ±
√

VJω√
N

)
× 103

ω τ Jω(r0, τ) J±ω (r0, τ) J±ω (r0, 2τ) J±ext
ω (r0, τ)

x 2−8 37.227± 4.739 28.704± 2.126 43.536± 2.142 7.105± 2.928
2−9 18.053± 4.734 21.732± 2.130 31.235± 2.144 1.210± 2.736

y 2−8 70.089± 4.761 62.872± 2.212 87.232± 2.223 4.061± 3.008
2−9 46.403± 4.755 48.748± 2.221 66.603± 2.231 5.640± 2.811
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В работе предложена методика для оперативной оценки опасности наводне-
ний основанная на сочетании методов логических решающих функций, метода
экстремальных статистик и регрессионного анализа данных наблюдений.

Красноярский край и Сибирский федеральный округ в целом характеризуются вы-
сокой степенью паводковой опасности. По данным Центра мониторинга и прогнозирования
чрезвычайных ситуаций природного и техногенного характера Сибирского регионального
центра МЧС России только с 2001 по 2010 гг. на территории края зафиксировано 163 случая
затопления жилых объектов, объектов промышленности и инфраструктуры. Наводнения
происходили в 33-х муниципальных образованиях, 111 населенных пунктах, в результате
них пострадало более 400 тыс. человек. Наиболее частыми причинами наводнений являют-
ся: бурное развитие весеннего половодья; заторные явления и аварии на гидротехнических
сооружениях (ГТС).

Для своевременного выявления и реагирования на эти риски действует система мони-
торинга, лабораторного контроля и прогнозирования чрезвычайных ситуаций, основными
задачами которой являются: заблаговременная оценка развития процесса половодья; оцен-
ка риска возникновения наводнений в течение заданного промежутка времени; определение
вероятного времени между ЧС, обусловленными наводнениями; оперативная оценка опас-
ности наводнений на основе анализа факторов, влияющих на развитие природного процес-
са; долгосрочный анализ рисков, ранжирование территории и выявление общей тенденции
развития паводковых процессов.

В работе предложено решение этих задач на основе сочетания методов логических
решающих функций, метода экстремальных статистик и регрессионного анализа данных
наблюдений. Методической основой для решения указанных задач являются элементы тех-
нологии вычислительного эксперимента, который в последнее время получил широкое рас-
пространение в связи с развитием вычислительной техники. Вычислительный эксперимент
(ВЭ) отличает многоцелевая направленность и методологическая универсальность. Под вы-
числительным экспериментом понимается создание и изучение математических моделей
исследуемого процесса с помощью вычислительных средств, выделяя в качестве основы
триаду ¿модель – алгоритм – программаÀ. Вычислительный эксперимент позволяет на
основе накопленной базы наблюдений, разработанных вычислительных алгоритмов и про-
граммного обеспечения эффективно решать задачи мониторинга, лабораторного контроля
и прогнозирования ЧС. Кроме того, вычислительный эксперимент становится эффектив-
ным средством поддержки проведения натурного эксперимента.

В работе предлагается разработка методики для оперативной оценки опасности на-
воднений в рамках СМП ЧС с применением элементов технологии вычислительного экспе-
римента, включающая следующие основные компоненты:
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– оперативные компоненты – оценка развития половодья в предстоящем году на
основе определения года-аналога с помощью логических решающих функций и оценка па-
водковой опасности с помощью построения ¿критических поверхностейÀ;

– компоненты для долгосрочной оценки риска – оценка риска возникновения ЧС в
течение заданного промежутка времени на основе теории экстремальных статистик, опре-
деление вероятного времени между ЧС с помощью комбинации распределения Эрланга
и экспоненциального распределения максимальных уровней воды, а также ранжирование
территории по степени паводковой опасности;

– компонента для оценки опасности наводнений в результате аварий на ГТС.
Оперативная оценка опасности наводнений на основе анализа физических факто-

ров, влияющих на развитие природного процесса, проводится с помощью построения так
называемых ¿критических поверхностейÀ. ¿Критические поверхностиÀ получаются из ре-
грессионных моделей зависимости уровня воды от определяющих физических параметров и
представляют собой функциональную зависимость трех выбранных параметров при фик-
сированных значениях остальных. Построение таких поверхностей помогает оперативно
выявить опасные диапазоны изменения физических параметров, влияющих на развитие
паводковых процессов. В зависимости от угла наклона поверхности к координатной оси
определяется степень влияния физического параметра на развитие природного процесса. С
помощью данного инструментария эффективно визуализируются решающие правила для
системы поддержки принятия решений и управления рисками.

Оценка развития процесса половодья с помощью аппарата логических решающих
функций проводится с помощью оперативного сопоставления физических параметров, опре-
деляющих уровень половодья в текущем году, с аналогичными параметрами прошлых лет,
записанными в плоских таблицах (обучающей выборке). В результате находится год-аналог
– год, для которого текущие значения физических параметров соответствуют более всего.
В зависимости от выбора физических параметров решаются различные по масштабам за-
дачи: от оценки опасности для целых гидрологических районов до оценки опасности для
конкретных гидропостов. Целесообразность применения аппарата логических решающих
функций определяется цикличностью процесса половодья во времени и его многомерно-
стью: зависимостью от многих переменных как качественных, так и количественных.

Оценка риска возникновения наводнений в течение заданного промежутка време-
ни производится с помощью построения модели, отражающей зависимость, превышения
высоты воды H порогового уровня h в течение заданного промежутка времени T лет с по-
мощью аппарата теории экстремальных статистик. Наводнения относятся к катастрофам,
имеющим экспоненциальное распределение ¿существенногоÀ параметра – высоты воды.

Функция распределения случайной величины Hi – высоты воды в i-й год, имеет вид:

F (h) =
{

1− e−λ(h−k), при h > k,
0, при h < k,

где λ > 0. Поэтому согласно теоремам теории экстремальных статистик функ-
ция распределения F (h) принадлежит области притяжения типа: G(x) = exp(−e−x),
−∞ < x < ∞ [1], а константы aT , bT в сходимости P (aT (MT − bT ) 6 x) w−→ G(x) имеют вид:
aT = λ, bT = lnT

λ + k. Здесь MT = max(H1,H2, ...HT ), а символ w−→ означает сходимость в
точках непрерывности предельной функции.

В этом случае соотношение для оценки риска превышения высоты воды H порогового
уровня h в течение T лет имеет вид:

RT (H > h) = P (MT > h) = 1− P (MT 6 h) = 1− P (aT (MT − bT ) 6 aT (h− bT )) w−→
w−→ 1−G(aT (h− bT )) = 1− exp(−e−aT (h−bT )) = 1− exp(−T ·A · e−Bh),
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где A = eλk, B = λ определяются согласно статистическим данным наблюдений для кон-
кретного гидропоста.

Определение вероятного времени между ЧС, обусловленными наводнениями, прово-
дится, используя комбинацию распределения Эрланга и экспоненциального распределения,
что позволяет точнее оценить опасность возникновения катастрофического наводнения. Ис-
пользование в модели распределения Эрланга обусловлено тем, что к ЧС приводит не каж-
дое возможное наводнение, поэтому простейший поток экстремальных природных явлений
¿прореживаетсяÀ [2]. Время между ЧС оценивается с помощью соотношения:

Tчс =
1

λ · q ,

где λ – частота возникновения наводнений на определенной территории, q – частота воз-
никновения ЧС, то есть тех наводнений, которые могут привести к ЧС. Параметры λ и q
определяются, используя статистические данные наблюдений за уровнями воды.

Исследование повторяемости между ЧС с помощью функций распределения Эрланга
и экспоненциального распределения показывает, что модель экспоненциального распреде-
ления дает верхнюю оценку опасности при малых промежутках времени между ЧС. Более
опасной является ситуация при длительном сроке, для которого использование экспоненци-
ального распределения занижает уровень опасности. Поэтому в этом случае целесообразно
рассматривать распределение Эрланга.

Таким образом, используя в качестве модели оценки промежутков времени между
ЧС сочетание распределения Эрланга и экспоненциального распределения, возможно полу-
чение верхней оценки опасности наводнений, более соответствующей эмпирическому рас-
пределению. Представленная модель позволяет точнее оценить опасность возникновения
катастрофического наводнения в течение заданного промежутка времени и, следовательно,
снизить ожидаемый ущерб.

Компонентом анализа пространственного распределения рисков является ранжиро-
вание территории по степени паводковой опасности и выявление общей тенденции развития
паводковых процессов. Суть анализа заключается в определении показателей риска с помо-
щью статистических данных. Основной показатель оценки риска и сравнения территории
по степени опасности – значение индивидуального риска, которое рассчитывается по фор-
муле:

Ri =
Qi

T ·Ni
,

где Qi – количество случаев наводнений за период наблюдений, T – количество лет наблю-
дений, Ni – численность проживающего населения.

В результате выполнено ранжирование исследуемой территории по степени паводко-
вой опасности, оценены риски в муниципальных районах, выявлены наиболее паводкоопас-
ные населенные пункты и реки. На основе полученной информации построены тематические
карты пространственного распределения рисков для исследуемой территории, с помощью
которых планируется размещение элементов системы мониторинга паводковой опасности;
развитие группировки сил и средств для ликвидации возможных ЧС; создание резервов фи-
нансовых и материальных средств и размещение мест их хранения; проводится комплекс
мероприятий, направленных на снижение риска. Отметим, что проведение ранжирования
требуется также для разработки схем территориального планирования, определения стра-
тегий устойчивого развития территорий.

Важным компонентом разрабатываемой методики является оперативная оценка
опасности наводнений при вероятных авариях на ГТС. Общая схема проведения исследо-
ваний и получения оценки опасности включает: сбор исходных данных, расчет параметров
волны прорыва, построение зоны затопления, расчет вероятного ущерба.
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Расчеты проводятся на основе сценарного подхода и ГИС-технологий, особенностью пред-
лагаемого подхода является применение различных расчетных схем оценки ущерба (деталь-
ной оценки или укрупненных показателей) в зависимости от степени детальности исходных
данных.

Элементом информационного обеспечения методики является специализированная
база данных, особенностями которой являются: распределенность ресурсов, направленность
ее на использование в ГИС-технологиях и экспертных системах поддержки принятия реше-
ний. По модели представления информации база данных является реляционной, состоящей
из связанных двумерных таблиц, главными из которых являются: таблица гидропостов;
гидрологических уровней; метеоусловий; объектов, попадающих в зону наводнения; ГТС;
сил и средств для реагирования на ЧС; таблица случаев наводнений; физических парамет-
ров перед началом половодья.

Предлагается ¿трехзвеннаяÀ архитектура СУБД: сервер баз данных – сервер при-
ложений – клиент. Такая архитектура позволит переложить всю функциональность про-
граммы с машины клиента на отдельную машину (сервер приложений), оставив клиенту
только интерфейсную часть, что разгрузит клиента и сервер баз данных от вычислений.
При большом количестве пользователей можно использовать несколько серверов прило-
жений. Для распределения нагрузки возможно кэширование на сервере приложений часто
используемых таблиц для ускорения доступа к ним. В качестве сервера для управления
базой данных предлагается программный продукт Microsoft SQL Server.

ЛИТЕРАТУРА
1. Гумбель Э. Статистика экстремальных значений. М.: Мир, 1965. 449 с.
2. Акимов В.А., Лесных В.В., Радаев Н.Н. Основы анализа и управления риском в

природных и техногенной сферах. М.: ЗАО ФИД ¿Деловой экспрессÀ, 2004. 352 с.

Погрешность, обусловленность и гарантированная точность
многомерных сферических кубатур

Васкевич В.Л.
Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск; vask@math.nsc.ru

В докладе рассматриваются вопросы, связанные с представлением в различных фор-
мах погрешности кубатурных формул на многмерной единичной сфере. В качестве числа
обусловленности конкретной кубатурной формулы предлагается эффективно вычислимый
параметр, даются его явные оценки сверху. На основе комбинирования полученных пред-
ставлений погрешности формулы на классах типа пространств Соболева на сфере и вве-
денного числа обусловленности проводится оценка погрешности реализации формулы в
арифметике с конечной точностью.

Теория и приложения дискретно-стохастических
численных методов: новые результаты

Войтишек А.В.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; vav@osmf.sscc.ru

Введение. С развитием вычислительной техники возрастает интерес к численным
методам решения прикладных задач, в частности к статистическому моделированию (или
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методу Монте-Карло; см., например, [1]). Традиционно методы Монте-Карло рассматрива-
ются в качестве альтернативных ¿детерминированнымÀ численным методам (в частности,
конечно-разностным и конечно-элементным схемам). Однако во многих случаях эффектив-
ными оказываются смешанные алгоритмы, содержащие в себе элементы детерминирован-
ных и стохастических численных схем. Такие комбинированные алгоритмы можно назвать
дискретно-стохастическими численными методами (см. разд. 5.3 в работе [1]).

Следует сразу отметить, что спектр дискретно-стохастических алгоритмов доста-
точно широк. Комбинированные численные методы возникают во всех основных разделах
теории численного статистического моделирования, к которым следует отнести: численную
реализацию выборочных значений и траекторий случайных величин, векторов и функций;
вычисление многократных интегралов; функциональные оценки метода Монте-Карло; при-
ложения, связанные с решением задач вычислительной математики и математической фи-
зики [1]. Заметим, что под термин ¿дискретно-стохастические численные методыÀ подхо-
дят также алгоритмы численного решения стохастических дифференциальных уравнений,
динамико-вероятностные модели окружающей среды, вероятностные клеточные автоматы,
рандомизированные сеточные алгоритмы и многое другое.

В данной работе сделан обзор результатов исследований дискретно-стохастических
методов, проводимых в последнее время в отделе статистического моделирования в физике
Института вычислительной математики и математической геофизики Сибирского отделе-
ния РАН (г.Новосибирск).

1. ¿МоделируемыеÀ базисы и вероятностные распределения. В настоящее
время широкое применение находят алгоритмы и пакеты программ, в которых реализу-
ются множества точек, распределенных в сложных областях согласно заданной плотности
распределения. К таким задачам относятся, в частности, проблемы визуализации объектов
на ЭВМ, построения адаптивных сеток и др. В работах [2, 3] представлен программный
модуль AITricks GeomRandom, в котором использован ряд принципиальных соображений
по оптимизации соответствующих алгоритмов численного моделирования. В частности, су-
щественным является то обстоятельство, что при применении кусочно-полиномиальных ап-
проксимаций функции плотности g(x) вида

f(x) = HLMg(x); LMg(x) =
M∑

i=1

wi(g)χi(x); H =
1∫

LMg(x) dx
(1)

(здесь {wi(g)} – коэффициенты, связанные со значениями g =
(
g(x1), . . . , g(xM )

)
в узлах

сетки {xi}, а {χi(x)} – базисные функции) для больших M возможна реализация эффек-
тивных модификаций соответствующего метода суперпозиции (квантильного метода, мето-
да Уолкера и др. – см., например, [1]). Кроме того, существенным здесь является подбор
соответствующего аппроксимационного базиса, который кроме обычных свойств аппрокси-
мации и устойчивости должен обладать свойством ¿моделируемостиÀ. Последнее означает,
что функции {χi(x)} из соотношения (1) должны быть пропорциональны вероятностным
плотностям, для которых существуют эффективные алгоритмы численной реализации вы-
борочных значений. В работе [4] показано, что хорошими свойствами моделируемости обла-
дает многомерный конечно-элементный базис Стренга–Фикса (терминология из книги [5]).
Интересной видится возможность (пока не изученная) использования в приближениях вида
(1) вейвлетовых методов.

Во многих ситуациях для более ¿быстрогоÀ получения выборочных значений слу-
чайно распределенных точек вместо приближения плотности целесообразно выбирать мо-
делируемые вероятностные распределения, допускающие построение эффективных алго-
ритмов численного моделирования (эта возможность также предусмотрена в программном
модуле AITricks GeomRandom [3]). В работе [2] представлены соответствующие соображе-
ния по ¿искусcтвенномуÀ конструированию вероятностных распределений, допускающих
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эффективное моделирование методами: обратной функции распределения, моделирования
двумерного случайного вектора с зависимыми компонентами, интегральной и дискретной
суперпозиции, исключения. Это является, в частности, основой создания ¿банкаÀ моде-
лируемых вероятностных распределений с целью использования его при построении эф-
фективных алгоритмов численного статистического моделирования. В качестве одного из
примеров применения представленных технологий в работе [2] рассмотрен итерационный
дискретно-стохастический алгоритм построения адаптивных сеток (см. [6, 7], а также до-
клад данной конференции [8]).

2. Дискретно-стохастические алгоритмы численного интегрирования. Для
приближенного вычисления интегралов малых размерностей с гладкими (в обычном или
обобщенном смыслах) подынтегральными функциями и относительно простыми областями
интегрирования развита теория кубатурных формул (см., например, [9]). К недостаткам
¿классическихÀ (детерминированных) кубатурных формул на классах подынтегральных
функций следует отнести: слабый учет специфики той или иной подынтегральной функ-
ции, необходимость разработки специальных численных алгоритмов поиска оптимальных
весов и (или) узлов, чувствительность к росту размерности и гладкости начальных данных
(подынтегральной функции и области интегрирования), трудности в построении показа-
тельных тестовых численных примеров и контроля точности и затрат при практических
вычислениях. Для существенно многомерных задач достаточно эффективным оказывает-
ся стандартный метод Монте-Карло (см., например, [1]). Главным недостатком метода
Монте-Карло является относительно низкая скорость сходимости погрешности к нулю при
возрастании числа случайных узлов.

В работах [10, 11] показано, что весьма эффективными могут оказаться и смешан-
ные, комбинированные процедуры численного интегрирования, сочетающие в себе элементы
кубатурных формул и метода Монте-Карло. По-видимому, одна из первых численных схем
подобного рода была представлена Н.С.Бахваловым в начале шестидесятых годов прошло-
го века (см. работу [12], а также доклад [13] данной конференции). Этот алгоритм можно
трактовать как предельный случай выборки по группам. Кроме этой конструкции в работах
[10, 11] рассмотрены дискретно-стохастические версии выборки по важности, выделения
главной части, метода интегрирования по части области, метода сложной многомер-
ной симметризации, метода равномерной выборки, метода с поправочным множителем,
геометрического метода и др. Все эти приемы позволяют в ряде случаев существенно по-
низить трудоемкость стандартного алгоритма метода Монте-Карло.

3. Функциональные алгоритмы метода Монте-Карло. В последние два деся-
тилетия активно развивается (в основном в отделе статистического моделирования в физи-
ке ИВМиМГ СО РАН) теория приближения функций, заданных в интегральной форме, а
также ее приложения. Основным объектом изучения является решение интегрального урав-
нения Фредгольма второго рода, отражающее распределение состояний важных модельных
марковских процессов. Дискретно-стохастический алгоритм приближения решения вклю-
чает введение сетки по параметру, оценку значений функции в узлах методом Монте-Карло
и восполнение решения по полученным значениям в узлах с использованием аппроксима-
ционного базиса. Соответствующий базис должен обладать хорошими свойствами устойчи-
вости (этими свойствами обладают, в частности, базисные функции Стренга–Фикса [1, 4, 5,
14]).

При изучении сходимости дискретно-стохастических численных алгоритмов прибли-
жения функций важным является вопрос о выборе функциональной меры и вероятностного
смысла сходимости к нулю погрешности метода. Следуя традициям классического числен-
ного анализа (см., например, [9]), здесь разумно использовать L2- и C-метрику для погреш-
ности и сходимость в среднем и по вероятности соответственно (см., например, [1, 14]). Для
этих подходов к оценке погрешности удается разложить погрешность на ¿детерминирован-
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нуюÀ и ¿стохастическуюÀ компоненты, первая из которых оценивается сверху с помощью
соответствующих аппроксимационных теорем [5], а вторая сводится к оценке максимума
случайных погрешностей в узлах сетки.

Далее следует учесть, какие стохастические оценки метода Монте-Карло (независи-
мые, зависимые, слабо зависимые и т.д.) используются в узлах сетки. Для независимых
оценок при построении верхней границы для максимума случайных погрешностей в узлах
сетки используется теория порядковых статистик. Для оценок по методу зависимых испы-
таний требуется использование специальной теории слабой (функциональной) сходимости
последовательностей случайных функций [1, 14].

Полученные верхние границы погрешности T (M, n) используются затем для опреде-
ления условно-оптимальных параметров – числа Mopt узлов используемой сетки и числа
nopt реализаций стохастических оценок в узлах. Здесь из уравнения T (M, n) = δ (здесь δ
– требуемый уровень погрешности) один из параметров (например, число узлов M) вы-
ражается через другой (через число испытаний n) и подставляется в выражение S(M,n),
характеризующее трудоемкость (затраты) функционального алгоритма. Получаемая функ-
ция одного переменного исследуется на минимум. Точка минимума дает выражение для
соответствующего условно-оптимального параметра (см., например, [1, 14]).

Применение описанной здесь общей схемы построения и исследования функциональ-
ных алгоритмов встречает специфические трудности для тех или иных прикладных задач.
Для целого ряда важных приложений эти трудности преодолены в работах Е.В.Шкарупа.
Ею, в частности, подробно исследованы функциональные алгоритмы для решения уравне-
ния Больцмана [15, 16] и ряда краевых задач математической физики [17, 18].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 09–01–00035, 10–01–
00040, 11–01–12030).
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Оптимальные дискретно-стохастические кубатурные формулы

Войтишек А.В.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; vav@osmf.sscc.ru

1. Введение. В обзорном докладе [1] данной конференции описаны ситуации эф-
фективного применения дискретно-стохастических численных алгоритмов, сочетающих
в себе элементы сеточных схем и методов Монте-Карло. Упомянуты, в том числе, комбини-
рованные алгоритмы численного интегрирования, в частности, дискретно-стохастические
версии выборки по важности, выделения главной части, метода интегрирования по части
области, метода сложной многомерной симметризации, метода равномерной выборки, ме-
тода с поправочным множителем, геометрического метода и др. (более подробно эти кон-
струкции описаны в работах [2, 3]). В данном докладе проводится анализ алгоритмов из
работы [4], которые можно трактовать как дискретно-стохастическую версию выборки по
группам. Здесь удается получить оптимальные по порядку погрешности на классах гладких
функций.

2. Алгоритмы Н.С.Бахвалова. Рассмотрим задачу интегрирования по единич-
ному d-мерному кубу

I =
∫

Qd

g(x) dx =
∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
g(x(1), . . . , x(d)) dx(1) . . . dx(d). (1)

Разобьем исходную область интегрирования на равные кубы

Xm =
{
x =

(
x(1), . . . , x(d)

)
: (j(i)

m − 1)/µ ≤ x(i) ≤ j(i)
m /µ

}
; (2)

здесь i = 1, . . . , d; j
(i)
m = 1, . . . , µ; m = 1, . . . , n; n = µd.
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АЛГОРИТМ 1 [4]. Реализуем по одной равномерно распределенной случайной точке
ξm в каждом кубе Xm вида (2) и вычисляем приближение интеграла (1) согласно формуле

I ≈ θ̄n =
1
µd

µ∑

j
(1)
m ,...,j

(d)
m =1

g(ξm) =
1
n

n∑

m=1

g(ξm). (3)

Рассмотрим также стандартный алгоритм метода Монте-Карло (см., например, [5]):

I ≈ ζ̄n =
1
n

n∑

m=1

g(ξ̂m), (4)

где точки {ξ̂m} равномерно распределены во всем кубе Qd. Несложно показать
(см., например, [2, 5]), что для дисперсий оценок (3) и (4) выполнено неравенство
Dθ̄

(M)
n ≤ Dζ̄n.

Рассмотрим класс Cr(L; Qd) = C(r(1),...,r(d)) (
L(1), . . . , L(d); Qd

)
функций d перемен-

ных, у которых (r(s)−1)-е производные по s-ой координате непрерывны, а r(s)-е производные
кусочно-непрерывны и ограничены по модулю константой L(s) в кубе Qd для s = 1, . . . , d.
Предположим, что g(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L;Qd) (это означает, в частности, что g(x) удовле-
творяет условию Липшица с константой L по каждой из переменных).

Для выборочной дисперсии оценки (3) выполнено соотношение

Dθ̄n =
n∑

m=1

D(g(ξm)
n2

=
n∑

m=1

E(g(ξm)− gm)2

n2
, где gm = Eg(ξm) = µd

∫

Xm

g(x) dx. (5)

Из теоремы о среднем следует, что для каждого m найдется точка xm ∈ Xm та-
кая, что

∫
Xm

g(x) dx = g(xm)/µd. Следовательно, gm = g(xm). Для приращений ∆(i),
i = 1, . . . , d с учетом того, что g(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L; Qd), имеем

∣∣g(x(1) + ∆(1), . . . , x(d) + ∆(d))− g(x(1), . . . , x(d))
∣∣ ≤ L(|∆(1)|+ . . . + |∆(d)|).

Так как точка ξm принадлежит Xm, то каждая из ее координат отличается от соответству-
ющей координаты точки xm не более чем на µ−1. Поэтому из последнего неравенства, с
учетом соотношения ∆(i) < µ−1, имеем

|g(ξm)− g(xm)| ≤ Ldµ−1 или |g(ξm)− gm| ≤ Ldµ−1. (6)

Используя очевидное неравенство
∣∣∫

Y z(y) dy
∣∣ ≤ supy∈Y |z(y)| ×mesY , из соотношений (5),

(6) получаем

Dθ̄n ≤
n∑

m=1

supym∈Xm
(g(ym)− gm)2

n2
≤

n∑

m=1

(Ldµ−1)2

n2
= nn−2 L2 d2 n−2/d =

L2 d2

n1+2/d
.

Отсюда следует, что для погрешности δ
(θ)
n = |I − θ̄n| можно построить доверительный ин-

тервал вида

P

(
δ(θ)
n ≤ Hε

σ(θ)

√
n
≤ Hε

Ld

n1/2+1/d

)
≥ 1− ε.

Здесь Hε = const и σ(θ) =
√

nDθ̄n, причем справедливо неравенство σ(θ) ≤ Ld/n1/d. Полу-
ченный порядок t = 1/2 + 1/d является для погрешности δ̃

(M)
n ∼ n−t неулучшаемым. Это
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дает следующее утверждение. Обозначим через Ξn произвольную кубатурную формулу, ис-
пользующую значения подынтегральной функции g(x) в n узлах {ξ̃1, . . . , ξ̃n} – случайных
или фиксированных (приближения (3) и (4) являются частными примерами формулы Ξn).

УТВЕРЖДЕНИЕ 1 [4]. Существуют положительные константы H(r,L) и P , удо-
влетворяющие следующему соотношению. Для любого натурального n и любой формулы
Ξn найдется функция g(x) ∈ Cr(L; Qd), для которой

δ(Ξ)
n (r,L) = |Ξn − I| > H(r,L)

nr+1/2
(7)

с вероятностью P ; здесь 1/r = 1/r(1) + . . . + 1/r(d).
Для рассматриваемого нами множества функций имеем r = (1, . . . , 1),

L = (L, . . . , L) и r = 1/d. Следовательно, согласно соотношению (7) для класса
C(1,...,1)(L, . . . , L; Qd) получаем δ

(θ)
n > H̃/n1/2+1/d. Таким образом, для оценки (3) нашлись

константы H1(P ) и H2(P ), для которых с заданной вероятностью P выполнено двойное
неравенство H1(P )/n1/2+1/d < δ

(θ)
n ≤ H2(P )/n1/2+1/d, что означает оптимальность алгорит-

ма 1 по порядку t вероятностной погрешности δ
(θ)
n ∼ n−t.

Аналогичным образом можно показать, что если подынтегральная функция g(x)
принадлежит классу C2(L,Qd) ⊂ C(2,..,2)(L, .., L;Qd) функций, имеющих непрерывные сме-
шанные производные второго порядка, ограниченные в совокупности общей константой L,
то оптимальный порядок t = 1/2 + 2/d дает следующая кубатурная формула.

АЛГОРИТМ 2 [4]. Реализуем по одной случайной точке ξm в каждом кубе Xm вида
(2). Строим точку ξm,sim, симметричную ξm относительно центра куба Xm. Вычисляем
приближение интеграла (1) согласно формуле

I ≈ Θ̄n =
1
n

n/2∑

m=1

(
g(ξm) + g(ξm,sim)

)
. (8)

Заметим, что алгоритмы 1 и 2 допускают несколько названий. Во-первых, это част-
ные случаи алгоритма расслоенной выборки (см., например, [5]), для которых число испы-
таний n либо равно числу M подмножеств (2), либо n = 2M соответственно. Во-вторых, в
связи с наличием ¿сеточногоÀ разбиения области интегрирования X на малые кубы Xm

вида (2) и выбора одной или двух случайных точек в каждом малом кубе можно отнести ал-
горитмы 1 и 2 к дискретно-стохастическим алгоритмам численного интегрирования [2].
В-третьих, алгоритмы 1 и 2 являются частными случаями случайных кубатурных формул
(см., например, [5]). Отметим, что представленные здесь результаты из работы [4] вызвали
большой научный резонанс и привели к бурному развитию (главным образом, в западноев-
ропейских научных школах) теории сложности численных алгоритмов [6]. Классической
задачей в этой теории является следующая: при фиксированном числе операций n опре-
делить максимальный порядок t погрешности δn ∼ n−t (в обычном или вероятностном
смысле) заданного класса вычислительных алгоритмов. Алгоритмы численного интегриро-
вания являются наиболее удачными иллюстрациями конструкций и методик теории слож-
ности.

3. О трудоемкости алгоритмов Н.С.Бахвалова. На самом деле, максимальные
порядки t по n погрешностей δn рассмотренных выше алгоритмов 1 и 2 не гарантируют того,
что кубатурные формулы (2) и (8) действительно являются оптимальными (т. е. дающи-
ми заданный уровень погрешности за минимальное время) из-за необходимости получения
случайных точек ξm в подмножествах Xm вида (2); это требует осуществления многократ-
ных обращений к датчику стандартных случайных чисел αi, равномерно распределенных
в интервале (0, 1). Как известно (см., например. [5]), при использовании широко распро-
страненных датчиков, основанных на методе вычетов, получение αi является достаточно
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¿дорогостоящейÀ компьютерной операцией. Описанные затруднения проявляются более
заметно с ростом кратности d интеграла (1).

Нами было проведено численное сравнительное исследование алгоритмов 1 и 2 с точ-
ки зрения их трудоемкости при получении заданного уровня погрешности. Формулы (3) и
(8) сравнивались как с ¿детерминированнымиÀ численными схемами (типа формулы пря-
моугольников, для которой значения подынтегральной функции вычислялись в централь-
ных точках кубов Xm), так и с простейшим методом Монте-Карло (4). Рассматривалась
также специальная модификация алгоритма (4) – дискретно-стохастическая версия вы-
борки по важности [2, 3]. При проведении численных экспериментов использовалась сто-
хастическая тестовая система [7], основанная на использовании модельных траекторий
случайных полей.

На основе численных экспериментов (частично представленных в работе [3]) можно
сформулировать следующие выводы.

1. Для размерностей d < 5 вычисление интегралов с помощью оптимальных алго-
ритмов 1 и 2 от всех тестовых функций более экономично.

2. При вычислении интегралов от достаточно ¿гладкихÀ функций из стохастиче-
ской системы функций и размерностей d ≤ 7 время работы дискретно-стохастической
версии выборки по важности сравнимо с затратами алгоритмов 1 и 2. Но для больших
размерностей интеграла и функций малой гладкости этот метод малоэффективен.

3. При вычислении интегралов высокой размерности (d ≥ 6) трудоемкость про-
стейшего метода Монте-Карло (4) не превосходит трудоемкости ¿оптимальныхÀ алго-
ритмов 1 и 2.

4. Трудоемкость алгоритмов 1 и 2 во всех случаях не превосходит трудоемкости
метода прямоугольников. При небольших размерностях интеграла метод прямоугольни-
ков эффективнее простейшего метода Монте-Карло (4).

Таким образом, смешанные дискретно-стохастические численные схемы (алгоритм
выборки по важности, алгоритмы 1 и 2) могут быть эффективными для ¿промежу-
точныхÀ размерностей (d = 3 − 9). Для малых размерностей и гладких подынтеграль-
ных функций неплохо работают простейшие кубатурные формулы (вплоть до форму-
лы прямоугольников). В ходе численных экспериментов нами было также установлено,
что методы Бахвалова (алгоритмы 1 и 2), предложенные им для пространств функций
C(1,..,1)(L, . . . , L; Qd) и C2(L; Qd), можно применять и для кусочно-непрерывных функций с
кусочно-непрерывными производными.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 09–01–00035, 10–01–
00040, 11–01–12030).
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Исследование эффекта упорядочения узлов
в одномерном дискретно-стохастическом алгоритме

построения адаптивных сеток

Войтишек А.В., Малицкая Н.С., Сидорова Т.В.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,
Новосибирск; Сибирский федеральный университет, Красноярск; vav@osmf.sscc.ru

Введение. В обзорном докладе [1] данной конференции описаны ситуации эффек-
тивного применения дискретно-стохастических численных алгоритмов, сочетающих в се-
бе элементы сеточных схем и методов Монте-Карло. Упомянуты, в том числе, рандомизи-
рованные сеточные методы, в частности, алгоритмы построения адаптивных сеток.

Проблема реализации адаптивных сеток на сложных многомерных компактных обла-
стях X ⊂ Rd

X является весьма актуальной [2–4]. Использование адаптивных сеток в задачах
численного моделирования позволяет повысить точность приближенного решения задачи
без существенного увеличения числа узлов. ¿СгущенияÀ узлов (т. е. их распределение со-
гласно заданной плотности f(x)) часто требуются в подобластях, где либо само решение,
либо его градиент принимают большие значения. Кроме того, важные приложения адап-
тивных сеток (такие, как обработка изображений, визуализация данных и т. п.) связаны с
учетом сложной геометрии трехмерных областей и их поверхностей.

Среди всех видов методов построения сеток можно выделить важный класс, в ко-
тором адаптивные сетки получаются в результате отображения некоторой ¿вычислитель-
нойÀ области Q ⊂ Rk

Q на ¿физическуюÀ область X. К указанному классу относятся: метод
эквираспределения [2], метод Томпсона, эллиптические методы и др. Эти методы, а так-
же алгебраические методы и метод конформных отображений, требуют решения сложных
систем нелинейных дифференциальных уравнений с частными производными (при этом
приходится накладывать довольно жесткие условия гладкости на граничные и начальные
условия, а также на способы задания области) – см. соответствующий обзор в работе [3].
При применении разностных схем для решения краевых задач математической физики
определенную проблему представляет собой выбор функции плотности узлов f(x). Еще
один недостаток перечисленных методов рассматриваемого класса связан с трудностями
автоматизации и распараллеливания соответствующих численных схем.

Преодолеть указанные недостатки позволяет подход, предложенный в работе [3] и
подразумевающий использование стохастических нейросетевых моделей самоорганизации,
таких как самоорганизующиеся карты Т.Кохонена (Self-Organizing Maps – SOM), растущий
нейронный газ (Growing Neural Gas – GNG), растущие клеточные структуры (Growing Cell
Structures – GCS) [4]. Однако и эти алгоритмы индуцируют ряд проблем при их реализации
и исследовании.

Определенную трудность представляет собой аналитическое описание стохастиче-
ских нейросетевых моделей. В данной работе проведен анализ возможностей такого описа-
ния для простейших алгоритмов типа SOM. В частности, представлен разработанный нами
работе [4] ¿рекуррентныйÀ подход к аналитическому описанию усредненных ¿наиболее
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вероятныхÀ асимптотических положений узлов для простейшей версии этого алгоритма
(используются упрощения из монографии Т.Кохонена [5]). Кроме того, в данной работе об-
суждаются возможности применения аналитических рекуррентных подходов для описания
явления упорядочения узлов в одномерном случае.

1. Основной дискретно-стохастический алгоритм. Опишем постановку задачи
[3, 5]. В физической области X (или на ее поверхности GX , или на некоторой кривой Γ) тре-
буется построить сетку X(M) = {x1, . . . ,xM}, распределение узлов которой соответствует
заданной плотности f(x), x ∈ Rd

X . Структура этой сетки (порядок и структура расположе-
ния узлов) задается картой Q(M) = {q1, . . . ,qM} и системой нейронов E(M) = {e1, . . . , eM}
(где ei = (qi,xi)), определяющих соответствие между сетками X(M) и Q(M).

Приближение нейронов осуществляется с помощью процедуры самообучения, пред-
ставляющей собой итерационный процесс, основанный на последовательном формирова-
нии обучающего множества Ξ(T ) = {ξ0(1), . . . , ξ0(T )} в виде выборки из вероятностного
распределения случайного вектора ξ, имеющего плотность f(x); здесь T – количество ите-
раций, а ξ0(t) ∈ X (или ξ0(t) ∈ GX ; t = 1, . . . , T ). Кроме того, с помощью специальных
коэффициентов обучения θqj (t,qi) ∈ [0, 1) на каждом шаге итерации устанавливаются ла-
теральные связи между нейронами ei и ej . В результате получается последовательность
сеток X(M)(t) = {x1(t), . . . ,xM (t)}; при этом требуется выполнение соотношения

X(M) ≈ X̃(M) = lim
t→∞X(M)(t) ≈ X(M)(T ). (1)

Знаки приближенных равенств в соотношении (1) означают не только ма-
лость расстояний ρ(xi(∞),xi), ρ(xi(∞),xi(T )) и ρ(xi(T ),xi), где ρ(x,y) =√

(x(1) − y(1))2 + . . . + (x(d) − y(d))2, x = (x(1), . . . , x(d)), y = (y(1), . . . , y(d)), но и вос-
произведение (с хорошей точностью) требуемых свойств сетки X(M) (например, свойств
прямоугольности, отсутствия граничного эффекта и др.) при реализации следующего
итерационного процесса.

ОСНОВНОЙ АЛГОРИТМ [3, 5]. 1. Устанавливаются начальные положения узлов
сетки X(M)(0) = {x1(0), . . . ,xM (0)}.

2. На каждой итерации с номером t = 1, . . . , T выполняются следующие действия:
а) выбирается очередной элемент ξ0(t) выборки Ξ(T );
б) вычисляются расстояния ρ(ξ0(t),xi(t − 1)) от точки ξ0(t) до всех узлов

xi(t − 1) и выбирается ближайший к ξ0(t) узел xm(t − 1) в соответствии с условием:
m = arg mini=1,...,M ρ (ξ0(t),xi(t− 1)); такой узел xm(t− 1) называют победителем.

в) проводится корректировка положений всех узлов в соответствии с формулой:

xi(t) = xi(t− 1) + θqm(t,qi) (ξ0(t)− xi(t− 1)) (2)

для всех i = 1, . . . ,M .
На каждой итерации алгоритма узлы сетки сдвигаются к случайной точке ξ0(t).

Поэтому в местах высокой концентрации элементов выборки постепенно скапливается все
больше узлов, за счет чего достигаются сгущения сетки. В работе [3] показано, что при
T →∞ основной алгоритм обеспечивает выполнение аналога принципа эквираспределения,
т. е. получение требуемой плотности сетки, определяемой функцией f(x).

2. Рекуррентные формулы для наиболее вероятных средних положений
узлов. В работе [5] Т.Кохоненом была предпринята попытка аналитического описания
положений узлов при итерациях основного алгоритма. Рассуждения проводились при сле-
дующих упрощающих предположениях:

– одномерный случай: [a, b] = [0, 1], упрощенный вид коэффициента обучения:

θqm(t,qi) ≡ θ(t) для i ∈ {max(1,m− 1),m, min(M, m + 1)} и θqm(t,qi) = 0 иначе, (3)
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– предположение об упорядоченности начального распределения узлов, то есть вы-
полнено

−∞ < a ≤ x1(0) ≤ x2(0) ≤ . . . ≤ xM (0) ≤ b ≤ ∞, (4)

– равномерное распределение для ¿узлов притяженияÀ,
– замена условных значений на ¿усредненные наиболее вероятныеÀ.
На основе этих упрощений и перехода к ¿непрерывномуÀ случаю Т.Кохонену уда-

лось получить систему дифференциальных уравнений для усредненных наиболее вероят-
ных положений узлов сетки. В работе [5] сформулированы соображения о существовании
и единственности решения этой системы, однако аналитических соотношений для решения
системы получить не удалось.

В работе [4] нами был проведен критический анализ формализма Т.Кохонена и от-
мечено, что вместо перехода к дифференциальным уравнениям целесообразно осуществить
непосредственное усреднение соотношения (2):

E(t)xi(t) = E(t−1)xi(t− 1) + E(t−1,ξ(t))θqm(t,qi) (ξ(t)− xi(t− 1)) ;

здесь индекс ¿(t − 1)À означает взятие математического ожидания по распределению на-
бора сеток {X(M)(0), X(M)(1), . . . , X(M)(t − 1)}; добавление ξ(t) в этом индексе означает
дополнительное усреднение по распределению с плотностью f(x) на t-ом шаге алгоритма.
Далее можно использовать сформулированные выше упрощения и можно получить точные
значения усредненных наиболее вероятных положений узлов для t = 1, 2, . . .:

〈xi(t)〉 = 〈xi(t− 1)〉+ θ(t)
(
E

(ξ)
i (t− 1)− 〈xi(t− 1)〉

)
P

(ξ)
i (t− 1), (5)

где P
(ξ)
i (t− 1) = s

(+)
i (t− 1)− s

(−)
i (t− 1), E

(ξ)
i (t− 1) = (s(+)

i (t− 1)+ s
(−)
i (t− 1))/2, а s

(−)
i (t− 1)

и s
(+)
i (t− 1) – это левый и правый концы отрезка Si(t− 1), определяемого соотношением





Si(t̃) = [12(〈xi−2(t̃)〉+ 〈xi−1(t̃)〉), 1
2(〈xi+1(t̃)〉+ 〈xi+2(t̃)〉)], 3 ≤ i ≤ M − 2;

S1(t̃) = [a, 1
2(〈x2(t̃)〉+ 〈x3(t̃)〉)],

S2(t̃) = [a, 1
2(〈x3(t̃)〉+ 〈x4(t̃)〉)],

SM−1(t̃) = [12(〈xM−3(t̃)〉+ 〈xM−2(t̃)〉), b],
SM (t̃) = [12(〈xM−2(t̃)〉+ 〈xM−1(t̃)〉), b].

Подтверждением точности полученных усредненных значений положений узлов яви-
лись проведенные нами в работе [4] расчеты по методу Монте-Карло. В работе [4] также
показано, что при увеличении числа испытаний n проявляется сходимость монтекарловских
приближений математических ожиданий (5) для алгоритма со скоростью порядка H/

√
n.

Это обстоятельство является численным подтверждением правильности соотношений (5).
Кроме того, в работе [4] было проведено исследование дисперсий положений узлов, которые
(по аналогии с соотношениями (5)) могут быть вычислены аналитически. Таким образом,
использование ¿рекурретногоÀ подхода (5) позволяет получить соотношения, являющиеся
основой содержательных аналитических исследований основного алгоритма, заменяющих
многочисленные реализации этого алгоритма с последующим усреднением положений уз-
лов.

3. Изучение эффекта упорядочения узлов. Дальнейшее развитие рекуррентно-
го аналитического подхода из [4] может быть связано, в том числе, со снятием упрощений
Т.Кохонена, перечисленных в предыдущем пункте. В частности, для преодоления т. н. ¿гра-
ничного эффектаÀ (когда адаптивная сетка, реализуемая с помощью основного алгоритма,
растягиваясь по физической области, не достигает ее границ) целесообразно выбирать ко-
эффициент обучения более сложного (по сравнению с соотношением (3)) вида [3]. При этом
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в рекуррентных формулах вида (5) правые части становятся более громоздкими (включа-
ющими суммы по всем узлам, а не только по соседним), оставаясь, тем не менее, вполне
пригодными для расчетов.

Более существенными могут быть трудности построения аналитических формул для
случая, когда не выполняется предположение (4). В книге [5] сформулировано (без дока-
зательства) утверждение о том, что для θ(t) ≡ const при любом начальном положении
узлов происходит упорядочение значений {〈xi(t)〉; i = 1, . . . , M}. Этот факт, по-видимому,
можно доказать индукцией по M , выписывая аналоги соотношения (5). На данный момент
этот факт проверен лишь численно, причем замечено, что упорядочение происходит тем
быстрее, чем ближе константа θ к единице.

Определенная проблема состоит в том, что практическое использование описанного
выше основного алгоритма предполагает реализацию ¿умеренногоÀ числа итераций T , а
для сходимости этих итераций требуется стремление функции θ(t) к нулю. Легко убедиться
в том, что если это стремление к нулю слишком быстрое, то упорядочения узлов не про-
исходит. Таким образом, правильный подбор коэффициента обучения θqm(t,qi), обеспечи-
вающего одновременно упорядочение узлов и сходимость алгоритма, является достаточно
непростой задачей [3].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 09–01–00035, 10–01–
00040, 11–01–12030).

ЛИТЕРАТУРА

1. Войтишек А.В. Теория и приложения дискретно-стохастических численных ме-
тодов: новые результаты // Данный сборник. С. 33-37.

2. Хакимзянов Г.С., Шокин Ю.И., Барахнин В.Б., Шокина Н.Ю. Численное мо-
делирование течений жидкости с поверхностными волнами. Новосибирск: изд-во СО РАН.
2001.

3. Нечаева О.И. Нейросетевые модели, алгоритмы и комплекс программ для постро-
ения адаптивных сеток // Дисс. на соиск. уч. степени канд. физ.-матем. наук. Новосибирск:
НГУ, 2007.

4. Войтишек А.В., Хмель Д.С. Аналитическое описание применения одномерной
схемы Т.Кохонена для построения адаптивных сеток // Сибирский журнал вычислитель-
ной математики. 2011. Т. 14, №2. C. 131–140.

5. Kohonen T. Self-Organizing Maps. Springer-Verlag, 2001.

Группы целочисленных автоморфизмов совершенных форм
от восьми переменных

Гуломов О. Х., Шодиев С. Ю.
Каршинский государственный университет, Карши, Узбекистан; otabek10@mail.ru

Пусть
f = f(x) = f(x1, ..., xn) =

∑

I≤i,j≤n

aijxixj (1)

положительно-определенная квадратичная форма от n переменных (n ≥ 2) (п.к.ф.)
с вещественными коэффициентами aij = aji(i, j = 1, ..., n), матрицей коэффициентов
A = (aij), определителем d = d(f) = det(aij) > 0, арифметическим минимум m = m(f)
и представлениями минимума ±mk = ±(mik, ...,mnk) (k = 1, ..., s; s = s(f)), то есть
m(f) = f(±m1) = ... = f(±ms).
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Говорят, что п.к.ф. f является совершенной формой (с.ф.) Вороного, если системой
линейных уравнений

∑

I≤i,j≤n

aijmikmjk = m (k = 1, ..., s) (2)

коэффициенты aij(1 ≤ i, j ≤ n) формы f определяются однозначно. Так как система (2)
однозначно определяет N = n(n+1)

2 неизвестных коэффициентов (aij), то
n(n+1)

2 ≤ s ≤ 2n−1
для любой совершенной формы.

Две п.к.ф. f1(x) и f2(y), называются целочисленно эквивалентными, если существует
целочисленная унимодулярная преобразование, x = yU переводящее форму f1(x) в f2(y),
то есть f1(yU) = f2(y). Здесь det(U) = ±1 и элементы uij матрицы целые числа. Отсюда,
в частности, в случае f1 = f2 = fU называется целочисленным автоморфизмом формы, то
есть f(yU) = f(y).

Относительно операции умножения целочисленных унимодулярных матриц n × n
совокупность целочисленных автоморфизмов данной п.к.ф. f составляет группу и она ко-
нечная. Мы эту группу будем обозначать через Aut(f).

В работе [2] разработан алгоритм для вычисления Aut(f) для с.ф. f от n переменных.
Идея алгоритма [2] заключается в следующем. Прямоугольная (s ∗ n) матрица всех пред-
ставлений минимума п.к.ф. f называется минимальной матрицей формы f и обозначается
через M = M(f), а миноры n− го порядка этой матрицы называются минимальными опре-
делителями формы f . Минимальный определитель, абсолютная величина которого равна
1, называется базисным определителем формы f , а соответствующая матрица называется
базисной подматрицей минимальной матрицы или базисной матрицей ([3],[2]). В решетке,
отвечающей п.к.ф. f , базисной подматрице соответствуют основной репер минимальных
векторов этой решетки. По минимальной матрице M(f) п.к.ф. f вида (1) вычисляем мат-
рицу = MAMT , т.е. симметричную (s×s) матрицу, составленную из скалярных произведе-
ний (mk,m

′
k) представлений минимума m в метрике формы f . При этом каждой базисной

подматрице матрицы M будет отвечать подматрица γ матрицы M = M(f) являющаяся
матрицей Грамма, соответствующей этой базисной матрице основного репера минималь-
ных векторов. Теперь в матрице Ã ищется максимальный набор одинаковых подматриц γ,
отвечающих базисным минорам матрицы M(f). Так как каждой подматрице γ соответству-
ют целочисленный автоморфизм формы f , то максимальному набору подматриц γ будет
соответствовать группа Aut(f) целочисленных автоморфизмов формы f .

На основе этого алгоритма, в частности, для форм

f = σm10 = ϕ8
1 +

1
3
{x1x2−x3(x4 + ...+x8)−x4(x5 + ...+x8)−x5(x6 +x7 +x8)−x6(x7 +x8)},

f = σ52 = ϕ8
1 +

1
4
{x1x2 − x2(x7 + x8)− x3(x4 + x5 + x6 + 2x7 + 2x8)−

−x4(x5 + x6 + 2x7 + 2x8)− x5(x6 + 2x7 + 2x8)− 2x6(x7 + x8)}

непосредственными вычислениями получаются следующие предложения.
Теорема 1. Группа Aut M(σm10) имеет порядок 480 и ее можно представить в виде
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объединения 10 смежных классов по подгруппе S∗4 Aut M(σm10) = U9
i=0S

∗
4Ai, где

A1 : x1 → y2 − y3, x2 → y1 − y3, x3 → −y3, xi → y1 + y2 − y3 − yi(i = 4, ..., 8),
A2 : x1 → y2 − y4, x2 → y1 − y4, x3 → −y4, x4 → y1 + y2 − y3 − y4, xi → y1 + y2 − y4 − yi

(i = 5, 6, 7, 8),
A3 : x1 → y2 − y5, x2 → y1 − y5, x3 → −y5, x4 → y1 + y2 − y3 − y5,

A4 : x1 → y2 − y6, x2 → y1 − y6, x3 → −y6, x4 → y1 + y2 − y3 − y6, x5 → y1 + y2 − y4 − y6,

x6 → y1 + y2 − y5 − y6, xi → y1 + y2 − y6 − yi(i = 7, 8),
A5 = x1 → y2, x2 → y1, A6 = A5A1, A7 = A5A2, A8 = A5A3, A9 = A5A4,

A0− единичная матрица. S∗4 : образующими элементами являются всевозможные переста-
новки x3, x4, x5, x6 и x7 → x8, x8 → x7 порядок подгруппы S∗4 равен 48.

Теорема 2. Группа Aut M(σ52) имеет порядок 240, и ее можно представить в виде
объединения 5 смежных классов по S∗4 :
Aut M(σ52) = U4

i=0S
∗
4Ai , где S∗4 , A0, A1, A2A3, A4 определены в теореме 1.

Следствие. Группа Aut M(σ52) является подгруппой группы Aut M(σ10), то есть
Aut M(σ52) ⊂ Aut(σm10).

Группы Aut M(σ52) и Aut M(σ10) нужны для отыскания совершенных форм смеж-
ных с совершенными формами σ52 и σ10 [4,5].
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Чувствительность диффузионного процесса к параметрам
движения границы 1

Гусев С.A.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; sag@osmf.sscc.ru

В работе рассматривается диффузионный процесса в 2D ограниченной области с
подвижной поглощающей границей. Задается функционал этого процесса, математическое
которого совпадает с решением параболической краевой задачи в заданной точке внутри
области. Движение границы области определяется некоторым набором параметров, которые
мы называем параметрами движения границы.

Основное внимание уделяется построению метода оценки решения данной краевой
задачи и его производных по параметрам движения границы с использованием численного
решения стохастических дифференциальных уравнений.

1Работа поддержана грантом РФФИ, №11-01-00252-a.
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Предлагаемый метод решения этой задачи основан на аппроксимации подвижной
границы ломаной линией и построении взаимно однозначного отображения области с по-
движной границей на область, граница которой неподвижна. При этом взаимно однозначное
отображение задается с помощью преобразования переменных, которое приводит к измене-
нию коэффициентов диффузии и сноса так, что эти коэффициенты становятся зависимыми
от параметров. В результате получается случайный процесс, движение которого происхо-
дит в области с неподвижной границей, но при этом траектория процесса внутри области
зависит от параметров, определяющих положение подвижной границы.

Обозначим (Ω,F , P ) — вероятностное пространство и {Ft} — неубывающую после-
довательность σ-алгебр Ft ⊆ F , t ≥ 0. Пусть W· — двумерный винеровский процесс и
предположим, что для любого t случайная величина Wt измерима относительно Ft, и для
s > t разность Ws −Wt независима от σ-алгебры Ft.

Пусть G(t) ⊂ R2 зависимая от t область, ограниченная при любом t ∈
∈ [0, T ]. Обозначим Γ границу области. Будем предполагать, что движение Γ однознач-
но определяется некоторым набором параметров θ = (θ1, . . . , θnp), и при этом координаты
точек Γ(t, θ) являются дифференцируемыми функциями t и θi, i = 1, . . . , np.

Пусть точка (x, y) ∈ G(t) при некотором значении t ∈ [0, T ) и некотором заданном
наборе параметров θ. Зададим диффузионный процесс (xs, ys) ∈ G(s) ⊂ R2 при s ∈ [t, T ] ,
определяемый системой стохастических дифференциальных уравнений (СДУ):

xs = x +
s∫
t

a1vdv +
s∫
t

2∑
i=1

σ1ivdWiv ,

ys = y +
s∫
t

a2vdv +
s∫
t

2∑
i=1

σ2ivdWiv ,

(1)

у которого коэффициенты сноса и диффузии ai, σij (i, j = 1, 2) зависят от v, xv, yv.
В данной работе, для некоторой достаточно гладкой функции ϕ, мы рассматриваем

получение оценки представленного ниже математического ожидания функционала процес-
са, определяемого системой СДУ (1), на основе статистического моделирования траекторий

u(t, x, y, θ) = Et,x,y

[
ϕ(xT , yT , θ)χτ>T

]
. (2)

В (2) приняты следующие обозначения: τ = inf{v| v > t, (xv, yv) ∈ Γ} — момент первого
достижения границы; χA – индикаторная функция множества A; Et ,x ,y — знак условного
математического ожидания при условии, что в момент t процесс (x·, y·) находился в точке
(x, y).

Известно (см., например, [1]), что математическое ожидание функционала в (2) сов-
падает со значением в точке (t, x, y) решения краевой задачи

∂u/∂t + Lu = 0 , (3)
u(T, x, y) = ϕ(x, y, θ), (4)

u(t, x, y) = 0, (x, y) ∈ Γ(t, θ), (5)

где L ≡ 1
2

(
b11(t, x, y) ∂2

∂x2 + 2b12(t, x, y) ∂2

∂x∂y + b22(t, x, y) ∂2

∂y2

)
+ a1(t, x, y) ∂

∂x + a2(t, x, y) ∂
∂y ;

B = (bij) = σσ∗. Предполагается, что матрица B положительно определена. Будем предпо-
лагать также, что существует единственное решение задачи (3) – (5); функция ϕ непрерывно
дифференцируема по всем своим аргументам. Кроме того, для определения производных
функционала (2) требуется существование производных решения задачи (3) – (5) по x, y, θ
на Γ.

Для построения взаимно однозначного отображения области с подвижной границей
на неподвижную область в окрестности подвижной границы задается треугольная сетка
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такая, что часть сторон треугольников образует ломаную линию, которая является ап-
проксимацией подвижной части границы. При этом вершины треугольников этой сетки,
находящиеся на границе, движутся и тем самым определяют движение границы. Постро-
енную таким образом область будем обозначать Gm. Обозначим Gc область с неподвижной
границей, и она полностью идентична Gm в начальный момент времени. В Gc тоже задает-
ся треугольная сетка, которая полностью совпадает с начальным положением треугольной
сетки в Gm.

Взаимно однозначное соответствие между треугольниками в Gc и треугольниками в
Gm устанавливается следующим образом. Рассмотрим два треугольника: T в Gm с коорди-
натами вершин (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) и T̄ в Gc с координатами вершин (x̄1, ȳ1), (x̄2, ȳ2),
(x̄3, ȳ3).

Построим в пространстве R3 плоскость, проходящую через три точки
X1 = (x̄1, ȳ1, x1), X2 = (x̄2, ȳ2, x2), X3 = (x̄3, ȳ3, x3). Пусть уравнение плоскости за-
писывается в виде

Axx̄ + Bxȳ + Cxx + Dx = 0 . (6)

Тогда коэффициенты этой плоскости можно выразить через координаты точек
X1 = (x̄1, ȳ1, x1), X2 = (x̄2, ȳ2, x2), X3 = (x̄3, ȳ3, x3)

Ax = (ȳ2 − ȳ1)(x3 − x1)− (ȳ3 − ȳ1)(x2 − x1) , (7)
Bx = (x̄2 − x̄1)(x3 − x1)− (x̄3 − x̄1)(x2 − x1) , (8)
Cx = (x̄2 − x̄1)(ȳ3 − ȳ1)− (x̄3 − x̄1)(ȳ2 − ȳ1) , (9)
Dx = −(Axx̄1 + Bxȳ1 + Cxx1). (10)

Аналогично определяем плоскость Ayx̄ + Byȳ + Cyy + Dy = 0, проходящую через
точки Y1 = (x̄1, ȳ1, y1), Y2 = (x̄2, ȳ2, y2), Y3 = (x̄3, ȳ3, y3).

На самом деле Cx = Cy, поэтому в дальнейшем этот коэффициент пишем без индек-
сов. Выразим x, y из уравнений плоскостей

x = − 1
C

(Ax(t, θ)x̄ + Bx(t, θ)ȳ + Dx(t, θ)), (11)

y = − 1
C

(Ay(t, θ)x̄ + By(t, θ)ȳ + Dy(t, θ)). (12)

Равенства (11), (12) устанавливают взаимно однозначное соответствие между точками (x̄, ȳ)
неподвижного треугольника T̄ в Gc и точками (x, y) треугольника T подвижной сетки в Gm,
если

AxBy −AyBx 6= 0. (13)

Для указания принадлежности точек и треугольников области Gc в их обозначениях ставим
черту сверху.

Из системы уравнений (11), (12) при выполнении условия (13), легко выражаются
координаты точки неподвижного треугольника T̄ через координаты соответствующей точки
треугольника T ⊆ Gm.

Пусть kT — количество треугольников в сетке. Обозначим Ti, T̄i , i = 1, . . . , kT тре-
угольники подвижной сетки в Gm и неподвижной сетки в Gc соответственно. Верхние ин-
дексы у коэффициентов плоскостей: Ai

x, Bi
x, Di

x, Ai
y, Bi

y, Di
y, Ci, i = 1, . . . , kT в наших

обозначениях соответствуют номерам треугольников.
Обозначим fx, fy правые части равенств (11), (12) соответственно. Установим взаим-

но однозначное отображение F : Gc → Gm с помощью равенства
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(x, y) =





(fx, fy), (x̄, ȳ) ∈
kT⋃
i=1

T̄i,

(x̄, ȳ), (x̄, ȳ) /∈
kT⋃
i=1

T̄i.

(14)

Мы используем биекцию (14) Gc на Gm для построения случайного процесса в Gc

такого, что с помощью моделирования его траекторий можно получать требуемые оценки
u(t, x, y), uθ(t, x).

Пусть (x̄, ȳ) ∈ T̄i, где T̄i — некоторый треугольник в Gc. Точке (x̄, ȳ) при отображении
(14) соответствует в Gm точка (x, y) = (fx(t, x̄, ȳ, θ), fy(t, x̄, ȳ, θ)).

Определим на треугольниках области Gc функции ū, āi, b̄ij , σ̄ij равенствами

ū(t, x̄, ȳ, θ) = u(t, fx(t, x̄, ȳ, θ), fy(t, x̄, ȳ, θ)), (15)
āi(t, x̄, ȳ, θ) = ai(t, fx(t, x̄, ȳ, θ), fy(t, x̄, ȳ, θ)), (16)
b̄ij(t, x̄, ȳ, θ) = bij(t, fx(t, x̄, ȳ, θ), fy(t, x̄, ȳ, θ)). (17)
σ̄ij(t, x̄, ȳ, θ) = σij(t, fx(t, x̄, ȳ, θ), fy(t, x̄, ȳ, θ)). (18)

Мы в нашей работе устанавливаем, что диффузионный процесс в треугольниках
T̄i ∈ Gc, получаемый с учетом построенного взаимно однозначного соответствия между Gm

и Gc, удовлетворяет векторному уравнению
(

dx̄i

dȳi

)
=

1
∆i

( −Bi
y Ai

y

Bi
x −Ai

x

) [(
a1 − ∂fx

∂t

a2 − ∂fy

∂t

)
dt +

(
σ11 σ12

σ21 σ22

)(
dW1t

dW2t

)]
. (19)

Из (19) на основании равенств (16), (18) приходим к системе СДУ, которая описывает
диффузионный процесс в треугольнике T̄i ∈ Gc

(
dx̄i

dȳi

)
=

1
∆i

( −Bi
y Ai

y

Bi
x −Ai

x

) [(
ā1 − ∂fx

∂t

ā2 − ∂fy

∂t

)
dt +

(
σ̄11 σ̄12

σ̄21 σ̄22

)(
dW1t

dW2t

)]
. (20)

Уравнение (19) позволяет получить преобразование, с помощью которого осуществ-
ляется переход от процесса (x̄i, ȳi) в треугольнике T̄i ⊆ Gm к диффузионному процессу
(x̃·, ỹ·) в Gm, имеющему такие же коэффициенты диффузии и сноса как у процесса (1)

(
dx̃
dỹ

)
= − 1

Ci

(
Ai

x Bi
x

Ai
y Bi

y

)(
dx̄i

dȳi

)
+

(
∂fx(t,x̄i,ȳi,θ)

∂t
∂fy(t,x̄i,ȳi,θ)

∂t

)
dt. (21)

Таким образом, процесс (x̄i· , ȳi· ) в любом из треугольников T̄i индуцирует процесс
(x̃·, ỹ·) в Gm, у которого коэффициенты сноса и диффузии совпадают с соответствующи-
ми коэффициентами процесса (x·, y·) в Gm. Отсюда следует, что на основе моделирования
траекторий случайного процесса в области Gc и отображения их в соответствующие траек-
тории в области Gm, можно получать оценки математического ожидания диффузионного
процесса (x·, y·) (2).

С другой стороны в силу биективности отображения (14) оценку решения краевой
задачи (3)–(5) можно находить на основе моделирования траекторий процесса (x̄·, ȳ·) в обла-
сти Gm без отображения их в траектории подвижной области, а как оценку математического
ожидания функционала диффузионного процесса (x·, y·) в области Gc

u(t, x, y, θ) = Et ,x̄ ,ȳ

[
ϕ(fx(T, x̄T , ȳT ), fy(T, x̄T , ȳT ), θ)χ(τ>T )&((x̄T ,ȳT )∈∪T̄i)

)

+ϕ(x̄T , ȳT ), θ)χ(τ>T )&((x̄T ,ȳT )/∈∪T̄i)

]
, (22)
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где x̄, ȳ — координаты точки в Gc, соответствующей точке (x, y) ∈ Gm при взаимно одно-
значном соответствии (14).

В данной работе получено выражение производной uθ, с использованием которого
можно определять оценки производных по параметрам uθ

uθ(t, x, y, θ) = Et,x̄,ȳ

[((∂ϕ
∂x

)
T

(
∂fx

∂x (x̄θ)T + ∂fx

∂y (ȳθ)T + ∂fx

∂θ

)

+
(∂ϕ

∂y

)
T

(
∂fy

∂x (x̄θ)T + ∂fy

∂y (ȳθ)T + ∂fy

∂θ

))
χ(τ>T )&((x̄T ,ȳT )∈∪T̄i)

+
((

∂ϕ
∂x

)
T

(x̄θ)T +
(

∂ϕ
∂x

)
T

(ȳθ)T

)
χ(τ>T )&((x̄T ,ȳT )/∈∪T̄i)

]
,

где x̄θ, ȳθ – производные x̄, ȳ по θ.

ЛИТЕРАТУРА
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Экстремальная функция функционала погрешности
квадратурной формулы и его норма в пространстве Hµ

2 (R)

Жалолов И.И., Жалолов Икром.И., Аслонов Ф.Б.
Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан;

В настоящей работе рассмотрим следующую квадратурную формулу:

1∫

0

P (x)f(x)dx ≈
N∑

β=0

Cβf(xβ), (1)

где соответственно, Cβ и xβ называют коэффициентами и узлами квадратурной формулы
(1), P (x) — весовая функция, f(x) является элементом гильбертова пространства Hµ

2 (R).
Определения 1. Пространство Hµ

2 (R) определяется как замыкания пространства
бесконечно дифференцируемых функций, убивающих на бесконечности быстрее любой от-
рицательной степени, которая норма функций определяется следующим образом:

‖f(x) | Hµ
2 (R)‖ =





∞∫

−∞

∣∣F−1[µ(ξ) · F [f(x)](ξ)](x)
∣∣2 dx





1
2

,

где µ(ξ)- бесконечно дифференцируемая, µ > 0, F и F−1 прямое и обратное преобразование
Фурье:

F [f(x)](ξ) =

∞∫

−∞
f(x)e2πiξxdx, F−1[f(x)](ξ) =

∞∫

−∞
f(x)e−2πiξxdx,

Отметим, что условие

ν(x) =
(

F−1

(
1

µ(ξ)

))
(x) ∈ L2(R)

обеспечивает вложение пространства Hµ
2 (R) в C(R) — непрерывных функций. Условие вло-

жения пространства Hµ
2 (R) в пространство непрерывных функций C(R) является необхо-

димом условием функциональном подходе к теории квадратурных и кубатурных формул.
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Разность между интегралом и квадратурной суммой, т. е.

1∫

0

P (x)f(x)dx−
N∑

β=0

Cβf(xβ) =< `N (x), f(x) >, (2)

называется погрешностью квадратурной формулы (1) и этой разности соответствует функ-
ционал погрешности `N (x) , который имеет вид:

`N (x) = P (x)ε[0,1](x)−
N∑

β=0

Cβδ(x− xβ) (3)

Здесь ε[0,1](x)- характеристическая функция отрезка [0,1], а δ(x)− дельта функция Дирака.
Задача построения оптимальных квадратурных формул в пространстве Hµ

2 (R) — это
вычисления следующей величины

∥∥∥◦`N |Hµ∗
2 (R)

∥∥∥ = inf
Cβ ,xβ

sup
||f ||6=0

|< `N (x), f(x) >|
‖f(x)|Hµ

2 (R)‖ , (4)

где Hµ∗
2 (R) - сопряженное пространство к пространству Hµ

2 (R).
Эта задача состоит из двух частей: сначала мы должны вычислить норму∥∥`N (x)|Hµ∗

2 (R)
∥∥ функционала погрешности `N (x) в пространстве Hµ∗

2 (R), а потом мини-
мизировать его по коэффициентам Cβ и узлам xβ.

В настоящей работе мы занимаемся решением первой части задачи, т. е. вычислением
нормы

∥∥`N (x)|Hµ∗
2 (R)

∥∥ функционала погрешности `N (x). Для этого мы используем поняти-
ем экстремальной функции функционала погрешности `N (x) введенным С. Л. Соболевым
[1].

Определения 2. Функция ψ`(x) для которой выполняется равенство

< `N (x), ψ`(x) >=
∥∥`N (x)|Hµ∗

2 (R)
∥∥ · ‖ψ`(x)|Hµ

2 (R)‖ (5)

называется экстремальной функцией функционала погрешности `N (x). Так как простран-
ство Hµ

2 (R) является гильбертовым, то по теореме Рисса об общем виде линейного функ-
ционала (см. [2]) существует единственная функция ψ`(x) ∈ Hµ

2 (R) для которой

< `N (x), f(x) >=< ψ`(x), f(x) > (6)

и ∥∥`N (x)|Hµ∗
2 (R)

∥∥ = ‖ψ`(x)|Hµ
2 (R)‖ ,

где < ψ`(x), f(x) > — скалярное произведение двух функций ψ`(x) и f(x) из пространства
Hµ

2 (R). Напомним, что скалярное произведение < ψ`(x), f(x) > определяется следующим
образом:

< ψ`(x), f(x) >=

∞∫

−∞
F−1 [µ(ξ) · F [ψ`(x)](ξ)]× F−1 [µ(ξ) · F [f(x)](ξ)] dx.

В частности, из (6) при f(x) = ψ`(x) имеем

< `N (x), f(x) >=< ψ`(x), f(x) >= ‖ψ`(x)|Hµ
2 (R)‖2 =

= ‖ψ`(x)|Hµ
2 (R)‖ · ∥∥`N (x)|Hµ∗

2 (R)
∥∥ =

∥∥`N (x)|Hµ∗
2 (R)

∥∥2
.
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Отсюда видно, что решения ψ`(x) уравнения (6) удовлетворяет уравнению (5) и яв-
ляется экстремальной функцией. Таким образом, для того чтобы вычислить норму функ-
ционала погрешности `N (x), сперва надо решить уравнение (6), т. е. найти экстремальную
функцию ψ`(x) а потом вычислить скалярные произведение

< `N (x), f(x) >=
∥∥`N (x)|Hµ∗

2 (R)
∥∥2

Ниже мы будем находит экстремальную функцию другим путҷм. Далее, из теории
преобразования Фурье обобщенных функций имеем

< `N (x), f(x) >= (F [`N (x)](ξ), F [f(x)](ξ)) =

=
(
µ−1(ξ)F [`N (x)](ξ), µ(ξ)F [f(x)](ξ)

)
=

(
F−1

{
µ−1(ξ)F [`N (x)](ξ)

}
, F−1 {µ(ξ)F [f(x)](ξ)}) .

Если в этом равенстве полагать

F−1 {µ(ξ)F [ψ`(x)](ξ)} = F−1
{
µ−1(ξ)F [`N (x)](ξ)

}
,

т.е. если полагать f(x) = ψ`(x) = F−1
{
µ−1(ξ)F [`N (x)](ξ)

}
(x), то будем иметь:

< `N (x), ψ`(x) >=< ψ`(x), ψ`(x) >=
∥∥`N (x)|Hµ∗

2 (R)
∥∥2

.

Отсюда следует, во первых, что

ψ`(x) = F−1
{
µ−1(ξ)F [`N (x)](ξ)

}
(x) =

=
[
P (x) · ε[0,1](x)

] · νm(x)−
N∑

β=0

Cβνm(x− hβ), (7)

где νm(x) = F−1[µ−1(ξ)](x). Так как ψ`(x) является экстремальной функцией функционала
погрешности (2); во вторых

∥∥`N (x)|Hµ∗
2 (R)

∥∥2 =

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣∣
[
P (x) · ε[0,1](x)

] ∗ νm(x)−
N∑

β=0

Cβνm(x− hβ)

∣∣∣∣∣∣

2

dx. (8)

Этим доказана следующая
Теорема. Экстремальная функция функционала погрешности (2) кубатурной фор-

мулы (1) имеет вид (7), квадрат нормы функционала погрешности над пространством
Hµ

2 (R) имеет вид (8).

ЛИТЕРАТУРА
1. Соболев С.Л. Введение в теорию кубатурных формул. М.: Наука, 1974. 808 с.
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Наилучшая весовая кубатурная формула над пространством
С. Л.Соболева W̃

(m)
2 (Tn) .

Жалолов О. И., Аслонов Ф. Б.
Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан;

В работах [1-5] исследуется проблема оптимальности кубатурных формул относи-
тельно некоторого определенного пространства. Большинство из них рассмотрены в про-
странстве Соболева [1]. Рассмотрим кубатурную формулу общего вида

∫

Tn

p (x) f (x) dx ≈
∑

|α|≤q

N∑

λ=1

(−1)α cα
λf (α)

(
x(λ)

)
, (1)

над пространством С. Л. Соболева W̃
(m)
2 (Tn). Здесь соответственно cα

λ и x(λ) явля-
ются коэффициентами и узлами кубатурной формулы (1), p (x) — весовая функция,
f (x) ∈ W̃

(m)
2 (Tn), Tn — n-мерный тор и α — порядок обобщенных производных и

0 ≤ q ≤ m− 1.

Определение 1. Множество Tn = {x = (x1, x2, . . . , xn); xk = {tk}, tk ∈ R}, где
{tk} = tk − [tk], т. е. дробная доля tk, называется n-мерным тором Tn.

Определение 2. Пространство W̃
(m)
2 (Tn) — определяется как пространство функ-

ций заданных на n-мерном торе Tn и имеющих все обобщенные производные порядка m
суммируемые с квадратом в норме [1]

∥∥∥f (x) /W̃
(m)
2 (Tn)

∥∥∥
2

=




∫

Tn

f (x) dx




2

+
∑

k 6=0

|2πk|2m
∣∣∣f̂k

∣∣∣
2
, (2)

со скалярным произведением

< f (x) , ϕ (x) >
W̃

(m)
2 (Tn)

=
∫

Tn

∑

|α|≤q

Dαf (x) Dαϕ (x) dx +




∫

Tn

f (x) dx







∫

Tn

ϕ (x) dx


 ,

где f̂k - коэффициенты Фурье, т.е. f̂k =
∫
Tn

f (x) e2πi(k,x)dx.

Обобщенную функцию

`
(α)
N (x) = p (x) εTn (x)−

∑

|α|≤q

N∑

λ=1

cα
λδ(α)(x− x(λ)), (3)

назовем функционалом погрешности кубатурной формулы (1). Здесь εTn (x) — характери-
стическая функция Tn.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Квадрат нормы функционала погрешности (3) кубатурной формулы

общего вида (1) над пространством W̃
(m)
2 (Tn) равен

∥∥∥`
(α)
N (x) /W̃

(m)∗
2 (Tn)

∥∥∥
2

=

∣∣∣∣∣∣
p̂0 −

∑

|α|≤q

N∑

λ=1

cα
λ

∣∣∣∣∣∣

2

+
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+
1

(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣∣∣p̂k −
∑
|α|≤q

N∑
λ=1

cα
λ(2πi)α(

n∏
j=1

kj)αe2πi(k,x(λ))

∣∣∣∣∣
2

k2m
,

где cα
λ — коэффициенты, x(λ) — узлы кубатурной формулы (1) и p̂k — коэффициенты Фурье

функции p(x), т. е. p̂k =
∫
Tn

p(x)e2πi(k,x)dx.

Доказательство. Известно, что для функции f (x) ∈ W̃
(m)
2 (Tn) справедливо следу-

ющее равенство:
f(x) =

∑

k

f̂ke
−2πi(k,x),

где

f̂k =< f (x) , e2πi(k,x) >=
∫

Tn

f (x) e2πi(k,x)dx,

т.е. коэффициенты Фурье.
Таким образом, имеем

< `
(α)
N , f (x) >=< `

(α)
N (x) ,

∑

k

f̂ke
−2πi(k,x) >=

=
∑

k

f̂k < `
(α)
N (x) , e−2πi(k,x) >=

∑

k

f̂k
̂̀(α)
−k = f̂0

̂̀(α)
0 +

∑

k 6=0

f̂k
̂̀(α)
−k . (4)

Здесь
̂̀(α)
0 =

∫

Tn

`
(α)
N (x) dx,

̂̀(α)
−k =

∫

Tn

`
(α)
N (x) e−2πi(k,x)dx.

Применяя к правой части (4) неравенство Коши-Шварца и учитывая (2) получим следую-
щую оценку

∣∣∣< `
(α)
N , f (x) >

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
f̂0

̂̀(α)
0 +

∑

k 6=0

f̂k
̂̀(α)
−k

∣∣∣∣∣∣
≤ |f̂0

̂̀(α)
0 |+

+

∣∣∣∣∣∣
∑

k 6=0

f̂k
̂̀(α)
−k |2πk|m · 1

|2πk|m

∣∣∣∣∣∣
≤ |f̂0

̂̀(α)
0 |+

∑

k 6=0

∣∣∣f̂k

∣∣∣
∣∣∣̂̀(α)
−k

∣∣∣ |2πk|m 1
|2πk|m ≤

≤




∣∣∣f̂0

∣∣∣
2
+

∑

k 6=0

∣∣∣f̂k

∣∣∣
2
|2πk|2m





1/2

·





∣∣∣̂̀(α)
0

∣∣∣
2
+

∑

k 6=0

∣∣∣̂̀(α)
−k

∣∣∣
2

|2πk|2m





1/2

=

=
∥∥∥f (x) /W̃

(m)
2 (Tn)

∥∥∥ ·





∣∣∣̂̀(α)
0

∣∣∣
2
+

1
(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣̂̀(α)
k

∣∣∣
2

|k|2m





1/2

. (5)
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Принимая во внимание (2) и (5), получим

∥∥∥`
(α)
N (x) /W̃

(m)∗
2 (Tn)

∥∥∥ ≤





∣∣∣̂̀(α)
0

∣∣∣
2
+

1
(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣̂̀(α)
k

∣∣∣
2

|k|2m





1/2

, (6)

где

̂̀(α)
k = p̂k −

∑

|α|≤q

N∑

λ=1

cα
λ(2πi)α(

n∏

j=1

kj)αe2πi(k,x(λ)) (7)

Таким образом, имея ввиду (7) и (6) получим

∥∥∥`
(α)
N (x) /W̃

(m)∗
2 (Tn)

∥∥∥
2
≤

∣∣∣∣∣∣
p̂0 −

∑

|α|≤q

N∑

λ=1

cα
λ

∣∣∣∣∣∣

2

+

+
1

(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣∣∣p̂k −
∑
|α|≤q

N∑
λ=1

cα
λ(2πi)α(

n∏
j=1

kj)αe2πi(k,x(λ))

∣∣∣∣∣
2

k2m
. (8)

Существует такая функция из W̃
(m)
2 (Tn), что в неравенстве (8) равенство достигается. Дей-

ствительно, рассмотрим следующую функцию u (x):

u (x) = p̂0 −
∑

|α|≤q

N∑

λ=1

cα
λ +

1
(2π)2m

∑

k 6=0

̂̀(α)
−ke−2πi(k,x)

|k|2m .

Вычисляя значение функционала `
(α)
N (x) на функцие u (x) получим

< ` (x) , u (x) >=< `
(α)
N (x) , p̂0 −

∑

|α|≤q

N∑

λ=1

cα
λ +

1
(2π)2m

∑

k 6=0

̂̀(α)
−k e−2πi(k,x)

|k|2m >=

=

∣∣∣∣∣∣
∧
p0−

∑

|α|≤q

N∑

λ=1

cα
λ

∣∣∣∣∣∣

2

+
1

(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣∣∣p̂k −
∑
|α|≤q

N∑
λ=1

cα
λ(2πi)α(

n∏
j=1

kj)αe2πi(k,x(λ))

∣∣∣∣∣
2

k2m
=

=
∥∥∥u (x) /W̃

(m)
2 (Tn)

∥∥∥
2
. (9)

Учитивая (9),(6) получим доказательство теорема.
Введҷм обозначения

DN (x) =
N∑

λ=1

cλδ
(
x− x(λ)

)
,

тогда для функционала погрешности кубатурной формулы (1) при α = 0 имеет место
следующая теорема, которая является основным результатом этой работы.

Теорема 2. Среди всех кубатурных формул вида (1) при

`N (x) = P (x)εTn (x)− n
Π

i=1
DNi (xi)
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и α = 0, наилучшая в пространстве W̃
(m)
2 (Tn) является единственная формула с коэффи-

циентами
◦
c тогда, когда как узлы кубатурной формулы являются образом решетки на торе

Tn и коэффициенты которой равны между собой

c1 = c2 = . . . = cN =
◦
c,

где

◦
c =

p̂0 + 1
(2π)2m · 1

N2m

∑
k 6=0

p̂k

|k|2m

N

(
1 + 1

(2π)2m
1

N2m

∑
k 6=0

1
|k|2m

) .
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Наилучшая весовая квадратурная формула над
пространством Соболева W̃

(m)
2 (T1)

Жалолов Ф. И.
Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан;

Рассмотрим квадратурную формулу вида

∫

T1

P (x) f (x) dx ≈
N∑

λ=1

cλf
(
x(λ)

)
, (1)

где x(λ) и cλ — узлы и коэффициенты квадратурной формулы. Квадратурной формуле (1)
сопоставим обобщҷнную функцию

` (x) = p (x) εT1(x)−
N∑

λ=1

cλδ
(
x− x(λ)

)
, (2)

и назовҷм еҷ функционалом погрешности. Здесь εT1(x) — характеристическая функция T1,
δ (x) — δ-функция Дирака и p (x) ∈ L2 (T1) .

Определение 1. Пространство W̃
(m)
2 (T1) определяется как пространство функций

заданных на одномерном T1 — окружности длины равной единице и имеющих все обоб-
щҷнные производные порядка m суммируемые с квадратом [1]. Пространство W̃

(m)
2 (T1)

становится гильбертовым, если на нҷм вести скалярное произведение

〈f (x) , ϕ (x)〉
W̃

(m)
2 (T1)

=
∫

T1

f (m) (x) ϕ(m) (x) dx +




∫

T1

f (x) dx







∫

T1

ϕ (x) dx


 . (3)
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Норма определяется по формуле

∥∥∥f (x) |W̃ (m)
2 (T1)

∥∥∥
2

=




∫

T1

f (x) dx




2

+
∑

k 6=0

|2πk|2m
∣∣∣f̂k

∣∣∣
2
. (4)

Известно, что ∥∥∥`|W̃ (m)∗
2 (T1)

∥∥∥ = sup
‖ϕ‖6=0

|〈`, ϕ〉|∥∥∥ϕ|W̃ (m)
2 (T1)

∥∥∥
. (5)

Определение 2. Квадратурная формула вида (1) называется наилучшей, если для
нормы ее функционала погрешности `(x) выполняется равенство

∥∥∥◦` |W̃ (m)∗
2 (T1)

∥∥∥ = inf
cλ,x(λ)

∥∥∥` (x) |W̃ (m)∗
2 (T1)

∥∥∥ .

В работе [2] найдена оптимальная формула над пространством W̃
(m)
2 (T ), когда узлы

квадратурной формулы равноотстоящие и p(x) = 1.

В пространстве W̃
(µ)
p М. Д. Рамазановым [3] построена периодическая оптимальная

кубатурная формула на решетке при p(x) = 1.
В настоящей работе рассматривается следующие задачи:
1. Вычисление нормы функционала погрешности весовых квадратурных формул над

пространством W̃
(m)
2 (T1) .

2. Построение наилучшей, т.е. оптимальной по коэффициентам cλ и по узлам x(λ),
весовой квадратурной формулы над пространством С.Л.Соболева W̃

(m)
2 (T1) .

Справедлива следующая
Теорема 1. Квадрат нормы функционала погрешности весовой квадратурной фор-

мулы (1) над пространством W̃
(m)
2 (T1) равен

∥∥∥` (x) |W̃ (m)∗
2 (T1)

∥∥∥
2

=

=

∣∣∣∣∣P̂0 −
N∑

λ=1

cλ

∣∣∣∣∣

2

+
1

(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣∣P̂k −
N∑

λ=1

cλe2πikx(λ)

∣∣∣∣
2

k2m
,

где cλ — коэффициенты, x(λ) - узлы квадратурной формулы вида (1) и P̂k — коэффициенты
Фурье функции p(x).

Доказательство. Известно [1], что для функции f (x) ∈ W̃
(m)
2 (T1) справедливо сле-

дующее равенство:

f (x) =
∞∑

k=−∞
f̂ke

−2πikx =
∑

k

f̂ke
−2πikx,

где f̂k =
〈
f (x) , e2πikx

〉
=

∫
T1

f (x) e2πikxdx, т. е. коэффициенты Фурье.

Таким образом, имеем

〈` (x) , f (x)〉 =

〈
` (x) ,

∞∑

k=−∞
f̂ke

−2πikx

〉
=

∞∑

k=−∞
f̂k

〈
` (x) , e−2πikx

〉
=

=
∞∑

k=−∞
f̂k

ˆ̀
k = f̂0

ˆ̀
0 +

∑

k 6=0

f̂k
ˆ̀−k. (6)
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Здесь
ˆ̀
0 =

∫

T1

`(x)dx, ˆ̀−k =
∫

T1

`(x)e−2πikxdx.

Применяя к правой части (6) неравенство Шварца, получим следующую оценку:

|〈` (x) , f (x)〉| =

=

∣∣∣∣∣∣
f̂0

ˆ̀
0 +

∑

k 6=0

f̂k
ˆ̀
k

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣f̂0
ˆ̀
0

∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
∑

k 6=0

f̂k
ˆ̀−k (2πik)m 1

(2πik)m

∣∣∣∣∣∣
×

×
∣∣∣f̂0

ˆ̀
0

∣∣∣ +
∑

k 6=0

∣∣∣f̂k

∣∣∣
∣∣∣ˆ̀−k

∣∣∣ |(2πik)m| 1
|(2πik)m| ≤





∣∣∣f̂0

∣∣∣
2
+

∑

k 6=0

∣∣∣f̂k

∣∣∣
2
|2πk|2m





1
2

×

×





∣∣∣ˆ̀0
∣∣∣
2
+

∑

k 6=o

∣∣∣ˆ̀k
∣∣∣
2

|2πk|2m





1
2

=

=
∥∥∥f (x) |W̃ (m)

2 (T1)
∥∥∥ ·





∣∣∣∣∣P̂0 −
N∑

λ=1

cλ

∣∣∣∣∣

2

+
1

(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣ˆ̀k
∣∣∣
2

k2m





1
2

, (7)

p̂0 =
∫

T1

p(x)dx.

Принимая внимание (4), (5) и (7), получим

∥∥∥` (x) |W̃ (m)∗
2 (T1)

∥∥∥
2
≤

∣∣∣∣∣P̂0 −
N∑

λ=1

cλ

∣∣∣∣∣

2

+
1

(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣∣P̂k −
N∑

λ=1

cλe2πikx(λ)

∣∣∣∣
2

k2m
. (8)

Рассмотрим следующую функцию из пространства W̃
(m)∗
2 (T1)

ψ` (x) = P̂0 −
N∑

λ=1

cλ +
1

(2π)2m

∑

k 6=0

ˆ̀
ke

2πikx

k(2m)
.

Вычисляя скалярное произведение, получаем

〈` (x) , ψ` (x)〉 =

〈
` (x) , P̂0 −

N∑

λ=1

cλ

〉
+

〈
` (x) ,

∑

k 6=0

ˆ̀
ke

2πikx

(2π)2m k2m

〉
=

∣∣∣∣∣P̂o −
N∑

λ=1

cλ

∣∣∣∣∣

2

+ +
1

(2π)2m

∑

k 6=0

ˆ̀
k
ˆ̀
k

k2m
=

∣∣∣∣∣P̂0 −
N∑

λ=1

cλ

∣∣∣∣∣

2

+
1

(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣ˆ̀k
∣∣∣
2

k2m
. (9)

На основании неравенств (8) и (9) для квадрата нормы функционала погрешности
имеем

∥∥∥` (x) |W̃ (m)∗
2 (T1)

∥∥∥
2

=

∣∣∣∣∣P̂0 −
N∑

λ=1

cλ

∣∣∣∣∣

2

+
1

(2π)2m

∑

k 6=0

∣∣∣∣P̂k −
N∑

λ=1

cλe2πikx(λ)

∣∣∣∣
2

k2m
(10)
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что и требовалось доказать.
2.Из (10) видно, что качество квадратурной формулы характеризуется нормой функ-

ционала погрешности и является функцией неизвестных коэффициентов и узлов. Поэтому
для вычислительной практики полезно уметь вычислить норму функционала погрешности
и оценить еҷ. Отыскание минимума нормы функционала погрешности по cλ и x(λ) есть
задача исследование функции на экстремум.

Значения cλ и x(λ), реализующие этот минимум, определяют наилучшую квадратур-
ную формулу.

Основным результатом настоящей работы является
Теорема 2. Наилучшая весовая квадратурная формула вида (1) над пространством

W̃
(m)
2 (T1) имеет равноотстоящие узлы x(λ) = λ

N , λ = 1, 2, . . . , N и равные коэффициенты
c1 = c2 = · · · = cN =

◦
c, которые выражаются формулой

◦
c =

P̂0 + 1
(2π)2m

1
N2m

∑
k 6=0

P̂k
k2m

N

(
1 + 1

(2π)2m
1

N2m

∑
k 6=0

1
k2m

) .
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Анализ сложных сигналов на основе вейвлет-преобразования
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Работа посвящена построению алгоритмов вейвлет-преобразования слож-
ных сигналов различной природы, а так же задачам, в основе решения которых
лежит теория вейвлетов. Изложены основы кратномасштабного анализа данных
инструментальных наблюдений, в частности, на примере вейвлетов Хаара.

Введение. В задачах обработки и анализа больших массивов данных геомонито-
ринга часто требуется представлять анализируемый сигнал в виде совокупности его после-
довательных приближений. Инструментом разделения (декомпозиции) сигналов на такие
составляющие с учетом разрешения по времени и по частоте является кратномасштабный
анализ (КМА). Кратномасштабный анализ данных позволяет получить хорошее разреше-
ние по времени (плохое по частоте) на высоких частотах и хорошее разрешение по частоте
(плохое по времени) на низких частотах. Этот подход становится особенно эффективным,
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когда сигнал имеет высокочастотные компоненты короткой длительности и протяженные
низкочастотные компоненты.

1. Кратномасштабный анализ. Кратномасштабный анализ данных заключается в
разложении сигнала по ортогональному базису, образованному сдвигами и кратномасштаб-
ными копиями вейвлетной функции. Свертка сигнала с вейвлетами позволяет выделить
характерные особенности сигнала в области локализации этих вейвлетов, при этом, чем
больший масштаб имеет вейвлет, тем более широкая область сигнала оказывает влияние на
результат свертки [1, 2]. Ниже приведены основы кратномасштабного анализа на примере
вейвлета Хаара.

Рассмотрим пространство функций L2(R), определенных на всей действительной оси
R(−∞,∞) и обладающих конечной энергией (нормой):

Es =
∫ ∞

−∞
|s(x)|2 dx < ∞.

В общем случае, для комплексных функций, норма определяется следующим обра-
зом:

‖s‖ =< s, s >1/2 , < s, p >=
∫ ∞

−∞
s(x)p∗(x)dx.

Реальные сигналы, как правило, принадлежат пространству L2(R).
Рассмотрим систему не пересекающихся вложенных подпространств V m ⊂

L2(R), m = 0, 1, ... : V 0 ⊂ V 1 ⊂ ... ⊂ V j ⊂ ... Базис для V j задается множеством мас-
штабированных и сдвинутых характеристических функций:

φj
i = 2j/2φ(2jx− i), где i = 0, ..., 2j − 1,

причем

φ(x) =
{

1, при 0 6 x < 1,
0, в противном случае.

Далее определим новое векторное пространство W j , причем

V j+1 = V j ⊕W j .

Совокупность всех линейно независимых функций ψj
i – базис пространства W j , на-

зывается множеством вейвлетов. Вейвлеты, соответствующие базису, состоящему из харак-
теристических функций φj

i , носят название вейвлетов Хаара и определяются как

ψj
i = 2j/2ψ(2jx− i), где i = 0, ..., 2j − 1,

причем

ψ(x) =





1, при 0 6 x < 1/2,
−1, при 1/2 6 x < 1,
0, в противном случае.

Эти функции образуют нормированные взаимно ортогональные базисы, по которым
может быть разложен анализируемый сигнал.

Пусть задан дискретный сигнал {x0, x1, ..., x2m−1}, имеющий 2m отсчетов. Приведем
алгоритм разложения анализируемого сигнала на уровни декомпозиции.

Нулевой уровень разложения (j = m) может быть получен непосредственно из дис-
кретных данных:

cm
i =

xi√
2m

, i = 0, ..., 2j − 1.
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В результате сигнал представим в виде:

s(x) =
2m−1∑

i=0

cm
i φm

i (x).

Далее, на каждом последующем уровне декомпозиции получаем аппроксимирующие
коэффициенты cj−1

i разложения сигнала по базису {φj−1
i (x)} пространства V j−1 и детали-

зирующие коэффициенты dj−1
i , характеризующие изменения сигнала в пределах каждого

интервала усреднения, по следующим формулам:

cj−1
i =

cj
2i + cj

2i+1√
2

, dj−1
i =

cj
2i − cj

2i+1√
2

.

Разложение функций на вейвлетные ряды на заданном уровне разрешения j выпол-
няется по формуле:

s(x) =
2j−1∑

i=0

cj
iφ

j
i (x) +

m−1∑

l=j

2l−1∑

i=0

dl
iψ

l
i(x).

Таким образом, сигнал аппроксимируется набором простых локальных функций
φj

i (x) и ψj
i (x). Первая сумма в этом выражении дает ¿сглаженные средниеÀ значения функ-

ции s(x) на j-том масштабном уровне, а вторая сумма вейвлетных функций добавляет к
¿грубойÀ аппроксимации сигнала все более подробные детали на все меньших масштабных
интервалах. Заметим, что в областях ¿гладкихÀ значений сигнала коэффициенты дета-
лизации близки к нулевым и ими можно пренебречь, что позволяет осуществлять сжатие
информации для хранения.

Восстановление значений коэффициентов более высокого уровня, а следовательно,
восстановление исходного дискретного сигнала осуществляется по формулам:

cj
2i =

cj−1
i + dj−1

i√
2

, cj
2i+1 =

cj−1
i − dj−1

i√
2

.

Кратномасштабный анализ данных является основой пирамидального алгоритма вы-
числения вейвлет-коэффициентов (алгоритма Малла) [2]:

cj−1
i =

∑
n

hncj
2i+n, dj−1

i =
∑

n

gncj
2i+n,

cm
i =

∫ xi+1

xi

s(x)φ(x− i) dx.

Для дискретных сигналов коэффициенты cm
i рассчитываются по исходным данным.

Здесь явный вид вейвлетной функции требуется только для расчета коэффициентов филь-
тров hn и gn. Сущность алгоритма заключается в последовательном разложении сигнала с
помощью фильтров hn и gn на низкочастотные и высокочастотные составляющие.

2. Дискретное преобразование Хаара. Другим способом разложения сигнала
по функциям Хаара является осуществление дискретного преобразования Хаара [3]. Коэф-
фициенты преобразования Хаара {Yn(k)} , соответствующие входной последовательности
{Xn(k)}, k = 0, 1, ..., N − 1, получаются в результате вычисления преобразования:

Yn =
1
N

HnXn,

где Hn – матрица Хаара размером (N ×N), n = log2 N , получаемая путем дискретизации
системы функций Хаара.
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Обратное преобразование Хаара имеет вид:

Xn = HT
n Yn,

где HT
n – транспонированная матрица Хаара.
3. Сжатие данных. Вейвлеты широко используется для сжатия сигналов, получае-

мых в результате мониторинга или моделирования сложных явлений и процессов. В основу
алгоритма сжатия данных положено дискретное преобразования Хаара. Для реализации
дискретного преобразования Хаара разработано соответствующее программное обеспече-
ние. Алгоритм сжатия сигналов включает следующие этапы.

1. Выполняется дискретное преобразование Хаара.
2. Выбираются K коэффициентов дискретного преобразования, абсолютные значе-

ния которых больше заданного порогового значения. Все оставшиеся коэффициенты при-
равниваются нулю.

3. Вычисляется обратное дискретное преобразование Хаара.
Приведем обоснование второго этапа алгоритма [1]. Предположим, что функция

s(x) выражена через взвешенную сумму базисных функций u1(x), ..., um(x) (в алгорит-
ме – это функции Хаара): s(x) =

∑m
i=1 ci(x)ui(x). Набор данных в этом случае состоит

из коэффициентов c1, ..., cm. Необходимо найти некоторую функцию ŝ(x), аппроксимирую-
щую s(x), с меньшим числом коэффициентов m̂ < m , для которой выполняется условие
‖s(x) − ŝ(x)‖ 6 ε. Постановка задачи сжатия может заключаться в таком упорядочении
коэффициентов c1, ..., cm, что для каждого m̂ < m первые m̂ элементов последовательности
давали бы наилучшее приближение ŝ(x) к s(x) .

Пусть π(i) – это перестановка 1, ..., m , а ŝ(x) – функция, использующая коэффициен-
ты, соответствующие первым m̂ членам перестановки π(i): ŝ(x) =

∑m̂
i=1 cπ(i)(x)uπ(i)(x). Если

базис является ортонормированным, что верно в случае базиса Хаара, тогда ‖s(x)− ŝ(x)‖ =∑m
i=m̂+1 cπ(i)(x)2.

Таким образом, квадрат общей ошибки равен сумме квадратов коэффициентов, кото-
рыми пренебрегли. Поэтому, для того, чтобы минимизировать эту погрешность для любого
данного m̂, лучше всего выбрать такую перестановку π(i), которая располагает коэффици-
енты в порядке уменьшения их абсолютных величин. В алгоритме сжатие осуществлялось
обнулением коэффициентов, абсолютные значения которых меньше заданного порогового.

Эксперименты показали, что с помощью дискретного преобразования Хаара, без зна-
чительной потери информации, возможно сжатие записей данных (осциллограмм) в 1,6 –
2 раза.

Заключение. Таким образом, разложение сигнала на составляющие с учетом раз-
решения по времени и по частоте дает возможность анализа составляющих и выявления
особенностей сигнала. Представление сигнала мониторинга сложного явления или процесса
в виде совокупности его последовательных приближений позволяет получать в зависимости
от целей задачи грубую версию или более детальную, а так же исключать определенные
составляющие, например шумы или малозначимые детали. Так же вейвлет-анализ широко
используется для сжатия данных инструментальных наблюдений.
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Об оценках погрешности кубатурных формул,
точных для полиномов Хаара

Кириллов К.А.
Сибирский федеральный университет, Красноярск;

kkirillov@rambler.ru

На пространствах Sp и Hα найдены оценки нормы функционала погрешно-
сти формул приближенного интегрирования, обладающих d–свойством Хаара
(на Sp — в одномерном, на Hα — в одномерном и двумерном случаях).

Задача построения и исследования кубатурных формул, точных на некотором конеч-
номерном классе функций, характеризует одно из важных направлений теории приближен-
ного интегрирования. Ранее эта задача в основном решалась для вычисления интегралов,
точных на алгебраических и тригонометрических многочленах.

Кубатурные (квадратурные) формулы, точные для системы функций Хаара, впер-
вые были построены И.М.Соболем в [1]. Описание всех минимальных весовых квадратур-
ных формул, обладающих d–свойством Хаара (формул, точных на константах и функциях
Хаара первых d групп), было проведено в [2].

В двумерном случае задача построения кубатурных формул, обладающих d–
свойством Хаара (формул, точных для полиномов Хаара степеней, не превосходящих за-
данного числа d), решалась в [3]—[5]; исследование нормы функционала погрешности ука-
занных кубатурных формул проводилось на пространствах Sp в [6] — была найдена верхняя
оценка нормы функционала погрешности этих формул

‖δN‖S∗p
6 2

1
p · (2d)

− 1
p ,

и установлено, что в случае N ∼ 2d при d →∞

‖δN‖S∗p
∼ 2

1
p N

− 1
p , N →∞.

В представленной работе продолжены эти исследования. Рассматриваются квадра-
турные (кубатурные) формулы

I[f ] =
∫

[0,1]n

f(x) dx ≈
N∑

i=1

Cif(x(i)) = QN [f ], (1)

где f(x) — функция, определенная и суммируемая на [0, 1]n, x(i) ∈ [0, 1]n — узлы формулы
(n = 1, 2), Ci — коэффициенты формулы при узлах (вещественные числа), i = 1, 2, . . . , N .
Норма функционала погрешности δN [f ] = I[f ] − QN [f ] формул (1), обладающих d–
свойством Хаара, на пространствах Sp изучена в одномерном, а на пространствах Hα —
в одномерном и двумерном случаях.

На пространствах Sp найдена нижняя оценка нормы функционала погрешности квад-
ратурных формул, точных на константах:

‖δN‖S∗p
> 2−

1
p N

− 1
p ,

и верхняя оценка нормы функционала погрешности квадратурных формул, обладающих
d–свойством Хаара:

‖δN‖S∗p
6 (2d)

− 1
p .
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На пространствах Hα получены верхние оценки нормы функционала погрешности формул
приближенного интегрирования, обладающих d–свойством Хаара, которые в одномерном
случае записываются в виде

‖δN‖H∗
α

6 (2−αd−1)(2α − 1)−1,

а в двумерном — в виде

‖δN‖H∗
α

6 2−αd−2
[
d(2α − 1)−1 + (2α+2 − 3)(2α − 1)−2

]
.

Установлены также следующие факты: для исследованных формул ‖δN‖S∗p
в од-

номерном случае при N = 2d−1 имеет наилучший порядок сходимости к нулю, равный
N
− 1

p , ‖δN‖H∗
α

в одномерном случае при N = 2d−1 ограничена по сравнению с N−α,
N → ∞, а в двумерном при N ∼ 2d, d → ∞ — по сравнению с N−αlnN , N → ∞, что
соответствует результатам, полученным И.М.Соболем для некоторых из построенных им
кубатурных формул. В то же время исследованные в настоящей статье формулы, будучи
минимальными (близкими к минимальным) формулами приближенного интегрирования
при указанных ограничениях на число узлов, обеспечивают наилучшую поточечную сходи-
мость δN [f ] к нулю.
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Ценностное моделирование для решения уравнения
Смолуховского с линейными коэффициентами коагуляции

Коротченко М. А.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; kmaria@osmf.sscc.ru

Введение. В настоящей работе для численного решения уравнения Смолуховского
в однородном по пространству случае применяются весовые алгоритмы ценностного мо-
делирования. Уравнение Смолуховского описывает широкий класс процессов коагуляции
в физических системах; примерами коагуляции являются процессы полемеризации, ство-
раживания молока и многие другие. В случае парного слипания частиц, который будет
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рассматриваться далее, уравнение Смолуховского принимает вид:

∂nl(t)
∂t

=
1
2

∑

i+j=l

Kijni(t)nj(t)−
∑

i≥j

Kilni(t)nl(t), nl(0) = n
(0)
l , l ≥ 0,

где nl(t) – числовая плотность частиц размера l в момент времени t (размер частицы l
принимает натуральные значения); Kij – заданные коэффициенты коагуляции. Численное
решение уравнения понимается в смысле оценки линейных функционалов от функции nl(t).

Решение кинетического уравнения можно оценивать с помощью моделирования мар-
ковского процесса эволюции N -частичного ансамбля. Введение номера взаимодействующей
пары π в число координат фазового пространства позволило в работе [2] получить инте-
гральное уравнение (1) специального вида:

F (Z, t) =

t∫

0

∫

Z

F (Z ′, t′)K(Z ′, t′ → Z, t) dZ ′ dt′ + F0(Z)δ(t), (1)

где Z = (X, π), X = (N, l1, · · · , lN ), N ≤ N0, li – размер i-й частицы, dZ = dX dµ0(π),
причем интегрирование по мере µ0 означает суммирование по всем номерам пар π. Ядро
данного уравнения содержит сингулярности лишь в качестве сомножителей и имеет вид

K(Z ′, t′ → Z, t) = r(t′ → t|X ′)
a′(π)
A(X ′)

k(li, lj → l). Здесь и далее использованы следующие

обозначения:

r(t′ → t|X ′) = A(X ′) exp{−(t − t′)A(X ′)} – плотность распределения времени между
столкновениями в ансамбле;

A(X) =
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

a(N, li, lj), где a(N, li, lj) =
∞∑
l=1

k(li, lj → l);

k(li, lj → l) = N−1
0 Kli,ljδli+lj ,l определяет преобразование ансамбля при взаимодей-

ствии пары с номером π, в результате которого происходит замена взаимодействую-
щих частиц на одну частицу размера l = li + lj , при этом N = N ′ − 1;

a(π)/A(X) – вероятность выбора значения π = (i, j).

Факторизованный вид ядра уравнения (1) позволяет использовать его для построе-
ния стандартных весовых методов моделирования многочастичных систем.

Как правило, при решении уравнения (1) вычисляют функционалы вида
JH(t) = (Φ, H) от “потока частиц” Φ(X, t) = A−1(X)

∑
π

F (Z, t) в заданные моменты времени.

В работе [2] для функции H̃(X, t) = H(X) exp{−A(X)t}, H(X) ∈ L∞ получено следующее
равенство:

JH(T ) =

T∫

0

∫

Z

H̃(X,T − t′)F (Z, t′) dZ dt′ = (F, H̃).

С помощью этого равенства для оценки функционала JH(T ) можно использовать весовую
оценку “по столкновениям”:

ξ =
ν∑

i=0

QnH̃(Xn, T − tn), где ν = max{n : tn < T, n = 0, 1, , . . .},
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а веса Qn определяются через отношение физических и моделируемых плотностей перехода.
Для этого рассмотрим вспомогательную цепь Маркова, в которой будет использовано пол-
ное ценностное моделирование, т. е. каждый элементарный переход будет моделироваться
по ценности, а именно: время между столкновениями и номер пары взаимодействующих ча-
стиц. При этом для моделирования времени между столкновениями будет использоваться
приближение к функции ценности, полученное для задачи с постоянными коэффициентами
(см. [1]). Для ценностного выбора номера пары взаимодействующих частиц разработан но-
вый алгоритм, который является обобщением алгоритмов, предложенных в работах [1] и [4]
для постоянных (Kij ≡ 1) и аддитивных (Kij ≡ (i + j)/2) коэффициентов, соответственно.

Тестовая задача коагуляции.Далее будет рассмотрено ценностное моделирование
с целью оценки решения тестовой задачи для уравнения (1) с линейными коэффициентами

Kij ≡ a + b(i + j)/2 и nl(t = 0) = δl,1, l ≥ 1,

Такие коэффициенты являются линейной комбинацией постоянного и аддитивного коэф-
фициентов и возникают, например, в модели полимеризации A—R—Bf−1, где f ≥ 3 — общее
число молекул типа A и B в мономере (см., например, в [3]). В этом случае скорость поли-
меризации Kij пропорциональна величине (i+ j)(f − 2)+2. Точное решение данной задачи
Коши известно (см., например, [5]) и имеет следующий вид:

n1(µ(t)) = µ ·
(

aµ + b

a + b

)1+b/a

, n2(µ(t)) = µ · (1− µ) ·
(

aµ + b

a + b

)1+2b/a

,

µ(t) =
b

(a + b) exp{bt/2} − a
.

Для такой задачи аналитически вычисляются

A(X) =
(N − 1)

2

[
a

N

N0
+ b

]
, a(π) ≡ a(N, li, lj) =

2a + b(li + lj)
2N0

.

Численные результаты. В качестве оцениваемых функционалов были выбраны
J

(1)
H (T ) и J

(12)
H (T ), то есть среднее число мономеров и суммарное число мономеров и

димеров, соответственно, в момент времени T . Смещение оценок относительно n1(T ) и
n1(T ) + n2(T ) объясняется конечностью величины N0.

С целью обрыва цепи Маркова при моделировании вводится параметр ε для продле-
ния временно́го интервала, на котором строится данная цепь. В численных экспериментах
было использовано значение ε = 10−5, которое дает почти минимальную (по ε) дисперсию,
не сильно увеличивая среднее число столкновений, в сравнении с прямым моделированием.

Обозначения в таблицах: N0 — начальное количество частиц; M — количество моде-
лируемых траекторий; σ — среднеквадратическое уклонение; tc — время расчета (секунд)
на PC Pentium 4 (3.5 GHZ); Sd, Sv — трудоемкости алгоритмов прямого статистического
моделирования (подсчет числа мономеров или суммы мономеров и димеров при t = T ) и
ценностного моделирования, соответственно.

Результаты, приведенные в таблицах 1–2, показывают, что при полном ценностном
моделировании наблюдается уменьшение трудоемкости оценки искомых функционалов, ко-
торое особенно заметено при больших значениях T .

Кроме того, результаты расчетов, приведенные в таблицах 3–4, показывают, что с
помощью разработанных алгоритмов ценностного моделирования можно оценивать малые
величины, которые невозможно оценить с помощью прямого моделирования за сопостави-
мое время.
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Таблица 1: Оценка функционала J
(1)
H (T ) для a = 1, b = 2 (T = 0.1; 1; 10).

Моделирование J̃
(1)
H (T ) σ̄ RE (%) tc Sd/Sv

n1(0.1) = 7.5131 · 10−1 (T = 0.1; M = 104; N0 = 103)

прямое 7.5053 ·10−1 2.9 · 10−4 0.10 4.8 −−
ценностное 7.5155 ·10−1 2.0 · 10−4 0.03 5.5 1.79

n1(1) = 1.2263 · 10−1 (T = 1; M = 104; N0 = 103)

прямое 1.2266 ·10−1 1.1 · 10−4 0.02 37.7 −−
ценностное 1.2271 ·10−1 4.7 · 10−5 0.07 34.9 6.09

n1(10) = 8.9684 · 10−6 (T = 10; M = 105; N0 = 2 · 102)

прямое 9.4500 ·10−6 6.9 · 10−7 5.37 68.9 −−
ценностное 8.6176 ·10−6 5.4 · 10−8 3.91 74.9 152

Таблица 2: Оценка функционала J
(12)
H (T ) для a = 1, b = 2 (T = 0.1; 10).

Моделирование J̃
(12)
H (T ) σ̄ RE (%) tc Sd/Sv

n1(0.1) + n2(0.1) = 8.4460 · 10−1 (T = 0.1; M = 104; N0 = 103)

прямое 8.4363 ·10−1 3.4 · 10−4 0.12 4.6 −−
ценностное 8.4516 ·10−1 1.6 · 10−4 0.07 5.3 3.85

n1(10) + n2(10) = 1.2954 · 10−5 (T = 10; M = 105; N0 = 2 · 102)

прямое 1.3600 ·10−5 8.3 · 10−7 5.37 64.1 −−
ценностное 1.2594 ·10−5 7.2 · 10−8 2.78 72.5 117

Таблица 3: Оценка функционала J
(1)
H (T ) для a = 2, b = 10 (T = 10).

Моделирование J̃
(1)
H (T ) σ̄ RE (%)

n1(10) = 5.3828 · 10−23 (T = 10; M = 106; N0 = 103)

ценностное 5.3047 · 10−23 1.9 · 10−25 1.45
прямое 0.0 −− 100

Таблица 4: Оценка функционала J
(12)
H (T ) для a = 2, b = 10 (T = 10).

Моделирование J̃
(12)
H (T ) σ̄ RE (%)

n1(10) + n2(10) = 7.5460 · 10−23 (T = 10; M = 106; N0 = 103)

ценностное 7.4278 · 10−23 2.1 · 10−25 1.57
прямое 0.0 −− 100
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Представление функционала погрешности кубатурной
формулы в пространстве Соболева с нормой, осложненной

биномиальными коэффициентами

Корытов И.В.
Иркутский государственный университет, Иркутск; kor2003@inbox.ru

В работе показано представление финитного функционала погрешности че-
рез локально суммируемую функцию. В представлении используется извест-
ное фундаментальное решение одного эллиптического оператора. При этом,
для нормирования пространства Соболева не используются псевдодифферен-
циальные операторы. Ни норма, ни представление функционала не совпадают с
описанными ранее ни при каких значениях наибольшего порядка производных
функций рассматриваемого класса.

Локально суммируемая функция, реализующая функционал погрешности кубатур-
ной формулы в основном пространстве, является решением некоторого дифференциального
уравнения с частными производными в обобщенных функциях. Если уравнение является
линейным с постоянными коэффициентами, то такая функция представляет собой свертку
правой части с фундаментальным решением. В случае фактор-пространств таким урав-
нением выступает полигармоническое, где оператором является оператор Лапласа соот-
ветствующего порядка [1], [2]. В пространстве же Соболева, нормированном с участием
производных всех порядков, оператор содержит сумму операторов Лапласа с возрастанием
порядка, и нахождение фундаментального решения такого уравнения представляет значи-
тельную трудность. Поскольку уравнение строится на основе нормы основного простран-
ства, то задача решается обычно подбором такой нормы, чтобы фундаментальное решение
соответствующего уравнения было известным.

В данной работе в отличие от [3] норма определена таким образом, что при ее по-
строении не используются псевдодифференциальные операторы.

Рассматривается пространство Соболева W
(m)
p (Rn) основных функций ϕ с нормой

∥∥∥ϕ
∣∣∣W (m)

p (Rn)
∥∥∥ =




∫

Rn

m∑

k=0

m!
k!(m− k)!

∑

|α|=k

k!
α!
|Dαϕ|p dx




1/p

. (1)



Представление функционала погрешности кубатурной формулы . . . 69

Функционал погрешности кубатурной формулы

〈l, ϕ〉 =
∫

Rn

(
χΩ(x)−

N∑

k=0

ckδ
(
x− x(k)

))
ϕ(x)dx,

где ck — коэффициенты, x(k) — узлы, является финитным: ∃r > 0: supp l ⊂ B(a, r). Здесь
B(a, r) шар с центром a ∈ Rn и радиусом r. Область интегрирования Ω ⊂ B(a, r) имеет
характеристическую функцию

χΩ(x) =
{

1, x ∈ Ω,
0, x /∈ Ω.

На параметры пространства W
(m)
p (Rn) накладываются ограничения

pm > n, 1 < p < ∞, 1/p + 1/q = 1. (2)

Покажем, что представление существует, единственно и реализуется функцией, ло-
кально суммируемой в степени q вместе со всеми своими производными.

Теорема 1. Существует функция ψ ∈ W
(m)
q (Rn), реализующая на произвольной

функции ϕ ∈ W
(m)
p (Rn) с нормой (1) и при условиях (2) данный линейный функционал в

виде

〈l, ϕ〉 =
∫

Rn

m∑

k=0

m!
k!(m− k)!

∑

|α|=k

k!
α!

DαψDαϕdx (3)

с нормой
∥∥∥l

∣∣∣W (m)∗
p (Rn)

∥∥∥ =
∥∥∥ψ

∣∣∣W (m)
q (Rn)

∥∥∥.
Доказательство. Последовательное применение неравенств Гельдера к выражению

(3) приводит к оценке

|〈l, ϕ〉| ≤
∥∥∥ψ

∣∣∣W (m)
q (Rn)

∥∥∥
∥∥∥ϕ

∣∣∣W (m)
p (Rn)

∥∥∥ ,

что означает, во-первых, ограниченность функционала, во-вторых, необходимость принад-
лежности функции ψ пространству W

(m)
q (Rn), откуда

|〈l, ϕ〉|∥∥∥ϕ
∣∣∣W (m)

p (Rn)
∥∥∥
≤

∥∥∥ψ
∣∣∣W (m)

q (Rn)
∥∥∥ .

Далее, поскольку правая часть неравенства не зависит от функций ϕ ∈ W
(m)
p (Rn), и нера-

венство верно для всех таких функций, то

sup
ϕ 6=0

|〈l, ϕ〉|∥∥∥ϕ
∣∣∣W (m)

p (Rn)
∥∥∥
≤

∥∥∥ψ
∣∣∣W (m)

q (Rn)
∥∥∥ ,

что согласно определению нормы дает
∥∥∥l

∣∣∣W (m)∗
p (Rn)

∥∥∥ ≤
∥∥∥ψ

∣∣∣W (m)
q (Rn)

∥∥∥ . (4)

Для построения обратного неравенства рассмотрим функционал на функции θ:

Dαθ = |Dαψ|1/(p−1) signDαψ, ∀|α| ≤ m, (5)
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он будет равен

〈l, θ〉 =
∫

Rn

m∑

k=0

m!
k!(m− k)!

∑

|α|=k

k!
α!
|Dαψ|q dx =

∥∥∥ψ
∣∣∣W (m)

q (Rn)
∥∥∥

q
. (6)

Далее из (5) следует
Dαψ = |Dαθ|p−1 signDαθ, ∀|α| ≤ m.

Известно, что для любой f ∈ Lp, 1 < p < ∞, 1/p+1/q = 1, функция |f |p−1signf ∈ Lq [1]. Так
как ψ ∈ W

(m)
q , то Dαψ ∈ Lq, следовательно, Dαθ ∈ Lp, |α| ≤ m, θ ∈ W

(m)
p . Таким образом,

норма функции θ удовлетворяет соотношению
∥∥∥θ

∣∣∣W (m)
p (Rn)

∥∥∥
p

=
∥∥∥ψ

∣∣∣W (m)
q (Rn)

∥∥∥
q
. (7)

Далее из
〈l, θ〉 ≤

∥∥∥l
∣∣∣W (m)∗

p (Rn)
∥∥∥

∥∥∥θ
∣∣∣W (m)

p (Rn)
∥∥∥ .

с учетом(6) и (7)следует
∥∥∥l

∣∣∣W (m)∗
p (Rn)

∥∥∥ ≥ |〈l, θ〉|∥∥∥θ
∣∣∣W (m)

p (Rn)
∥∥∥

=
∥∥∥ψ

∣∣∣W (m)
q (Rn)

∥∥∥ .

Получилось неравенство, обратное к (4), следовательно,
∥∥∥l

∣∣∣W (m)∗
p (Rn)

∥∥∥ =
∥∥∥ψ

∣∣∣W (m)
q (Rn)

∥∥∥ .

Теорема доказана.
Теорема 2. Функция, реализующая представление (3) в условиях теоремы 1, един-

ственна в пространстве обобщенных функций и имеет вид

ψ = G2m ∗ l (8)

где G2m — фундаментальное решение дифференциального оператора с постоянными коэф-
фициентами

m∑

k=0

m!
k!(m− k)!

(−1)k
∑

|α|=k

k!
α!

D2α.

Доказательство основано на интегрировании по частям (3)

〈l, ϕ〉 =
∫

Rn

m∑

k=0

m!
k!(m− k)!

(−1)k
∑

|α|=k

k!
α!

D2αψϕdx,

что равносильно дифференциальному уравнению в обобщенных функциях

m∑

k=0

m!
k!(m− k)!

(−1)k
∑

|α|=k

k!
α!

D2αψ = l.

Оператор уравнения линеен и имеет постоянные коэффициенты. Согласно [4] решение та-
кого уравнения единственно в пространстве обобщенных функций и равно свертке его фун-
даментального решения с правой частью, что доказывает утверждение теоремы. Фунда-
ментальное решение его известно и приведено в [5].
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Теорема 3. Функция (8) в условиях (2) принадлежит пространству W
(m)
q (Rn) с

нормой вида (1).
Доказательство. Для доказательства требуется установить суммируемость в сте-

пени q частных производных всех порядков |α| ≤ m функции G2m. На основании оценок
[5]

|DαG2m| ≤ Ce−|x||x| 2m−n−1
2 , |x| > 1,

все частные производные убывают на бесконечности по экспоненциальному типу, и несоб-
ственные интегралы вне единичного шара от каждой производной сходятся Оценка внутри
единичного шара разбивается на три случая. Несобственный интеграл от оценивающей
функции

|DαG2m| ≤ C(1− ln |x|), |x| < 1,

сходится при n− 2m + |α| = 0 и четном |α|. При n− 2m + |α| < 0 интеграл от оценки

|DαG2m| ≤ C, |x| < 1,

является собственным. При n−2m+|α| = 0 и нечетном |α| или n−2m+|α| > 0 несобственный
интеграл от оценки

|DαG2m| ≤ C
1

|x|n−2m+|α| , |x| < 1,

возведенной в степень q сходится при p(2m − |α|) > n. Следовательно, интегралы от про-
изводных наивысшего порядка оцениваются сходящимся несобственным интегралом при
pm > n.

На основании сказанного и с учетом ограниченности линейного функционала в Lq

[1] для всех |α| ≤ m интегралы от производных свертки, возведенных в степень q, сходятся
при pm > n, следовательно DαG2m ∗ l ∈ Lq(Rn), |α| ≤ m и G2m ∗ l ∈ W

(m)
q (Rn), т. е. свертка

и ее производные всех порядков локально суммируемы в степени q.
Теорема доказана.
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Для того чтобы найти приближенное представление функции ϕ с помощью элемен-
тов определенного конечномерного пространства возможно использование значений данной
функции на некотором конечном множестве точек xβ , β = 0, 1, ..., N . Соответствующая за-
дача называется задачей интерполяции и точки xβ называются узлами интерполяции.
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Существуют полиномиальные и сплайн интерполяции. В настоящей время теория
сплайн интерполяции быстро развывается. По теории сплайн функций ввели и введут ис-
следования многие авторы.

Пусть функции ϕ принадлежат к гильбертово пространству (см. [1])

Km(0, 1) = {ϕ : [0, 1] → R | ϕ(m−1) –абсолютно непрерывные и ϕ(m) ∈ L2(0, 1)},

снабженный с нормой

‖ϕ‖ =
(∫ 1

0
(Lϕ(x))2 dx

)1/2

(1)

и
∫ 1
0 (Lϕ(x))2 dx < ∞, где

L ≡ am(x) · dm

dxm
+ am−1(x) · dm−1

dxm−1
+ ... + a0(x), (2)

здесь каждый aj(x) (j = 0, 1, ..., m) из Cj [0, 1] и am(x) не превращается в ноль на [0, 1].
Пусть L∗ является формально смежной к L и

L∗ ≡ (−1)m dm

dxm
{am(x)·}+ (−1)m−1 dm−1

dxm−1
{am−1(x)·}+ ...− d

dx
{a1(x)·}+ a0(x).

Равенство (1) является полу нормой и ‖ϕ‖ = 0 тогда и только тогда когда Lϕ = 0.
Если ∆ : 0 = x0 < x1 < ... < xN = 1 является сетка на [0, 1], тогда обобщенный сплайн

(или L-сплайн) дефекта k (0 ≤ k ≤ m) по ∆ это функция S∆(x), которая принадлежить
K2m−k(a, b) и удовлетворяющая дифференциальному уравнению

L∗LS∆ = 0 (3)

на каждом открытом интервале сетки ∆ [1]. Обычный сплайн (дефекта 1) имеет разрывы
в производном порядка (2m− 1), но только в узлах сетки.

Задача. Пусть на сетке ∆ : 0 = x0 < x1 < ... < xN = 1 отрезка [0,1], где
N ≥ m заданы N + 1 вещественных чисел ri, i = 0, 1, ..., N. Требуется среди всех функций
f ∈ K(m)(0, 1), для которых

f(xi) = ri, i = 0, 1, ..., N

найти такую, для которой функционал

lm(f) =
∫ 1

0
(Lf)2dx

принимает наименьшее значение.
Эта задача называется задачей минимальной нормы и она в различных простран-

ствах исследована многими математиками (см. например, [1-6] и библиографию в них).
В настоящей работе задача минимальной нормы исследована в пространстве

K(2)(0, 1) при L ≡ d2/dx2 − 1 и справедлива следующая
Теорема. На сетке ∆ : 0 = x0 < x1 < ... < xN = 1 отрезка [0,1], где N ≥ 2 при

заданных N + 1 вещественных чисел ri, i = 0, 1, ..., N среди всех функций f ∈ K(2)(0, 1),
для которых

f(xi) = ri, i = 0, 1, ..., N

существует единственная функция

S2(x) =
N∑

β=0

CβG(x− xβ) + d1e
−x + d2xe−x,
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где G(x) = 1
8signx · (ex(x− 1) + e−x(x + 1)), дающая минимум функционалу

l2(f) =
∫ 1

0
(f ′′ − f)2dx.

Кроме того, коэффициенты функции S2(x) удовлетворяют системе

N∑

γ=0

CγG(xβ − xγ) + d1e
−xβ + d2xβe−xβ = ri,

N∑

γ=0

Cγe−xγ = 0,

N∑

γ=0

Cγxγe−xγ = 0.
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Имитационное моделирование процесса распространения
лесного пожара по неоднородному слою горючего материала

Лепп Н.Э., Ушанов С.В.
Сибирский государственный технологический университет, г. Красноярск;

Случайный характер процесса распространения огня в лесу, обусловленный влия-
нием множества факторов, отмечался в работах [1–3] и др. Первые попытки моделирова-
ния процесса распространения лесного пожара по методу Монте-Карло были предприняты
в работах [4,5]. Однако количественное описание вероятностных характеристик процесса
распространения не было получено.

Эффект увеличения средней скорости движения фронта за счет влияния важнейше-
го фактора-скорости ветра, показан в [6]. Подобный эффект проявляется еще сильнее при
учете случайного распределения свойств горючего [3]. Важное практическое значение имеет
оценка влияния неоднородности слоя лесных горючих материалов (ЛГМ) на скорость рас-
пространения, динамику и интегральные характеристики развития кромки лесного пожара
(ЛП) [2,3].

В данной работе рассматривается задача моделирования случайного поля скорости
распространения кромки пожара по неоднородному слою ЛГМ на основе модифицирован-
ной модели Р. Ротермела [6]. Каждый из наиболее значимых параметров, характеризующих
теплофизические свойства слоя ЛГМ (глубина слоя, запас горючего материала, теплотвор-
ная способность материала, влагосодержание), формируется как отдельное случайное поле
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(СП) на плоскости с заданными характеристиками. Численное моделирование поля прово-
дится по авторегрессионной схеме [7].

Алгоритм расчета входных параметров модели:

z00 = σ · ξ00

zi0 = ρ1xi−1,0 + σ
√

1− ρ2
1 · ξi0, j > 1,

z0j = ρ2x0,j−1 + σ
√

1− ρ2
2 · ξ0j , i > 1,

zij = ρ1xi−1,j + ρ2xi,j−1 − ρ1ρ2 + σ
√

(1− ρ2
1)(1− ρ2

2) · ξij i, j > 1,

xij =





zi,j , xij ∈ [xmin, xmax],
xmin, zij < xmin,

xmax, zij < xmax.

Здесь ξij двумерное СП гауссовских случайных величин с нулевым математическим ожида-
нием и единичной дисперсией, xij двумерное СП значений входного параметра, xmin, xmax

его минимальное и максимальное значение, σ2 — заданное значение дисперсии, ρ1 и ρ2 —
коэффициенты корреляции соседних элементов поля по столбцу и строке соответственно.

Заданные вероятностные характеристики генерируемого поля (математическое ожи-
дание Mzad и дисперсия Dzad ) определяются решением системы [8]:

{
Mzad = M(µ, σ) = µ− (λ2 − λ1)σ,

Dzad = D(µ, σ) = (1 + λ1ξ1 − λ2ξ2 − (λ2 − λ1)2)σ2.

где µ, σ, — искомые параметры нормального распределения; a1 < a2 точки усечения, ϕ(x) -
плотность вероятностей стандартного нормального распределения N(0, 1), Φ(x) — функция
Лапласа,

λ1
ϕ(ξ1)

Φ(ξ2)− Φ(xi1)
, λ2

ϕ(ξ2)
Φ(ξ2)− Φ(xi1)

,

ξ1 =
a1 − µ

σ
, ξ2 =

a2 − µ

σ
.

Расчеты процесса распространения выполнены в системе MathCad волновым алго-
ритмом Ли на шаблоне из 32 точек на квадратной решетке 300× 300.

На рисунке 1 представлены результаты вычислительных экспериментов, соответству-
ющих моделированию распространения низового лесного пожара при вариации запаса ЛГМ
и глубины слоя горючего для наиболее горимого соснового лишайникового леса (запас го-
рючих материалов ω = 1, 7кг/м2, глубина слоя δ = 0, 12м, критическое влагосодержание
Mx = 0, 4) при скорости ветра 5,5 м/с по направлению 30◦, коэффициенты корреляции
ρ1 = 0, 2, ρ2 = 0, 7.
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Рис. 1. Реализации процесса распространения ЛП на случайных гауссовских полях
скоростей.

Проведенные вычислительные эксперименты показали, что неоднородность слоя
ЛГМ оказывает существенное влияние на параметры распространения и конфигурацию
горящей кромки. Основной проблемой при моделировании (вычислении) скорости распро-
странения является определение вероятностных характеристик случайных полей входных
параметров.
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PARMONC — универсальная библиотека программ для
распределенных вычислений по методу Монте-Карло

Марченко М.А.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; marchenko@sscc.ru
Библиотека PARMONC предназначена для использования на многопроцес-

сорных кластерах для широкого круга приложений метода Монте-Карло, име-
ющих большую вычислительную трудоемкость. ҝЯдромњ библиотеки являет-
ся тщательно протестированный, быстрый и надежный длиннопериодный гене-
ратор псевдослучайных чисел, разработанный в Лаборатории методов Монте-
Карло ИВМиМГ СО РАН. Библиотечные подпрограммы могут быть использо-
ваны в пользовательских программах, написанных на языках C, C и Fortran,
причем от пользователя не требуется знание языка MPI. В процессе счета про-
исходит автоматическое получение выборочных средних и границ погрешностей
для статистических оценок, алгоритм моделирования которых задается в поль-
зовательской подпрограмме. Имя такой подпрограммы передается в качестве
аргумента в соответствующую библиотечную подпрограмму. В процессе счета
результаты вычислений периодически сохраняются на жестком диске в удобном
для дальнейшей обработки виде. Библиотечные подпрограммы автоматически
распределяют вычислительную нагрузку по процессорам кластера. С помощью
библиотеки PARMONC можно легко организовать продолжение ранее прове-
денных расчетов с автоматическим учетом их результатов. Также с помощью
библиотеки можно моделировать коррелированные статистические оценки раз-
личных функционалов. Библиотека внедрена на кластере ССКЦ КП СО РАН
http://www2.sscc.ru/SORAN-INTEL/paper/2011/parmonc.htm

Библиотека PARMONC предназначена для использования на многопроцессорных
кластерах для широкого круга приложений метода Монте-Карло, имеющих большую вы-
числительную трудоемкость. ҝЯдромњ библиотеки является тщательно протестированный,
быстрый и надежный длиннопериодный генератор псевдослучайных чисел, разработанный
в Лаборатории методов Монте-Карло ИВМиМГ СО РАН. Библиотечные подпрограммы
могут быть использованы в пользовательских программах, написанных на языках C, C++
и Fortran, причем от пользователя не требуется знание языка MPI. В процессе счета про-
исходит автоматическое получение выборочных средних и границ погрешностей для ста-
тистических оценок, алгоритм моделирования которых задается в пользовательской под-
программе. Имя такой подпрограммы передается в качестве аргумента в соответствующую
библиотечную подпрограмму. В процессе счета результаты вычислений периодически сохра-
няются на жестком диске в удобном для дальнейшей обработки виде. Библиотечные под-
программы автоматически распределяют вычислительную нагрузку по процессорам кла-
стера. С помощью библиотеки PARMONC можно легко организовать продолжение ранее
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проведенных расчетов с автоматическим учетом их результатов. Также с помощью библио-
теки можно моделировать коррелированные статистические оценки различных функцио-
налов. Библиотека внедрена на кластере ССКЦ КП СО РАН http://www2.sscc.ru/SORAN-
INTEL/paper/2011/parmonc.htm

Моделирование случайных переменных с распределением
Мэйкехама

Махоткин О.А.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; oam@osmf.sscc.ru

Введение. Существует практически важный класс одномерных распределений, плотность
вероятности которых имеет вид

p(x) = µ(x) exp(−ψ(x)), x ≥ 0, (1)

µ(x) ≥ 0, ψ(x) =
∫ x

0
µ(z) dz.

К этому классу распределений принадлежат показательное распределение с µ(x) = λ и рас-
пределение Вейбулла с µ(x) = kxn. Обобщенное распределение Мейкехама (Makeham W.M.,
1889) было предложено для описания распределения смертности в биологических популя-
циях. Оно определяется следующими функциями

µ(x) = A + Hx + B exp(αx), µ(x) ≥ 0, (2)

ψ(x) = Ax +
H

2
x2 +

B

α
(exp(αx)− 1).

Исторически первым было распределение Гомпертца(Gompertz, 1825) с µ(x) = B exp(αx).
Мейкехам(1860) предложил использовать µ(x) = A + B exp(αx). Затем он же предложил
использовать функцию вида (9).

Для моделирования случайных переменных с распределением Мэйкехама предлага-
лись различные алгоритмы моделирования, например, метод двустороннего исключения и
метод Метрополиса [1]2.

В докладе рассматриваются алгоритмы моделирования случайных переменных с рас-
пределением Мэйкехама, использующие разработанные автором методы аппроксимации, и
проведено сравнение их быстродействия.

Для упрощения алгоритмов моделирования использовалось преобразование беско-
нечного интервала в конечный путем замены переменной x = X∗ · t. Для x > X∗ плотность
вероятности полагается равной нулю. Это вносит в плотность вероятности погрешность
L∗ = 2P∗ = 2 exp(−ψ(X∗)). Плотность (2) преобразуется к виду p(t) = µ(t) exp(−ψ(t))/(1−
P∗), где µ(t) = X∗ · µ(x(t)), а ψ(t) =

∫ t
0 µ(s) ds.

Компьютерные эксперименты. Расчеты проводились на компьютере с такто-
вой частотой 1.68 ГГц, с процессором AMD Athlon и операционной системой Windows
XP, язык программирования Turbo Pascal. Данные для тестовой плотности: A = 6.0e − 2,
H = −4.0e−3, B = 8.0e−3, α = 0.08, X∗ = 70, L∗ = 1.1e−9. В описанном ниже Алгоритме
1(в итерациях по методу Ньютона) бралось значение δit = 1.0e−6. В алгоритмах А2–А7 ис-
пользовались приближения функций на равномерной сетке с m интервалами: {ti = h · i}m

i=0,
где h = 1/m . Во всех алгоритмах U,U1, U2, . . . означают независимые реализации случайной
переменной с равномерным распределением на интервале (0, 1).

2статья имеется в Интернете
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В компьютерных экспериментах сравнивались 7 алгоритмов моделирования случай-
ных переменных с плотностью (2,9) .
Алгоритм 1: обращение функции распределения F̂ (t).

F̃ (t) = (1− exp(−ψ(t)); F̂ (t) = F̃ (t)/F̃ (1).

Для обращения F̂ (t) уравнение ψ(ξ) = S(U), где S(U) = − ln(1 − F̃ (1) · U) решалось ме-
тодом Ньютона . В качестве начального приближения t0 выбиралось решение уравнения
B(exp(αX∗t)− 1) = α · S(U).

В Алгоритмах 2,3 обращается функция распределения F̂ (t) = F̃ (t)/F̃ (1), где
F̃ (t) = 1− exp(−ψ̃(t)). Приближенная плотность p̂(t) = µ̃(t) exp(−ψ̃(t))/F̃ (1).
Алгоритм 2: кусочно-постоянная аппроксимация функции µ(t) : ci = µ(h(i− 1/2)).

µ̃(t) = ci, ti−1 < t < ti, i = 1, . . . , m,

ψ0 = 0, ψi = ψi−1 + hci; ψ̃(t) = ψi−1 + ci(t− ti). (3)

Обращение кусочно–линейной функции F̂ (t) эквивалентно решению уравнения

ψi−1 + ci(t− ti) = S(U), для ψi−1 < S(U) ≤ ψi. (4)

Для этого с помощью алгоритма поиска в упорядоченной по возрастанию таблице чисел
{ψi}m

i=0 находится подходящее значение i, а затем решается линейное уравнение.
Алгоритм 3: кусочно-линейная аппроксимация функции µ(t) : ci = µ(h · i) .

µ̃(t) = ci−1(1− w) + ciw, t(w) = ti−1 + hw,

ψ̃(t) = ψi−1 +
h

2
w(ci−1(2− w) + ciw), 0 ≤ w ≤ 1, (5)

ψ0 = 0, ψi = ψi−1 +
h

2
(ci−1 + ci), i = 1, . . . , m.

Обращение кусочно–квадратичной функции F̂ (t) эквивалентно решению уравнения

ψi−1 +
h

2
w(ci−1(2− w) + ciw) = S(U), для ψi−1 < S(U) ≤ ψi. (6)

Для этого с помощью алгоритма поиска в упорядоченной по возрастанию таблице чисел
{ψi}m

i=0 находится подходящее значение i, а затем решается квадратное уравнение. Из двух
корней берется положительный.

В Алгоритмах 4,5 обращается функция распределения F̂ (t) = F̃ (t)/F̃ (1), где
F̃ (t) =

∫ t
0 p̃(r)dr). Приближенная плотность p̂(t) = p̃(t)/F̃ (1).

Алгоритм 4: кусочно-постоянная аппроксимация плотности p(t) : ci = p(h(i− 1/2)).
Она определяется формулами(3,4) с заменой символов µ, ψ на p, F . Обращаемая функция
распределения F̂ (t) – кусочно–линейная.
Алгоритм 5: кусочно-линейная аппроксимация плотности p(t) : ci = p(h · i).
Она описывается формулами(5, 6) с заменами символов µ, ψ на p, F . Обращаемая функция
распределения F̂ (t) – кусочно–квадратичная.

Критерием близости приближенных плотностей к точной плотности вероятности слу-
жит L−расстояние

L =
∫ 1

0
dt|p̂(t)− p(t)|.

В Таблице 1 представлена зависимость погрешности аппроксимации тестовой плотности
вероятности Мэйкехама от числа интервалов сетки m для Алгоритмов 2-5. Эти погреш-
ности были вычислены адаптивным алгоритмом, использующим двухточечную составную
квадратуру Гаусса с параметром установления, равным 1.0е-5. В последней строке таблица
представлены аппроксимации полученных значений по методу наименьших квадратов.
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Таблица 1. Зависимость погрешности приближения тестовой плотности от m.

m A2 A3 A4 A5
8 1.75e-1 4.33e-2 2.03e-1 7.14e-2
16 8.75e-2 1.10e-2 1.03e-1 1.87e-2
32 4.37e-2 2.77e-3 5.15e-2 4.84e-3
64 2.18e-2 6.92e-4 2.57e-2 1.21e-3

128 1.09e-2 1.73e-4 1.29e-2 3.03e-4
Lapr(m) 1.41m−1.00 2.74m−1.99 1.61m−0.995 4.38m−1.97

В алгоритмах A2-A5 для поиска в таблицах использовался индексно–
последовательный метод с длиной таблицы индексов Mg = m div 4.
Алгоритм 6: кусочно-постоянная аппроксимация p(t).
Для моделирования использовался метод суперпозиции, в котором приближенная плот-
ность p̂(t) = p̃(t)/F̃ (1) представлялась в виде p̂(t) =

∑m
i=1 Πip(t|i), где {Πi} - распределение

вероятности дискретной случайной переменной, а p(t|i) = 1, h · (i− 1) < t < h · i -условные
плотности вероятности для кусочно–постоянной аппроксимации.
Дискретная случайная переменная ξ с распределением {Πi}m

i=1 моделировалась по методу
Walker’a [2], а условные – по формуле η(ξ = i) := h ∗ (i− U).
Алгоритм 7: кусочно-линейная аппроксимация p(t).
Для моделирования также использовался метод суперпозиции, в котором приближенная
плотность представлялась в виде p̂(t) =

∑m
i=0 Πip(t|i). Теперь p(t|i) -условные плотности

вероятности, получаемые нормализацией базисных функций кусочно–линейной аппрокси-
мации.
Дискретная случайная переменная ξ с распределением {Πi}m

i=0 моделировалась по методу
Walker’a, а условные – по формулам

η(ξ = 0) := h|U2 − U3|,
η(ξ = i) := h(i + U2 − U3), i = 1, . . . , m− 1,

η(ξ = m) := 1− h|U2 − U3|.

В Таблице 2 представлены средние значения времени получения одного случайного чис-
ла для каждого из семи алгоритмов. В алгоритмах A2-A7, использующих аппроксимацию
, подбирались такие числа интервалов сетки m, чтобы значение L–расстояния было бы
приблизительно равно 1.0e-2 или 1.0e-3 . Для этого использовались аппроксимации функ-
ций L(m), представленные в Таблице 1, с округленными до целых величин показателями
степени. Использованные значения m представлены в Таблице 3.

Таблица 2. Сравнение быстродействия 7 алгоритмов моделирования по плотности
Мэйкехама. tCPU – в сек.

Алгоритм 1 2 3 4 5 6 7
L = 1.0e− 2 : tCPU 3.02e-5 2.64e-6 2.47e-6 9.90e-7 1.70e-6 6.00e-7 8.80e-7
L = 1.0e− 3 : tCPU 3.03e-5 2.80e-6 3.08e-6 1.05e-6 1.70e-6 6.60e-7 8.20e-7

Для более точной аппроксимации плотности вероятности требуется использовать большее
число узлов равномерной сетки. В Таблице 3 приведены значения функции m(L) для че-
тырех методов аппроксимации тестовой плотности вероятности распределения Мэйкехама,
рассчитанные по данным Таблицы 1.
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Таблица 3. Зависимость числа интервалов сетки m от погрешности L для алгоритмов 2 –
5.

L 1.0e-2 1.0e-3 1.0e-4 1.0e-5 1.0e-6
A2 : m(L) = 1.41e2 1.41e3 1.41e4 1.41e5 1.41e6
A3 : m(L) = 17 53 166 523 1660
A4 : m(L) = 1.61e2 1.61e3 1.61e4 1.61e5 1.61e6
A5 : m(L) = 21 66 209 662 2090

Заключение. Результаты сравнения алгоритмов, представленные в Таблице 2,
показывают, что самым быстрым является алгоритм моделирования A6, использующий
кусочно–постоянную аппроксимацию плотности и метод Walker’a. Поскольку для высокой
точности , равной 1.0e-6, этот метод требует 2-х массивов данных длиной более 1.6e6 слов, то
можно использовать более компактную кусочно–линейную аппроксимацию плотности в со-
четании с методом Walker’a для моделирования дискретных случайных величин(алгоритм
A7). Этот алгоритм только незначительно уступает оптимальному по быстродействию ал-
горитму А6.
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Векторные (вероятностно-алгебраические) алгоритмы метода
Монте-Карло

Михайлов Г.А., Медведев И.Н., Ухинов С.А.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; gam@osmf.sscc.ru

Векторные алгоритмы метода Монте-Карло используются для решения систем ин-
тегральных уравнений. Их характерной особенностью является матричный вес, который
после каждого перехода в моделируемой цепи Маркова домножается на матрицу ядер систе-
мы, поделенных на переходную плотность. Такие алгоритмы можно называть вероятностно-
алгебраическими. На основе векторно-стохастических физических моделей были построены
векторный алгоритм решения системы уравнений переноса излучения с учетом поляриза-
ции и векторный алгоритм решения многогрупповых уравнений переноса. В результате
обобщения таких алгоритмов на решение систем интегральных уравнений 2-го рода было
проведено исследование несмещенности и конечности дисперсий указанных "физических"
векторных оценок, а так же построены алгоритм сочетания метода Монте-Карло с мето-
дом конечных сумм, и векторный стохастический алгоритм решения метагармонического
уравнения. Особенно эффективным является векторное представление и на его основе обос-
нование стохастических оценок кратных параметрических производных. При этом особую
роль играет специально сформулированная теорема о том, что спектральный радиус тре-
угольного матрично-интегрального оператора не превосходит максимума спектральных ра-
диусов интегральных операторов, расположенных на диагонали. На основе недавно сформу-
лированного двойственного представления средних квадратов векторных оценок линейных
функционалов осуществлена минимизация мажорантной среднеквадратической погрешно-
сти глобальной оценки решения типа гистограммы.
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Об одной численной модели распространения примесей

Намсараева Г.В.
Восточно-Сибирский государственный технологический университет, Улан-Удэ ;

gerel@inbox.ru

Введение. Загрязнение окружающей среды в настоящее время является важной эко-
логической проблемой общества. Выброшенная в атмосферу примесь постепенно осажда-
ется на подстилающую поверхность, оказывая негативное воздействие на здоровье людей,
животных, на растительный покров земли.

Распространение примеси в атмосфере происходит за счет движения воздушных
масс, турбулентной и молекулярной диффузии. Все примеси в конечном итоге осаждаются
на поверхности земли, причем тяжелые осаждаются в основном под действием гравитаци-
онного поля, а легкие — в результате турбулентного движения воздушных масс.

Изучению различных задач процесса рассеяния примесей в турбулентной атмосфере
посвящены многочисленные исследования как у нас в стране: Марчук Г. И., Берлянд М. Е.,
Монин А. С., Бызова Н. Л., Безуглая Э. Ю., Гаргер Е. К., Израэль Ю. А., Кароль И. Л.,
Обухов А. М., Пененко В. В., Алоян А. Е., Яглом А. М., Гринин А. С., Орехов Н. А.,
Новиков В. Н., Романов М. Ф., Федоров М. П. и др., так и за рубежом: Вайнерди Р.,
Гиффорд Ф., Хан С., Махони Ж. Р., Иган Б. А., Фокс О. Г. и др.

Постановка задачи. Известна математическая модель рассеяния примеси в турбу-
лентной атмосфере, представляющая собой полуэмпирическое уравнение, решение которого
удовлетворяет заданным начальным и граничным условиям:
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+ αq =

∂
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∂q

∂x
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∂

∂y
Ky

∂q

∂y
+

∂

∂z
Kz

∂q

∂z
+ f, t ∈ [t0, T ] , (1)

q (t0, x, y, z) = ϕ (x, y, z) , (2)
{

Kz
∂q

∂z
+ Wq

}
|z=z0 = {Vsq} |z=z0 , (3)

q (t, x, y, z) → 0, x2 + y2 + z2 →∞, z ≥ z0, (4)

где q (t, x, y, z) — средняя концентрация примеси в атмосфере в момент времени t в точке
(x, y, z); Kx,Ky, Kz — коэффициенты турбулентной диффузии соответственно вдоль осей
Ox, Oy, Oz; U — компонента средней скорости ветра вдоль оси Ox; W — скорость осажде-
ния частиц примеси вдоль оси Oz; α = α (t) — коэффициент, характеризующий процессы
распада или вступления в реакцию примеси с внешней средой; ϕ (x, y, z) — фоновая концен-
трация примеси в атмосфере; Vs — скорость сухого осаждения; z0 = const > 0 — параметр
шероховатости подстилающей поверхности; f (t, x, y, z) — функция источника.

Упростим уравнение (1): примесь пассивна и консервативна, движение стационарно,
ось x ориентирована в направлении ветра, вертикальные движения в атмосфере малы по
сравнению с горизонтальными, диффузионный поток примеси вдоль оси x значительно
меньше конвективного. Особенности поведения тяжелых примесей определяются наличием
у них собственной скорости wg осаждения, часто превышающей вертикальную скорость
движения среды [1].

Тогда уравнение (1) примет вид:

U
∂q

∂x
− (W − wg)

∂q

∂z
=

∂

∂y
Ky

∂q

∂y
+

∂

∂z
Kz

∂q

∂z
, (5)

где 0 ≤ y ≤ H1, 0 ≤ z ≤ H2,
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Kz
∂q

∂z
|z=z0 = 0, (6)

|q|y→±∞ 6= ∞, |q|z→±∞ 6= ∞, |q|x=0 = F (y, z) . (7)

Если предположить, что коэффициенты уравнения (5) постоянные, то упрощая это
уравнение и его краевые условия, получим следующую постановку задачи:

∂q

∂x
= D1

∂2q

∂y2
+ D2

∂2q

∂z2
+ D3

∂q

∂z
, 0 ≤ x ≤ M, 0 ≤ y ≤ H1, 0 ≤ z ≤ H2, (8)

q|x=0 = F1 (y, z) = Qδ (y) δ (z −H) (9)

∂q

∂y
|y=0 = 0, q|y=H1 = 0,

∂q

∂z
|z=0 = 0, q|z=H2 = 0 (10)

q → 0 при x →∞.
Здесь D1 = Ky

U , D2 = Kz
U , D3 = W−wg

U .
Будем рассматривать параболическое двухмерное по пространственным переменным

y и z уравнение, где роль времени играет переменная x, по которой дует постоянный ветер.
Введение сетки. Пусть h1 = H1/N1, h2 = H2/N2, τ — шаг по

переменной х. Введем пространственно-временную сетку, т.е. множество ωh,τ ={
(yi, zj , τk) : yi = ih1, zj = jh2, τk = kτ, i = 0, N1, j = 0, N2, k = 0,M

}
. Точка (yi, zj , τk) - узел

сетки. В сетке ωh,τ выделим совокупность граничных узлов γh,τ и совокупность внутренних
узлов ωh,τ =

{
(yi, zj , τk) : i = 1, N1 − 1, j = 1, N2 − 1, k = 1,M

}
. Назовем k-ым слоем множе-

ство узлов сетки, соответствующих фиксированному k.
Схема переменных направлений. Для уравнения (8) построим экономичную,

неявную, устойчивую разностную схему, которая называется продольно-поперечной схемой
или схемой переменных направлений.

Введем в рассмотрение вспомогательный (полуцелый) слой xk+ 1
2

= xk + τ
2 . Рассмот-

рим уравнение (8) во внутренних узлах сетки ωh,τ и в каждом узле (yi, zj , τk) заменим
частные производные разностными аппроксимациями:

q
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где

Λ1qij =
D1

h2
1

(qi−1,j − 2qij + qi+1,j) , Λ2qij =
D2

h2
2

(qi,j−1 − 2qij + qi,j+1) , (13)

Присоединяя к полученным уравнениям аппроксимацию начальных условий

q0
ij = F (yi, zj) , (14)

и краевых условий

q
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2
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k+ 1
2

1j , q
k+ 1

2
N1j = 0 (15)

q
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2
i0 = q

k+ 1
2

i1 , q
k+ 1

2
iN2

= 0 (16)
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получим разностную схему. Значения qij на полуцелом слое xk+ τ
2 определяются с помощью

уравнений (11), каждое из которых содержит три неизвестных q
k+1/2
i+1,j , q

k+1/2
i,j , q

k+1/2
i−1,j .

Итак, уравнения (11) в совокупности с краевыми условиями (15) образуют систему
алгебраических уравнений относительно значений qij на слое xk+1/2 при известных значе-
ниях на слое xk . При фиксированном j эта система решается методом прогонки.

Значения qij xk+1 на слое вычисляются затем из уравнений (12) также с помощью
метода прогонки. При этом используется аппроксимация краевых условий (16).

Полученная разностная схема (11), (12) с краевыми условиями (15), (16) имеет по-
грешность аппроксимации O

(
h2

1 + h2
2 + τ

)
. Можно показать, что она устойчива. Следова-

тельно, она сходится со вторым порядком точности по h1, h2, τ .
Для простоты положим N1 = N2 = N . Для выполнения прогонки в одном направле-

нии необходимое число арифметических действий пропорционально N . Всего на одном слое
осуществляется 2N прогонок. Следовательно, число арифметических операций на одном
слое пропорционально N2. Таким образом, рассмотренная схема является экономичной.

Работа выполняется в рамках целевой программы МОиН РФ "Развитие научного
потенциала высшей школы (2009-2010г.г.) на 2011 год" (проект № РНП 2.1.1/13828).
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Норма функционала погрешности одной интерполяционной
формулы с производными

Нуралиев Ф. А.
Институт математики и информационных технологий АН РУз, Ташкент,

Узбекистан;

В настоящей работе вычислен квадрат нормы функционала погрешности одной ин-
терполяционной формулы в пространстве L

(m)
2 (0, 1), снабженной нормой

∥∥∥ϕ|L(m)
2 (0, 1)

∥∥∥ =

=
{∫ 1

0

(
ϕ(m)(x)

)2
dx

} 1
2 .

Важной задачей в теории интерполирование является нахождение максимума ошиб-
ки интерполяционной формулы ϕ(x) ∼= Pϕ(x) над данном классом функций. Значение этой
функции в некоторой фиксированной точке z есть функционал определенный как

(`, ϕ) =
∫ ∞

−∞
`(x)ϕ(x)dx =ϕ(z)− Pϕ(z) =

= ϕ(z)−
N∑

β=0

Cβ(z)ϕ(xβ)−A(z)ϕ′(0)−B(z)ϕ′(1), (1)

где ясно, что Pϕ(z) =
N∑

β=0

Cβ(z)ϕ(xβ) + A(z)ϕ′(0) + B(z)ϕ′(1) - интерполяционная формула

и

`(x) = δ (x− z)−
N∑

β=0

Cβ(z)δ(x− xβ) + A(z)δ′(0) + B(z)δ′(x− 1) (2)



84 Ф. А. Нуралиев

— функционал погрешности этой интерполяционной формулы, Cβ(z) – коэффициенты, а
xβ — узлы формулы Pϕ(z), xβ ∈ [0, 1], δ(x) — дельта-функция Дирака, ϕ(x) ∈ L

(m)
2 (0, 1).

Функционал погрешности `(x) интерполяционной формулы Pϕ(z) является линей-
ным непрерывным функционалом над пространством L

(m)
2 (0, 1). Погрешность (1) интерпо-

ляционной формулы Pϕ(z) оценивается при помощи максимума ошибки этой формулы на
единичном шаре гильбертово пространства L

(m)
2 (0, 1), т. е. при помощи нормы функционала

(2): ∥∥∥`(x)|L(m)∗
2 (0, 1)

∥∥∥ = sup∥∥∥ϕ(x)|L(m)
2 (0,1)

∥∥∥=1

|(`, ϕ)|. (3)

Это значит, что для того чтобы оценить погрешность (1) интерполяционной формулы
Pϕ(z) достаточно решить следующую задачу

Задача 1. Найти норму функционала погрешности `(x) рассматриваемой интерпо-
ляционной формулы Pϕ(z).

Ясно, что норма функционала погрешности `(x) зависит от коэффициентов Cβ(z) и
узлов xβ.

Если ∥∥∥◦` |L(m)∗
2 (0, 1)

∥∥∥ = inf
Cβ(z), xβ

∥∥∥`|L(m)∗
2 (0, 1)

∥∥∥ (4)

тогда функционал
◦
`(x) будем называть оптимальным функционалом погрешности, а соот-

ветствующую интерполяционную формулу оптимальной интерполяционной формулой.
Отсюда естественно появляется следующая задача
Задача 2. Найти значения коэффициентов Cβ(z) и узлов xβ интерполяционной фор-

мулы Pϕ(z), которые удовлетворяют равенство (4).
Коэффициенты Cβ(z) и узлы xβ , удовлетворяющие равенство (4) называются опти-

мальными коэффициентами и оптимальными узлами интерполяционной формулы Pϕ(z)
.

В настоящей работе решается задача 1.
Экстремальная функция. Норма функционала погрешности.
Чтобы решить задачу 1, т. е. для нахождения нормы функционала погрешности (2)

в пространстве L
(m)∗
2 (0, 1) используется понятие экстремальной функции данного функцио-

нала. Функция ψ`(x) называется экстремальной функцией функционала `(x) (см. [1]), если
выполняется равенство

(`, ψ`) =
∥∥∥`|L(m)∗

2 (0, 1)
∥∥∥ ·

∥∥∥ψ`|L(m)
2 (0, 1)

∥∥∥ . (5)

В пространстве L
(m)
2 (0, 1), с помощью теоремы Рисса об общем виде линейного непрерыв-

ного функционала на гильбертовых пространствах, экстремальная функция выражается
через заданный функционал и

∥∥∥`|L(m)∗
2 (0, 1)

∥∥∥ =
∥∥∥ψ`|L(m)

2 (0, 1)
∥∥∥ . (6)

Поэтому из (5) и (6) заключаем, что

(`, ψ`) =
∥∥∥`|L(m)∗

2 (0, 1)
∥∥∥

2
. (7)

С другой стороны по той же теореме для любого элемента ϕ(x) пространства L
(m)
2 (0, 1)

получаем
(`, ϕ) = 〈ψ`, ϕ〉 , (8)
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где

〈ψ`, ϕ〉 =

1∫

0

ψ
(m)
` (x)ϕ(m)(x)dx

— скалярное произведение в пространстве L
(m)
2 (0, 1).

Экстремальная функция ψ`(x) является решением уравнения (8). Экстремальная
функция ψ`(x) для любого функционала `(x) из пространстве L

(m)∗
2 найдена С.Л.Соболевым

(см., например, [1]) и имеет вид

ψ`(x) = (−1)m`(x) ∗G(x) + Pm−1(x)

где

G(x) =
x2m−1signx

2(2m− 1)!
является решением уравнения

ψ
(2m)
` (x) = δ(x),

и signx =





1, x > 0,
0, x = 0,
−1, x < 0,

Pm−1(x) — некоторый многочлен степени m− 1.

Функционал погрешности `(x) удовлетворяет условия

(`(x), xα) = 0 , α = 0,m− 1. (9)

Равенства (9) означают, что полученная нами интерполяционная формула Pϕ(z) бу-
дет точна для многочленов до m− 1-й степени, т. е.

(`(x), xα) = 0, α = 0,m− 1 (10)

Теперь, учитывая равенство (7) и используя вид экстремальной функции ψ`(x) мы
вычислим норму функционала погрешности. Для квадрата нормы функционала погрешно-
сти `(x), с учетом (9), из равенства (7) имеем

∥∥∥`|L(m)
2 (0, 1)

∥∥∥
2

= (`, ψ`) =

∞∫

−∞
`(x)ψ`(x)dx =

= (−1)m

∞∫

−∞


δ(x− z)−

N∑

γ=0

Cγ(z)δ(x− xγ) + A(z)δ′(x) + B(z)δ′(x− 1)


×

×

G(x− z)−

N∑

β=0

Cβ(z)G(x− xβ) + A(z)G′(x) + B(z)G′(x− 1)


 dx.

Отсюда, имея в виду четность функции G(x), получим
∥∥∥`(x)|L(m)∗

2 (0, 1)
∥∥∥

2
= (`, ψ`) =

= (−1)m+1

[
A(z) ·B(z)
(2m− 2)!

− 2
(

A(z)
z2m−2

2(2m− 2)!
−B(z)

(z − 1)2m−2

2(2m− 2)!

)
+
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+2
N∑

β=0

Cβ(z)

(
A(z)

x2m−2
β

2(2m− 2)!
−B(z)

(xβ − 1)2m−2

2(2m− 2)!

)
+

+2
N∑

β=0

Cβ(z)
|z − xβ|2m−1

2(2m− 1)!
−

N∑

β=0

N∑

γ=0

Cβ(z)Cγ(z)
|z − xβ|2m−1

2(2m− 1)!

]
.
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Некоторые свойства неоднородных марковских
последовательностей с периодическими матрицами

переходных вероятностей
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Введение. При исследовании реальных временных рядов, например, метеорологи-
ческих (балл облачности, количество осадков температура и т.д.) возникает необходимость
моделирования случайных рядов с конечным числом состояний. Такие модели могут быть
использованы для моделирования любых метеорологических рядов, но при условии, что
рассматриваются не все допустимые значения исследуемой величины, а только некоторые
их градации. Возможны несколько подходов к моделированию дискретных рядов с задан-
ными вероятностными свойствами. Достаточно часто применяется метод, основанный на
использовании марковских моделей различной степени связности [2,3]. Другой распростра-
ненный метод моделирования основан на пороговом преобразовании специально подобран-
ного гауссовского процесса [3]. При исследоваении реальных процессов важную роль иг-
рают процессы с периодическими свойствами. В работе [1] исследованы различные классы
периодических случайных процессов, а также рассмотрены области их применения.

В данной работе рассматриваются марковские неоднородные последовательности с
двумя состояниями, у которых периодически изменяются матрицы переходных вероятно-
стей, и исследуются их свойства. Последовательности такого типа могут быть использова-
ны, например, для моделирования индикаторов осадков, выходов температуры воздуха за
заданный уровень и т.д. с учетом суточного хода. Для иллюстрации использованы данные
многолетних наблюдений на станции Астрахань.

1. Неоднородная марковская цепь с периодически изменяющимися матри-
цами переходных вероятностей
a1. Определение процесса ξ(k). Рассмотрим двоичную неоднородную марковскую после-
довательность ξ случайных переменных ξ(k), k ≥ 0 с множеством значений C = {1, 0},
начальным вектором A и переходными вероятностями Q, R

A = (a1, a0) = (a, 1− a),

Q =
(

q11 q10

q01 q00

)
=

(
p 1− p
1− q q

)
, R =

(
p11 p10

p01 p00

)
=

(
r 1− r
1− s s

)
,
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Pr[ξ[0] = α] = aα,
Pr[ξ[2i + 1] = β |ξ[2i] = α ] = qαβ , Pr[ξ[2i + 2] = β |ξ[2i + 1] = α ] = rαβ,

(i ≥ 0, α = 0, 1, β = 0, 1).

Переходные матрицы Q, R применяются последовательно, начиная с Q. Благодаря
стохастичности они определяются четырьмя независимыми параметрами p,q,r,s ∈ [0, 1].

Общая матрица вероятностей перехода pαβ [k] = Pr[ξ[k + 1] = β |ξ[k] = α ]
имеет вид

P [k] = (1− θ[k])Q + θ[k]R =
(

p11[k] p10[k]
p01[k] p00[k]

)
=

(
p[k] 1− p[k]
1− q[k] q[k]

)
,

где θ[2i− 1] = 0, θ[2i] = 1, i ≥ 1 и pαβ[k] = (1− θ[k])qαβ + θ[k]rαβ .

a2. Распределение ξ(k). Верны следующие равенства для произведений матриц P [k]:

2m∏

k=1

P [k] = (QR)m,
2m+1∏

k=1

P [k] = (QR)mQ, m ≥ 1.

Положим S = QR. Тогда

S = QR =
(

1− s + pt s− pt
r − qt 1− r + qt

)
=

(
1− s s
r 1− r

)
+ t

(
p −p
−q q

)
,

где t = r + s− 1. Будут использоваться также обозначения

d = Det[s] = Det[Q]Det[R] = (p + q − 1)(r + s− 1),
b = (r − qt)/(1− d), d 6= 1.

По индукции легко показать, что верно следующее выражение для m-той степени
матрицы S

Sm =
(

b + (1− b)dm 1− b− (1− b)dm

b− bdm 1− b + bdm

)
.

Распределение

(Pr[ξ(2m) = 1], Pr[ξ(2m) = 0]) = ASm = (p2m, 1− p2m)

в четный момент r = 2m, m ≥ 1 имеет вид:

p2m = Pr[ξ(2m) = 1] = b + (a− b)dm,
1− p2m = Pr[ξ(2m) = 0] = 1− b− (a− b)dm,

а распределение

(Pr[ξ(2m + 1) = 1], Pr[ξ(2m + 1) = 0]) = ASmQ = (p2m+1, 1− p2m+1)

в нечетный момент r = 2m + 1, m ≥ 1 имеет вид:

p2m+1 = Pr[ξ[2m + 1] = 1] = 1− q + bu + (a− b)udm,
1− p2m+1 = Pr[ξ[2m + 1] = 0] = q − bu− (a− b)udm,
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где u = p + q − 1.
a3. Пределы Pr[ξ(2m) = 1], Pr[ξ(2m) = 1]. Если |d| < 1, то четное и нечетное предельные
распределения имеют вид

f∞ = lim
m→∞Pr[ξ[2m] = 1] = b, g∞ = lim

m→∞Pr[ξ[2m + 1] = 1] = 1− q + bu

a4. Распределение длительностей 1-серий. Будем рассматривать стационарную последова-
тельность. Распределение длительностей 1-серий, начинающихся в четные моменты време-
ни, равно

P (L1 = k) =
P (ξ[2t− 1] = 0, ξ[2t] = 1, . . . , ξ[2t + k − 1] = 1, ξ[2t + k] = 0)

P (ξ[2t− 1] = 0, ξ[2t] = 1)
, k = 1, 2, . . .

Тогда
P (L1 = 2m) = pmrm−1(1− r), k = 2m, m = 1, 2, . . . ,

P (L1 = 2m− 1) = pm−1rm−1(1− p), k = 2m− 1, m = 1, 2, . . . .

Если серии начинаются с нечетного момента времени, то

P (L1 = 2m) = pm−1rm(1− p), k = 2m, m = 1, 2, . . . ,
P (L1 = 2m− 1) = pm−1rm−1(1− r), k = 2m− 1, m = 1, 2, . . . .

Среднее значение и дисперсия длительности серии, в случае, когда серия начинается
с элемента с четным номером, имеют вид

ML1 =
∞∑

m=1
(2m) pmrm−1 (1− r) +

∞∑
m=1

(2m− 1) pm−1rm−1 (1− p) = 1+p
(1−pr) ,

DL1 = ML2
1 − (ML1)

2 = −p2+2p+4pr−1

(1−pr)2
+ (1−p)

(1−pr) .

Если серия начинается с нечетного места, то

ML1 =
1 + r

(1− pr)
, DL1 =

−r2 + 2r + 4pr − 1
(1− pr)2

+
(1− r)
(1− pr)

.

а5. Корреляционная функция. Корреляционная функция в стационарном случае выража-
ется соотношением

corr(ξt, ξt+h) =
P (ξt = 1, ξt+h = 1)− P (ξt = 1)P (ξt+h = 1)√

P (ξt = 1)− P 2(ξt = 1)
√

P (ξt+h = 1)− P 2(ξt+h = 1)
.

При m ≥ 0, k ≥ 1 необходимо рассмотреть 4 случая.

t = 2m, h = 2k − 1 : corr (ξ2m, ξ2m+2k−1) =
√

b(1−b)u√
(1−q+bu)(q−bu)

dk−1,

t = 2m, h = 2k : corr (ξ2m, ξ2m+2k) = b(1−b)dk

b(1−b) = dk,

t = 2m + 1, h = 2k − 1 : corr
(
ξ2m+1, ξ2m+1+(2k−1)

)
=
√

(1−q+bu)(r−b)√
(q−bu)

√
b(1−b)

dk−1,

t = 2m + 1, h = 2k : corr (ξ2m+1, ξ2m+1+2k) = (r−b)u
(q−bu)d

k−1.

2. Распределения длительностей выхода температуры воздуха за задан-
ный уровень.

С помощью рассмотренных марковских последовательностей построена численная
стохастическая модель индикаторов выхода температуры воздуха за заданный уровень c.
По построенной модели были получены соответствующие распределения длительностей для
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Рис. 1: Распределение длительности P (L1 = k). 1 — односвязная, 2 — двусвязная
марковские модели, 3 — реальные данные. Март, c = −2 0C.

Рис. 2: Распределение длительности P (L1 = k). 1 — односвязная, 2 — двусвязная
марковские модели, 3 — реальные данные. Декабрь, c = −1 0C.
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различных месяцев и уровней. На pис. 1, 2 приведены графики распределений P (L1 = k)
для марта и декабря, полученные по модели и реальным данным (кривые 1, 3).
Из рисунков видно, что рассмотренная выше марковская модель хорошо описывает за-
тухающий колебательный характер распределений с периодом колебаний равным одним
суткам. Однако, по величине эти вероятности значительно различаются, поэтому наряду с
односвязной моделью была рассмотрена также численная двусвязная марковская модель с
периодическими матрицами переходных вероятностей. Расчеты показали, что двусвязная
модель также хорошо описывает колебательный характер распределений и существенно
точнее воспроизводит значения реальных вероятностей (кривая 2 на pис. 1, 2).
Следует отметить, что рассмотренные модели дают приемлемые результаты не для всех
возможных уровней c. Это можно объяснить тем, что реальные процессы не всегда обла-
дают марковскими свойствами, особенно в условиях учета суточного хода.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант No 11-01-00641-а).
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Оценка одной теоретико-числовой суммы
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Пусть s1, . . . , sn — положительные числа, для которых

s := min {s1, . . . , sn} > 1.

Рассматривается сумма вида

S(h,M, s1, . . . , sn) :=
∑

06=x∈M

1
(1 + |h−1x1|s1) . . . (1 + |h−1xn|sn)

, (∗)

где x = (x1, . . . , xn), M — n-мерная решҷтка в Rn и h — малый параметр. Пусть ν — число
индексов j, для которых sj = s. Справедлива следующая

Теорема. Если решҷтка M изображает в Rn кольцо целых чисел D некоторого
вполне вещественного поля алгебраических чисел K степени n, то

S(h, M, s1, . . . , sn) ³ hns(lnh−1)ν−1, h → 0.

При ν = n (т. е. когда s1 = . . . = sn = s) эта оценка допускает уточнение [1]:

S(h,M, s) =
2nn−1

(n− 1)!R

∞∑

c=1

Q(c)
cs

hns
[
(lnh−1)n−1 + O((lnh−1)n−2)

]
,

где R — регулятор D, а Q(c) обозначает число попарно неассоциированных решений µ ∈ D

норменного уравнения |NK(µ)| = c.
Доказательство теоремы можно получить, следуя схеме оценки подобных теоретико-

числовых сумм, предложенной автором в работе [2]. В докладе предполагается остановится
на наиболее нетривиальных моментах реализации этой схемы в случае суммы (∗).
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Оценка точности моделирования субгауссовских полей в
различных функциональных пространствах

Пашко А. А.
Европейский университет, Киев, Украина; pashkoua@mail.ru

В работе изучаются методы моделирования субгауссовских случайных полей с задан-
ной точностью и надежностью в различных функциональных пространствах. В качестве
функциональных пространств рассматриваются пространства Lp, p >= 1, пространства
Орлича. в качестве случайных полей изучаются случайные поля на компакте, сфере. По-
лученные оценки имеют место для гауссовских случайных полей.

Две инвариантные кубатурные формулы с лапласианом 3

Пономаренко А. К.
Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург;

akpspb@yandex.ru

Для интеграла

I(f) =
∫

Rn

p(r)f(x) dx,

x = ( x1, . . . , xn ), r =
(

n∑
j=1

xj
2

)1/2

, p(r) — неотрицательная весовая функция такая, что

существуют моменты νk =
∞∫
0

rkp(r) dr, k = 0, 1, . . . , ν0 > 0, рассматриваются кубатурные

формулы, инвариантные относительно группы OnG всех ортогональных преобразований
гипероктаэдра On ( выпуклой оболочки 2n точек ( ±1, 0, . . . , 0 ),
( 0,±1, . . . , 0 ), . . . , ( 0, 0, . . . ,±1 ) ) в себя и точные для любого алгебраического многочлена
относительно x1, . . . , xn не выше девятой и седьмой степени соответственно. Кубатурные
суммы этих формул содержат оператор Лапласа функции f в начале координат.

Формула с 9-свойством имеет вид :

I(f) ∼= A∆f(O) +
2∑

j=1
Aj

2n∑
1

f(ajg
(0)) + D

2n(n−1)∑
1

f(dg(1)))+

+ H
24C3

n∑
1

f(Rh(β)) + E
2n∑
1

f(eg(n−1)) , 4 ≤ n.

(1)

3Работа поддержана РФФИ, грант № 11-01-00637.
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Здесь использованы обозначения:

g(s) =
1√

s + 1
(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

s+1

, 0, . . . , 0), s = 0, 1, . . . ,

h(β) = (β, β,
√

1− 2β2, 0, . . . , 0),

aj(j = 1, 2), d, R, e — радиусы сфер с центрами в точке O(0, . . . , 0), A, Aj(j = 1, 2), F ,H, E

— коэффициенты β — параметр, ∆ =
n∑

j=1

∂2

∂x2
j
— оператор Лапласа.

В формуле (1) суммирование распространяется на все элементы OnG–орбит точек,
указанных в круглых скобках после знака функции f .

Для нахождения радиусов орбит, коэффициентов формулы и параметра t0 = β2 при-
меняется модификация теоремы С. Л. Cоболева об инвариантных кубатурных формулах
( [1], [2 , теорема 1.7]), согласно которой формула (1) должна быть точна для многочле-

нов σ2
k (k = 0, 1, . . . , 4), σ4σ2

k (k = 0, 1, 2), σ4
2, σ6σ2

k (k = 0, 1), σ8, где σ2 =
n∑

j=1
xj

2,

σ4 =
∑
j<k

xj
2xk

2, . . . , σ2n = x1
2x2

2 . . . xn
2 — базисные инвариантные формы группы OnG.

Это требование для формулы (1) приводит к системе 12 нелинейных алгебраических
уравнений

2∑
j=1

A1j + D1 + H1 + E1 = m0,

A1+
2∑

j=1
A1ja

2
j+ D1d

2+ H1R
2+ E1e

2 = m1,

2∑
j=1

A1ja
2k
j + D1d

2k+ H1R
2k+ E1e

2k = mk,

k = 2, 3, 4,
1
4D1d

2k+ zH1R
2k+ n−1

2n E1e
2k = mk+3,

k = 2, 3, 4,
1
16D1d

8 + z2H1R
8 + (n−1)2

4n2 E1e
8 = m8,

yH1R
2k+

C2
n−1

3n2 E1e
2k = mk+6,

k = 3, 4,
C3

n−1

4n3 E1e
8 = m11.





(2)

с 12 неизвестными A1 = 2nA, Aj1 = 2nAj , aj (j = 1, 2), D1 = 2n(n − 1)D, H1 = 24C3
nH,

E1 = 2nE, d, R, e, t0.
Здесь обозначено: , z = t0(2− 3t0), y = t20(1− 2t0),

ms =
∫

Rn

p(r)σs
2(x) dx, s = 0, 1, . . . , 4,

ms+5 =
∫

Rn

p(r)σ4(x)σs
2(x) dx, s = 0, 1, 2, m8 =

∫
Rn

p(r)σ2
4(x) dx,

ms+9 =
∫

Rn

p(r)σ6(x)σs
2(x) dx, s = 0, 1, m11 =

∫
Rn

p(r)σ8(x) dx

— соответствующие моменты для интеграла I(f).
Pешение этой системы находится с частичным использованием методики pабот [2, 3].

Оно имеет вид
A11 = a2

2(z5a
2
2 − α2)/(q∆), A12 = −a2

1(z5a
2
1 − α2)/(q∆),

∆ = p2 − 4q, a2
1,a2

2 - корни уравнения x2 + px + q = 0,
p = (α4z5 − α2α3)/(α2

2 − α3z5), q = (α2
3 − α2α4)/(α2

2 − α3z5), z5 = (α2α3 − √
z4)/α4,

z4 = α2
2α

2
3 − α4(α3

2 + α0α
2
3 − α0α2α4),
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αj = mj −D1d
2j −H1R

2j − E1e
2j , j = 0, 1, ..., 4,

D1 = D2/d8, H1 = H2/R8, E1 = E2/e8, A1 = m1 − α0,

D2 = 4(m7 − zH2 − n−1
4n E2), H2 =

(n− 1)(n− 2)m4

(n + 2)(n + 4)(n + 6)
,

E2 =
24n3m11

(n− 1)(n− 2)(n− 3)
, d2 = 0.25D2/(z1 + z2H2u),

R2 =
1
u

, u =
x2 ±

√
x2

2 + x1x3

x1
, e2 =

(n− 1)(n− 2)E2

6n2(m9 − yH2u)
,

z1 = m6 − 3n

n− 2
m9, z2 =

3n

n− 2
y − z, z3 =

18n3

(n− 1)(n− 2)2E2
,

x1 = H2((4z2
2D

−1
2 + z3y

2)H2 + z), x2 = H2(yz3m9 − 4z1z2D
−1
2 ),

x3 = m5 − 4z2
1D

−1
2 − z3m

2
9, t0 = (2n− 3−√4n− 7)/(6(n− 2)).

Приведем пример приближенных значений радиусов орбит и коэффициентов фор-
мулы (1) для весовой функции p(r) = e−r2 при n = 4:

A = 2.467400938300e− 01, a1 = 1.820654937796e− 04,
A1 = 4.886380980677e− 01, a2 = 1.825741858351e + 00,
A2 = 7.994379557281e− 02, d = 1.581138830084e + 00,
D = 1.579136704174e− 01, R = 2.738612787526e + 00,
H = 2.631894506957e− 03, e = 1.825741858351e + 00,
E = 7.994379564882e− 02, t0 = 1.666666666667e− 01.

Рассмотрим далее формулу с 7-свойством.

I(f) ∼= A∆f(O) + B
2n∑
1

f(bg(0)) + D
2n(n−1)∑

1
f(dg(1))+

+ E
n2n−1∑

1
f(eg(n−2)) , n ≤ 4.

(3)

Здесь, как и выше, O—начало координат, b,d,e — радиусы сфер с центрами в точке
O(0, . . . , 0), A, B, D ,E — коэффициенты, ∆ - оператор Лапласа.

Как и ранее, используются обозначения A1 = 2nA, B1 = 2nB, D1 = 2n(n − 1)F ,
E1 = n2n−1E.

Система, аналогичная (2), имеет вид

B1 + D1 + E1 = m0,
A1+ B1b

2 + F1r
2 + E1e

2 = m1,
B1b

2k+ D1d
2k+ E1e

2k = mk,
k = 2, 3,

1
4D1d

2k+ n−2
2(n−1)E1e

2k = mk+2,

k = 2, 3,
(n−2)(n−3)

6(n−1)2
E1e

6 = m9.





(2.1)

Решение системы (2.1):
A1 = m1 −B1b

2 −D1d
2 − E1e

2, B1 = β3b
−6, D1 = β2d

−6, E1 = β1e
−6,

b2 = u−1, d2 = v−1, e2 = w−1, u = (β4 + (4z − 1)β1w)β−1
3 ,

v = (m2 − β4 − 4zwβ1)β−1
2 , w – нуль функции α1w

3 + α2w
2 + α3w + α4, где

α1 = β1((4z − 1)3β2
1β2

2 − (4z)3β2
1β2

3 + β2
2β2

3), α2 = 3β2
1((4z − 1)2β2

2β4 + (4z)2(m2 − β4)β2
3),

α3 = 3β1((4z − 1)β2
2β2

4 − 4z(m2 − β4)2β2
3), α4 = β3

4β2
2 + (m2 − β4)3β2

3 −m0β
2
2β2

3 , β1 = m9y
−1,

β2 = 4(m6 − zβ1), β3 = m3 − β1 − β2, β4 = m2 − 4m5, y = (n − 2)(n − 3)/(6(n − 1)2),
z = 0.5(n− 2)(n− 1)−1.
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В заключение приведем пример приближенных значений радиусов орбит и коэффи-
циентов формулы (3) для весовой функции p(r) = err−1 и n = 7:

A = −4.866111361324e + 02,
B = 1.983352903057e + 02, b = 4.932858766986e + 00,
D = 2.564754477913e− 01, d = 1.721157097637e + 01,
E = 2.612869225859e + 00, e = 9.222163612166e + 00.
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Поиск наилучших кубатурных формул для сферы,
инвариантных относительно группы вращений тетраэдра

Попов А.С.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; popov@labchem.sscc.ru

Дается определение наилучшей кубатурной формулы для сферы, инвариантной от-
носительно группы вращений тетраэдра. Описывается алгоритм поиска наилучших куба-
турных формул данного типа симметрии. Приводится таблица, содержащая основные ха-
рактеристики всех наилучших на сегодняшний день кубатурных формул группы вращений
тетраэдра до 29-го порядка точности. Даются с 16 значащими цифрами параметры новых
кубатурных формул 10-го и 13-го порядков точности.

1. Введение. Пусть S — единичная сфера, т. е. множество точек (x, y, z) ∈ R3, для
которых x2 + y2 + z2 = 1. Рассмотрим на S интеграл

U(f) =
1
4π

∫

S
f(s) ds, (1)

где s ∈ S, ds — элемент поверхности сферы, U(1) = 1.
Для численного нахождения интеграла (1) построим кубатурную формулу

V (f) =
N∑

i=1

wif(si), (2)

где N — число узлов, wi — веса, si — узлы.
Будем говорить, что данная кубатурная формула имеет алгебраический порядок точ-

ности n (или просто порядок n), если она точна на всех многочленах степени не выше n и
не точна хотя бы на одном многочлене степени n + 1.

В работах [1, 2] был описан алгоритм построения кубатур на сфере, инвариантных
относительно группы вращений тетраэдра T и имеющих минимальное для данного поряд-
ка n число узлов N . В работе [3] предложен новый критерий оптимальности кубатурной
формулы на сфере, инвариантной относительно любой заданной группы симметрии.

В п. 2 настоящей работы дается краткое описание алгоритма поиска наилучших (в
некотором смысле) кубатур на сфере, инвариантных относительно группы T , а в п. 3 этот
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алгоритм применяется для поиска всех наилучших кубатур группы T до 29-го порядка
точности.

2. Алгоритм построения наилучших кубатур группы T. Будем строить эти
кубатуры в виде

V (f) = A0

4∑

j=1

f(a0j) + B0

4∑

j=1

f(b0j) + C0

6∑

j=1

f(c0j) +
M∑

i=1

Ai

12∑

j=1

f(aij), (3)

где 4 точки a0j лежат в вершинах вписанного в сферу правильного тетраэдра и имеют
координаты (p, p, p), (p,−p,−p), (−p, p,−p), (−p,−p, p) при p = 1/

√
3. Координаты 4 точек

b0j , 6 точек c0j и 12 точек aij , отвечающих, соответственно, центрам граней, серединам
ребер и точкам общего положения на гранях тетраэдра, приведены в [1].

В работах [1, 2] показано, что для того чтобы кубатура (3) имела порядок n, необходи-
мо и достаточно, чтобы она была точна на всех многочленах вида uivjwk, где 3i+4j+6k ≤ n;
i, j = 0, 1, 2, . . . ; k = 0, 1; а u, v и w представляют собой базисные инвариантные многочлены
группы T третьей, четвертой и шестой степени соответственно.

Параметрами кубатуры (3) являются веса A0, B0, C0, Ai и координаты (ai, bi, ci)
узлов aij . С учетом уравнений связи a2

i + b2
i + c2

i = 1 легко видеть, что узлы a0j , b0j и c0j

имеют по одному свободному параметру, а узлы aij — по три свободных параметра. В итоге
на один свободный параметр приходится: 4 узла a0j , b0j или aij , 6 узлов c0j .

Обозначим общее число базисных многочленов степени не выше n через m. Посколь-
ку общее число свободных параметров в кубатуре порядка n должно быть равно m, то
для получения формулы с минимальным для данного n числом узлов N выгоднее всего
использовать в первую очередь узлы a0j , b0j , aij и лишь в последнюю очередь — узлы c0j .

Возможны три случая: 1) m = 3M , полагаем в (3) A0 = B0 = C0 = 0; 2) m = 3M +1,
полагаем B0 = C0 = 0; 3) m = 3M + 2, полагаем C0 = 0.

При рассмотрении этих случаев мы исходили из гипотезы о том, что такие парамет-
ризации приводят к разрешимым системам нелинейных уравнений и дают в итоге кубатуры
с положительными весами и с узлами, лежащими на сфере. Накопленный нами опыт кон-
кретных расчетов говорит о том, что действительно эта гипотеза всегда верна, кроме случая
n = 6, m = 5, когда кубатура с N = 20 имеет отрицательные веса (см. [4]).

При построении конкретных кубатур вида (3) мы будем стремиться получить наи-
лучшие в некотором смысле кубатуры для каждого n. В соответствии с определением из
[3], наилучшая среди всех кубатурных формул вида (3) порядка n должна последовательно
удовлетворять четырем условиям: 1) узлы лежат на сфере; 2) веса положительны; 3) число
узлов минимально; 4) главный член погрешности минимален.

3. Поиск наилучших кубатур группы T. Поиск наилучших кубатур проводился
в соответствии с алгоритмом из п. 2. Расчет параметров новых кубатур выполнялся чис-
ленным методом, аналогичным работе [3]. Приведем теперь сводную таблицу, содержащую
основные характеристики всех наилучших на сегодняшний день кубатур группы T для
сферы до 29-го порядка точности.
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n N E G L n N E G L n N E G L

2 4 1.9720 Td [5] 12 60 1.1835 T [1] 21 162 1.6219 Th −
3 6 2.2913 Oh [5] 13 68 1.6080 T − 22 180 0.6933 T −
5 12 2.3917 Yh [5] 14 72 1.7836 Y [6] 23 192 0.3349 Y [9]
6 22 0.5454 Td [4] 15 84 2.0117 Th [1] 24 212 0.5485 Y [9]
7 24 1.4662 O [6] 16 100 0.8130 T − 25 228 0.6104 T −
8 28 1.8137 T [1] 17 108 1.4797 T − 26 244 0.8682 T −
9 32 2.2441 Yh [7] 18 124 1.1990 T − 27 260 1.5409 Th −

10 44 1.4291 Td − 19 132 1.0089 Y [9] 28 284 0.3722 T −
11 48 1.6928 O [8] 20 148 0.8569 T − 29 296 1.7440 Th −
Здесь E = En+1 — главный член погрешности [3], G — группа симметрии данной

кубатуры (обозначения групп взяты из [10]), L — ссылка на первоисточник.
Приведем в заключение параметры новых наилучших кубатур 10-го и 13-го порядков

точности.

n = 10, N = 44, M = 3, A0 = 27/2240 = 0.1205357142857143E − 1,
B0 = 27/1120 = 0.2410714285714286E − 1, C0 = 0

i Ai ai

1 0.2297654193618004E − 1 0.3582552239079283E + 0
2 0.2329028505394338E − 1 0.7056713815166245E + 0
3 0.2501293491463849E − 1 0.2076116168580279E + 0
i bi ci

1 0.3582552239079283E + 0 0.8621521844114067E + 0
2 0.7056713815166245E + 0 −0.6368518365237941E − 1
3 0.2076116168580279E + 0 −0.9559261650834707E + 0

n = 13, N = 68, M = 5, A0 = 0.1352485457725067E − 1,
B0 = 0.1517251300680149E − 1, C0 = 0

i Ai ai

1 0.1363347665056839E − 1 0.7859194339703887E + 0
2 0.1485580566128947E − 1 0.7646854720239241E + 0
3 0.1499281604183833E − 1 0.8840280162756681E + 0
4 0.1500767347471316E − 1 0.9777182068662691E + 0
5 0.1527777231023993E − 1 0.8708280759039422E + 0
i bi ci

1 0.5730053540474418E + 0 0.2323693343378805E + 0
2 0.6207214909924342E + 0 −0.1730923438389977E + 0
3 0.2408287218543596E + 0 −0.4006195117186663E + 0
4 0.2086707415825803E + 0 0.2288295369010155E − 1
5 0.1824962549309805E + 0 0.4564576422337614E + 0

Работа поддержана грантом РФФИ № 10-01-00427-а.
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Ненасыщаемый алгоритм решетчатых кубатурных формул

Рамазанов М.Д.
Учреждение Российской академии наук Институт математики с вычислительным

центром Уфимского научного центра РАН; ramazanovmd@yandex.ru

Решетчатые кубатурные формулы дают приближенные значения интегралов∫
Ω

dxf(x) по многомерным областям Ω ⊂ Rn в виде линейных комбинаций значений по-

динтегральной функции в узлах выбранной решетки.

KNf ≡ detHN ·
∑

k∈Zn,
HN k∈Ω

ck(N)f(HNk), HN — матрица n× n, detHN = |Ω|/N.

В конце 60–х годов прошлого века С. Л. Соболев [1], [2] предложил алгоритм формул
высокой точности, объединяющий подходы функционального анализа и алгебраический.
Именно, гладкость интегрантов задавалась принадлежностью их конкретному банаховому
функциональному пространству B(Ω) ⊂ C, качество формулы определялось нормой функ-
ционала погрешности
lΩN : f → ∫

Ω

dx f(x)−KNf, с оптимизацией по коэффициентам {ck}.

lΩ, opt
N = arg min

lΩN ,{ck}
‖lΩN‖[B(Ω)]∗ . (1)

А сам алгоритм строился как сумма локальных формул для интегрирования по эле-
ментарным ячейкам решетки QN,k = {x| H−1

N x − k ∈ [0, 1)n} с помощью алгебра-
ических формул с теми же узлами, точно интегрирующих многочлены до некоторой
степени M , связанной с гладкостью интегрантов. С. Л. Соболев установил, что при
N → ∞ последовательность функционалов погрешностей таких формул обладает свой-
ством асимптотической оптимальности:

‖lΩ, as
N ‖[B(Ω)]∗ = ‖lΩ, opt

N ‖[B(Ω)]∗ · (1 + o(1)) (2)
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на пространствах интегрантов B(Ω) = L
(m)
2 (Ω).

Свойство асимптотической оптимальности было установлено и для многих других
банаховых пространств, обычно употребляемых в вычислительной математике [3]. Важ-
нейшей особенностью соболевского алгоритма является свойство пограничного слоя: узлам,
удаленным от границы области на расстояние больше O(N−1/n) соответствуют одинаковые
коэффициенты:

∃L, ∀k, N dist (HNk, ∂Ω) > LN−1/n ⇒ ck ≡ 1. (3)

Это на порядок уменьшает объем вычислительной работы и позволяет установить для таких
формул фактическую эквивалентность асимптотической и порядковой оптимальности на
соболевских пространствах Wm

p .
Заложенная в алгоритме алгебраическая точность локальных формул на всех много-

членах до некоторой степени M проявилась в условной «асимптотической ненасыщаемости»
алгоритма. Именно, построенная последовательность кубатурных формул остается асимп-
тотически (при N →∞) оптимальной на каждом пространстве Wm

p с m ∈ (n/p,M), то есть
в ослабленной форме удовлетворяет введенному К. И. Бабенко определению ненасыщае-
мости. (У К. И. Бабенко [4],[5] универсальна порядковая оптимальность без ограничения
сверху на гладкость интегрантов). Ненасыщаемость — важное свойство вычислительных
алгоритмов, позволяющее созданным по ним программам автоматически настраиваться на
проявляющиеся характеристики гладкостей параметров задач, обеспечивая наилучшие ско-
рости сходимостей аппроксимаций.

Мы ограничиваемся кубической решеткой узлов H = hIn, N = h−n, и предлагаем
новый алгоритм решетчатых кубатурных формул Khf = hn

∑
k∈Zn

ckf(hk), обладающих свой-

ством ограниченного пограничного слоя и являющихся асимптотически ненасыщаемыми на
всех пространствах Wm

2 (Rn) с m > n
2 .

Сначала выводим формулу коэффициентов оптимальных кубатурных формул для
интегралов более общего вида Iϕf =

∫
Rn

dxϕ(x)f(x) и на более общих пространствах

Wµ
2 (Rn).

Затем упрощаем выражения оптимальных коэффициентов, отсекая слагаемые, по-
рядки которых пренебрежимо малы по сравнению с главным членом.

Таким образом, мы приходим к формуле коэффициентов асимптотически оптималь-
ной кубатурной формулы с ограниченным пограничным слоем.

Окончательно, упрощая формулу коэффициентов в пограничном слое, получаем ко-
эффициенты асимптотически ненасыщаемой формулы. Для изотропного случая µ(2πiξ) =
(1 + |2πξ|2)m/2.

Оптимальная формула для пространств Wµ
2 (Rn) задается формулами

Copt(x, h) =
∫

Q

dζ e2πiζx/h · h−n

∑
t∈Zn

ϕ̃((t + ζ)/h)/|µ(2πi(t + ζ)/h)|2
∑

s∈Zn

1/|µ(2πi(s + ζ)/h)|2 , (4)

и
copt
k (h) = Copt(x, h)

∣∣∣
x=hk

, ∀k ∈ Zn . (5)

Получаем следующую теорему.
Асимптотически оптимальную решетчатую кубатурную формулу, приближающую∫

Ω

dx f(x) на интегрантах из пространства Wµ
2 (Rn) с гипоэллиптическим символом гладко-

сти µ(2πiξ) с показателем ρ ∈ (0, 1], подчиненным условию
∫
Rn

dξ

|µ(2πiξ)|2 < ∞, можно задать
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функцией коэффициентов

Cas(x, h) =





0 для dist(x,Ω) > hγ ,
1 для dist(x,Rn\Ω) > hγ ,∫
max

16j6n
|ξj |6h−δ

dξ κ̃(ξ)e2πixξ для dist(x,Γ) 6 hγ .

с любым γ ∈ (0, δ), где δ ∈ (0, 1) и выбирается из условия

∫

max
16j6n

|ξj |6h−δ

dξ |µ(2πiξ)|2 ·

 ∑

s∈Zn\0

1
|µ(2πis/h)|2




1/2

= o(1).

Здесь κ̃(ξ) это преобразование Фурье функции κ(ξ), вырезающей некоторую малую
окрестность границы области.

Например, для Wm
2 (Rn) пространств можно взять любое δ <

1
2
и γ < δ.
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Ненасыщаемый алгоритм решетчатых кубатурных формул
для наилучших решеток

Рахматуллин Д.Я.
Учреждение Российской академии наук Институт математики с вычислительным

центром Уфимского научного центра РАН; rahmdy@gmail.com

Известен алгоритм формул высокой точности С. Л. Соболева ([1], [2]), объединяю-
щий подход функционального анализа и алгебраический подход. Гладкость интегрантов
задавалась принадлежностью их конкретному банаховому функциональному пространству
B(Ω), качество формулы определялось нормой функционала погрешности с оптимизацией
по коэффициентам. Алгоритм строился как сумма локальных формул для интегрирования
по элементарным ячейкам решетки с помощью алгебраических формул с теми же узла-
ми, точно интегрирующих многочлены до некоторой степени, связанной с гладкостью ин-
тегрантов. С.Л. Соболев установил, что при N , устремленном к бесконечности, последова-
тельность функционалов погрешностей таких формул обладает свойством асимптотической
оптимальности на пространствах интегрантов B(Ω) = Lm

2 (Ω)
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Свойство асимптотической оптимальности было установлено и для многих других
банаховых пространств, обычно употребляемых в вычислительной математике. Важней-
шей особенностью соболевского алгоритма является свойство пограничного слоя: узлам,
удаленным от границы области на расстояние больше O(N−1/n) соответствуют одинако-
вые коэффициенты. Это на порядок уменьшает объем вычислительной работы и позволяет
установить для таких формул фактическую эквивалентность асимптотической и порядко-
вой оптимальности на соболевских пространствах Wm

p .

Заложенная в алгоритме алгебраическая точность локальных формул на всех много-
членах до некоторой степени M проявилась в условной “асимптотической ненасыщаемости”
алгоритма. Именно, построенная последовательность кубатурных формул остается асимп-
тотически (при N , стремящемся к бесконечности) оптимальной на каждом пространстве
Wm

p с m из (n/p,M), то есть в ослабленной форме удовлетворяет введенному К. И. Бабенко
определению ненасыщаемости. (У К. И. Бабенко ([3], [4]) универсальна порядковая опти-
мальность без ограничения сверху на гладкость интегрантов). Ненасыщаемость — важное
свойство вычислительных алгоритмов, позволяющее созданным по ним программам авто-
матически настраиваться на проявляющиеся характеристики гладкостей параметров задач,
обеспечивая наилучшие скорости сходимостей аппроксимаций.

В 2010 году М.Д. Рамазановым был предложен ([5]) новый алгоритм решетчатых
кубатурных формул, обладающих свойством ограниченного пограничного слоя и являю-
щихся асимптотически ненасыщаемыми на всех пространствах Wm

2 (Rn) с m > n/2. Этот
алгоритм ограничен кубической решеткой узлов.

В данной работе снимается это ограничение алгоритма — рассматриваются произ-
вольные решетки узлов.
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Численная реализация модели Стритера–Фелпса и ее
модификаций с учетом неопределенности данных
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Представляет существенный экологический интерес прогноз эволюции загрязнения
водоемов — изменения концентрации в увеличивающемся объеме загрязнения воды в про-
цессе ее движения вниз по течению [1],[2]. Со времен классических исследований Стритера
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и Фелпса [3](Streeter–Phelps) моделированию и анализу содержания растворенного кисло-
рода (РК) было посвящено значительное внимание в моделях качества воды. Основное
препятствие в использовании математических моделей для оценки величины загрязнения
потоков состоит в трудности определения точных значений параметров. В докладе числен-
но реализуются модели Стритера–Фелпса, устанавливающие связь между концентрацией
растворенного кислорода и скоростью окисления органического вещества, а также моде-
ли Стритера–Фелпса, в которых примененяются биофильтры и добавлены конвективные и
диффузионные члены. При реализации программ применяются методы [4], использующие
MPI, для распараллеливания численного алгоритма.

Один из более известных критериев загрязнения отходами (БПК), является основной
причиной уменьшения содержания РК в воде и, следовательно, ухудшения качества воды.
В классической модели Стритера–Фелпса рассматривается система, состоящая из воды и
растворенного в ней кислорода и органического вещества. Согласно Стритеру и Фелпсу
содержание растворенного кислорода РК в водотоке определяется двумя процессами —
биохимическим потреблением кислорода в результате бактериального окисления органиче-
ских веществ (ОВ) и поступлением ксилорода в воду из атмосферы (атмосферная аэрация).
При этом используется предположение, что скорость окисления ОВ (т. е. скорость убыва-
ния его концентрации) прямо пропорциональна текущей концентрации вещества и не зави-
сит от концентрации РК, скорость изменения концентрации РК предполагается линейной
функцией двух аргументов, а именно: концентрации органики и концентрации кислорода.
Классическая система уравнений Стритера–Фелпса имеет вид

dL

dt
= −k1L, (1)

dD

dt
= k1L− k2D. (2)

Здесь t− время, L− концентрация растворенного ОВ, выраженная в кислородных единицах
(масса РК, которая потребовалось бы для полной нейтрализации содержащегося в единице
объема растворенной органики); D− дефицит кислорода, определяемый как D = CS − C,
где CS− концентрация РК при 100 процентном насыщении, C− текущая концентрация
РК; k1, k2− константы, характеризующие скорость окисления и скорость реаэрации сот-
ветственно. В классическом исследовании Стритера и Фелпса используется независимая
переменная, именуемая "время потока". В большинстве практических приложений предпо-
лагается, что скорость течения реки постоянная по времени и, следовательно, независимая
переменная "время потока"эквивалентна независимой переменной, означающей расстояние
вдоль течения, т. е. z. Законность использования стационарной модели Стритера-Фелпса
для описания взаимодействий Рк и БПК в основном зависит от того, насколько справед-
ливо предположение о независимости от времени концентраций РК и БПК. Фундаменталь-
ной особенностью этой системы является отсутствие обратной связи между концентрацией
растворенного кислорода и скоростью окисления органического вещества. Это может при-
водить к физически не обоснованным решениям, в которых концентрация растворенного
кислорода становится отрицательной величиной.

На все модели, предложенные для описания взаимодействия РК и БПК, оказывает
влияине факт неточности задания всех параметров этой модели, полученных из экспери-
мента (величина ошибки может достигать 40 %).

Главное свойство исходной системы Стритера–Фелпса состоит в том, что баланс
между концентрациями РК и БПК зависит только от двух процессов: реаэрации потока
и потреблении РК при окислении (или распаде) БПК; отсутствии обратной связи между
концентрацией РК и концентрацией ОВ. Решение системы сводится к последовательному
интегрированию двух линейных дифференциальных уравнений. В то же время, отсутствие



102 А.Н. Рогалев, А.А. Рогалев

обратной связи между скоростью окисления ОВ и концентрацией РК может привести к
физически не обоснованным решениям, в которых дефицит РК превышает концентрацию
насыщения и становится отрицательной величиной.

Одним из способов улучшения адекватности модели кислородного баланса водотока
является включение [5] в классическую систему уравнений Стритера–Фелпса дополнитель-
ного уравнения, описывающего зависимость параметра k1 от концентрации C растворенного
кислорода

dL

dt
= −k1L, (3)

dD

dt
= k1L− k2D

k1 = k0

(
1− D

Cs

)
.

Здесь k0− предельная скорость окисления органики, наблюдаемая при C = Cs, что эквива-
лентно условию D = 0. Система (3) отличается от классической системы Стритера–Фелпса
(1) тем, что скорость окисления k1 считается не константой, а функцией, для вычисления
которой в систему включено третье уравнение. Это уравнение позволяет учесть тот факт,
что скорость разложения ОВ зависит от концентрации РК.

В отличии от классической, замкнутая система Стритера–Фелпса — нелинейная си-
стем. Она позволяет исключить физически некорректные решения, а именно — решения,
допускающие отрицательные значения концентрации РК, которые возможны в классиче-
ской модели при некоторых сочетаниях начальных условий.

В процесс самоочищения, описываемый с помощью уравнений (3), включается очист-
ка с помощью биофильтра [6] путем добавления слагаемого −kL :

dL

dt
= −k1L− kl, (4)

где k− константа скорости изъятия органических загрязнений, 1 , вычисляемая по формуле
k = k20 · 1, 047T−20. Здесь k20−константа скорости биохимических процессов в сточной воде
при температуре 20◦C. Таким образом, модификация процесса саомочищения Стритера-
Фелпса с добавлением биофильтра, описывается системой

dL

dt
= −k1L− kL, (5)

dD

dt
= k1L− k2D

L(0) = L0, D(0) = D0.

Модификация построенной модели на двумерный случай заключается в добавлении в си-

стему (5) оператора диффузии ∆ = λ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

Для оценки областей решений модифицированной системы Стритера–Фелпса (4) с
неточно заданными данными в докладе применяется подход основанный на построении
символьных формул приближенных решений на основе оператора сдвига вдоль траектории
и нахождении областей значений получившихся формул.

Схема алгоритма может быть записан так:

1. Применяется разностный метод (линейный многошаговый метод, либо один из явных
методов Рунге–Кутта) для того, чтобы найти значение решения в точке t как функ-
цию от начальных значений y0, t0, считая их символами. item Находится область зна-
чений полученной символьной формулы, после подстановки вместо y0 содержащих ее
границ.



Численная реализация модели Стритера–Фелпса и ее модификаций 103

Рис. 3: Границы содержания БПК в Красноярском водохранилище вблизи Примор-
ска с учетом ошибок измерений

2. Для завершения процесса включения решений, к найденным границам добавляется
оценка глобальной ошибки и ошибки, полученной при линеаризации формул.

Тогда формулу, по которой вычисляется оценка решения, можно представить так:

Yk = Pm(Y0) + hkR(tk),

здесь Yk = (y1,k, y2,k, . . . , yn,k) — вектор решений, Pm(Y0) — полином степени m относительно
вектора начальных значений, получаемый при линеаризации получаемых формул решений
относительно компонент вектора начальных значений, R(t) — величина глобальной ошибки.

Обозначим совокупность точных решений задачи как

Y ∗(t) =
{

y(t)
∣∣∣ y(t0) ∈ Y0

}
. (6)

Пусть на интервале [t0, tk], где рассматривается эта задача введена сетка узлов

t0 < t1 < . . . , tn = tk, τ = max
i
{ti+1 − ti}.

Для оценки множеств решений систем ОДУ (4) в докладе используются формулы,
задающие сдвиг вдоль траектории решения задачи Коши. При этом считается, что вектор
начальных значений — это вектор символьных значений y0

1, y
0
2, y

0
3, . . . , y

0
n.
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Об одном методе обращения преобразования Лапласа4

Рябов В.М.
Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург;

riabov@vr1871.spb.edu

1. Введение. Интегральное преобразование Лапласа F (p) функции f(t),

F (p) =
∫ ∞

0
e−p tf(t) dt,

представляет собой мощный инструмент для решения широкого класса прикладных задач
математической физики. Одним из его главных достоинств является алгебраизация про-
цедур математического анализа, с помощью которой удается свести интегральные и диф-
ференциальные уравнения к более простым. Кроме того, изображение Лапласа является
аналитической функцией в некоторой полуплоскости Re p > λ, что позволяет привлечь к
исследованию решаемой задачи результаты теории функций комплексного переменного.

Как правило, при решении задач операционными методами наиболее трудным этапом
является процесс обращения, т. е. определение оригинала по его изображению. Существуют
таблицы соответствия функций-оригиналов и их изображений, теоремы разложения, фор-
мула обращения Римана–Меллина, позволяющие теоретически точно находить оригинал [1].
Но решение практических задач часто приводит к изображениям, к которым не могут быть
применены эти классические приемы обращения. Следовательно, возникает необходимость
разработки и применения приближенных методов.

Наиболее полно возможные подходы к задаче обращения и их реализация описаны
в книге [2]. Обзор других способов обращения, не вошедших в [2], приведен в статье [3].
Теоретические основы операционного исчисления содержатся в классических работах [2,
4, 5, 6]. Вопросам приложения операционного исчисления к решению прикладных задач,
среди прочих, посвящены фундаментальные труды [7, 8].

Не существует универсального метода обращения, дающего удовлетворительные ре-
зультаты для произвольного изображения F (p). Любой конкретный метод обращения дол-
жен учитывать специфику поведения изображения (или функции-оригинала), что прежде
всего находит отражение в выборе подходящих систем функций в пространствах оригина-
лов и изображений, с которыми легко работать и с помощью которых могут быть хорошо

4 Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 11-01-00637.
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приближены заданные образы и оригиналы. Выбор метода обращения существенно зависит
от способа задания информации об изображении искомого оригинала. Перечислим типич-
ные ситуации:

1) известны значения изображения F (p) и его производных в некоторой фиксирован-
ной точке, отличной от бесконечности;

2) известны значения изображения F (p) и его производных в некоторой окрестности
бесконечно удаленной точки;

3) известны значения изображения F (p) на вещественной полуоси p ≥ 0;
4) известны значения изображения F (p) во всей полуплоскости Re p > λ.

2. Обращение преобразования Лапласа по значениям изображения на ве-
щественной оси.

Известна следующая
Теорема ([4], с. 385). Пусть f(t) ∈ L(0,∞) и ее преобразование Лапласа равно

F (p) =
∫ ∞

0
exp(−p t)f(t) dt.

Тогда для почти всех положительных значений t имеет место формула обращения

f(t) = lim
n→∞

(−1)ntn−1

n!(n− 2)!

∫ ∞

0
e−p tp2n−1F (n)(p) dp. (1)

Вхождение в эту формулу производной изображения ограничивает возможности ее
применения. Однако интегрированием по частям она может быть представлена иначе:

f(t) = lim
n→∞

∫ ∞

0
e−p tP2n−1(p t)F (p) dp,

где

P2n−1(p) =
(−1)n−1(2n− 1)!

n!(n− 2)!

n∑

j=0

(
n

j

)
(−p)2n−j−1

(2n− j − 1)!
.

Нетрудно проверить, что этот многочлен выражается через многочлены Лагерра общего
вида

Ln(x ;α) =
n∑

m=0

(−1)m

(
n + α

n−m

)
xm

m!
(2)

простой формулой:

P2n−1(p) =
pn−1

(n− 2)!
Ln(p ; n− 1).

В результате этих преобразований утверждение (1) теоремы запишется в виде

f(t) = lim
n→∞ fn(t), fn(t) =

1
t(n− 2)!

∫ ∞

0
e−ppn−1Ln(p ; n− 1)F (p/t) dp.

Для приближенного вычисления последнего интеграла применим квадратурную
формулу типа Гаусса с весом e−p вида

∫ ∞

0
e−pψ(p) dp ≈

N∑

k=1

Akψ(pk), (3)

точную для всех многочленов степени не выше 2N − 1.



106 В.М. Рябов

Такой метод обращения преобразования Лапласа, пригодный и для определения ве-
личин скачков оригинала в точках разрыва первого рода, был предложен и исследован в
работе [9]. Скорость его сходимости невелика: в общем случае fn(t) стремится к значению
(f(t + 0) + f(t − 0))/2 со скоростью 1/

√
n. Если же оригинал непрерывен в точке t, то

fn(t) → f(t) со скоростью не более, чем 1/n (в предположении бесконечной дифференциру-
емости оригинала разность fn(t)−f(t) представима рядом по степеням 1/n). Эта априорная
информация о характере убывания ошибки позволяет строить эффективные методы уско-
рения сходимости: пусть f(t) достаточно гладкая функция, тогда при n →∞ справедливо
разложение

f(t)− fn(t) = C1/n + C2/n2 + . . . ,

и пусть известны значения fn1(t), . . . , fnm(t). Положим

dj = nj/n1, cjm =
∏

i 6=j

dj/(dj − di), j = 1,m,

и вычислим значение
m∑

j=1

cjmfnj (t).

Оно будет отличаться от f(t) на величину порядка n−m
1 . Заметим, что с ростом m мо-

гут потребоваться формулы (3) с большим числом узлов N (например, несколько сотен).
Покажем, как их можно эффективно построить.

Узлы формулы (3) совпадают с корнями многочленов Лагерра (2) при α = 0, т. е.

LN (pk) = 0, k = 1, N. (4)

Будем находить корни уравнения (4) методом Ньютона:

pj+1
k = pj

k − LN (pj
k)/L′N (pj

k), j = 0, 1, . . . (5)

Начальные приближения ко всем корням многочленов (2), для которых метод (5) сходится,
берем из приближенных равенств, приведенных в книге [10] (нам нужен лишь случай α = 0,
поскольку LN (p) = LN (p ; 0)):

p1 ≈ (1 + α)(3 + 0.92α)
1 + 2.4m + 1.8α

,

p2 − p1 ≈ 15 + 6.25α

1 + 0.9α + 2.5m
,

pk+2 − pk+1

pk+1 − pk
≈ 1

1 + 0.3α

(
1 + 2.55k

1.9k
+

1.26kα

1 + 3.5k

)
, k = 1, N − 2.

После нахождения с требуемой точностью всех узлов вычисляем коэффициенты формулы
(3):

Ak =
pk

(L′N (pk))2
, k = 1, N.

При вычислениях многочленов Лагерра следует использовать рекуррентное соотно-
шение

(n + 1)Ln+1(x ;α) = (α + 2n + 1− x)Ln(x ;α)− (α + n)Ln−1(x ; α), n = 1, 2, . . . ,

L0(x ;α) = 1, L1(x ; α) = 1 + α− x,

а значения их производных исключать с помощью соотношения

xL′n(x ; α) = nLn(x ; α)− (α + n)Ln−1(x ; α).
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Прим е р. Описанный метод применялся для обращения преобразований Лапласа,
возникающих при решении задач линейной вязкоупругости, описываемых интегральными
уравнениями Больцмана—Вольтерра со слабо сингулярными ядрами и содержащих в себе
выражения вида

F (p) =
1

pa + b
, 0 < a < 1, b > 0.

При проведении расчетов по программе на языке программирования C++ со стан-
дартной точностью вычислений следует использовать квадратурную формулу вида (3) при
N ≤ 30, m ≤ 4 и n1 ≈ 20. В среде Maple, позволяющей выбирать число значащих цифр при
проведении вычислений с помощью параметра Digits, для достижения требуемой точности
можно использовать, например, n1, N ≈ 200, m ≈ 10, но при этом значение параметра
Gigits резко возрастает.
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Квадратурные формулы общего вида для классов
периодических функций

Санеева Л.И. Данзанова В.С.
Восточно-Сибирский государственный технологический университет, Улан-Удэ;

В данной работе рассматриваются квадратурные формулы, содержащие значения
функции и ее производных. Дается общий вид периодического функционала с учетом ко-
эффициентов суммы производных, определены нормы периодического функционала по-
грешности и экстремальной функции.

Рассмотрим квадратурную формулу общего вида:

1∫

0

ϕ(x)dx ≈
N∑

γ=0

ργ∑

k=0

Cγ,kϕ
(k)(hγ)/ (1)
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Для построения периодического функционала используем простейшую формулу

1∫

0

ϕ(x)dx ≈
N∑

γ=0

ργ∑

k=0

Cγ,kϕ
(k)(γ) (2)

c функционалом погрешности

〈l, ϕ〉 =

∞∫

−∞


ξ(0,1)(x)−

N∑

γ=0

ργ∑

k=0

(−1)kδ(k)(x− γ)


ϕ(x)dx. (3)

Пусть m — гладкость пространства и функционал погрешности l(x) ортогонален многочле-
нам степени m, т.е.

〈l, xα〉 = 0, α = 0, 1, . . . ,m. (4)

Коэффициенты Cγ,k формулы (2) определяются из следующей линейной системы уравнений

N∑

γ=0

ργ∑

k=0

Cγ,k
α!
k!

γ[α−k] =
1

α + 1
, (5)

где γ[α−k] =
{

γ[α−k], если α ≥ k
0, если α ≤ k

и α = 0, 1, . . . , m = ρ0 + ρ1 + . . . + ρs + s.

Будем считать, что числа s, ρ0, ρ1, . . . , ρs выбраны так, чтобы система (5) имела ре-
шение при условии m = ρ0 + ρ1 + . . . + ρs + s.

Рассмотрим квадратурную формулу

1∫

0

ϕ(x)dx ≈
s∑

γ=0

s−γ∑

k=0

Cγ,kϕ
(k)(γ). (6)

Продолжим функционал погрешности

l(x) = ξ(0,1)(x)−
s∑

γ=0

s−γ∑

k=0

(−1)kCγ,kδ
(k)(x− γ)

на всю числовую ось путем суммирования по β.
Следовательно, периодический функционал погрешности общего вида записывается

в виде

l̃(x) = 1−
s∑

k=0

Dk(−1)kϕ
(k)
0 (x), (7)

где Dk =
s−γ∑
γ=0

Cγ,k.

Пусть ϕ ∈ L̃m
p (∆) и l̃ ∈ L̃m∗

p (∆).
Из условия рефлексивности пространства L̃m

p (∆) при 1 < p < ∞ имеем

〈l̃, ϕ0〉 = ‖l̃‖
L̃m∗

p (∆)
, ‖ϕ0‖L̃m

p (∆)
= 1. (8)

Решая вариационную задачу (8) по методу Эйлера, находим

〈l̃, ϕ0〉 = ‖l̃‖
L̃m∗

p (∆)

∫

∆

|ϕ(m)
0 (x)|p−1sgnϕ

(m)
0 (x)ϕ(m)(x)dx, ∀ϕ ∈ L̃m

p (∆) (9)
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В результате получаем

ψ
(m)
0 (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

β 6=0

s∑
k=0

Dk(−2πiβ)ke−2πiβx

(−2πiβ)m

∣∣∣∣∣∣∣∣

1
p−1

sgn
∑

β 6=0

s∑
k=0

Dk(−2πiβ)ke−2πiβx

(−2πiβ)m
. (10)

Правую часть равенства (10) разложим в ряд Фурье

ψ
(m)
0 (x) =

∑

γ 6=0

cγe−2πiγx,

где

cγ =
∫

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

β 6=0

s∑
k=0

Dk(−2πiβ)ke−2πiβy

(−2πiβ)m

∣∣∣∣∣∣∣∣

1
p−1

sgn
∑

β 6=0

s∑
k=0

Dk(−2πiβ)ke−2πiβy

(−2πiβ)m
e2πiγydy (11)

Решение уравнения (10) определяется равенством

ψ0(x) =
∑

γ 6=0

cγe−2πiγx

(−2πiγ)m
, (12)

где cγ выражается формулой (11).
Итак, ψ0(x) — экстремальная функция функционала погрешности l̃(x).
Вернемся к решению вариационной задачи. В силу 〈l̃, 1〉 = 0 находим

∫

∆


(−1)m+1

∑

β 6=0

s∑
k=0

Dk(−2πiβ)ke−2πiβx

(2πiβ)m
+ c


ϕ(m)(x)dx = 〈l̃, ϕ〉. (13)

Равенство (13) определяет общее представление периодического функционала в общем виде.

Введем обозначение Bs
m(x) =

∑
β 6=0

s∑
k=0

Dk(−2πiβ)ke−2πiβx

(2πiβ)m .

Теорема. Если 1 < p < ∞, ∀ϕ ∈ L̃m
p (∆), l̃ ∈ L̃m∗

p (∆) и ψ0(x) — экстремальная задача
для периодического функционала l̃0(x), то общее представление оптимального периодиче-
ского функционала l̃0(x) имеет вид

〈l̃0, ϕ〉 =

1∫

0

[Bs
m(x) + c0]ϕ(m)dx, ∀ϕ ∈ L̃m

p (∆), (14)

экстремальная функция ψ0(x) для периодического функционала l̃0(x) в явном виде выра-
жается формулой

ψ0(x) =

1∫

0

(
|Bs

m(x) + c0|
1

p−1 sgn(Bs
m(x) + c0)

e−2πiγx+2πiγy

(2πiγ)m
+ c0

)
dx, (15)
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нормы периодического функционала l̃0(x) и экстремальной функции ψ0(x) соответственно
определяются равенствами

‖l̃0‖L̃m
p (∆)

=




1∫

0

|Bs
m(x) + c|p′dx




1
p′

(16)

и

‖ψ0(x)‖
L̃m

p (∆)
=




1∫

0

|Bs
m(x) + c|p′dx




1
p

. (17)

Пусть ∆ = [0, 1) — фундаментальный полуинтервал, ∆hβ 6 x < hβ + h.

Замена x = hy в интеграле
h∫
0

ϕ(x)dx = h
1∫
0

ϕ(hy)dy и квадратурная формула (2) дают

формулу

h∫

0

ϕ(x)dx =
s∑

γ=0

ργ∑

k=0

cγ,kh
k+1ϕ(hγ) (18)

с функционалом погрешности

〈l
(x

h

)
, ϕ(x)〉 =

∫

∆


ξ(0,1)

(x

h

)
−

s∑

γ=0

ργ∑

k=0

cγ,k(−1)khk+1δ(k)(x− hγ)


ϕ(x)dx. (19)

Суммируя локальные функционалы l
(

x
h − β

)
по всем β проводя преобразования для

l
(

x
h

)
, аналогичные предыдущему, получим оптимальный периодический функционал по-

грешности

l̃0

(x

h

)
= 1−

s∑

k=0

(−1)kDγ,kΦ
(k)
0

(x

h

)
hk, (20)

Воспользовавшись заменой β на h−1β в формуле (15) получим экстремальную функ-
цию оптимального периодического функционала l̃0

(
x
h

)

ψ0

(x

h

)
= hmp′

1∫

0

|Bs
m(y) + c0|

1
p−1 sgn(Bs

m(y) + c0)


∑

γ 6=0

2πiγ(h−1x− γ)
(2πiγ)m

+ c0


 dx, (21)

Согласно равенству (9) получаем

〈
l̃0

(x

h

)
, ψ0

(x

h

)〉
∆

= hmp′
1∫

0

|Bs
m(x) + c0|p

′
dx = ‖ψ0‖p

L̃m
p (∆)

(22)

Экстремальная функция функционала l̃0
(

x
h

)
удовлетворяет

‖l‖
L̃m∗

p (∆)
= ‖ψ‖p−1

L̃m
p (∆)

. (23)

или
‖ψ‖

L̃m
p (∆)p = ‖l‖p′

L̃m:∗
p (∆)

. (24)
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На основании равенств (22), (23) и (24) находим

〈
l̃0

(x

h

)
, ψ0

(x

h

)〉
∆

= hmp′
1∫

0

|Bs
m(x) + c0|p

′
dx =

∥∥∥l̃0

(x

h

)∥∥∥
L̃m∗

p (∆)
. (25)

Отсюда получаем

∥∥∥l̃0

(x

h

)∥∥∥
L̃m∗

p (∆)
= hm




1∫

0

|Bs
m(x) + c|p′dx




1
p′

(26)

и
∥∥∥ψ0

(x

h

)∥∥∥
L̃m

p (∆)
= h

m
p−1




1∫

0

|Bs
m(x) + c|p′dx




1
p

. (27)

Работа выполняется в рамках целевой программы МОиН РФ "Развитие научного
потенциала высшей школы (2009-2010 г.г.) на 2011 год" (проект № РНП 2.1.1/13828).
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Определение второй компоненты матрицы аэрозольного
рассеяния по наземным измерениям поляризованного

излучения в альмукантарате Солнца методом Монте-Карло

Ухинов С.А., Чимаева А.С.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН;

Новосибирский государственный университет; sau@sscc.ru

Введение. Рассматривается процесс переноса поляризованного изучения в рассе-
ивающей и поглощающей среде. Существуют разные способы описания поляризацион-
ных свойств света. Наиболее распространенным и удобным является способ, предложен-
ный Дж. Г. Стоксом в 1852 г., которым мы и воспользуемся. Он ввел четыре парамет-
ра: I, Q, U, V , имеющие размерность интенсивности, которые определяют в совокупно-
сти интенсивность, степень поляризации, плоскость поляризации и степень эллиптично-
сти излучения. Мы будем рассматривать их как компоненты вектор-параметра Стокса
Φ =

(
I, Q, U, V

)T в четырехмерном функциональном пространстве. При этом для пара-
метров Стокса справедливы следующие соотношения: I ≥ 0, I2 ≥ Q2 +U2 +V 2. Отметим,
что для естественного света Q = U = V = 0. Для эллиптически поляризованного света
I2 = Q2 + U2 + V 2.

Для стационарных задач компоненты стоксовских вектор-функций зависят от пя-
ти переменных: Φ = Φ(x), x ∈ X, где X = R × Ω, R ⊆ R3 – пространство координат,
Ω = {ω ∈ R3 : |ω| = 1} – пространство единичных векторов направлений. Математиче-
ская модель переноса поляризованного излучения строится на основе феноменологическо-
го предположения о том, что в результате рассеяния ассоциируемый с “фотоном” вектор
Стокса преобразуется заданной матрицей рассеяния (см., например, [3]).
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Рассмотрим стационарное интегро-дифференциальное векторное уравнение переноса
поляризованного излучения:

ω∇Φ + σΦ =
∫

Ω
σsP (ω′, ω, r)Φ(r, ω′) dω′ + f0(r, ω),

или LΦ+σΦ = SΦ+ f0, где σs – сечение(коэффициент) рассеяния, σ = σs +σc, σc – сечение
поглощения; f0 – вектор-функция источника излучения, P (ω′, ω, r) – матричная функция
рассеяния, которая определяется соотношением P (ω′, ω, r) = L(π − i2)R(ω′, ω, r)L(−i1), где
L – специальная матрица поворота, R = {rij} – матрица рассеяния [3]; i1 – угол меж-
ду плоскостью ω′, s и плоскостью рассеяния ω, ω′; i2 – угол между плоскостью рассеяния
ω, ω′ и плоскостью ω, s; s – вектор локальной сферической системы координат. В случае

изотропной среды матрица рассеяния имеет вид: R(µ, r) = 1
2π




r11 r12 0 0
r21 r22 0 0
0 0 r33 r34

0 0 −r43 r44




, где

µ = (ω′, ω) – косинус угла рассеяния. Если рассеивающие частицы являются однород-
ными сферами, то r11 = r22, r12 = r21, r33 = r44, r34 = r43 и, таким образом, матрица
рассеяния определяется четырьмя компонентами. При наличии в среде молекулярного и
аэрозольного типов рассеяния матрица рассеяния R представляется как средневзвешен-
ное от соответствующих матриц Rm и Ra : R(µ, r) = (Ra(µ, r)σa(r) + Rm(µ)σm(r))/(σa(r)+
+σm(r)), где σa, σm – сечения соответственно аэрозольного и молекулярного рассеяния,
σs = σa + σm.

1. Постановка задачи и условные обозначения. В атмосферной оптике рассмат-
ривается задача восстановления индикатрисы рассеяния атмосферы r11(µ) по наземным
наблюдениям яркости неба в альмукантарате Солнца, то есть в различных направлениях
ωi, составляющих с зенитом тот же угол θs, что и направление на Солнце [1, 4, 5].

В настоящей работе ставится задача восстановления второй компоненты r12(µ) мат-
рицы рассеяния по наблюдениям вектора Стокса в альмукантарате Солнца. Разработаны
алгоритмы восстановления r12(µ), алгоритм вычисления матриц Якоби операторов пере-
хода построенных методов и проведены вычисления для различных параметров среды и
численное исследование сходимости методов.

Заметим, что для решения конкретной задачи нужно иметь, наряду с наблюдениями
вектора Стокса, соответствующие оптические параметры (толщи поглощения, аэрозольного
и молекулярного рассеяния, альбедо подстилающей поверхности) на момент проведения
эксперимента. В дальнейшем изложении будем предполагать эти параметры известными.

Наблюдение ведется с поверхности Земли в K направлениях ω∗i , каждое из которых
задается зенитным углом θs и азимутальным углом ϕi: (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕK) = (0, ϕ2, . . . , 180).
Таким образом, первое из этих направлений обращено к Солнцу ω∗1 = −ωs. Обозначим
θ1, . . . , θK – углы однократного рассеяния, т.е. θi – это угол между i-тым и первым направ-
лением: 0o = θ1 < θ2 < . . . < θK = 2θs < 180o.

Пусть g – вектор узловых значений второй компоненты матрицы рассеяния:
r12(µ) =

σa

σs
r12,a(µ) +

σm

σs
r12,m(µ); r12,m(µ) = −3

8(1 − µ2) – вторая компонента извест-

ной молекулярной (рэлеевской) матрицы рассеяния, r12,a(µ) – искомая вторая компонен-
та аэрозольной матрицы рассеяния, построенная по вектору значений {gi}K

i=1; Fi(g) =
(F1,i, F2,i, F3,i, F4,i) – вектор Стокса в направлении наблюдения ωi: Fi(g) = F

(1)
i (g)+F

(2)
i (g)+

F
(A)
i (g); F (1)

i (g) – вектор Стокса однократно рассеянного излучения; F (A)
i (g) – вектор Стокса

“подсветки” подстилающей поверхностью; F (2)
i (g) – вектор Стокса многократно рассеянного

излучения при нулевом альбедо A; F ∗
i – измеренный вектор Стокса.
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Однократно рассеянное излучение вычисляется аналитически, т.к. во всех на-
правлениях наблюдения атмосферная толща одинакова: F

(1)
1,i = Cr11(µi), F

(1)
2,i =

C cos 2i2(µi)g(µi),F
(1)
3,i = C sin 2i2(µi)g(µ). Здесь i2 – угол между плоскостью рассеяния

−ωi,−ωs и плоскостью ωi, s; s = (0, 0, 1), µ = (ωs, ωi). cos i2(µi) = − cos θs
sin θs

√
1−µi

1+µi
; C =

µ−1
0 τs exp(− τ

µ0
) , где µ0 = cos θs – параметр альмукантарата, τ – полная оптическая толща

атмосферы, то есть τ =
∫ H

0
σ(z)dz, τs – оптическая толща атмосферы по-рассеянию, H –

высота атмосферы.
Методы решения Следующие алгоритмы были построены на основе методов вос-

становления индикатрисы рассеяния, предложенных в работах [1, 4, 5].
Аддитивный метод :

g
(k)
i =

F ∗
i − Fi(g(k−1)) + g

(k−1)
i C cos 2i2(µi)

C cos 2i2(µi)
= Gad(g(k−1)).

Модифицированный аддитивный метод :

g
(k)
i =

F ∗
i − Fi(g(k−1)) + qi

√
(F (1)

2,i (g(k−1)))2 + (F (1)
3,i (g(k−1)))2

C
= Gad1(g(k−1)),

где q = sign(F (1)
2,i (g(k−1) cos 2i2(µi)).

Комбинированный метод по второй/третьей компоненте вектора Стокса (m=2
или m=3):

g
(k)
i = g

(k−1)
i · F ∗

m,i − F
(A)
m,i (g

(k−1))

Fm,i(g(k−1))− F
(A)
m,i (g(k−1))

= Gm(g(k−1)
i ).

Алгоритм решения:
П. 0. По заданному вектору F ∗ находим начальное приближение g

(0)
a - вектора узло-

вых значений второй компоненты матрицы аэрозольного рассеяния:

g
(0)
a,i =

σs

σaC cos 2i2(µi)
F ∗

i −
σm

σa
r12,m(µi).

П. 1. Строим приближенную матрицу рассеяния и вычисляем F, FA, F1, F2. Для ре-
шения прямой задачи применяется локальная векторная оценка “по направлению” метода
Монте-Карло.

П. 2. По формуле, соответствующей выбранному методу, находим следующее при-
ближение g и полагаем ga,i = (σsgi − σmr12,m(µi))/σa. Далее идем на П.1 и продолжаем
итерации до сходимости или расходимости алгоритма.

Тестовые расчеты показали сходимость методов при определенных параметрах сре-
ды, см. Рис. 1.

Известно что, для существования неподвижной точки оператора G и обоснования
сходимости к ней итераций g(k) достаточно установить, что спектральный радиус матрицы
Якоби G′(g∗) меньше единицы [2, 4]. Для численной проверки сходимости были получены
формулы для расчета матриц Якоби оператора перехода итерационных методов. В Табли-
це 1 приведены результаты расчетов спектрального радиуса и нормы матриц Якоби при
τm = 0.05, A = 0.5

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 09–01–00035).



114 А.Р. Хаётов
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Рис. 4: Результаты расчетов комбинированным методом: по 2-ой компоненте (слева),
по 3-ей компоненте (справа); —– точное значение; −−− начальное приближение; · · ·
первая итерация; − · − третья итерация; А=0.5, τa = 0.15, τm = 0.05

Таблица 5: Спектральный радиус и норма для матриц Якоби операторов перехода
итерационных методов. τm = 0.05, A = 0.5

Метод восстановления
τa Kомб. m=2 Комб. m=3. Aддитивный

Сп.рад. Норма Сп.рад. Норма Сп.рад. Норма
0,5 0,957 1,503 0,875 1,524 3,856 4,266
0,3 0,953 1,235 0,653 1,799 1,821 2,002
0,15 0,868 0,967 0,701 1,630 0,907 0,983
0,05 0,856 0,898 0,762 0,786 0,414 0,460
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Рассмотрим следующую квадратурную формулу

∫ 1

0
ϕ(x)dx ∼=

N∑

ν=0

Cνϕ(xν), (1)

с функционалом погрешности

`(x) = χ[0,1](x)−
N∑

ν=0

Cνδ(x− xν), (2)

где Cν и xν (∈ [0, 1]) являются коэффициентами и узлами формулы (1), χ[0,1](x) — харак-
теристическая функция интервала [0, 1], и δ(x) — дельта-функция Дирака.

Полагаем, что функции ϕ(x) принадлежать в гильбертово пространство

K2(P2) =
{

ϕ : [0, 1] → R
∣∣∣ ϕ′ — абсолютно непрерывно и ϕ′′ ∈ L2(0, 1)

}
,

снабженной нормой

‖ϕ |K2(P2)‖ =

{∫ 1

0

(
P2

(
d

dx

)
ϕ(x)

)2

dx

}1/2

, (3)

где

P2

(
d

dx

)
=

d2

dx2
+ 1 и

∫ 1

0

(
P2

(
d

dx

)
ϕ(x)

)2

dx < ∞.

Равенство (3) является полунормой и ‖ϕ‖ = 0 тогда и только тогда, когда ϕ(x) =
= c1 sinx + c2 cosx.

Следует отметить, что для линейного дифференциального оператора порядка n,
L ≡ Pn(d/dx) Алберг, Нильсон и Уолш в книге [1] исследовалы гильбертовы пространства
в контексте обобщенных функций.

Соответствующая погрешность квадратурной формулы (1) может быть выражена в
виде

RN (ϕ) =
∫ 1

0
ϕ(x)dx−

N∑

ν=0

Cνϕ(xν) = (`, ϕ) =
∫ ∞

−∞
`(x)ϕ(x)dx (4)

и является линейным функционалом в сопряженном пространстве K∗
2 (P2) к пространству

K2(P2).
По неравенству Коши Шварца

|(`, ϕ)| ≤ ‖ϕ |K2(P2)‖ · ‖` |K∗
2 (P2)‖

и погрешность (4) может быть оценена нормой функционала погрешности (2), т. е.

‖` |K∗
2 (P2)‖ = sup

‖ϕ |K2(P2)‖=1
|(`, ϕ)| .

Таким образом, оценка погрешности квадратурной формулы (1) на пространстве
K2(P2) может быть приведена к нахождению нормы функционала погрешности `(x) в со-
пряженном пространстве K∗

2 (P2).
Очевидно, норма функционала погрешности `(x) зависит от коэффициентов Cν и

узлов xν , ν = 0, 1, . . . , N . Задача нахождения минимума нормы функционала погрешно-
сти `(x) по коэффициентам Cν и узлам xν называется задачей Никольского, и полученная
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формула называется оптимальной квадратурной формулой в смысле Никольского. Эта за-
дача впервые рассмотрена С. М. Никольским [2], и продолжены многими математиками
(см., например, [3] и литературу в нем). Минимизация нормы функционала функционала
погрешности по коэффициентам Cν когда узлы фиксированы, называется Задачей Сарда.
Полученная формула называется оптимальной квадратурной формулой в смысле Сарда.
Эта задача впервые исследована А. Сардом [4].

Существуеют несколько методов построения оптимальных квадратурных формул в
смысле Сарда. В пространстве Соболева L

(m)
2 (a, b), основываясь на эти методы, задача Сар-

да исследована многимы авторами (см., например, [5] и литературу в нем). Здесь, L(m)
2 (a, b)

есть пространство С.Л. Соболева функций, которые имеют m-е обобщенные производныеб
интегрируемые с квадратом.

В настоящей работе нами получено решение задачи Сарда в пространстве K2(P2).
Именно, нами найдены коэффициенты C̊ν (и функционал погрешности ˚̀), такой что

∥∥˚̀|K∗
2 (P2)

∥∥ = inf
Cν

∥∥` |K∗
2 (P2)

∥∥.

Справедливы следующие
Теорема 1. Коэффициенты оптимальных квадратурных формул в смысле Сарда

вида (1) в пространстве K2(P2) имеют вид

Cν =





2 sin h−(h+sin h) cos h
(h+sin h) sin h + h−sin h

(h+sin h) sin h(1+λN
1 )

(
λ1 + λN−1

1

)
, ν = 0, N,

4(1−cos h)
h+sin h + 2h(h−sin h) sin h

(h+sin h)(h cos h−sin h)(1+λN
1 )

(
λν

1 + λN−ν
1

)
, ν = 1, . . . , N − 1,

где

λ1 =
2h− sin 2h− 2 sin h

√
h2 − sin2 h

2(h cosh− sinh)

и |λ1| < 1 h = 1/N , N = 2, 3, . . . .

Теорема 2. Квадрат нормы функционала погрешности (2) оптимальной квадра-
турной формулы вида (1) на пространстве K2(P2) имеет вид

‖ ◦` ‖2 =
h(h− sin h)[sin h (sin 1− 1) + h sin(h− 1) + 4 cos h] + [3h2 + h sin h + 8(cos h− 1)] sin h

2h(h + sin h) sin h

+
h(h− sin h)

2(h + sin h)(1 + λN
1 ) sin h

(
(h sin 1− 4)(λ1 + λN

1 )(1− λ1)− 4(1− λN−1
1 )(λ2

1 + 1− 2λ1 cos h)

h(1− λ1)

+
(λ2

1 − 1)
[
(2− cos 1)(λN

1 − 1)− (λ1 − λN−1
1 ) cos(h− 1)

]
sin h

λ2
1 + 1− 2λ1 cos h

+
(λ2

1 cos h− 2λ1 + cos h)(λ1 + λN−1
1 ) sin(h− 1)

λ2
1 + 1− 2λ1 cos h

)
,

где λ1 дается в теореме 1 и |λ1| < 1.

Теорема 3. Для нормы функционала погрешности (2) оптимальной квадратурной
формулы вида (1) имеем

‖ ◦` |K∗
2 (P2)‖2 =

1
720

h4 + O(h5) при N →∞.

Следующая теорема об асимптотической оптимальности нашей квадратурной
формулы.
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Теорема 4. Оптимальная квадратурная формула вида (1) с функционалом погреш-
ности (2) в пространстве K2(P2) является асимптотически оптимальной в простран-
стве С.Л. Соболева L

(2)
2 (0, 1), т.е.

lim
N→∞

‖ ◦` |K∗
2 (P2)‖2

‖ ◦` |L(2)∗
2 (0, 1)‖2

= 1.
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Схема переменных направлений для численного решения
гиперболо-параболического уравнения

Ханхасаев В.Н., Местникова Н.Н.
Восточно-Сибирский государственный технологический университет, Улан-Удэ;

hanhvladnick@mail.ru

В работах одного из авторов, посвященных математическому моделированию про-
цесса отключения электрической дуги в спутном потоке газа, численно и аналитически
решались различные краевые задачи для гиперболического уравнения теплопроводности,
получаемого обобщением гипотезы Фурье.

Продолжая это исследование, модифицируем математическую модель [1], заме-
няя гиперболическое уравнение теплопроводности гиперболо-параболическим уравнением
в частных производных 2-го порядка

Lu = k(x, t)utt + a(x, t)ut −
2∑

i=1

uxixi + c(x)u = f(x, t), (1)

в цилиндрической области G = Ω × [T1, T2], Ω = [0,m] × [0, n], T1 < 0, T2 > 0, m > 0,
n > 0; Γ = γ × [T1, T2], γ = ∂Ω. При этом k(x, t) = 0, t ≤ 0; k(x, t) > 0, t > 0; a(x, t) >
0, ∀(x, t)εG , т. е. при t ≤ 0 уравнение (1) параболическое,а при t > 0 гиперболическое.

Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области G такое, что

u|Γ = 0;u|t=T1 = 0. (2)

Предположим, что коэффициенты уравнения (1) — достаточно гладкие функции и
c(x) < 0 достаточно большой по модулю. Определим некоторые формулы:

(u, v)1 =
∫

G

(uxvx + utvt + uv)dG;uxvx =
2∑

i=1

uxivxi ; ‖u‖2
1 = (u, u)1;u, vεW 1

2 (G).
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Пусть CL — класс гладких функций, удовлетворяющих краевым условиям (2), W̃ 1
2 (G)

— замыкание CL по норме пространства W 1
2 (G). Через Ŵ 1

2 (G) обозначим класс функций
η(, t) из W 1

2 (G), удовлетворяющих условиям

η|Γ = 0; η|t=T2 = 0.

Определение. Функция u(x, t) ∈ W̃ 1
2 (G) называется обобщенным решением краевой зада-

чи (1),(2), если выполнено тождество

(Lu, η)0 ≡
∫

G

−(kutηt + ktutη + uxηx − autη − cuη)dG =
∫

G

fηdG,

∀η ∈ Ŵ 1
2 (G).

В работе [2] для более общего уравнения доказана следующая теорема.
Теорема 1. Пусть c(x) < 0 достаточно большой по модулю,

2a− |kt| ≥ δ > 0.

Тогда для любой функции f ∈ W 1
2 (G) существует единственное решение u(x, t) краевой

задачи (1), (2) из пространства W 2
2 (G).

В ходе численного решения по явной разностной схеме значения uk+1
ij вычисляются

непосредственно по значениям предыдущего слоя uk
ij . Поэтому общее число арифметиче-

ских действий, необходимое при переходе со слоя на слой пропорционально числу (N − 1)2

узлов сетки на одном слое. Напомним, условие устойчивости явной схемы для данного слу-
чая τ ≈ h2. Это значит, что для расчета до момента T времени число шагов будет иметь
порядок N2. Таким образом, общее число арифметических действий будет пропорциональ-
но N4.

Если вести расчеты по неявной безусловно (устойчивой) схеме, то можно брать шаги
τ и h одного порядка, т.е. τ ≈ h. Но в этом случае на каждом слое необходимо решать
систему (N−1)2 линейных уравнений. Даже с учетом разреженности матрицы системы для
ее решения методом Гаусса потребуется число арифметических действий пропорциональное
N3. Поскольку при расчете до момента T надо сделать N шагов по времени, то для решения
всей задачи потребуется около N4 действий.

Таким образом, для двумерной пространственной задачи как явная, так и неявная
схемы приводят к одинаковому объему вычислений. На каждую вычисленную точку при
t = T потребуется около N4 операций.

Для нашего двумерного уравнения (1) построим неявную разностную схему, по мето-
ду переменных направлений, которая к тому же является более экономичной, по сравнению
с реализованными ранее [3, 4].

Введем в рассмотрение вспомогательный (полуцелый) слой tk+ 1
2

= tk + τ
2 и запишем

следующие разностные уравнения: (t ≤ 0)

a
u

k+ 1
2

ij − uk
ij

τ
2

= Λ1u
k+ 1

2
ij + Λ2u

k
ij + f

k+ 1
2

ij − cuk
ij , (3)

a
uk+1

ij − u
k+ 1

2
ij

τ
2

= Λ1u
k+ 1

2
ij + Λ2u

k+1
ij + f

k+ 1
2

ij − cu
k+ 1

2
ij , (4)

где Λ1uij = 1
h2
1
(ui−1,j − 2uij + ui+1,j), Λ2uij = 1

h2
2
(ui,j−1 − 2uij + ui,j+1);
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(t > 0)

k
u

k+ 1
2

ij − 2uk
ij + u

k− 1
2

ij

( τ
2 )2

+ a
u

k+ 1
2

ij − uk
ij

τ
2

= Λ1u
k+ 1

2
ij + Λ2u

k
ij + f

k+ 1
2

ij − cuk
ij , (5)

k
uk+1

ij − 2u
k+ 1

2
ij uk

ij

( τ
2 )2

+ a
uk+1

ij − u
k+ 1

2
ij

τ
2

= Λ1u
k+ 1

2
ij + Λ2u

k+1
ij + f

k+ 1
2

ij − cu
k+ 1

2
ij , (6)

Присоединяя к полученным уравнениям аппроксимацию начальных и краевых усло-
вий:

u0
ij = 0, uk

i0 = 0, uk
iN = 0, u

k+ 1
2

0j = 0, u
k+ 1

2
Nj = 0, (7)

получим устойчивую разностную схему, которая сходится со вторым порядком точности по

h1, h2, τ . Здесь f
k+ 1

2
ij =

fk
ij+fk+1

ij

2 .
Вычисление решения разностной схемы (3), (7) осуществляется в два этапа. На пер-

вом вычисление значений uij на полуцелом слое tk+ 1
2
ведется прогонкой в направлении оси

0x1. Второй этап - прогонка на слое tk по оси 0x2. Поэтому эту схему называют продольно-
поперечной или схемой переменных направлений.

Всего на одном слое осуществляется 2N прогонок, т.е. число арифметических опера-
ций на одном слое пропорционально N2. В используемой неявной схеме можем положить
τ = h и тогда для расчета до момента T по времени надо сделать N шагов. Таким образом,
трудоемкость решения всей задачи оценивается числом, имеющим порядок N3, что более
чем на порядок лучше по сравнению с вышеописанными схемами.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 разностная схема (1), (2) устойчива и интерпо-
ляции uτ

h(x, t) решений этой разностной задачи сходятся слабо в W 1
2 (G) при h → 0, τ → 0

к решению u(x, t) краевой задачи (1), (2) из пространства W 2
2 (G).

Работа выполняется в рамках целевой программы МОиН РФ "Развитие научного
потенциала высшей школы (2009-2010 г.г.) на 2011 год" (проект № РНП 2.1.1/13828).
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Об одном погрешности весовых кубатурных формул в
пространстве C̃(m)(Tn)
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Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан;
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Настоящая работа посвящена функциям n переменных f(x1, x2, ...xn) принадлежа-
щих пространствам C̃(m)(Tn), т.їе. f(x1, x2, ...xn) ∈ C̃(m)(Tn), где Tn — n-мерный тор.

Определение 1. Пространство C̃(m)(Tn) определяется как замыкание множества
конечных рядов Фурье ∑

γ

∧
f [γ]e−2πi(γ,x) = f(x)

с полунормой
∥∥∥f(x)|C̃(m)(Tn)

∥∥∥ = max
x∈Tn

∣∣∣∣∣∣
∑

γ 6=0

|γ|m
∧
f [γ] e−2πi(γ,x)

∣∣∣∣∣∣
, (1)

где (γ, x) =
n∑

k=1

γk xk и
∧
f [γ] =< f(x), e2πi(γ,x) >=

∫
Tn

f(x) e2πi(γ,x)dx, т.їе. коэффициенты

Фурье.
Рассмотрим кубатурную формулу

∫

Tn

P (x)f(x)dx ≈
N∑

λ=1

Cλf(x(λ)), (2)

где P (x) — весовая функция, Cλ — коэффициенты и x(λ) — узлы кубатурной формулы (2).
Кубатурной формуле (2) сопоставим обобщенную функцию

`(x) = P (x)εTn(x)−
N∑

λ=1

Cλδ(x− x(λ)) (3)

и назовем ее функционалом погрешности.
Здесь δ(x) — функция Дирака и εTn(x) — характеристическая функция тора Tn.
Справедлива следующая
Теорема. Для нормы функционала погрешности (3) кубатурной формулы (2) в про-

странстве C̃(m)(Tn) имеет место следующее равенство

∥∥∥`(x)|C̃(m)∗(Tn)
∥∥∥ = inf

χ

∫

Tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

γ 6=0

∧
P [γ]−

N∑
λ=1

Cλ e−2πi(γ,x(λ))

|γ|m · e2πi(γ,x) + χ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dx,

где χ — произвольное действительное число.
Доказательство. Известно, что пространство C̃(m)(Tn) является фактор-

пространством по пространству действительных чисел, тогда

< `(x), 1 >= 0. (4)

Так как
f(x) =

∑
γ

∧
f [γ]e−2πi(γ,x),

где
∧
f [γ] =< f(x), e2πi(γ,x) >, то имеем

< `(x), f(x) >=< `(x),
∑

γ

∧
f [γ]e−2πi(γ,x) >=

∑
γ

∧
f [γ] < `(x), e−2πi(γ,x) >. (5)
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Для вычисления правой части (5) сначала вычислим

< `N (x), e2πi(γ,x) > .

Пусть γ = 0 , то имея ввиду (4) из (5), получим

< `(x), 1 >= P̂ [0]−
N∑

λ=1

Cλ = 0 (6)

В случае γ 6= 0 получим

< `(x), e−2πi(γ,x) >=
∧
P [−γ]−

N∑

λ=1

Cλe−2πi(γ,x(λ)). (7)

Таким образом, из (5) и (7), с учетом (6), имеем

< `(x), f(x) >=
∫

Tn

[ψm(x) + χ]
0
f(x)dx, (8)

где

ψm(x) =
∑

γ 6=0

[ ∧
P [γ]−

N∑
λ=1

Cλe−2πi(γ,x(λ))

]

|γ|m · e2πi(γ,x),

0
f(x) =

∑

γ 6=0

|γ|m
∧
f [γ] · e2πi(γ,x)

Правую часть (3) обозначим через L(
0
f(x)). Множество всех функций

0
f(x) образует

подпространство пространства C(Tn), которое обозначим
0
C(Tn).

Очевидно, чтобы вычислить норму функционала < `(x), f(x) > над пространством

C̃(m)(Tn), имея в виду равенство (8), вычислим норму функционала L(
0
f(x)) над простран-

ством
0
C(Tn).
Применяя к (8) неравенство Гельдера, получим следующую оценку:

|< `(x), f(x) >| =
∣∣∣∣L(

0
f(x))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∫

Tn

[ψm(x) + χ]
0
f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ max

x∈Tn

∣∣∣∣
0
f(x)

∣∣∣∣
∫

Tn

|ψm(x) + χ| dx. (9)

Так как неравенство (9) выполняется для всех χ, то справедливо неравенство

|< `(x), f(x) >| ≤ max
x∈Tn

∣∣∣∣
0
f(x)

∣∣∣∣ inf
χ

∫

Tn

|ψm(x) + χ| dx = K
∥∥∥f(x)|C̃(m)(Tn)

∥∥∥ , (10)

где

K = inf
χ

∫

Tn

|ψm(x) + χ| dx (11)

поэтому |< `(x), f(x) >| ≤ K
∥∥∥f(x)|C̃(m)(Tn)

∥∥∥.
Из этого следует, что ∥∥∥`(x)|C̃(m)∗(Tn)

∥∥∥ ≤ K. (12)
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Докажем, что в неравенстве (10) фактически имеет место равенство, т.їе.
∥∥∥`(x)|C̃(m)∗(Tn)

∥∥∥ = K. (13)

Для этого простроим максимизирующую последовательность функции gε(x) такую,
что

∫
Tn

gε(x)dx = 0 и
∥∥∥∥gε(x)| 0

C(Tn)
∥∥∥∥ = 1.

Такая последовательностью является последовательность функций

gε(x) = g(x) ∗ ηε(x) =
∫

Tn

g(y)ηε(x− y)dy =
∫

Tn

ηε(y)g(x− y)dy,

где

g(x) = sign[ψm−S(x) +
0
χ],

ηε(x) =

{
Aεe

− ε2

ε2−|x|2 , |x| ≤ ε,
0, |x| > ε.

Свертка g(x)∗ηε(x) называется средней функцией, функция ηε(x) - ядро усреднения.

Постоянную Aε будем считать такой, что
∫
Tn

ηε(x)dx = 1, т.е. Aε · εn
∫
|ξ|

e
− 1

1−|ξ|2 dξ = 1

Пусть

T0 = {x : gε(x) = g(x)} и
0
ψm(x) = ψm(x) +

0
χ

тогда

|L[gε(x)]| =
∣∣∣∣∣∣

∫

Tn

0
ψm(x)gε(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≥

∫

Tn

∣∣∣∣
0
ψm(x)

∣∣∣∣dx−

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Tn\T0

∣∣∣∣
0
ψm(x)

∣∣∣∣ dx−
∫

Tn\T0

0
ψm(x) · gε(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
.

(14)
Так как gε(x) слабо g(x)
∣∣∣∣∣∣∣

∫

Tn\T0

∣∣∣∣
0
ψm(x)

∣∣∣∣ dx−
∫

Tn\T0

0
ψm(x) · gε(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Tn\T0

0
ψm(x)[g(x)− gε(x)]dx

∣∣∣∣∣∣∣
ε→0−→ 0

(см. [1]).

Значит правая часть (14) при ε → 0 равна
∫
Tn

∣∣∣∣
0
ψm(x)

∣∣∣∣dx. Таким образом,

sup∥∥∥∥
0
f

∥∥∥∥=1

∣∣∣∣∣∣

∫

Tn

0
ψm(x)

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≥

∫

Tn

∣∣∣∣
0
ψm(x)

∣∣∣∣dx. (15)

Из (12) и (15) следует равенство (13), т.їе.
∥∥∥`(x)|C̃(m)∗(Tn)

∥∥∥ =
∫

Tn

∣∣∣∣
0
ψm(x)

∣∣∣∣ dx =
∫

Tn

∣∣∣∣ψm(x) +
0
χ

∣∣∣∣ dx = inf
χ

∫

Tn

|ψm(x) + χ| dx.

Что и требовалось доказать.
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Алгоритм численного решения одномерных прямых задач
распространения SH волн в пористых средах

Холмуродов А. Э.
Каршинский государственный университет, Карши, Узбекистан;

1. Постановка прямой задачи
Одномерное уравнение распространения сейсмических волн в пористой среде с уче-

том поглощения энергии, обусловленного коэффициентом межкомпонентного трения χ(z),
имеет вид [1, 2]

ρs(z)Utt = (µ(z)Uz)z − χ(z)ρ2
l (z)(Ut − Vt) (1)

ρl(z)Vtt = χ(z)ρ2
l (z)(Ut − Vt), (2)

где U и V — компоненты вектора смещения частиц упругого пористого тела и жидкости с
парциальными плотностями ρs(z) и ρl(z) соответственно, µ(z) — коэффициент Ламе.

Пусть пористая среда занимает полупространство z > 0, т. е. система уравнений (1),
(2) справедлива при z > 0. Предположим, что среда покоится при t ≤ 0:

U |t=0 = 0, Ut|t=0 = 0. (3)

V |t=0 = 0, Vt|t=0 = 0. (4)

Пусть на границе z = 0 приложена сила с импульсом:

µUz|z=0 = F (t), (5)

где
F (t) = δ(t) + f(0) ε(t) + . . . ,

δ(t) — дельта-функция Дирака, ε(t) — функция Хевисайда. Требуется по этой информации
и заданным дважды непрерывно дифференцируемым функциям ρs(z), µ(z) определить
волновые поля U = U(z, t) , V = V (z, t) из (1)-(4). Такую задачу будем называть прямой
динамической задачей распространения сейсмических волн в пористой среде.

2. Вычислительный алгоритм решения прямой задачи
Проведем преобразования сначала для уравнения (1). Будем использовать систе-

му координат времени пробега (x, t) с новой переменной x(z) =
z∫
0

1
c(z)ds, (6) где c(z) =

√
µ(z)/ρs(z) - скорость волны. В системе координат (x, t) волновое уравнение преобразует-

ся к виду

Ut t =
[σ (x) Ux]x

σ (x)
− q̃ ( x ) ( Ut − Vt) (7)

где q̃ (x) = χ ( x ) ρ2
l (x)

ρs ( x ) — известная функция,σ(x) = ρs(x)c(x) =
√

µ(x)ρs(x) = µ(x)
c(x) полное

сопротивление среды.
Так как уравнение (7) не меняется при умножении σ(x) на константу, нормируем σ(x)

так, чтобы σ(0) = 1. Заметим, что при введенной таким образом функции σ(x) вычисление
коэффициента Ламе µ(x) становится эквивалентным вычислению σ(x).

Положим w = Ut, p = −σ(x)Ux и r = Vt. С новыми независимыми переменными
волновое уравнение второго порядка (8) становится гиперболической системой уравнений
первого порядка [

p
w

]

t

+ A (x)
[

p
w

]

x

= −
[

0
q(x) (w − r)

]
, (8)
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где

A(x) =
[

0 σ(x)
σ−1(x) 0

]

Граничные условия преобразуются к виду

p (0, t) = −σ (0)Ux(0, t) = f (t). (9)

Система (8) является строго гиперболической [3]. Она имеет два семейства характеристик,
которые являются прямыми линиями с наклонами +1 и -1, характеристическими корнями
матрицы A(x). Определяя

T (x) =
[

1 σ(x)
1 −σ(x)

]

имеем
T (x) A (x) T−1(x) = Λ.

Умножая систему (8) слева на T (x) и полагая, что σ(x) дифференцируемая функция,
получаем каноническую форму системы (8):

(Tν)t + Λ (Tν)x = ΛTxν − T

[
0

q (x) (w − r)

]

где v = ( p w )T . В покомпонентной записи система выглядит так

(p + σ w)x + (p + σ w)t = σ′w − σ (x) q (x) (w − r) (10)

(p− σ w)x − (p− σ w)t = −σ′w − σ (x) q (x) (w − r) (11)

где σ′ (x) производная σ (x). Уравнения (10), (11) можно также записать в интегральной
форме. Для произвольной фиксированной точки (x, t) из области t > x и любого x̃ < x
можно проинтегрировать уравнение (10) вдоль характеристики dt/dx = 1 от (x̃, t − x + x̃)
до (x, t). При этом считаем, что h = x − x̃ > 0 достаточно мало. В полученном соотно-
шении σ′ (s) под интегралом заменим на σ (x)−σ (x̃)

h и применяя формулу трапеций получим
следующее соотношение:

p (x, t) + σ(x) w (x, t)− [p (x̃, t− x + x̃) + σ(x̃) w (x̃, t− x + x̃)] =

=
1
2

[σ (x)− σ (x̃)] [w(x, t) + w (x̃, t− x + x̃)]−

−h

2
[σ (x) q (x)(w(x, t)− r(x, t) ) + σ (x̃)q (x̃) (w (x̃, t− x + x̃)− r (x̃, t− x + x̃) )] , (12)

Проинтегрировав уравнение (11) вдоль характеристики dt/dx = −1 от (x̃, t + x − x̃)
до (x, t) и поступая аналогично, получаем второе соотношение:

p (x, t)− σ(x) w (x, t)− [p (x̃, t + x− x̃)− σ(x̃) w (x̃, t + x− x̃)] =

=
1
2

[σ (x)− σ (x̃)] [w(x, t) + w (x̃, t + x− x̃)]+

+
h

2
[σ (x) q (x)(w (x, t)− r(x, t) ) + σ (x̃)q (x̃) (w (x̃, t + x− x̃)− r (x̃, t + x− x̃) )] , (13)

Полученные уравнения (12) и (13) уже подходят для численного моделирования. Спро-
ецируем величины p, w, r и σ на сетку, где точки сетки определяются пересечениями ха-
рактеристических линий. Сеточные функции для σ, q, p, w и r определяются следующи-
ми соотношениями: σi = σ [ (i− 1)h], qi = q [ (i− 1) h], i = 1, 2, 3, . . . , где σ нормирова-
на так, что σ1 = 1, p i j = p [ (i− 1)h, (2j − i− 1)h], w i j = w [ (i− 1)h, (2j − i− 1)h] и
r i j = r [ (i− 1)h, (2j − i− 1)h], для i = 1, 2, 3, . . . , и j ≥ i.
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Из начальных условий получаем, что

pi i = wi i = ri i = 0 для i = 1, 2, 3, . . . , (14)

и, из граничных условий, имеем p1j = fj = f [t = (j − 1)h] , w1j = g′j = g′ [t = (j − 1)h]
. Предположим, что σi известны для i = 1, 2, ..., I, а pij и wij вычислены для всех i < I
и j > i. Тогда мы можем выразить pI,j и wI,j из следующих соотношений, полученных с
помощью проецирования уравнений (12) и (13) на сетку:

pI, j + σIwI,j = pI−1, j−1 + σI−1wI−1,j−1 +
1
2

[σI − σI−1] [wI,j + wI−1,j−1]−

−h

2
[σI qI ( wI,j − rI,j) + σI−1 qI−1 ( wI−1,j−1 − rI−1,j−1)] (15)

pI, j − σIwI,j = pI−1, j − σI−1wI−1,j − 1
2

[σI − σI−1] [wI,j + wI−1,j ]−

−h

2
[σI qI ( wI,j − rI,j) + σI−1 qI−1 ( wI−1,j − rI−1,j−1)] (16)

для j = I + 1, I + 2, .... Разрешим эти уравнения относительно pI,j и wI,j . Так как σ(x) > 0,
то σI−1 + σI > 0. Получим:

pI, j =
1
2

( pI−1, j−1 + pI−1, j) +
1
4

( σI−1 + σI) (wI−1,j−1 − wI−1,j)−

−h

2
σI qI ( wI,j − rI,j)− h

4
σI−1 qI−1 [ ( wI−1,j−1 − rI−1,j−1) + (wI−1,j − rI−1,j)] (17)

wI, j =
( pI−1, j−1 − pI−1, j)

σI−1 + σI
+

1
2

(wI−1,j−1 + wI−1,j )−

−h

2
σI−1 qI−1 [(wI−1,j−1 − rI−1,j−1)− (wI−1,j − rI−1,j)]

σI−1 + σI
(18)

В частности вычислены pI,I+1 и wI,I+1. Вернемся теперь к уравнению (2). Поделив его
правую и левую части на ρl(z), заметим, что его можно проинтегрировать по времени t.
Учитывая начальные условия (3) и (4), получим:

Vt = χ (x)ρl (x) (U − V ). (19)

Проецируя это уравнение на ту же сетку и приближая первую производную по вре-
мени Vt первой разностью V t ( t, x ) ≈ V (t+2h,x)−V (t,x)

2h ,, получим:

ri j = (χρl)i ( Ui j − Vi j),

ri j+1 = (χ ρl)i ( Ui j+1 − Vi j+1) (20)

Вычитая первое уравнение из второго, получаем:

ri j+1 − ri j = (χρl)i ( (Ui j+1 − Ui j)− (Vi j+1 − Vi j) ).

Теперь, аналогично приближая Ut с помощью первой разности wi j = (Ut)i j = Ui j+1−Ui j

2h ,
имеем:

ri j+1 = ri j + 2h (χρl)i (wi j − ri j ) (21)

Подставляя i + 1 вместо I в уравнение (16) и i вместо I в уравнение (15), разрешая полу-
ченные соотношения относительно pij и wij , получаем следующие соотношения:

wi j =
1
∆
{ 2 (pi−1, j−1 − pi−1, j) + (σi + σi−1) wi−1,j−1 + ( σi+1 + σi)wi+1,j}−
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− 1
∆
{h [σi+1qi+1(wi+1,j − ri+1,j)− 2σiqir i j + σi−1qi−1 (wi−1,j−1 − ri−1,j−1 )] } (22)

pi j = pi−1, j−1 − 1
2

[σi + σi−1]wi,j +
1
2

[σi + σi−1] wi−1,j−1−

−h

2
[σiqi( wi,j − ri,j) + σi−1qi−1 (wi−1,j−1 − ri−1,j−1 )] (23)

где ∆ = σi+1 +2σi +σi−1 +2hσiqi. Подставляя в (17) и (18) I = 2 и исключая оттуда p1, j−1 ,
w1, j−1 и r1, j−1, а также учитывая, что σ1 = 1, получаем соотношение

w1, j = w2, j
1 + σ2 − hσ2q2

1 + σ2 + h q1
+ ,

+
2 ( p1, j − p2, j) + h q1 r1, j + hσ2 q2 r2 j

1 + σ2 + h q1
(24)

с помощью которого, вместе с соотношением (20), получаем схему решения прямой задачи
(1)-(5).

По определению полагаем p0,j = w0,j = r0,j = 0. Из формулы (18) находим w1,2 = 0, а
из формул (14) и (21) следует, что r1,2 = 0. Аналогично вычисляются w1,j = 0 и r1,j = 0 при
j = 3, 4, .... Далее вычисляются значения сеточных функций pi,j , wi,j , ri,j при i = 2, 3, 4, ....
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Оптимальные квадратурные формулы для вычисления
коэффициентов Фурье

Шадиметов Х. М., Абдукаюмов Б. Н.
Институт математики и информационных технологий АН РУз, Ташкент,
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Рассмотрим квадратурную формулу вида

1∫

0

e2πipxϕ(x)dx ∼=
N∑

β=0

C[β]ϕ[β] (1)

с функционалом погрешности

`N (x) = e2πipxε[0,1](x)−
N∑

β=0

C[β]δ(x− hβ) (2)

Здесь ϕ(x) ∈ L
(2)
2 (0, 1) — пространство Соболева, C[β] — коэффициенты квадратурной фор-

мулы, h = 1/N , N = 2, 3, ..., p ∈ Z, ε[0,1] =
{

0, при x 6∈ [0, 1],
1, при x ∈ [0, 1],

δ(x) — дельта функция

Дирака, [β] = hβ.
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Квадратурные формулы вида (1) широко используются при решении следующих
важных классов прикладных задач: расчет спектрограмм, вычисление оценок сверки и
корреляции, анализ сейсмограмм землятрясений, обработка изображений, моделирование
оптических систем и синтезированных голограмм, анализ и синтез речевых сигналов, реше-
ние краевых задач для уравнений в частных производных, решение задач цифровой филь-
трации и др. Поэтому построение оптимальных квадратурных формул вида (1) являются
актуальными задачами вычислительной и прикладной математики.

Одной из первых работ, посвященных построению квадратурных формул вида (1)
является работа Файлона [1]. Кроме того, различными методами построены квадратурные
формулы вида (1) (см. [2]).

В настоящей работе построены оптимальные квадратурные формулы вида (1) в про-
странстве Соболева L

(2)
2 (0, 1).

Справедливы следующие
Теорема 1. В пространстве L

(2)
2 (0, 1) существует единственная оптимальная

квадратурная формула вида (1) коэффициенты которой определяется равенствами

◦
C [0] =

A2e
2πph

e2πiph − 1
− 1

2πip
+ d(1− q)(1− qN−1),

◦
C [β] = A2e

2πiphβ + 6d(qβ + qN−β), β = 1, 2, ..., N − 1,
◦
C [N ] =

A2

1− e2πiph
+

1
2πip

+ d(1− q)(1− qN−1),

Здесь

A2 =
2h

cos(2πph) + 2
·
(

sin(πph)
πph

)4

,

d =
1

4h3(πp)4
· 3((πph)2 − sin2(πph))− 2(πph)2 sin2(πph)

(1 + qN )(3− 2 sin2(πph))
,

q =
√

3− 2.

Теорема 2. В пространстве L
(2)
2 (0, 1) существует единственная оптимальная

квадратурная формула вида

1∫

0

cos(2πpx)ϕ(x)dx ∼=
N∑

β=0

◦
C [β]ϕ[β]

коэффициенты которой определяются равенствами

◦
C [0] =

A2

2
+ d(1− q)(1− qN−1),

◦
C [β] = A2 cos(2πphβ) + 6d(qβ + qN−β), β = 1, 2, ..., N − 1,
◦
C [N ] =

A2

2
+ d(1− q)(1− qN−1).

Теорема 3. В пространстве L
(2)
2 (0, 1) существует единственная оптимальная

квадратурная формула вида

1∫

0

sin(2πpx)ϕ(x)dx ∼=
N∑

β=0

◦
C [β]ϕ[β]
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коэффициенты которой определяются равенствами

◦
C [0] =

−A2ctg(πph)
2

+
1

2πp
,

◦
C [β] = A2 sin(2πphβ), β = 1, 2, ..., N − 1,
◦
C [N ] =

A2ctg(πph)
2

− 1
2πp

.

Нетрудно заметить, что в теоремах вcе оптимальные коэффициенты при фиксированных p

и h → 0 стремятся к нулю, т.е. lim
h→0

◦
C [β] = 0, β = 0, N.
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Оптимальные интерполяционные формулы в пространствах
L

(1)
2 (0, 1) и L

(2)
2 (0, 1)

Шадиметов Х. М., Эшниëзов Ж. Ж.
Институт математики и информационных технологий АН РУз, Ташкент,
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Впервые термин "сплайн-функция" был использован И.Шенбергом [4] для обозначе-
ния полиномиальной функции, непрерывной в точках стыковки вместе c некоторыми сво-
ими производными. В частности, функции такого рода получаются в случае минимизации

функционала
b∫
a
(f (m)(x))2dx на множестве функций, удовлетворяющих интерполяционным

условиям вида f (j)(xi) = yij .
В исследованиях по сплайн-функциям схематически можно выделить два периода.

До 1964 г. в основном изучались свойства кусочно полиномиальных функций. После 1964
г. многие авторы направили свои усилия на обобщение этих понятий, применяя методы
функционального анализа.

Решающим этапом было открытие И. Шенбергом связей между сплайн-функциями
и наилучшим приближением в смысле Сарда. Этот результат был непосредственно обобщен
Аттиа на случай абстрактных гильбертовых пространств (см. [2]). После этого теорией и
приложениями сплайн-функций заинтересовались многие математики.

Далее рассмотрим интерполяционные сплайн-функции.
Обозначим через L

(m)
2 (0, 1) пространство вещественных функций, определенных на

отрезке [0,1] абсолютно непрерывной (m − 1)−й производной и суммируемой в квадрате
m−й производной (

∫ 1
0 (f (m)(x))2dx < ∞). Это пространство является гильбертовым про-

странством со скалярным произведением

(f, g)m =

1∫

0

f (m)(x)g(m)(x)dx
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и соответствующей нормой

‖ f ‖m=




1∫

0

(f (m)(x))2dx




1/2

.

В этом пространстве расcмaтривается следующая задача.
Задача. Пусть заданы n + 1 фиксированных различных точек отрезка [0,1]

0 ≤ x0 < x1 < ... < xn ≤ 1,

где n ≥ m и n + 1 вещественных чисел ri, i = 0, 1, ..., n. Требуется среди всех функций
f ∈ L

(m)
2 (0, 1), для которых

f(xi) = ri, i = 0, 1, ..., n (1)

найти такую, для которой функционал

lm(f) =
∫ 1

0
(f (m)(x))2dx (2)

принимает наименьшее значение.
Эта задача интересно с точки зрения аппроксимации данных. Речь идет о получении

возможно более гладкой в некотором смысле кривой, проходящей через заданные точки.
Для m = 2 величина l2(f) приближенно равна потенциальной энергии тонкой рейки. Если
потребовать, чтобы такая рейка проходила через точки (xi, ri), i = 0, 1, ..., n (производная
не фиксируется), то положение равновесия, в котором потенциальная энергия достигает
минимума, приближенно соответсвуют решению предыдущей задачи. Такую рейку иногда
применяют чертежники для построения гладкой кривой, проходящей через заданные точки.
Этот инструмент называется по-английски spline.

Определение [2]. Обозначим через S пространство определенных на отрезке [0,1]
вещественных функций s, удовлетворяющих условиям

1. s−полином степени 2m− 1 на каждом интервале (xi, xi+1),
i = 0, n− 1

2. s−полином степени m− 1 на [0, x0) и (xn, 1]

3. s2m−2-непрерывная функция.

Пространство S называется пространством сплайн-функций.
Интерполяционный сплайн удовлетворяющий условию (1) и дающий минимум функ-

ционалу (2) в пространстве L
(m)
2 (0, 1) называется оптимальным сплайном в смысле Сарда.

В работе [1,2] для коэффициентов оптимальных сплайнов вида

s2m−1(x) =
N∑

γ=0

Cγ
|x− hγ|2m−1

2 · (2m− 1)!
+ Pm−1(x)

в пространстве L
(m)
2 (0, 1) получена следующая система

N∑

γ=0

Cγ
|hβ − hγ|2m−1

2 · (2m− 1)!
+ Pm−1(hβ) = f(hβ), β = 0, N, (3)

N∑

γ=0

Cγ(hγ)α = 0, α = 0, ..., m− 1, (4)
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где Pm−1(x) – многочлен степени m− 1, f(x) – интерполируемая функция из пространства
L

(m)
2 (0, 1), h = 1/N , N ≥ m, m = 1, 2, .... В системе (3)-(4) неизвестными являются Cγ

(γ = 0, N) и многочлен Pm−1(x).

Исследованием системы (3)-(4) занимались многие математики (см., например, [1,2]
и библиографию в них). Следует отметить, что в [1] приведена теория, алгоритмы и про-
граммы для численного решения подобных систем.

Основной целью настоящей работы является нахождения аналитического решения
системы (3)-(4).

Для коэффицентов оптимальных сплайнов в смысле Сарда в пространстве L
(m)
2 (0, 1)

при m = 1, 2 cправедливы следующие.

Теорема 1. Оптимальный интерполяционный сплайн в смысле Сарда в простран-
стве L

(1)
2 (0, 1) имеет вид:

s1(x) =
N∑

γ=0

Cγ
|x− hγ|

2
+

f(0) + f(1)
2

,

где

C0 = f(h)−f(0)
h ,

Cγ = f(hγ+h)−2f(hγ)+f(hγ−h)
h2 , γ = 1, N − 1,

CN = f(1−h)−f(1)
h .

Теорема 2. Оптимальный интерполяционный сплайн в смысле Сарда в простран-
стве L

(2)
2 (0, 1) имеет вид:

s3(x) =
N∑

γ=0

Cγ
|x− hγ|3

12
+ a1x + a0

где

C0 =
N−1∑
γ=1

Cγ(hγ − 1),

Cβ = h
N∑

γ=0
D2(hβ − hγ)f(hγ) + d1q

β + d2q
N−β, 1 ≤ β ≤ N − 1,

CN = −
N−1∑
γ=1

Cγ(hγ).

Здесь D2(hβ) определен в [3]

D2(hβ) = 3!h−4





3!
√

3q|β|, при |β| ≥ 2,

(19− 12
√

3), при |β| = 1,

6
√

3− 8, при β = 0,
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и

d1 = −36
√

3(q−2−1)
(q2N−1)h3

N−1∑
γ=1

qγf(hγ) + A1f(0) + A2f(1),

d2 = 36
√

3(q−(N+2)−qN )
(q2N−1)h3

N−1∑
γ=1

qγf(hγ) + A2f(0) + A1f(1),

A1 = −36((q+2)q2N+1+3q+1)
q(q2N−1)h3 ,

A2 = 36qN

(q2N−1)h3 ,

a1 = a−1 +a+
1

2 ,

a0 = f(0)+f(1)−a+
1

2 ,

a−1 = − 6(q−2−1)
h(q2N−1)

N−1∑
γ=1

qγf(hγ)−
− 3

h(2q+1)(q2N−1)
[(3q + 1− q2N (q + 1))f(0)− 2qN+1f(1)],

a+
1 = −6(q−(N+2)−qN )

h(q2N−1)

N−1∑
γ=1

qγf(hγ)+

+ 1
h(2q+1)(q2N−1)

[2qN (3q + 1)f(0) + 3((q + 1)q2N − 3q − 1)f(1)],
q =

√
3− 2.
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Упругое полупространство со свободной границей под
случайной нормальной нагрузкой: точные решения и

алгоритмы моделирования упругих смещений и напряжений

Шалимова И. А., Сабельфельд К. К.
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,

Новосибирск; ias@osmf.sscc.ru

Введение. Работа посвящена исследованию структуры решения задачи о реакции упру-
гого полупространства в ответ на случайные нормальные нагрузки на границе. При этом
граница остается свободной от горизонтальных напряжений. Математически, эта проблема
формулируется как задача статической теории упругости для изотропного упругого полу-
пространства в стохастической постановке, когда краевые условия задаются в виде случай-
ных полей, в данном случае - случайного поля нормальных напряжений. Для некоррелио-
ванных напряжений - гауссовского белого шума - получены аналитические представления
корреляционного тензора напряжений и среднего значения энергии деформаций. Это позво-
лило построить простые моделирующие формулы для поля смещений в виде спектральных
разложений. Разработанные моделирующие формулы позволяют вычислять произвольные
статистические характеристики поля решений, в частности, структурные функции в виде
экспоненциальных моментов, которые используются при рентгеновском анализе различных
дефектов в кристаллах, например, краевых и винтовых дислокаций [2].

Следует отметить, что решения краевых задач с граничными условиями, содержа-
щими белый шум, представляют собой обобщенные случайные поля, и поэтому вызывают
значительные трудности при численном решении. Более подробный анализ можно прочи-
тать в работе [3], где нами была решена подобная задача, но на границе были предписаны
случайные возмущения смещений.

1. Постановка задачи. Пусть имеется изотропное упругое полупространство, с границей
Γ = {(x, y, z) : z = 0}. Рассматривается вторая краевая задача для системы уравнений Ламе
[1]:

µ∆u(x) + (λ + µ) grad div u(x) = 0, x ∈ D+, (1)

с граничными условиями

σ13

∣∣∣
z=0

= µ
(∂u1

∂z
+

∂u3

∂x

)∣∣∣
z=0

= 0, σ23

∣∣∣
z=0

= µ
(∂u2

∂z
+

∂u3

∂y

)∣∣∣
z=0

= 0, (2)

σ33(x′)
∣∣∣
z=0

= λdiv u + 2µ
∂u3

∂z

∣∣∣
z=0

= g3(x′), x′ ∈ Γ = ∂D+, (3)

где u(x) = (u1(x, y, z), . . . , u3(x, y, z))T – вектор-столбец смещений и σij – компоненты тен-
зора напряжений. Заметим, что в данной постановке ненулевой является только третья
компонента g3(x′) = g3(x′, y′). Коэффициенты λ и µ – упругие константы среды.

Известно [1], что решение системы уравнений Ламе (1) в произвольной точке x внут-
ри полупространства связывается со значениями напряжений g3(x′) на границе интеграль-
ной формулой Пуассона

u(x, y, z) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞
K(x− x′, y − y′, z)g3(x′, y′) d x′ d y′ , (4)
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где ядро K – вектор-столбец с элементами Ki, i = 1, 2, 3

K(x− x′, y − y′, z) =
1

4πµ




− (x−x′)z
r3 + (x−x′)

αr(r+z)

− (y−y′)z
r3 + (y−y′)

αr(r+z)

−α+1
α

1
r − z2

r3




,

и r =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + z2, α = (λ+µ)/µ. Для напряжений аналогичное соотношение
имеет вид [1]

Tu(x, y, z) = (σ13, σ23, σ33)T =

∞∫

−∞

∞∫

−∞
KT (x− x′, y − y′, z)g3(x′, y′) d x′ d y′ , (5)

с ядром KT , KT (x− x′, y − y′, z) = 3
2πr5

(
(x− x′)z2, (y − y′)z2, z3

)T
.

2. Корреляционный тензор поля напряжений. В работе рассмотрен случай, когда
граничная функция g3 является однородным гауссовским случайным процессом, а именно
– белым шумом. Без ограничения общности будем считать, что 〈g〉 = 0. Тогда u(x, y, z),
Tu(x, y, z) также являются гауссовскими случайными полями с 〈u〉 = 0, 〈Tu〉 = 0, и, следо-
вательно, определяются единственным образом своими корреляционными тензорами. Обо-
значим корреляционный тензор граничных напряжений через Bg. Для белого шума

Bg(x′1;x
′
2) = 〈g3(x′1, y

′
1)g3(x′2, y

′
2)〉 = δ(x′1 − x′2)δ(y

′
1 − y′2) ,

где δ(·) – δ - функция Дирака. Корреляционный тензор BT (x1;x2) случайного поля напря-
жений Tu внутри полупространства можно вычислить, воспользовавшись интегральной
формулой Пуассона (5)

BT (x1;x2) = 〈Tu(x1, y1, z1)⊗Tu(x2, y2, z2)〉 = (6)∫

R4

KT (x1 − x′1, y1 − y′1, z1)⊗KT (x2 − x′2, y2 − y′2, z2)Bg(x′1;x
′
2) dx′1 dx′2 .

Здесь ⊗ обозначает прямое произведение векторов. В следующей теореме получено анали-
тическое представление для тензора BT (x1;x2).
Теорема 1. Корреляционный тензор случайного поля напряжений Tu(x, y, z) в случае бе-
лого шума на границе имеет вид

BT =
3z1z2

2πr7




z(r2 − 5τ2
x) −5zτxτy τx(4z2 −R2

τ )
−5zτxτy z(r2 − 5τ2

y ) τy(4z2 −R2
τ )

τx(R2
τ − 4z2) τy(R2

τ − 4z2) z(2z2 − 3R2
τ )


 +

3z

2πr5




0 0 τxz1

0 0 τyz1

−τxz2 −τyz2 z2


 ,

где z = z1 + z2, r =
√

τ2
x + τ2

y + z2, τx = x1 − x2, τy = y1 − y2, Rτ =
√

τ2
x + τ2

y .
В ходе доказательства теоремы 1 было получено также представление для спектраль-

ного тензора напряжений. По определению, спектральный тензор есть

ST (ξx, ξy, z1, z2) = F−1[BT (τx, τy, z1, z2)] =
1
2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
e−i(ξxτx+ξyτy) BT (τx, τy, z1, z2) dτx dτy ,

и в данном случае

ST (ξx, ξy, z1, z2) =
1
2π

e−
√

ξ2
x+ξ2

y (z1+z2)S′T , S′T = GT (ξx, ξy, z1)⊗G∗
T (ξx, ξy, z2) , (7)
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где GT (ξx, ξy, z) =
(
− ıξxz,−ıξyz, 1 + z

√
ξ2
x + ξ2

y

)T
. Последнее представление позволяет

численно моделировать случайное поле напряжений Tu на основе спектральной модели.
Для поля смещений u(x, y, z) также получено представление для спектрального тензора.
Теорема 2. Спектральный тензор случайного поля u(x, y, z) имеет вид

Su =
1

8πµ2

e−(z1+z2)
√

ξ2
x+ξ2

y

ξ2
x + ξ2

y

S′T , S′T = Gu(ξx, ξy, z1)⊗G∗
u(ξx, ξy, z2) ,

и Gu(ξx, ξy, z) =
(
ıξxz − ıξx

α
√

ξ2
x+ξ2

y

, ıξyz − ıξy

α
√

ξ2
x+ξ2

y

,−α+1
α − z

√
ξ2
x + ξ2

y

)T
.

3. Средняя энергия деформации. Средняя энергия деформации 〈E(x1, x2, x3)〉 по опре-
делению есть

〈E(x1, x2, x3)〉 =
〈 λ

2
( ∑

i

εii

)2 + µ
∑

i,j

ε2
ij

〉
i, j = 1, 2, 3,

где εij(x) – компоненты тензора деформаций, εij(x) = 1
2

(
∂ui(x)

∂xj
+ ∂uj(x)

∂xi

)
.

Дифференцируя формулу Пуассона для смещений (4), можно получить аналогичное
интегральное представление для деформаций εij(x). Составляя затем необходимые произ-
ведения εij и усредняя, точно так же как это было сделано ранее для корреляций, получим

〈E(x)〉 =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

( λ

2
( ∑

i

∂Ki(x)
∂xi

)2 +
µ

4

∑

i,j

(∂Ki(x)
∂xj

+
∂Kj(x)

∂xi

)2 )
d x′1 d x′2 .

Опуская преобразования, приведем точный результат 〈E(x3)〉 = 1
32π

(
2λ+µ

(λ+µ)2
+ 9

µ

)
1
x2
3

.

4. Спектральное представление для частично однородного случайного поля. Из
представления для корреляционного тензора случайного поля Tu(x, y, z) в теореме 1 видно,
что оно однородно относительно переменных x, y и неоднородно по координате z. Случай-
ные поля с такими свойствами называются частично однородными и их можно моделиро-
вать по схеме, описанной нами в [3]. В этом случае моделирующая формула для случайного
векторного поля напряжений имеет вид

Tu(x, y, z) ≈ 1
2
√

R1R2

∞∑
k, m = −∞

(k, m) 6= (0, 0)

e−πz
√

(k/R1)2+(m/R2)2 ×

{
ζk,m cosπ(

k x

R1
+

my

R2
) + βk,m sinπ(

k x

R1
+

my

R2
)
}

,

где ζk,m и βk,m – случайные вектора

ζk,m =
(
− π k

R1
η′km,−π m

R2
η′km,

[
1 + zπ

√
(k/R1)2 + (m/R2)2

]
ζ ′km

)T
,

βk,m =
(
− π k

R1
ζ ′km,−π m

R2
ζ ′km,

[
1 + zπ

√
(k/R1)2 + (m/R2)2

]
η′km

)T

здесь ζ ′km и η′km – два семейства независимых стандартных гауссовских случайных величин.
Вид корреляционного тензора BT выписан в теореме 1, а также может быть вычислен

приближенно, на основе (7), и в этом случае

BT (τx, τy, z1, z2) ≈ 1
4R1R2

∞∑
k, m = −∞

(k, m) 6= (0, 0)

e−π(z1+z2)
√

(k/R1)2+(m/R2)2 ×

[
<S′T cosπ(

k τx

R1
+

mτy

R2
)−=S′T sinπ(

k τx

R1
+

mτy

R2
)
]

, (8)
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где < и = есть действительная и мнимая части матрицы S′T в (7). Используя результаты
теоремы 2, для поля смещений можно также выписать моделирующие формулы:

u(x, y, z) ≈ 1
4µ
√

R1R2

∞∑
k, m = −∞

(k, m) 6= (0, 0)

e−πzρkm

ρkm

{
ζk,m cosπ(

k x

R1
+

my

R2
) + βk,m sinπ(

k x

R1
+

my

R2
)
}

где ζk,m =
([

kz
R1
− 1

α
k

π ρkmR1

]
η′km,

[
mz
R2
− 1

α
m

π ρkmR2

]
η′km,−

[
α+1
απ + zρkm

]
ζ ′km

)T
,

βk,m =
(
−

[ kz

R1
− 1

α

k

π ρkmR1

]
ζ ′km,−

[mz

R2
− 1

α

m

π ρkmR2

]
ζ ′km,−

[α + 1
απ

+ zρkm

]
η′km

)T

ζ ′km и η′km – два семейства независимых стандартных гауссовских случайных величин, ρkm =√
(k/R1)2 + (m/R2)2. Для корреляционного тензора смещений Bu имеем

Bu(τx, τy, z1, z2) ≈ 1
8µ2R1R2

∞∑
k, m = −∞

(k, m) 6= (0, 0)

e−π(z1+z2)ρkm

ρ2
km

×

[
<S′u cosπ(

k τx

R1
+

mτy

R2
)−=S′u sinπ(

k τx

R1
+

mτy

R2
)
]

,

матрица S′u определена в теореме 2.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 09–01–00639, 10–01–

00040, 10–01–00152).
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Об асимптотической оптимальности нормы периодического
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Введение. В работе рассматриваются функционалы погрешности в неизотропном
пространстве Wm

p (En), где 1 < p < ∞, m = (m1,m2, ..., mn)- неотрицательный целочис-
ленный вектор, с естественной нормой

‖ϕ‖W m
p (En) = (

∫

En

n∑

k=0

|Dmkϕ(x)|pdx)
1
p < ∞. (1)

Интегрируемые функции считаем элементами пространства Wm
p (En), вложенного

в пространство непрерывных функций, обеспеченное условием вложения p −
n∑

k=0

m−1
k <

< 0. Пусть N = N1 · · · Nn — число узлов формулы, hk > 0 — шаги решетки, 1/hk —
не обязательно целые числа, Nk = [1/hk] — количество узлов решетки вдоль выбран-
ных координатных направлений, принадлежащих системе B0 = {γ|γ ∈ En, 0 ≤ γk < Nk,
k = 1, . . . , n}, ∆σ = {x ∈ En, 0 ≤ xk < 1 − σkhk} — фундаментальный параллелепипед с

длинами ребер 1 − σkhk, σk = {1/hk} — дробная часть числа 1/hk, m∗ = n/(
n∑

k=1

m−1
k ),

h = diag(h1h2...hn) — матрица периодов.
1. Вычисление оптимальных коэффициентов кубатурной формулы. Задача

о построении решетчатой кубатурной формулы для ограниченной области Ω заключается
в следующем. Взяв узлы на решетке заданной ньютоновской системы B0, строго лежащие
внутри или же на границе гладкой области Ω, при фиксированных шагах h1h2...hn вдоль
выбранных координатных направлений, определяемых с помощью системы соотношений

hm1
1 = hm2

2 = . . . = hmn
n = hm∗

. (2)

минимизировать кубатурную формулу по коэффициентам. Оптимальные коэффициенты
формулы для функции и ее производных в sk узлах решетки определяются из равенства

sk∑
γk=0

Cαk
γk

γαk
k =

1− σkhk

αk + 1
, αk = 0,mk (3)

при любом значении порядка ρk старшей производной, зависящей от гладкости функции
mk вдоль выбранной координатной оси OXk,k=1,2, .., п.

Построим формулу, точно интегрирующую многочлен второй степени для функции,
использующей ее значения и первых производных в четырех узлах решетки:

1∫

0

ϕ(x)dx =
59
144

ϕ(0) +
5
16

ϕ(1) +
29
144

ϕ(2) +
11
144

ϕ(3)−

− 13
144

ϕ′(0)− 5
48

ϕ′(1)− 17
144

ϕ′(2)− 19
144

ϕ′(3).

Коэффициенты при значениях функции в узлах решетки положительны, их сумма
равна единице, а коэффициенты при значениях производной функции в соответствующих
узлах не обязательно положительны, но в целом малы.
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Построим формулу в трех узлах решетки для функции с первой производной, точно
интегрирующей многочлен второй степени вдоль первой координатной оси OX1:

1∫

0

ϕ(x)dx =
83
195

ϕ(0) +
14
39

ϕ(1) +
43
195

ϕ(2)− 3
130

ϕ′(0)− 1
10

ϕ′(1)− 23
130

ϕ′(2)

и точно интегрирующей многочлен третьей степени со старшей производной третьего по-
рядка вдоль второй координатной оси OX2:

1∫

0

ϕ(x)dx =
16625
388688

ϕ(0) +
32
93

ϕ(1) +
2917
12896

ϕ(2)− 7385
116064

ϕ′(0)− 49
468

ϕ′(1)− 14873
116064

ϕ′(2)−

− 965
19344

ϕ′′(0)− 1
31

ϕ′′(1) +
283

19344
ϕ′′(2) +

11
624

ϕ′′′(0) +
11
624

ϕ′′′(1) +
11
624

ϕ′′′(2).

Беря декартово произведение коэффициентов при значениях функции, ее производ-
ных, получим формулу на плоскости:

1−σ1h1∫

0

1−σ2h2∫

0

ϕ(x1, x2)dx1dx2 ≈
2∏

k=1

sk∑

γk=0

ρk∑

αk=0

Cαk
γk

ϕαk
γk

Вычисленные по формуле (3) оптимальные коэффициенты с участием ρk производ-
ных в sk узлах решетки со старшей степенью многочлена mk запишем в виде матрицы
размерностью m × n, где число строк матрицы означает количество коэффициенты куба-
турной формулы при значениях функции, в первой, второй и т.д. (m -1) производной, со-
ответственно, а количество столбцов указывает на число узлов формулы. Если количество
узлов кубатурной формулы и порядок старшей производной функции можно определить
из размерности матрицы, то в дальнейшем условимся гладкость выбранного направления
mk обозначать в виде нижнего индекса матрицы. Так, в матрице D3 представлены вы-
численные оптимальные коэффициенты кубатурной формулы в трех узлах решетки точно
интегрирующие многочлен третьей степени со старшей производной функции второго по-
рядка:

D3 =




643
1488

32
93

111
496

− 259
4464 −1

9 − 547
4464

− 55
744 − 1

31
7

744




Используя построенные функционалы относительно простого вида, учитывающие
свойства неизотропного пространства, с узлами, лежащими внутри или же на границе обла-
сти, строим функционалы с регулярным пограничным слоем суммированием элементарных
функционалов погрешностей, как в обычном анализе формулы прямоугольников получа-
ются путем суммирования элементарных формул прямоугольников.

2.Асимптотическое представление нормы оптимального периодического
функционала погрешности. Среди решеток вида h1γ1, h2γ2, . . . , hnγn, оптимальная по
порядку решетка определяется с помощью системы соотношений (2).

Из условий (2) найдено hk = hm∗/mk , k = 1, 2, ..., n. Асимптотическое представление
нормы оптимального периодического функционала погрешности l̃0(h

−1
x) = 1 − Φ0(h

−1
x),

где Φ0(h
−1

x) =
∑
B0

dethδ(x−hγ) дает возможность подсчитать с заданной точностью некото-

рую константу, входящую в оценку сверху нормы функционала погрешности с регулярным



138 Ц.Ж. Юмова

пограничным слоем. При стремлении h0 = (h2
1 + h2

2 + .. + h2
n)1/2 к нулю, выделим не зави-

сящий от него, главный член нормы

‖l̃0(h−1
x)‖W̃ m̄∗

p
= (

∫

∆σ

n∑

k=0

|
∑

γ 6=0

(2πih−1
k γk)mkexp(2πih−1

k γk)mkxk)

1 +
n∑

j=0
(2πih−1

j γj)2mj

+ hmk
k C(0)

γk
|p′dx)1/p′ (4)

Для построенных кубатурных формул с регулярным пограничным слоем при раз-
личных шагах и гладкостях по выбранным координатным направлениям, удовлетворяющих
системе соотношений (2), справедлива следующая

Теорема. Если для функций из пространства Wm
p (∆σ) с естественной нормой (1)

выполнены условия 1 < p < ∞, 1/p + 1/p′ = 1 p −
n∑

k=0

m−1
k < 0 и hk- шаги решетки,

то норма периодического функционала l̃0(h
−1

x) представима в виде (3). При этом сумма
коэффициентов функционала при значениях функции в узлах параллелепипедальной ре-
шетки равны 1 и при имеет место асимптотическая оптимальность нормы периодического
функционала погрешности

‖l̃0(h−1
x)‖W̃ m̄∗

p
=

= h
m∗+n−n

p




∫

∆σ

n∑

k=0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

γ 6=0

(2πih−1
k γk)mkexp(2πih−1

k γk)mkxk)

1 +
n∑

j=0
(2πih−1

j γj)2mj

+ hmk
k C(0)

γk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p′

dx




1/p′

(1 + O(h0))

Работа выполняется в рамках целевой программы МОиН РФ "Развитие научного
потенциала высшей школы (2009-2010 г.г.) на 2011 год" (проект № РНП 2.1.1/13828).
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