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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ
ПО ДАРБУ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ

УРАВНЕНИЙ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

С.Я. СТАРЦЕВ

Аннотация. В работе рассматриваются цепочки дифференциальных уравнений вида
ϕ(x, ui+1, (ui+1)x) = ψ(x, ui, (ui)x), где u зависит от дискретной переменной i и непре-
рывной переменной x, a функции ϕ(x, y, z), ψ(x, y, z) и x являются функционально-
независимыми. Показано, что из уже известных результатов нетрудно получить необ-
ходимые условия интегрируемости по Дарбу для цепочек указанного вида. Эти условия
не являются достаточными, но могут оказаться полезными при проведении классифи-
кации дифференциально-разностных уравнений, интегрируемых по Дарбу. В качестве
вспомогательного результата доказано также утверждение о структуре симметрий для
дифференциально-разностных уравнений более общего вида.

Ключевые слова: интегрируемость по Дарбу, дифференциально-разностные уравне-
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Один из классов интегрируемых уравнений вида

uxy = F (x, y, u, ux, uy) (1)

образован уравнениями, для каждого из которых существуют как дифференциальная под-
становка вида v = X(x, y, u, ux, uxx, . . . ), так и подстановка вида w = Y (x, y, u, uy, uyy, . . . ),
переводящие решения (1) в решения уравнений vy = 0 и wx = 0 соответственно. Такие
уравнения называются интегрируемыми по Дарбу или уравнениями лиувиллевского ти-
па. Полная классификация интегрируемых по Дарбу уравнений вида (1) была выполнена
в работе [1].

Цепочку дифференциальных уравнений вида

(ui+1)x = F (x, ui, ui+1, (ui)x),

где неизвестная функция u зависит от целого числа i и вещественной переменной x, мож-
но рассматривать как дифференциально-разностный аналог уравнения (1). Среди таких
цепочек также имеются интегрируемые по Дарбу. Однако, в отличие от уравнений вида
(1), полная классификация вышеуказанных “полудискретных” уравнений, интегрируемых
по Дарбу, в настоящий момент пока отсутствует — известны лишь отдельные примеры
(см., например, [2]), а также результаты классификации для цепочек специального вида
[3].

Для того чтобы дать строгое определение интегрируемости по Дарбу, нам потребуется
ввести некоторые обозначения. В дальнейшем во всех формулах мы для краткости будем
опускать индекс i и, в частности, будем записывать вышеуказанную цепочку в виде

(u1)x = F (x, u, u1, ux). (2)

S.Ya. Startsev, Necessary conditions of Darboux integrability for differential-difference
equations of a special kind.

c© Старцев С.Я. 2011.
Работа поддержана РФФИ (грант 08-01-00440-а).
Поступила 25 октября 2010 г.

80



НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ ПО ДАРБУ. . . 81

Мы будем предполагать, что Fux 6= 0 и, следовательно, уравнение (2) можно записать в
виде

(u−1)x = F̃ (x, u, u−1, ux). (3)

Производные u(n)
m := ∂nui+m/∂x

n от сдвигов u для любых ненулевых m ∈ Z и n ∈ N мы
можем поэтому выразить в силу уравнений (2)–(3) через x и так называемые динамические
переменные ul := ui+l, u(k) := ∂kui/∂x

kui. Запись g[u] будет обозначать, что функция g
зависит от x и конечного числа динамических переменных.

Через T мы обозначим оператор сдвига по i в силу уравнения (2). Этот оператор за-
дается следующими правилами: T (f(a, b, . . . )) = f(T (a), T (b), . . . ) для любой функции f ;
T (um) = um+1; T (u(n)) = Dn−1(F ) ( то есть “смешанные” переменные u(n)

1 выражаются
через динамические переменные в силу уравнения (2)). Здесь

D =
∂

∂x
+ u(1) ∂

∂u
+
∞∑

k=1

(
u(k+1) ∂

∂u(k)
+ T (k−1)(F )

∂

∂uk

+ T (1−k)(F̃ )
∂

∂u−k

)
,

то есть через D обозначен оператор полной производной по x в силу уравнений (2)–(3).
Оператор обратного сдвига T−1 задается похожим образом.

Определение 1. Уравнение (2) называется интегрируемым по Дарбу, если для него
найдутся функции I[u] и X[u], каждая из которых зависит хотя бы от одной из динами-
ческих переменных, такие что выполнены соотношения D(I) = 0 и T (X) = X. Функции
I[u] и X[u] в этом случае называются соответственно i-интегралом и x-интегралом
уравнения (2).

В настоящей заметке мы будем рассматривать специальный подкласс уравнений (2), а
именно – уравнения вида

ϕ(x, u1, (u1)x) = ψ(x, u, ux), (4)
где функции ϕ(x, y, z) и ψ(x, y, z) удовлетворяют условиям ϕyψz − ϕzψy 6= 0 и ϕzψz 6= 0.
Этот подкласс уравнений интересен, например, тем, что такие уравнения допускают об-
ратимое преобразование v = ϕ(x, u, ux) (подробнее см. [4]), переводящее (4) в уравнения
вида

(v1)x = p(x, v, v1)vx + q(x, v, v1). (5)
Таким образом, изучая подкласс уравнений (4), мы тем самым заодно изучаем и уравнения
вида (5). Кроме того, часть из условий интегрируемости по Дарбу для уравнений вида (4)
фактически уже получена в ранее выполненных работах и чтобы это увидеть, достаточно
сопоставить между собой результаты работ [2], [4]–[6]. Изложению этого наблюдения и
посвящена настоящая заметка.

Если говорить более конкретно, то основным её результатом является доказательство
следующего утверждения.

Теорема 1. Если уравнение (4) является интегрируемым по Дарбу, то, разрешая его
относительно (u1)x, мы получим уравнение вида

ξx(x, u1) + ξu1(x, u1)(u1)x = α(x, ψ)(ξ(x, u1))
2 + β(x, ψ)ξ(x, u1) + γ(x, ψ),

а, разрешая (4) относительно ux, придем к уравнению вида

ηx(x, u) + ηu(x, u)ux = α̂(x, ϕ)(η(x, u))2 + β̂(x, ϕ)η(x, u) + γ̂(x, ϕ).

Другими словами, для любого интегрируемого по Дарбу уравнения (4) найдутся то-
чечные замены переменных ũ = ξ(x, u) и ū = η(x, u), приводящие это уравнение как к
виду

(ũ1)x = α(x, ψ̃)ũ2
1 + β(x, ψ̃)ũ1 + γ(x, ψ̃),
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так и к виду
ūx = α̂(x, ϕ̄)ū2 + β̂(x, ϕ̄)ū+ γ̂(x, ϕ̄),

то есть при записи в виде (2) и (3) правая часть уравнения (4) после подходящей замены
переменных оказывается квадратичной по u1 и u−1 соответственно.

Перед тем как приступить к доказательству Теоремы 1, нам потребуется дать одно
определение и доказать два вспомогательных утверждения.

Определение 2. Уравнение вида ut = s[u] называется симметрией уравнения (2),
если выполнено соотношение L(s) = 0, где

L = TD − FuxD − Fu1T − Fu.

Лемма 1. Пусть X[u] ∈ ker(T − 1) для некоторого уравнения вида (2). Тогда X[u] не
зависит сдвигов u (динамических переменных вида ul, l 6= 0).

Доказательство. Предположим противное и обозначим через j и r соответственно наи-
большее положительное и наименьшее отрицательное числа, для которых X[u] зависит от
uj и ur. Дифференцирование соотношения T (X) = X по uj+1 и ur дает нам T (Xuj

) = 0 и
Xur = 0 соответственно. Таким образом, мы пришли к противоречию, которое и доказы-
вает лемму.

Лемма 2. Любая симметрия ut = s[u] уравнения (2) имеет вид

ut = ŝ(x, ul, ul+1, . . . , u−1, u, u1, . . . , uk) + s̄(x, u, u(1), . . . , u(n)), (6)

то есть s[u] распадается на сумму двух слагаемых, одно из которых зависит только от
сдвигов, а другое — только от производных u.

Доказательство. Пусть симметрия имеет вид

ut = s(x, ul, ul+1, . . . , u−1, u, u1, . . . , uk, u
(1), . . . , u(n)).

Дифференцируя определяющее соотношение для симметрии по u(n+1), получим

(L(s))u(n+1) = Fux(T (su(n))− su(n)) = 0.

Применяя лемму 1, мы видим, что su(n) не зависит от сдвигов u и, следовательно, может
зависеть только от переменных x, u, u(1), . . . , u(n). Поэтому правая часть s[u] симметрии
представляется в виде

s[u] = g(x, ul, ul+1, . . . , uk, u
(1), . . . , u(n−1)) + h(x, u, u(1), . . . , u(n)).

Предположим теперь, что

s[u] = g(x, ul, ul+1, . . . , uk, u
(1), . . . , u(m)) + h(x, u, u(1), . . . , u(n)), (7)

где m — некоторое натуральное число, меньшее n. Тогда, дифференцируя определяющее
соотношение L(s) = 0 по u(m+1), мы получим

(L(h))u(m+1) + Fux(T (gu(m))− gu(m)) = 0. (8)

Заметим, что L(h) может зависеть только от x, u, u1 и производных u. Это позволяет нам
применить к (8) рассуждения из доказательства леммы 1 и показать, что gu(m) не зависит
от сдвигов u. В силу этого, правая часть симметрии записывается в виде

s[u] = g̃(x, ul, ul+1, . . . , uk, u
(1), . . . , u(m−1)) + h̃(x, u, u(1), . . . , u(n)).

То есть из (7) следует выполнение этого же соотношения с m на единицу меньшим и, в
силу принципа математической индукции, мы получаем, что верно представление (6).
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Доказательство Теоремы 1. В работе [2] было доказано, что для любого интегрируемого
по Дарбу уравнения вида (2) существует дифференциальный оператор R =

∑r
k=0 ck[u]Dk,

такой, что ut = R(ω) является симметрией этого уравнения для любого ω ∈ ker(T − 1).
Покажем, что коэффициенты ck оператора R могут зависеть только от x, u и производных
u. Предположим противное: пусть коэффициенты R зависят от uj для некоторого j 6= 0.
Через l обозначим наибольшее число, для которого (cl)uj

6= 0. В качестве ω возьмем x-
интеграл, такой, чтобы порядок m старшей из производных u, от которых этот интеграл
зависит, был выше порядков производных u, содержащихся в коэффициентах оператора
R. (Поскольку оператор D переводит x-интегралы снова в x-интегралы, мы всегда можем
построить x-интеграл, зависящий от производных достаточно высокого порядка.) Тогда
(R(ω))uju(m+l) = (cl)uj

ωu(m) 6= 0, что противоречит лемме 2. Таким образом, симметрия
ut = R(ω) для любого ω ∈ ker(T − 1) имеет вид

ut = s(x, u, u(1), . . . , u(n)). (9)

В работе [4] было доказано1, что любая симметрия вида (9) уравнения (4) переводится
как дифференциальной подстановкой v = ϕ(x, u, ux), так и подстановкой ṽ = ψ(x, u, ux)
в некоторое уравнение такого же вида (9). C другой стороны, согласно [5], уравнение (9)
переводится дифференциальной подстановкой v = f(x, u, ux) снова в уравнение такого же
вида тогда и только тогда, когда (9) является симметрией уравнения uxy = −fuuy/fux .
Напомним, что (9) называется симметрией уравнения (1), если s лежит в ядре оператора

M = DxDy − FuxDx − FuyDy − Fu,

где через Dx и Dy обозначены полные производные в силу уравнения (1) по x и y соответ-
ственно. Заметим, что операторы Dx и D совпадают между собой на множестве функций,
зависящих только от x, u и производных u по x.

Таким образом, если уравнение (4) является интегрируемым по Дарбу, то найдется
оператор R =

∑r
k=0 ck[u]Dk

x, такой, что ut = R(ω) является симметрией одновременно для
двух уравнений

uxy = − ϕu(x, u, ux)

ϕux(x, u, ux)
uy и uxy = − ψu(x, u, ux)

ψux(x, u, ux)
uy (10)

при любом ω ∈ ker(T − 1). В частности, в качестве ω можно взять любую функцию g(x).
Приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых порядках производных функции g в
соотношении M(R(g)) = 0, мы получим, что ut = R(g(x)) является симметрией уравнения
(1) для любой функции g тогда и только тогда, когда выполнена цепочка соотношений

(Dy − Fux)(cr) = 0,

M(ck) + (Dy − Fux)(ck−1) = 0, k = 1, r,

M(c0) = 0.

Нетрудно проверить, что при выполнении этой цепочки соотношений ut = R(ω) будет
являться симметрией уравнения (1) для любого ω не только из ker(T − 1), но и из kerDy.

Уравнения вида

uxy = − fu(x, u, ux)

fux(x, u, ux)
uy,

для которых найдется дифференциальный оператор оператор R, такой, что ut = R(ω)
для любого ω ∈ kerDy является симметрией этого уравнения, описаны в работе [6]. В
ней было доказано, что любое такое уравнение точечной заменой переменных u = λ(x, ũ)

1Строго говоря, в работе [4] рассматривались уравнения (4), не зависящие явным образом от x. Однако
нетрудно проверить, что рассуждения из этой работы без особых изменений переносятся и на случай
явной зависимости уравнения (4) от x.
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можно привести к уравнению такого же вида ũxy = −f̃ũ/f̃ũxũy, где f̃ = f(x, λ,Dx(λ)) удо-
влетворяет соотношению ũx = α(x, f̃)ũ2 + β(x, f̃)ũ+ γ(x, f̃). Применение этого результата
к уравнениям (10) доказывает теорему.

В заключение заметим, что условия, полученные в теореме, являются необходимыми, но
не достаточными для интегрируемости уравнения (4) по Дарбу. Для того чтобы проил-
люстрировать это, положим ϕ равным (u1)x, а ψ – равным ux + c2u

2 + c1u + c0, где cj —
некоторые константы, и рассмотрим уравнение

(u1)x = ux + c2u
2 + c1u+ c0. (11)

Нетрудно видеть, что условия интегрируемости по Дарбу выполнены при любых значе-
ниях констант cj (в обозначениях Теоремы 1 имеем ξ = u1, α = β = 0, γ = ψ и η = u,
α̂ = −c2, β̂ = −c1, γ̂ = ϕ− c0). Однако (11) является интегрируемым по Дарбу лишь в слу-
чае c2 = c1 = 0, поскольку в полученном в [3] списке интегрируемых по Дарбу уравнений
вида (u1)x = ux + d(u, u1) не имеется ни одного уравнения с d, не зависящим от u1, и при
этом отличным от константы.
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