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БАЗИСЫ РИССА В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

А.А. ПУТИНЦЕВА

Аннотация. В статье рассматривается вопрос о существовании базисов Рисса в ве-
совых гильбертовых пространствах с выпуклым весом. Пусть h — выпуклая функция
на ограниченном интервале I вещественной оси, L2(I, h) — пространство локально ин-
тегрируемых функций на I, удовлетворяющих условию

||f || :=

√∫
I
|f(t)|2e−2h(t) dt <∞.

В случае, когда I = (−π;π), h(t) ≡ 1, пространство L2(I, h) совпадает с классическим
пространством L2(−π;π) и тригонометрическая система Фурье является базисом Рисса
в этом пространстве. Негармонические базисы Рисса в L2(−π;π), как показано в ра-
ботах Б.Я. Левина, можно конструировать с помощью системы нулей целой функции
типа синуса. В данной работе доказано, что если в пространстве L2(I, h) существует
базис Рисса из экспонент, то это пространство изоморфно (как нормированное про-
странство) классическому пространству L2(I). Таким образом, существование базисов
Рисса из экспонент является исключительным свойством классического пространства
L2(−π;π).

Ключевые слова: Базисы Рисса, весовые гильбертовы пространства, воспроизводя-
щие ядра, преобразование Фурье-Лапласа, функции типа синуса.

Пусть I — ограниченный интервал вещественной оси, h(t) — выпуклая функция на этом
интервале и L2(I, h) — пространcтво локально интегрируемых функций на I, удовлетво-
ряющих условию

||f || :=

√∫
I

|f(t)|2e−2h(t) dt <∞.

Оно является гильбертовым пространством со скалярным произведением

(f, g) =

∫
I

f(t)g(t)e−2h(t) dt.

В данной работе мы изучаем вопрос о существовании базисов Рисса из экспонент в про-
странствах L2(I, h). В классическом случае, когда I = (−π; π), h(t) ≡ 1, система Фурье eπni
образует ортонормированный базис. Очевидно, что в других случаях ортнормированных
базисов из экспонент в пространствах L2(I, h) не может быть. Понятие базиса Рисса вве-
дено в [10] Н.К. Бари и обозначает образ ортонормированного базиса при ограниченном
обратимом операторе. Изучение неортонормированных базисов из экспонент в простран-
стве L2(−π; π) имеет длительную историю, является актуальной и ныне, в литературе за
этой темой закрепилось название негармонический анализ Фурье. Первоначально показа-
тели базиса из экспонент (eλnt), n = 1, 2, ..., рассматривались как некоторое возмущение
целых чисел, то есть в виде λn = n + αn. В работе [11] Б.Я. Левин впервые предложил
характеризовать последовательность показателей как множество нулей целой функции
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с теми или иными свойствами. Эти целые функции позднее в работе [12] были названы
целыми функциями типа синуса. А именно, целой функцией типа синуса названы целые
функции экспоненциального типа, которые вне некоторой вертикальной полосы удовле-
творяют оценке

0 < c ≤ |L(z)|e−πRe z ≤ C <∞.
В [11] показано, что система экспонент, последовательность показателей которой совпа-
дает с множеством всех нулей целой функции типа синуса, образует обобщенный базис в
L2(−π; π). Вскоре В.Д. Головин в работе [13] показал, что если нули функции типа синуса
обладают свойством отделимости, то есть

inf
n6=m
|λn − λm| > 0,

то соответствующая система экспонент образует базис Рисса в пространстве L2(−π; π).
В данной работе мы докажем, что в неклассических случаях не существует базисов

Рисса из экспонент.
Основным инструментом исследований в данной работе является преобразование

Фурье-Лапласа функционалов. Преобразованием Фурье-Лапласа функционала S на про-
странстве L2(I, h) будем называть функцию

Ŝ(λ) = S(eλt), λ ∈ C.

Если функционал S порождается элементом g ∈ L2(I, h), то

Ŝ(λ) =

∫
I

eλt−2h(t)g(t)dt, λ ∈ C.

Очевидно, что отображение L : S −→ Ŝ вкладывает сопряженное пространство L∗2(I, h) в
пространство целых функций. Для сокращения записи пространство L2(I, h) будем обо-
значать через H. Образ отображения обозначим через Ĥ = L̂2(I, h). В силу полноты
системы всех экспонент {eλt}, λ ∈ C, отображение L : H∗ −→ Ĥ будет взаимно однознач-
ным. В пространстве Ĥ можно ввести наведенную структуру гильбертового пространства
по формуле

(Ŝ1, Ŝ2)Ĥ = (S1, S2)H∗ , S1, S2 ∈ H∗.

Отображение L является изоморфизмом пространств L̂2(I, h) и L∗2(I, h). Если пользовать-
ся стандартным отождествлением линейных непрерывных функционалов на гильбертовом
пространстве с элементом пространства, то получим сопряженно линейный изоморфизм
пространств H и Ĥ по формуле

f −→ (eλt, f)H .

Такое отображение тоже будем обозначать через L и для f ∈ L2(I, h) образ L(f) будем
обозначать через f̂ . Итак,

f̂(λ) =

∫
I

f(t)eλt−2h(t)dt, f ∈ L2(I, h),

при этом
(f̂ , ĝ)L̂2(I,h) = (g, f)L2(I,h).

Лемма 1. Для w ∈ C через Ew обозначим функционал, порожденный функцией ewt.
Тогда функция K(λ,w) = Êw(λ) является воспроизводящим ядром (см. [3]) в простран-
стве L̂2(I, h), то есть для любой функции F ∈ L̂2(I, h)

F (w) = (F (λ), K(λ,w)).
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Доказательство. В самом деле, если F = f̂ , то

(F (λ), K(λ,w)) = (f̂ , Êw) = (ewt, f)L2(I,h) = f̂(w) = F (w).

Если написать непосредственно, то

K(λ,w) = (eλt, ewt) =

∫
I

eλt+wt−2h(t)dt.

Система элементов ek, k = 1, 2, ..., в гильбертовом пространстве называется безусловным
базисом (см. [1]), если она полна и найдутся числа c, C > 0, такие, что для для любого
набора чисел c1, c2, ..., cn выполняется соотношение

c
n∑
j=1

|ck|2||ek||2 ≤ ||
n∑
j=1

ckek||2 ≤ C

n∑
j=1

|ck|2||ek||2.

Известно (см. [2],[4]), что если система ek, k = 1, 2, ..., — безусловный базис, то любой
элемент пространства H единственным образом представляется в виде ряда

x =
∞∑
k=1

xkek,

причем

c
∞∑
k=1

|xk|2||ek||2 ≤ ||x||2 ≤ C
∞∑
k=1

|xk|2||ek||2.

Безусловный базис ek, k = 1, 2, ..., в гильбертовом пространстве называется базисом Рисса,
если ||ek|| � 1 (cм. [4])

Лемма 2. Система экспонент {eλkt}, k = 1, 2, ..., является безусловным базисом в
пространстве L2(I, h) тогда и только тогда, когда система {K(λ, λk)}, k = 1, 2, ..., об-
разует безусловный базис в пространстве L̂2(I, h).

Доказательство. В самом деле, если система экспонент образует безусловный базис, то
любой элемент f ∈ L2(I, h) разлагается в ряд

f(t) =
∞∑
k=1

cke
λkt, (1)

причем

||f ||2 �
∞∑
k=1

|ck|2||eλkt||2 =
∞∑
k=1

|ck|2K(λk, λk) =
∞∑
k=1

|ck|2||K(λ, λk)||2. (2)

Если соотношение (1) умножим скалярно на eλt, то получим

f̂(λ) =
∞∑
k=1

ckK(λ, λk),

а соотношение (2) означает

||f̂ ||2 �
∞∑
k=1

|ck|2||K(λ, λk)||2.



50 А.А. ПУТИНЦЕВА

Следующие свойства безусловных базисов доказаны в [4] (стр. 374).
B1. Система ek, k = 1, 2, ..., является безусловным базисом в пространстве H тогда и

только тогда, когда биортогональная система hn, n = 1, 2..., является безусловным базисом
в пространстве H.

B2. Если ek, k = 1, 2, ..., — безусловный базис в пространстве H, hn, n = 1, 2... —
биортогональная система, то ||ek|| · ||hk|| � 1.

Положим K(z, z) = K(z).

Лемма 3. Если система экспонент {eλkt}, k = 1, 2, ..., является безусловным бази-
сом в пространстве L2(I, h), то найдутся постоянные c, C > 0 такие, что для любой
функции F ∈ L̂2(I, h) выполняются оценки

c||F ||2 ≤
∞∑
k=1

|F (λk)|2

K(λk)
≤ C||F ||2. (3)

Доказательство. Пусть cистема экспонент {eλkt}, k = 1, 2, ..., является безусловным ба-
зисом в пространстве L2(I, h). По лемме 2 система {K(λ, λk)}, k = 1, 2, ..., является без-
условным базисом в пространстве L̂2(I, h). Пусть En(λ), n = 1, 2, ..., — биортогональный
базис в L̂2(I, h). По свойству B1 система En(λ), n = 1, 2, ... является безусловным базисом,
то есть каждый элемент F ∈ L̂2(I, h) представляется рядом

F (λ) =
∞∑
n=1

FnEn(λ),

причем

||F ||2 �
∞∑
n=1

|Fn|2||En(λ)||2.

В силу биортогональности имеем Fn = (F (λ), K(λ, λn)) = F (λn) и по свойству B2
||En||K(λn) � 1. Таким образом, соотношение (3) выполнено.

В работах [7],[8] описано пространство L̂2(I, h).

Теорема A. Пространство L̂2(I, h) изоморфно (как банахово пространство) про-
странству целых функций F , удовлетворяющих условиям

|F (z)| ≤ CF
√
K(z), z ∈ C,

||F ||2 =

∫
R

∫
R

|F (x+ iy)|2

K(x)
dh̃′(x)dy <∞,

где
K(z) =

∫
I

|e2zt|e−2h(t)dt, h̃(x) = sup
t∈I

(xt− h(t)).

Теорема 1. Если в пространстве L2(I, h) существует базис Рисса из экспонент, то
eh(t) � 1, то есть пространство L2(I, h) изоморфно (как банахово пространство) клас-
сическому пространству L2(I).

Доказательство. Если система {eλkt} — базис Рисса в L2(I, h), то показатели λk лежат в
некоторой вертикальной полосе, то есть |Re λk| ≤ d для некоторого d > 0.

Как показано в [5] (см. также [6]), показатели безусловного базиса {eλkt} удовлетворяют
условию отделимости, то есть для некоторого δ > 0 верно |λk − λm| ≥ δ, когда m 6= k.
Возьмем число T > 0 из условий h̃′(T ) − h̃′(−T ) ≥ |I|

2
и T ≥ d + δ. Такое число можно

найти, потому что h̃′(∞)− h̃′(−∞) = |I|.
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Поскольку в полосе |Re z| ≤ d функция K(z) = K(Re z) отграничена от нуля и беско-
нечности, то по лемме 3 выполняется соотношение

c||F ||2 ≤
∞∑
k=1

|F (λk)|2 ≤ C||F ||2, F = f̂ ∈ L̂2(I, h). (4)

Из левого неравенства имеем
∞∑
k=1

|F (λk)|2 ≥ c

∫
|x|≤T

∫
R
|F (x+ iy)|2dydh̃′(x). (5)

Из равенства

F (x+ iy) =

∫
I

eiytext−2h(t)f(t)dt,∀x ∈ R,

по формуле Планшереля получаем∫
R
|F (x+ iy)|2dy =

∫
I

|f(t)|2e2xt−4h(t)dt.

Отсюда, если max{|t|, t ∈ I} = a, то для всех x ∈ [−T ;T ] верна оценка

e−2aT

∫
I

|f(t)|2e−4h(t)dt ≤
∫

R
|F (x+ iy)|2dy ≤ e2aT

∫
I

|f(t)|2e−4h(t)dt. (6)

Левое неравенство вместе с (5) означает
∞∑
k=1

|F (λk)|2 ≥
|I|c
2
e−2aT

∫
I

|f(t)|2e−4h(t)dt. (7)

По свойствам субгармонических функций имеем оценку

|F (λk)|2 ≤
1

πδ2

∫
B(λk,δ)

|F (z)|2dm(z).

В силу отделимости показателей отсюда получим
∞∑
k=1

|F (λk)|2 ≤
1

πδ2

∫
⋃

k B(λk,δ)

|F (z)|2dm(z) ≤ 1

πδ2

∫
|x|≤T

∫
R
|F (x+ iy)|2dydx.

Учитывая правое неравенство в (6), имеем
∞∑
k=1

|F (λk)|2 ≤
2T

πδ2
e2aT

∫
I

|f(t)|2e−4h(t)dt.

Эта оценка вместе с (4) и (7) означает, что для некоторых постоянных b, B и для всех
f ∈ L2(I, h) выполняются соотношения

b

∫
I

|f(t)|2e−4h(t)dt ≤
∫
I

|f(t)|2e−2h(t)dt ≤ B

∫
I

|f(t)|2e−4h(t)dt,

из которого с помощью стандартных методов с использованием функций типа "шапоч-
ки"можно получить, что b ≤ e−2h(t) ≤ B.

Теорема 1 доказана.
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