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ОЦЕНКА БИФУРКАЦИОННОГО ПАРАМЕТРА
В СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ

С РАЗРЫВНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

Д.К. ПОТАПОВ

Аннотация. В работе рассматривается проблема существования решений задачи на
собственные значения для нелинейных уравнений с разрывными операторами в ре-
флексивном банаховом пространстве. При этом коэрцитивность соответствующего
отображения не предполагается. Вариационным методом получена оценка сверху вели-
чины бифуркационного параметра для исследуемых задач. Данный результат подтвер-
ждает справедливость аналогичных полученных ранее оценок сверху для величины
бифуркационного параметра в спектральных задачах для уравнений эллиптического
типа с разрывными нелинейностями.
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В работах [1, 2] в вещественном рефлексивном банаховом пространстве E рассматрива-
лась проблема существования ненулевых решений уравнения

Au = λTu (1)
в зависимости от параметра λ, где A – линейный самосопряженный оператор из E в E∗
(E∗ – сопряженное с E пространство), T : E → E∗ – разрывное, компактное или анти-
монотонное отображение, ограниченное на E. Получены теоремы о существовании луча
положительных собственных значений для уравнений вида (1) и наличии для каждого та-
кого значения собственного вектора, который является точкой радиальной непрерывности
оператора T (теорема 2 из работы [1] и теорема 2 из работы [2]).

В данной работе рассмотрим вопрос об оценке сверху величины бифуркационного па-
раметра в задачах на собственные значения для уравнений с разрывными операторами,
будем использовать обозначения и определения из работ [1, 2], не описывая их вновь.

Отметим важность исследования уравнения (1), имеющего, безусловно, огромное ко-
личество конкретных приложений (хотя бы в силу чрезвычайной общности этого класса
уравнений). А именно, полученные общие результаты могут быть применены к исследова-
нию спектральных задач для уравнений эллиптического типа с разрывными нелинейно-
стями, имеющих важное прикладное значение, например, к задаче об отрывных течениях
несжимаемой жидкости М.А. Гольдштика [3], к задаче о вихревых кольцах в идеальной
жидкости L.E. Fraenkel, M.S. Berger [4], к задаче H.J. Kuiper [5] о нагреве проводника
при постоянном напряжении и постоянной температуре на поверхности проводника в слу-
чае, когда электропроводность материала при переходе через определенные температуры
меняется скачком, а также ряду других конкретных эллиптических краевых задач, при-
водящих к соответствующим отображениям A и T , для которых использование оценки
бифуркационного параметра будет плодотворным. В работе [6] выписана такая оценка
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для задачи М.А. Гольдштика, а в работах [7, 8] получена оценка сверху величины бифур-
кационного параметра в задачах на собственные значения для уравнений эллиптического
типа с разрывными нелинейностями в широком классе таких спектральных задач.

Как и ранее [9], уравнение (1) изучается вариационным методом. Для реализации вариа-
ционного подхода к исследованию уравнения (1) дополнительно потребуем квазипотенци-
альность оператора T . Так как в уравнении (1) оператор A линейный и самосопряженный,
то он потенциален, и его потенциал φ(u) = 1

2
(Au, u) [10]. Свяжем с уравнением (1) функ-

ционал fλ(u) = φ(u) − λf(u), где f – квазипотенциал оператора T . Не теряя общности,
будем считать, что f(0) = 0.

Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема. Предположим, что

1) A – линейный самосопряженный оператор, действующий из вещественного рефлек-
сивного банахова пространства E в сопряженное пространство E∗, пространство E
представляется в виде прямой суммы замкнутых подпространств E1 и E2, E1 = kerA,
причем существует постоянная α > 0 такая, что

(Au, u) ≥ α||u||2

для любого u ∈ E2;
2) отображение T компактное или антимонотонное, квазипотенциальное (с квазипо-
тенциалом f) и ограниченное на E, f(0) = 0 и для некоторого u0 ∈ E значение f(u0) > 0;
если E1 6= {0}, то дополнительно предполагается, что

lim
u∈E1,||u||→+∞

f(u) = −∞;

3) если отображение T компактное, то дополнительно предполагается, что

lim
t→+0

(T (u+ th)− Tu, h) ≥ 0

для всех u, h ∈ E;
4) если отображение T антимонотонное, то дополнительно предполагается, что любая
точка разрыва оператора T при λ > λ0 > 0 регулярная для Fλu = Au−λTu (λ0 – величина,
начиная с которой задача на собственные значения разрешима).
Тогда справедлива следующая оценка сверху для величины бифуркационного параметра в
спектральных задачах для уравнений с разрывными операторами:

λ0 6 inf
u0∈U

1
2
(Au0, u0)

1∫
0

(T (tu0), u0)dt

,

где

U = {u0 ∈ E :

1∫
0

(T (tu0), u0)dt > 0}.

Доказательство теоремы. Сформулированная теорема является непосредственным
следствием теоремы 2 из работы [1] и теоремы 2 из работы [2]. Действительно, из утвер-
ждений данных теорем следует, что fλ(u) < 0. Отсюда имеем

λf(u) >
1

2
(Au, u).

В силу условия 2) теоремы для некоторого u0 ∈ E значение f(u0) > 0. Отсюда имеем

λ >
1
2
(Au0, u0)

f(u0)
.
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Положим
U = {u0 ∈ E : f(u0) > 0}

(в силу условия 2) теоремы данное множество непусто). Тогда для величины λ0 справед-
лива следующая оценка сверху:

λ0 6 inf
u0∈U

1
2
(Au0, u0)

f(u0)
.

Из определения квазипотенциальности имеем

f(u0) =

1∫
0

(T (tu0), u0)dt.

Таким образом, справедлива следующая оценка сверху для величины λ0 в спектральных
задачах для уравнений с разрывными операторами:

λ0 6 inf
u0∈U

1
2
(Au0, u0)

1∫
0

(T (tu0), u0)dt

,

где

U = {u0 ∈ E :

1∫
0

(T (tu0), u0)dt > 0}.

Теорема доказана.
Отметим, что факт выполнения условий доказанной теоремы для соответствующих эл-

липтических краевых задач с разрывными нелинейностями устанавливается аналогично
тому, как это сделано в работах [1, 2]. Поэтому для величины бифуркационного параметра
в спектральных задачах для уравнений эллиптического типа с разрывными нелинейностя-
ми имеет место аналогичная оценка сверху, что подтверждает результаты работ [7, 8].
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