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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ВЫСШЕГО ПОРЯДКА С НЕКОМПАКТНЫМ
ИНТЕГРАЛЬНЫМ ОПЕРАТОРОМ ТИПА ГАММЕРШТЕЙНА

Х.А. ХАЧАТРЯН

Аннотация. В настоящей заметке исследуется вопрос разрешимости в пространстве
Соболева WN

∞(0, +∞) одного класса нелинейных интегро-дифференциальных урав-
нений N -го порядка с некомпактным интегральным оператором типа Гаммерштей-
на на полуоси. Доказывается существование положительного решения в пространстве
WN
∞(0, +∞) и вычисляется предел этого решения в бесконечности. Полученные резуль-

таты обобщаются для более общих нелинейных уравнений с суммарно-разностными
ядрами.

Ключевые слова: Факторизация, многочлен, предел итераций, пространство Собо-
лева.

1. Постановка задачи и введение

В настоящей работе рассматривается следующий класс нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений:

dNf

dxN
+

N∑
j=1

aj
dN−jf

dxN−j
+ λ(x)

∞∫
0

K(x− t)G(f(t))dt = 0, x ∈ R+, N ≥ 2 (1)

относительно искомой вещественной функции f(x), где aj(j = 1, 2, 3, . . . , N) вещественные
коэффициенты, причем

aN < 0, (2)

а соответствующий многочлен P (x) ≡ xN+
N∑
j=1

ajx
N−j имеет только действительные корни.

В (1) λ(x) и K(x) — измеримые функции на множествах (0,+∞) и (−∞,+∞), соответ-
ственно, причем

a) λ(x) ↑ по x на (0,+∞), 0 6 λ(x) 6 1, x ∈ (0,+∞),
1− λ ∈ L1(0,+∞), λ ∈ WN

∞(0,+∞)
(3)

b) K(x) ≥ 0, x ∈ (−∞,+∞), aN +

+∞∫
−∞

K(τ)dτ = 0,

K ∈ C(R),

+∞∫
−∞

|τ |K(τ)dτ < +∞.

(4)

Kh.A. Khachatryan, On solvability of one class high-order nonlinear integro-differential
equations with Hammerstein type noncompact integral operator.
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G(x) — определенная на (−∞,+∞) измеримая функция, причем предполагается, что су-
ществует число η > 0, такое, что

c) G ∈ C[0, η], G ↑ по x на отрезке [0, η],
G(x) ≥ x, x ∈ [0, η], G(η) = η.

(5)

Искомое решение уравнения (1) удовлетворяет следующим граничным условиям:

f(0) = 0, f ∈ WN
∞(0,+∞) = {ϕ(x) : ϕ(k) ∈ L∞(0,+∞), k = 0, 1, . . . , N}, (6)

где через ϕ(k) — обозначена k-тая производная функции ϕ(x).
Первые результаты исследования нелинейных интегральных уравнений с компактными

операторами Урысона и Гаммерштейна были получены в работах М.А.Красносельского и
его учеников ([1-5]). В этих работах даны различные необходимые и достаточные условия,
обеспечивающие полную непрерывность операторов Урысона и Гаммерштейна. В работах
([6-8]) были доказаны теоремы существования решения в предположении полной непре-
рывности соответствующего нелинейного интегрального оператора.

В том частном случае, когда G(x) ≡ x, λ(x) ≡ 1, N = 2, уравнение (1) ранее бы-
ло исследовано в работе [9]. Сравнительно недавно автором настоящей работы доказаны
структуральные теоремы существования в том случае, когда N = 2, λ(x) ≡ 1, а G(x)
удовлетворяет условиям (5) (см. [10]).

В настоящей работе с использованием методов классической теории функций веществен-
ной переменной, с помощью некоторых результатов из теории линейных интегральных
уравнений типа свертки, удается доказать существование нетривиального решения зада-
чи (1),(6) и описать его структуру. Более того, вычисляется предел построенного решения
в бесконечности. Полученные результаты обобщаются для следующего класса нелинейных
интегро-дифференциальных уравнений:

dNf

dxN
+

N∑
j=1

aj
dN−jf

dxN−j
+ λ(x)

∞∫
0

K(x− t)G(f(t))dt+

∞∫
0

◦
K(x+ t)G0(f(t))dt = 0, N ≥ 2, (7)

где

0 6
◦
K ∈ L1(0,+∞) и

∞∫
x

◦
K(τ)dτ 6

∞∫
x

K(τ)dτ, x ∈ R+, (8)

а G0 — определенная на (−∞,+∞) измеримая функция, причем

G0 ∈ C[0, η], G0(x) ≥ 0, x ∈ [0, η], G0 ↑ по x на [0, η]
G0(η) = η.

(8′)

2. Задача факторизации. Сведение к основному нелинейному
интегральному уравнению

Введем следующий класс нелинейных интегральных операторов: KG ∈ Ω, если суще-
ствует измеримая функция K∗(x, t), ((x, t) ∈ R+ × R+), такая, что

(KGf)(x) =

∞∫
0

K∗(x, t)G(f(t))dt, f ∈ L∞(R+),

G : L∞(R+)→ L∞(R+),

(9)

причем ядро K∗(x, t) ≥ 0 — удовлетворяет следующим оценкам: существуют функции
0 6 K ∈ L1(R), 0 6 λ(x) 6 1, такие, что

K∗(x, t) ≥ λ(x)K(x− t), (x, t) ∈ R+ × R+. (9′)
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sup
x>0

∞∫
0

K∗(x, t)dt < +∞. (9′′)

Из условий (9), (9′′) следует, что KG : L∞(R+)→ L∞(R+). Пусть α1, α2, . . . , αn (n ∈ N) —
положительные корни многочлена P (x). Из условия (2), с учетом теоремы Виета, следу-
ет, что n — нечетное число. Обозначим через −β1,−β2, . . . ,−βm — отрицательные корни
P (x) (m+ n = N).

Введем дифференциальный оператор

P (D) = DN + a1D
N−1 + a2D

N−2 + . . .+ aN−1D + aNI,

действующий из пространства WN
∞(0,+∞) в L∞(0,+∞), где D — оператор дифференци-

рования, а I — единичный оператор.
Из выше сказанного следует,что

P (D) = (D − α1I)(D − α2I) . . . (D − αnI)(D + β1I)(D + β2I) . . . (D + βmI). (10)

Обозначим через Jαj
(j = 1, 2, . . . , n) обратные операторы операторов (αjI − D) в

пространстве W 1
∞(0,+∞).

Тогда легко можно убедиться, что

(Jαj
f)(x) =

∞∫
x

e−αj(t−x)f(t)dt, f ∈ L∞(R+),

j = 1, 2, . . . , n.

(11)

Справедлива

Лемма 1. Если KG ∈ Ω и λ(x) ↑ по x, то Jαj
KG ∈ Ω, j = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Пусть f ∈ L∞(R+) — произвольная функция. Тогда будем иметь:

(Jαj
KGf)(x) =

∞∫
x

e−αj(t−x)

∞∫
0

K∗(t, τ)G(f(τ))dτdt =

=

∞∫
0

 ∞∫
x

e−αj(t−x)K∗(t, τ)dt

G(f(τ))dt =

∞∫
0

T ∗(x, τ)G(f(τ))dτ,

где T ∗(x, τ) =
∞∫
0

e−αjzK∗(x+ z, τ)dz.

Заметим также, что
∞∫
0

T ∗(x, τ)dτ 6 1
αj

sup
x>0

∞∫
0

K∗(x, τ)dτ < +∞. С использованием оценки

(9′) и монотонность функции λ получим:

T ∗(x, τ) ≥
∞∫

0

e−αjzλ(x+ z)K(x+ z − τ)dz ≥ λ(x)

∞∫
0

e−αjzK(x+ z − τ)dz ≡ λ(x)T (x− τ),

причем T ∈ L1(R) и
+∞∫
−∞

T (x)dx 6 1
αj

+∞∫
−∞

K(x)dx. Лемма доказана.

Уравнение (1) запишем в операторной форме

(P (D) +KG)f = 0, (12)
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где

(KGf)(x) = λ(x)

∞∫
0

K(x− t)G(f(t))dt,

а функции λ, K и G удовлетворяют условиям a), b), c).
Рассмотрим следующую задачу факторизации: для заданных операторов P (D) и
KG ∈ Ω найти такой интегральный оператор TG ∈ Ω, чтобы

P (D) +KG =
n∏
j=1

(D − αjI)

(
m∏
j=1

(D + βjI)− TG

)
. (13)

Для решения этой задачи сначала рассмотрим произведение операторов Jα1 и
KG : T1,G ≡ Jα1KG.

Имеем

(T1,Gf)(x) =

∞∫
x

e−α1(t−x)λ(t)

∞∫
0

K(t− τ)G(f(τ))dτdt =

=

∞∫
0

G(f(τ))

∞∫
0

e−α1z1K(x+ z1 − τ)λ(z1 + x)dz1dτ =

∞∫
0

T1(x, τ)G(f(τ))dτ, где

(14)

T1(x, τ) ≡
∞∫

0

e−α1z1K(x+ z1 − τ)λ(x+ z1)dz1 ≥

≥ λ(x)

∞∫
0

e−α1z1K(x+ z1 − τ)dz1 ≡ λ(x)T ∗1 (x− τ),

(15)

T ∗1 (x) =

∞∫
0

K(x+ z1)e
−α1z1dz1. (16)

Из леммы 1 следует также, что T2,G ≡ Jα2KG ∈ Ω. Построим его ядро также:

(T2,Gf)(x) =

∞∫
x

e−α2(t−x)

∞∫
0

T1(t, τ)G(f(τ))dτdt =

=

∞∫
0

G(f(τ))

∞∫
x

e−α2(t−x)T1(t, τ)dtdτ =

∞∫
0

T2(x, τ)G(f(τ))dτ, где

T2(x, τ) =

∞∫
0

e−α2z2

∞∫
0

e−α1z1K(x+ z1 + z2 − τ)λ(x+ z1 + z2)dz1dz2 ≥ λ(x)T ∗2 (x− τ),

где

T ∗2 (x) =

∞∫
0

e−α2z2

∞∫
0

e−α1z1K(x+ z1 + z2)dz1dz2.

Индукцией по n нетрудно убедиться, что Tn,G ≡ JαnTn−1,G =
n∏
j=1

Jαj
KG ∈ Ω и задается

посредством следующих формул:
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(Tn,Gf)(x) =

∞∫
0

Tn(x, τ)G(f(τ))dτ, f ∈M(R+),

Tn(x, τ) =

∞∫
0

e−αnzn

∞∫
0

e−αn−1zn−1

∞∫
0

. . .

. . .

∞∫
0

e−α1z1K(x+ z1 + . . .+ zn − τ)λ(x+ z1 + . . .+ zn)dz1 . . . dzn ≥

≥ λ(x)T ∗n(x− τ),

(17)

где

T ∗n(x) =

∞∫
0

e−αnzn

∞∫
0

e−αn−1zn−1

∞∫
0

. . .

∞∫
0

e−α1z1K(x+ z1 + . . .+ zn)dz1 . . . dzn (18)

Следовательно, так как n — нечетное число, то в качестве оператора TG можно взять:
TG ≡ Tn,G. Таким образом установлена следующая

Лемма 2. Пусть функции λ, K и G удовлетворяют условиям a), b), c) и
G : L∞(R+)→ L∞(R+). Тогда оператор P (D) + KG допускает факторизацию (13), где
TG ≡ Tn,G ∈ Ω задается согласно формуле (17).

С учетом факторизации (13) решение задачи (1),(6) равносильно последовательному
решению следующих связанных уравнений:

n∏
j=1

(D − αjI)ϕ = 0, (19)

(
m∏
j=1

(D + βjI)− TG

)
f = ϕ. (20)

Рассмотрим уравнение (19):

(D − α1I)(D − α2I) . . . (D − αnI)ϕ = 0. (21)

Так как f ∈ WN
∞(0,+∞), то ϕ ∈ W n

∞(0,+∞). Следовательно нетрудно заметить, что
ϕ(x) ≡ 0. Таким образом, решение задачи (1), (6) сводится к следующему интегро-
дифференциальному уравнению:

m∏
j=1

(D + βjI)f −
∞∫

0

Tn(x, τ)G(f(τ))dτ = 0, (22)

с граничными условиями
f(0) = 0, f ∈ WN

∞(0,+∞). (23)
Обозначим через

F (x) ≡ (D + βmI)(D + βm−1I) . . . (D + β1I)f(x).

Тогда, с учетом (23) нетрудно убедиться, что

F ∈ W n
∞(0,+∞)

и

f(x) =
x∫
0

e−β1(x−τ1)
τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .
τm−1∫

0

e−βm(τm−1−τm)F (τm)dτm . . . dτ1. (24)
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Следовательно уравнение (22) примет вид:

F (x) =

∞∫
0

Tn(x, τ)G

( τ∫
0

e−β1(τ−τ1)

τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .

.

τm−1∫
0

e−βm(τm−1−τm)F (τm)dτmdτm−1 . . . dτ1

)
dτ, x ∈ R+.

(25)

В следующем параграфе мы займемся вопросами разрешимости уравнения (25). Вычис-
лим также предел функции F (x) на бесконечности.

3. Решение уравнения (25)

Рассмотрим следующие итерации:

F(p+1)(x) =

∞∫
0

Tn(x, τ)G

( τ∫
0

e−β1(τ−τ1)

τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .

.

τm−1∫
0

e−βm(τm−1−τm)F(p)(τm)dτmdτm−1 . . . dτ1

)
dτ,

F(0)(x) =
m∏
j=1

βjη, p = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R+.

(26)

Индукцией по p сначала убедимся, что

F(p)(x) ↓ по p (27)

В случае p = 1 имеем:

F(1)(x) =

∞∫
0

Tn(x, τ)G

 τ∫
0

e−β1(τ−τ1)

τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .

τm−1∫
0

e−βm(τm−1−τm)η
m∏
j=1

βjdτmdτm−1 . . . dτ1

 dτ 6

6

∞∫
0

Tn(x, τ)G

m−1∏
j=1

βj

τ∫
0

e−β1(τ−τ1)

τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .

τm−2∫
0

e−βm−1(τm−2−τm−1)ηdτm−1dτm−2 . . . dτ1

 dτ 6

6

∞∫
0

Tn(x, τ)G(η)dτ = η

∞∫
0

Tn(x, τ)dτ 6 η

+∞∫
−∞

T ∗n(z)dz = − aNη
n∏
j=1

αj

≡ æ (28)

Из теоремы Виетта сразу следует, что

(−1)N−mα1α2 . . . αnβ1β2 . . . βm = aN < 0,

или
n∏
j=1

αj

m∏
j=1

βj = −aN ,

следовательно,

æ ≡ η

m∏
j=1

βj ≡ F(0)(x), т.е. F(1)(x) 6 F(0)(x).

Далее предполагая, что
F(p)(x) 6 F(p−1)(x)
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и используя свойства функции G, получим

F(p+1)(x) 6 F(p)(x).

Таким образом (27) доказано.
Теперь, наряду с уравнением (25), рассмотрим следующее линейное интегральное урав-

нение:

S(x) = λ(x)

∞∫
0

T ∗n(x− τ)

τ∫
0

e−β1(τ−τ1)

τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .

. . .

τm−1∫
0

e−βm(τm−1−τm)S(τm)dτmdτm−1 . . . dτ1dτ, x ∈ R+.

(29)

Это уравнение легко сводится к следующему интегральному уравнению:

S(x) = λ(x)

∞∫
0

Wm(x− τm)S(τm)dτm, x ∈ R+, (30)

где

0 6 Wm ∈ L1(R),

+∞∫
−∞

Wm(τ)dτ =
1

m∏
j=1

βj

+∞∫
−∞

T ∗n(z)dz = 1 (31)

(см. цепочку неравенств (28)).
Вид ядер Wj(x), (j = 1, 2, . . . ,m) получается с использованием теоремы Фубини с по-

мощью следующих рекурентных соотношений:

Wj(x) =

∞∫
0

Wj−1(x− zj)e−βjzjdzj, j = 2, 3, . . . ,m,

W1(x) =

∞∫
0

T ∗n(x− z1)e
−β1z1dz1.

(32)

Предположим, что

ν(Wm) ≡
+∞∫
−∞

τWm(τ)dτ < 0. (33)

Абсолютная сходимость последнего интеграла следует из (4) и теоремы Фубини.
Из результатов работ [11, 12] следует, что при выполнении условий (31) и (33), уравне-

ние (30) имеет монотонно возрастающее нетривиальное ограниченное решение 0 6 S(x).
Обозначим через

S∗(x) =

m∏
j=1

βjηS(x)

c
, c = sup

x>0
S(x). (34)

Ниже по индукции докажем, что последовательность {F(p)(x)}∞0 снизу удовлетворяет сле-
дующей оценке:

F(p)(x) ≥ S∗(x), p = 0, 1, 2, . . . (35)
В случае p = 0 — это очевидно, ибо

F(0)(x) = η

m∏
j=1

βj = sup
x>0

S∗(x) ≥ S∗(x) ≥ 0. (36)
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Предположим, что
F(p−1)(x) ≥ S∗(x).

Тогда из (26), с учетом (29), (30), (34), (5), (17) будем иметь:

F(p)(x) ≥
∞∫

0

Tn(x, τ)G

( τ∫
0

e−β1(τ−τ1)

τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .

. . .

τm−1∫
0

e−βm(τm−1−τm)S∗(τm)dτmdτm−1 . . . dτ1

)
dτ ≥

≥ λ(x)

∞∫
0

T ∗n(x− τ)

τ∫
0

e−β1(τ−τ1)

τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .

τm−1∫
0

e−βm(τm−1−τm)S∗(τm)dτmdτm−1 . . . dτ1dτ =

= λ(x)

∞∫
0

Wm(x− τm)S∗(τm)dτm = S∗(x).

Итак, из (27) и (35) следует, что последовательность функций {F(p)(x)}∞0 имеет точечный
предел:

lim
p→∞

F(p)(x) ≡ F (x),

а из теоремы Б.Леви (см.[13]) следует, что этот предел удовлетворяет уравнению (25).
Теперь докажем, что F ∈ W n

∞(0,+∞). Действительно, поскольку hj(x, τ) = ∂jTn(x,τ)
∂xj ,

(j = 1, 2, . . . , n) — непрерывная на (0,+∞)×(0,+∞) и суммируемая функция при каждом
фиксированном τ ∈ (0,+∞), причем интегралы

∞∫
0

hj(x, τ)G

( τ∫
0

e−β1(τ−τ1)

τ1∫
0

e−β2(τ1−τ2) . . .

. . .

τm−1∫
0

e−βm(τm−1−τm)F (τm)dτmdτm−1 . . . dτ1

)
dτ, j = 1, 2, . . . , n

равномерно сходятся, а F ∈ M(R+), то с учетом теоремы о дифференцировании под

знаком интеграла (см.[14]), из (25) следует, что
djF

dxj
∈ M(0,+∞), j = 0, 1, 2, . . . , n,

т.е.F ∈ W n
∞(0,+∞).

С другой стороны, так как S∗(x) ↑ η
m∏
j=1

βj (см. (34) и работу [12]), то из следующего

неравенства S∗(x) 6 F (x) 6 η
m∏
j=1

βj сразу следует, что ∃ lim
x→∞

F (x) = η
m∏
j=1

βj.

Из (24), с учетом известных операций свертки (см.[15]), следует существование предела

lim
x→∞

f(x) = η.

Так как F ∈ W n
∞(0,+∞), то из (24) следует, что f ∈ WN

∞(0,+∞).
Итак, нами доказана следующая

Теорема 1. Пусть многочлен P (x) имеет лишь действительные корни и aN < 0. То-
гда, при условии (3)-(5) и ν(Wm) < 0, задача (1), (6) имеет ненулевое, неотрицательное
решение с пределом η в бесконечности.

Аналогичными рассуждениями можно убедиться в достоверности следующей теоремы.
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Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы1. Тогда, если функции K0 и G0

удовлетворяют условиями (8) и (8′), то задача (7), (6) имеет ненулевое, неотрица-
тельное решение с пределом: lim

x→∞
f(x) = η.

4. Примеры функций G и G0

Ниже приведем несколько примеров функции G :
a) G(x) = xα, η = 1, 0 < α < 1, x ∈ R+,
b) G(x) = x+ sinx, η = π, x ∈ R+,

c) G(x) =
√
xex−1, η = 1, x ∈ R+.

d) G(x) = x+ sin2x, x ∈ R+, η = πk, k = 1, 2, 3, . . . .

Докажем, что G(x) =
√
xex−1 удовлетворяет всем требованием теоремы1. Действитель-

но,
G(0) = 0, G(1) = 1, G(x) ↑ по x, ибо

G′(x) =
1

2
√
xex−1

(ex−1 + xex−1) > 0, x > 0.

С другой стороны,
ex−1 ≥ x, x ∈ R+,

следовательно,
G(x) ≥ x.

Поскольку условия, накладываемые на функцию G0, более слабые по сравнению с услови-
ями наG, то в качествеG0 можно взять функциюG.Однако мы приведем также несколько
примеров G0 :
d) G0(x) = xα, α 6= 1, α > 0, η = 1,

e) G0 = η sinx, η =
π

2
,

f) G0(x) = η ln(x+ 1), η = e− 1.

Замечание . В линейном случае, когда G(x) ≡ x, в качестве числа η можно вы-
брать любое положительное число, а из теоремы 1 следует , что в этом случае ( в
силу линейности) получаем однопараметрическое семейство положительных решений
fη(x), (η ∈ (0,+∞)) с пределом η из пространства Соболева WN

∞(0,+∞), (N ≥ 2). Если
же η одназначно не определяется из условия, накладываемого на функцию G (напри-
мер, если G(x) = x + sin2 x, то η = πk, k = 1, 2, 3, . . .), то в этом уже нелинейном
случае мы также получаем однопараметрическое семейство неотрицательных нену-
левых решений, причем предел каждой функции fk(x) из этого семейства равен числу
πk (k = 1, 2, 3, . . .) соответственно, когда x→ +∞.

В конце работы выражаю благодарность рецензенту за полезные замечания, а также
проф. Н.Б.Енгибаряну за обсуждения.
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