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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåàâòîíîìíûå âîçìóùåíèÿ àâòîíîìíûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ðåøàåòñÿ âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà. Â îñíîâå ôóíêöèè Ëÿ-
ïóíîâà ëåæèò ãàìèëüòîíèàí àâòîíîìíîé ñèñòåìû. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè çàïèñûâàþòñÿ íà êîýôôèöèåíòû âîçìóùåíèé. Äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïåíëåâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîâåñèå, óñòîé÷èâîñòü, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êàê èçâåñòíî, â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé-
÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íàèáîëåå ñëîæíûì îêàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûé ñëó÷àé, êî-
ãäà ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò ìíèìûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè è ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðåøåíèÿ îñöèëëèðóþò. Â òàêèõ çàäà÷àõ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà. Èõ ïîñòðîåíèå îêàçûâàåòñÿ äàëåêî íåòðèâèàëüíûì è ñèëüíî çàâèñèò îò
âèäà èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì âèä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿþòñÿ
ñòðóêòóðîé íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ â àñèìïòîòèêå âáëèçè ðàâíîâåñèÿ, ñì. íàïðèìåð, [1, 2].
Äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ñëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñâîéñòâàõ óñòîé÷èâîñòè ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò
ñòðóêòóðà ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â àñèìïòîòèêå íà áåñêîíå÷íîñòè ïî âðåìåíè. Êàê
ðàç äëÿ îäíîãî êëàññà òàêîãî òèïà ñèñòåì â äàííîé ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äâóõ íåëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé íà ïîëóîñè

dx

dt
= ∂yH(x, y) + F (x, y, t),

dy

dt
= −∂xH(x, y) +G(x, y, t), t > T0, (1)

êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé â ãëàâíîì ÷ëåíå àñèìïòîòèêè ïî âðåìåíè, ò.å.
F,G → 0, ïðè t → ∞. Ïóñòü x = 0, y = 0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (òðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå) ýòîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðåäåëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (ïðè
F ≡ 0, G ≡ 0) ýòî æå ðåøåíèå {x = 0, y = 0} ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé òèïà öåíòð
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî ãà-
ìèëüòîíèàí èìååò ñòðóêòóðó

H(x, y) =
1

2
(x2 + y2) + h(x, y), h(x, y) = O(r3) ïðè r =

√
x2 + y2 → 0.

Ôóíêöèè h(x, y), F (x, y, t), G(x, y, t), çàäàííûå â îáëàñòè

DT0 = {x, y, t : x2 + y2 < R2
0; t > T0}, (0 < R0, T0 = const <∞),

O.A. Sultanov, Lyapunov functions for nonautonomous systems close to Hamiltonian.

c© Ñóëòàíîâ Î.À. 2010.
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ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè âïëîòü äî ãðàíèöû F,G, h ∈ C1(D). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèè h(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû (hx(x, y), hy(x, y) =
O(r2), ïðè r → 0).
Ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïèðàåòñÿ íà

ñïåöèôè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðàâûõ ÷àñòåé â àñèìïòîòèêå íà áåñêîíå÷íîñòè:

F (x, y, t) = t−δ[ax+ by + f(x, y, t)], G(x, y, t) = t−δ[cx+ dy + g(x, y, t)]. (2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ a, b, c, d = const, δ = const > 0, è ïîïðàâêè ê
âûäåëåííûì ëèíåéíûì ñëàãàåìûì ìàëû êàê íà áåñêîíå÷íîñòè ïî t òàê è â îêðåñòíîñòè
ðàâíîâåñèÿ1:

|f(x, y, t)|, |g(x, y, t)| 6 Mr[t−ν + r], ∀ (x, y, t) ∈ D; (ν,M = const > 0). (3)

Â àâòîíîìíîì ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèå íå çàâèñèò îò âðåìåíè: F ≡ f0(x, y),
G ≡ g0(x, y), óñòîé÷èâîñòü âîçìóùåííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ýòèõ ôóíêöèé
â àñèìïòîòèêå ïðè x→ 0, y → 0. Èçâåñòíûå â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ
è íà íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû, [1]. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåàâòîíîìíûå ñëàãàåìûå èãðàþò
ïîä÷èíåííóþ ðîëü. Îäíàêî, â ðÿäå ñëó÷àåâ êàê ðàç íåàâòîíîìíûå ñëàãàåìûå îïðåäåëÿþò
ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîãî òèïà äàåò óðàâíåíèå ëèíåéíîãî îñöèë-
ëÿòîðà ñ çàòóõàþùèì ïî âðåìåíè êîýôôèöèåíòîì ñîïðîòèâëåíèÿ

d2x

dt2
− t−1d · dx

dt
+ x = 0, d = const 6= 0; (4)

ýòî óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå òèïà (1) ñ a = b = c = 0, d 6= 0. Èç
àíàëîãèè ñ ïîõîæèì àâòîíîìíûì óðàâíåíèåì ẍ − d · ẋ + x = 0 ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî
óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 çàâèñèò îò çíàêà êîýôôèöèåíòà d. Âïðî÷åì,
â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ëèíåéíîãî íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (4) ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè
ìîæíî èçâëå÷ü èç èçâåñòíûõ ÂÊÁ-îöåíîê [3] äëÿ ïàðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé :

x(t) = td/2e±it[1 +O(t−1)], t→∞.
Äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîäîáíûõ îöåíîê íåò, è óñòîé÷èâîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ äðóãèì
ñïîñîáîì. Ïîõîæèå óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåíû, íàïðèìåð, â [4], ñòð.214, îäíàêî ïðè äîâîëüíî
æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ, ñì. òàêæå [5] è [6].
Â îáùåì ñëó÷àå ïðè àíàëèçå óðàâíåíèé (1) ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò ñòðóêòóðà ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû

dx

dt
= y + t−δ(ax+ by),

dy

dt
= −x+ t−δ(cx+ dy). (5)

2. Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó äëÿ íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû è ïîíÿòèå
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà [2]:

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèå x = 0, y = 0 íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè t ≥ T0, åñëè äëÿ

ëþáîãî t0 ≥ T0 è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε, ñóùåñòâóåò äðóãîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî δ(ε), òàê ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1) ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè x(t0), y(t0),
óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåíñòâàì |x(t0)| 6 δ(ε), |y(t0)| 6 δ(ε) óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ

t ≥ t0 íåðàâåíñòâàì |x(t)| < ε, |y(t)| < ε. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ

ñâîéñòâàìè:

lim
t→∞

x(t) = 0, lim
t→∞

y(t) = 0.

1Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ íåàâòîíîìíîé ÷àñòè (âîçìóùåíèÿ) ìîæåò áûòü èíîé, íàïðèìåð, ëîãàðèôìè÷åñêîé.
Äëÿ ïðîñòîòû çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòåïåííîå óáûâàíèå ñ δ, ν > 0
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Îïðåäåëåíèå 2. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ U(x, y, t), (x, y, t) ∈ DT íà-

çûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (1) ïðè t ≥ T , åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ W (x, y) òàêàÿ, ÷òî U(x, y, t) ≥ W (x, y) è ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ïî âðåìåíè, ñîñòàâëåííàÿ â ñèëó ýòèõ óðàâíåíèé íåïîëîæèòåëüíà

d

dt
U(x, y, t)

∣∣∣
(1)

6 0, ∀ t > T.

Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, [1], ñòð. 186. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äîïîëíèòåëüíî äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî:

d

dt
U(x, y, t)

∣∣∣
(1)

6 −W1(x, y), T < t <∞,

ãäå W1(x, y) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ óðàâíåíèé çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè óäàåòñÿ ðåøèòü òàêèì ñïîñîáîì íà ïîëóîñè
t > T c äîñòàòî÷íî äàëåêîé ãðàíèöåé T ≥ T0. Îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó T âîçíèêàþò
ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è çàâèñÿò îò ñòðóêòóðû íåàâòîíîìíûõ ñëàãàåìûõ.
Óñòîé÷èâîñòü íà çàðàíåå çàäàííîé ïîëóîñè t > T0 ïîëó÷àåòñÿ ñ ó÷åòîì èçâåñòíûõ ðåçóëü-
òàòîâ î íåïðåðûâíîñòè ïî ïàðàìåòðó ([7], ñòð.80) äëÿ ðåøåíèÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
T0 6 t 6 T . Ìû íå îáñóæäàåì ïîäðîáíåå ýòîò ýòàï.
Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äåìîíñòðèðóåòñÿ îñíîâíàÿ èäåÿ èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (2),
(3), 0 < δ 6 1. Åñëè êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

a+ d < 0, (a+ d)2 > (b+ c)2, (6)

òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå T > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > T ðåøåíèå x = 0, y = 0 ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ êàê äëÿ ñèñòåìû (5) òàê è äëÿ

ñèñòåìû (1).

Âíà÷àëå ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (5). Äî-
êàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â âèäå

V (x, y, t) =
1

2
(x2 + y2) + t−δαxy

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíò α è T ≥ 0. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé ïðè t > |α|1/δ. Êîíñòàíòû α è T ≥ T0 âûáèðàþòñÿ íà îñíîâå àíàëèçà ïðîèçâîäíîé
âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5):

d

dt
V (x, y, t)

∣∣∣
(5)

= t−δ[(a− α)x2 + (b+ c)xy + (α + d)y2 + ϕ(x, y, t)].

Çäåñü ôóíêöèÿ
ϕ = α[y(ax+ by)t−δ + x(cx+ dy)t−δ − δ xyt−1]

ìàëà íà áåñêîíå÷íîñòè ïî t è îöåíèâàåòñÿ: |ϕ(x, y, t)| 6 Mr2[t−δ + t−1], (M = const) ðàâíî-
ìåðíî ïî x è y â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ â ãëàâíîì ÷ëåíå àñèìïòîòèêè
ïðè t→∞ ñîäåðæèò ëèøü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó.
Äëÿ òîãî ÷òîáû V (x, y, t) áûëà ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà, âîçíèêàþùàÿ â ïðîèçâîäíîé, áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Çàïèøåì óñëîâèÿ
çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà, [8] ñòð. 181):

a− α < 0, P (α) ≡ α2 + α(d− a) +
1

4
(b+ c)2 − da < 0. (7)

Íóëè ïîëèíîìà P (α) = 0 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè α∓ = 1
2

[
a − d ∓√

(a+ d)2 − (b+ c)2
]
. Ïîñêîëüêó (a + d)2 > (b + c)2, òî ïðîìåæóòîê (α−, α+) íå ïóñò,
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òàê ÷òî ñóùåñòâóåò α ∈ (α−, α+), ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî âòîðîå óñëîâèå èç (7): P (α) < 0.

Òàê êàê a + d < 0 è 0 6 (b + c)2 ∀b, c, òî a + d 6 −
√

(a+ d)2 − (b+ c)2 èëè, ÷òî òî-

æå ñàìîå a 6 1
2

[
a − d −

√
(a+ d)2 − (b+ c)2

]
= α−. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò

ïåðâîå óñëîâèå (7). Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå α èç îòðåçêà (α−, α+) êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-
ìà îòðèöàòåëüíà è îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé −mt−δr2 ñ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé
m > 0.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

dV

dt
6 t−δr2

(
−m+M [t−δ + t−1]

)
6 t−δr2

(
−m+M [T−δ + T−1]

)
.

Åñëè òåïåðü âûáðàòü çíà÷åíèå T > |α|1/δ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû
−m+M [T−δ + T−1] < 0, òî ïðîèçâîäíàÿ îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé:

dV

dt
6 −µt−δV ⇒ V 6 C exp (µt1−δ/(1− δ))

ïðè 0 < δ < 1, è V 6 Ct−µ ïðè δ = 1 (µ = const > 0). Êîíñòàíòà C çàâèñèò îò òðàåêòîðèè.
Ïîñêîëüêó, m1r

2 6 V 6 m2r
2 (m1,m2 = const > 0), òî ðåøåíèå x = 0, y = 0 ñèñòåìû (5)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïîëíîé ñèñòåìû (1) íàäî èñïîëüçîâàòü ãàìèëüòîíèàí â êîí-

ñòðóêöèè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà:

V (x, y, t) = H(x, y) + t−δαxy.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî x, y è ïðè t > q|α|1/δ,
(0 < q = const <∞). Äëÿ ïîäáîðà êîíñòàíò α, T âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè V (x, y, t)
âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1):

d

dt
V (x, y, t)

∣∣∣
(1)

= t−δ[(a− α)x2 + (b+ c)xy + (α + d)y2 + φ(x, y) + ψ(x, y, t)].

Äëÿ ôóíêöèé

φ(x, y) = (ax+ by − αx)∂xh(x, y) + (cx+ dy + αy)∂yh(x, y),

ψ(x, y, t) = [∂xH(x, y) f(x, y, t) + ∂yH(x, y) g(x, y, t)]+

+αt−δ
[
y(ax+ by + f(x, y, t)) + x(cx+ dy + g(x, y, t))

]
− αδ xyt−1

èìåþò ìåñòî îöåíêè:

|φ(x, y)| 6 Mr3, |ψ(x, y, t)| 6 Mr2[t−ν−δ + t−δ + t−1], ∀ (x, y, t) ∈ D.
Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

dV

dt
6 t−δr2

(
−m+M [t−ν−δ + t−δ + t−1]

)
6

6 t−δr2
(
−m+M [T−ν−δ + T−δ + T−1]

)
, ∀ t ≥ T.

Åñëè òåïåðü âûáðàòü çíà÷åíèå T > q|α|1/δ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû
−m+M [T−ν−δ + T−δ + T−1] < 0, òî ïðîèçâîäíàÿ îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé: dV/dt < 0
ïðè t ≥ T . Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëèíåà-
ðèçîâàííîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî V (x, y, t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, è òåì ñàìûì
ðåøåíèå x = 0, y = 0 ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ïî ñóòè äåëà îáåñïå÷èâàåò àïðèîðíóþ îöåíêó äëÿ ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîêàçàâ íàëè÷èå òàêîé ôóíêöèè ìîæíî ñäåëàòü
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âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ íà ïîëóîñè T < t < ∞ äëÿ çàäà÷è Êîøè ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè èç îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ [9].
Öåíîé íåêîòîðîãî óñëîæíåíèÿ êîíñòðóêöèè âòîðîå íåðàâåíñòâî â óñëîâèè (6) ìîæíî

îïóñòèòü è äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

(2), (3), 0 < δ 6 1. Åñëè êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâó

a+ d < 0, (8)

òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå T > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > T ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

x = 0, y = 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì êàê äëÿ ñèñòåìû (5) òàê
è äëÿ ñèñòåìû (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñòðîèòñÿ â âèäå:

V (x, y, t) =
1

2
(x2 + y2) + t−δ

[
αxy − (b+ c)

2
x2
]
. (9)

Â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî x è y è ïðè t > q(|α| + |b + c|)1/δ ôóíêöèÿ V ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ. Âûáîð êîýôôèöèåíòîâ α, T äåëàåòñÿ íà îñíîâå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (5).
Ñîñòàâèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè V (x, y, t) âäîëü òðàåêòîðèè óðàâíåíèé (5):

d

dt
V (x, y, t)

∣∣∣
(5)

= t−δ[(a− α)x2 + (d+ α)y2 + ϕ(x, y, t)].

Çàìåòèì, ÷òî ïðîìåæóòîê (a,−d) íå ïóñò â ñèëó óñëîâèÿ a + d < 0. Åñëè âûáðàòü
α ∈ (a,−d), òî ïîëó÷èâøàÿñÿ çäåñü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áóäåò îòðèöàòåëüíà, ïîñêîëüêó
îêàçûâàåòñÿ a− α < 0, d+ α < 0, è îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé −mt−δr2 ñ êîíñòàíòîé
m > 0. Îñòàâøååñÿ ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëåíî ôóíêöèåé

ϕ(x, y, t) = t−δ
[(
αy − (b+ c)x

)
(ax+ by) + αx(cx+ dy)

]
− δ t−1

[
αxy − (b+ c)

2
x2
]
. (10)

Ýòà ôóíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ ìàëà ïðè t → ∞ è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà îöåíêà:
|ϕ(x, y, t)| 6 Mr2[t−δ + t−1], ðàâíîìåðíàÿ ïî x è y â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

dV

dt
6 r2t−δ

(
−m+M [t−δ + t−1]

)
6 r2t−δ

(
−m+M [T−δ + T−1]

)
.

Åñëè âûáðàòü T > q(|α|+ |b+c|)1/δ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû −m+M [T−δ+T−1] < 0, òî
ïðîèçâîäíàÿ áóäåò îòðèöàòåëüíà dV /dt < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, V (x, y, t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
Ëÿïóíîâà ïðè t ≥ T è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0, y = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì
ñèñòåìû (5). Äëÿ ñèñòåìû (1) íåìíîãî èçìåíÿåòñÿ âèä ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

V (x, y, t) = H(x, y) + t−δ
[
αxy − (b+ c)

2
x2
]
.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñëåäóåò èç îöåíîê, àíàëîãè÷íûõ
ïðèâåäåííûì â Ëåììå 1.

3. Òåîðåìà î íåóñòîé÷èâîñòè

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, äàííîå â òåîðåìå 1 áëèçêî ê íåîáõîäèìîìó, êàê ïîêà-
çûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

(2), (3), 0 < δ 6 1. Åñëè êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâó

a+ d > 0, (11)
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òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå T > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > T ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

x = 0, y = 0 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì êàê äëÿ ñèñòåìû (5) òàê è äëÿ ñèñòåìû (1).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèè V (x, y, t),
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé âäîëü òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëå-
íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ (Òåîðåìà Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè, ñì. [1], ñòð.190).
Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû
(9), êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî x, y ïðè
t > q(|α|+ |b+ c|)1/δ, (q = const > 0). Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (5) èìååò òîò æå
âèä:

d

dt
V (x, y, t)

∣∣∣
(5)

= t−δ
[
(a− α)x2 + (d+ α)y2 + ϕ(x, y, t)

]
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîìåæóòîê (−d, a) íå ïóñò â ñèëó óñëîâèÿ a + d > 0. Åñëè âûáðàòü
α ∈ (−d, a), òî ïîëó÷èâøàÿñÿ çäåñü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áóäåò ïîëîæèòåëüíà, ïîñêîëüêó
îêàçûâàåòñÿ a−α > 0, d+α > 0. Ïðè òàêîì âûáîðå α êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíà
è îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé mt−δr2 ñ êîíñòàíòîé m > 0. Îñòàâøååñÿ ñëàãàåìîå ïðåä-
ñòàâëåíî ôóíêöèåé (10), êîòîðàÿ ìàëà |ϕ(x, y, t)| 6 Mr2[t−δ + t−1] ðàâíîìåðíî ïî x è y â
îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

dV

dt
> r2t−δ(m−M [t−δ + t−1]) > r2t−δ(m−M [T−δ + T−1]).

Âûáåðåì T > q(|α|+ |b+ c|)1/δ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû m−M [T−δ + T−1] > 0. Â ñèëó
íåðàâåíñòâà m1r

2 6 V 6 m2r
2, (m1,m2 = const > 0) â ñëó÷àå δ = 1 äëÿ ïðîèçâîäíîé

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

dV

dt
> µ · t−1V ⇒ V > Ctµ, µ = const > 0.

Åñëè 0 < δ < 1, òî äëÿ ôóíêöèè V áóäåò âåðíà àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñ ýêñïîíåíòîé. Êîí-
ñòàíòà C çàâèñèò îò âûáðàííîé òðàåêòîðèè. Èç ïîñëåäíèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå
ñèñòåìû (5) x(t) = y(t) = 0 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ïîñòðîèì ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî x, y è ïðè t > q(|α|+ |b+ c|)1/δ ôóíêöèþ,
èñïîëüçóÿ ãàìèëüòîíèàí:

V (x, y, t) = H(x, y) + (αxy − b+ c

2
x2)t−δ.

Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

d

dt
V (x, y, t)

∣∣∣
(1)

= t−δ[(a− α)x2 + (d+ α)y2 + φ(x, y) + ψ(x, y, τ)].

Äëÿ ôóíêöèé

φ(x, y) = [(α + d)y − bx]∂hy(x, y) + [(a− α)x+ by]∂xh(x, y),

ψ(x, y, τ) = [∂xH(x, y)f(x, y, t) + ∂yH(x, y)g(x, y, t)]+

+t−δ
[
α(y − (b+ c)x)(ax+ by + f) + αx(cx+ dy + g)

]
− δt−1(αxy − b+ c

2
x2)

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

|φ(x, y)| 6 Mr3, |ψ(x, y, t)| 6 Mr2[t−ν−δ + t−δ + t−1], ∀ (x, y, t) ∈ D.
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Ïðè âûáîðå α ∈ (−d, a) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíà è îöåíèâàåòñÿ ñíèçó mt−δr2 ñ
ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé m > 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

dV

dt
> r2t−δ(m−M [t−ν−δ + t−δ + t−1]) > r2t−δ(m−M [T−ν−δ + T−δ + T−1]).

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò ïåðâóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

4. Ïðèìåðû äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíÿòü ê íåëèíåéíûì íåàâòîíîìíûì óðàâíåíèÿì
äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè èõ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Íàèáîëåå ïðîñòîé ïðèìåð
äàåò ÷àñòíûé ñëó÷àé òðåòüåãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå
Óðàâíåíèå P3.

ẍ+ sinx = −t−1ẋ. (12)

ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå òèïà (1):

ẋ = y, ẏ = − sinx− t−1y.

Â äàííîì ñëó÷àåH(x, y) = 1
2
y2−cosx+1, êîýôôèöèåíòû a = b = c = 0, d = −1. Ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ x = 0, y = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷êå òèïà öåíòð äëÿ ïðåäåëüíîé
ñèñòåìû ẋ = y, ẏ = − sinx. Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû
âûòåêàåò èç òåîðåìû 1, ïîñêîëüêó a+ d = −1 < 0. Âïðî÷åì, ýòîò ðåçóëüòàò èçâåñòåí, [10].
Äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå íåïîäâèæíûõ òî÷åê îáû÷íî íå ñóùåñòâóåò. Âìåñòî íèõ

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå âûäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé ñâîåé àñèìïòî-
òèêè íà áåñêîíå÷íîñòè. Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ðåøåíèé ëåãêî ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó
îá óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê â ñëåãêà ïðåîáðàçîâàííûõ óðàâíåíèÿõ. ßñíî, ÷òî
ñòðóêòóðà ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ è ñâîéñòâà íåïîäâèæíîé òî÷êè çàâèñÿò îò âû-
áðàííîãî ðåøåíèÿ.
Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîïóëÿðíû è øèðîêî èçâåñòíû àñèìïòîòèêè â

íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìå: â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè [11, 12].
Õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûìè (íå îáùè-
ìè), îäíàêî, èìåííî ñðåäè íèõ âñòðå÷àþòñÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûå è çíà÷èìûå äëÿ ïðè-
ëîæåíèé. Ïðè ýòîì íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî ðåàëüíûì (íàáëþäàåìûì) ñîñòîÿíèÿì ôèçè÷å-
ñêèõ ñèñòåì îáû÷íî ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ. Òàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò
÷àñòü ðåøåíèé ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé.
Óñòîé÷èâîñòü òàêèõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ðåøåíèé èíîãäà ïîëó÷àåòñÿ, êàê ñëåäñòâèå ðåçóëü-

òàòîâ îá àñèìïòîòèêå îáùèõ ðåøåíèé [10]. Îäíàêî, èññëåäîâàíèå îáùèõ ðåøåíèé íåðåäêî
óâîäèò â ñòîðîíó: çíà÷èòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò êàê â ôîðìàëüíûõ
ïîñòðîåíèÿõ ïðè âûáîðå àíçàòöà òàê è â òåîðåìàõ îáîñíîâàíèÿ ïðè îöåíêå îñòàòî÷íûõ
÷ëåíîâ [13, 14]. Ìåæäó òåì, âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ðåøèòü
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.
Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé äëÿ

óðàâíåíèé Ïåíëåâå. ×àñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íîñèò èëëþñòðàòèâíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó
èõ ìîæíî èçâëå÷ü èç èçâåñòíûõ àñèìïòîòèê [10] (ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ: P1,P2). Äëÿ ÷åò-
âåðòîãî óðàâíåíèÿ (P4) ðåçóëüòàò îá óñòîé÷èâîñòè, ïî-âèäèìîìó, íå áûë ñòðîãî äîêàçàí.

Óðàâíåíèå P1.

d2u

dz2
= 6u2 − 6z. (13)

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ: t = 4z5/4/5, u(z) =
√
z · x(t) óðàâíåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä:

ẍ− 6x2 + 6 = −t−1ẋ+ t−2 4

25
x. (14)
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Ïðè t→∞ çàìåíèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (14) íóëåì è ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðå-
äåëüíîãî óðàâíåíèÿ: ẍ−6x2 +6 = 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà: ẋ = y, ẏ = 6x2 − 6.
Â ýòîé àâòîíîìíîé ñèñòåìå èìåþòñÿ äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè x0 = ±1, y0 = 0.
Åñëè â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè âçÿòü x0 = ±1, òî äëÿ íåàâòîíîìíîãî

óðàâíåíèÿ (14) ëåãêî ïîñòðîèòü ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â âèäå ñòåïåííîãî
ðÿäà:

x±(t) = ±1 +
∞∑
n=2

x±n t
−n

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè x±n . Â ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâóþùåì x0 = 1, ðåøåíèå x+(t)
áóäåò íåóñòîé÷èâûì, êàê ñëåäóåò èç àíàëèçà ëèíåàðèçîâàííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû [1].
Âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ x−(t) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé-
÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé èç èñõîäíîé çàìåíîé
x = x−+ x̃, y = x′−+ ỹ. Äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàðûå îáîçíà-
÷åíèÿ x̃⇒ x, ỹ ⇒ y:

ẋ = y, ẏ = 6x2 + 12x−(t)x− t−1y + t−2 4

25
x. (15)

Â ôóíêöèè x−(t) âûäåëèì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïðè t → ∞ è ïåðåíîðìèðóåì
ïåðåìåííûå, îñòàâëÿÿ ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ: x⇒ x/

√
12, t⇒ t/

√
12. Òîãäà óðàâíåíèÿ (15)

ïåðåïèñûâàþòñÿ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå (1)

ẋ = y, ẏ = −x+
x2

2
√

12
− t−1[y + g(x, y, t)]

ñ a = b = c = 0, d = −1, ãàìèëüòîíèàíîì H = (x2 + y2)/2 − x3/12
√

3 è ñ íåàâòîíîìíûì
ñëàãàåìûì g(x, y, t) = O(t−1), t → ∞. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x =
0, y = 0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
Óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìîé. Çäåñü òðå-

áóåòñÿ ó÷èòûâàòü ñòðóêòóðó ëèíåéíîé ÷àñòè â ãëàâíîì ÷ëåíå àñèìïòîòèêè íåàâòîíîìíûõ
ñëàãàåìûõ. Òåïåðü óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, ïîñêîëüêó
a + d = −1 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óðàâíåíèÿ (14) ðåøåíèå ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé
x−(t) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Óðàâíåíèå P2.

d2u

dz2
= 2u3 − 2zu+

2α

3
, (α = const). (16)

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ t = 2z3/2/3, u(z) =
√
z · x(t) óðàâíåíèå (16) ïðèíèìàåò âèä:

ẍ− 2x3 + 2x = t−1(α− ẋ) + t−2 1

9
x. (17)

Â ïðåäåëå ïðè t → ∞ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ẍ − 2x3 + 2x = 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà: ẋ = y, ẏ = 2x3 − 2x. Â ýòîé ñèñòåìå èìåþòñÿ òðè íåïîäâèæíûå
òî÷êè {±1, 0} è {0, 0}. Íåïîäâèæíûå òî÷êè (1, 0) è (−1, 0) ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè, ïîýòîìó,
ïîëàãàÿñü íà ïðåäûäóùèé îïûò, ýòè òî÷êè ìû îñòàâëÿåì â ñòîðîíå. Òî÷êà (0, 0) â àâòî-
íîìíîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì. Åñëè â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè âçÿòü ýòó
òî÷êó, òî äëÿ íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (17) ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x0(t) =
α

2t
+
∞∑
n=3

xnt
−n



96 Î.À. ÑÓËÒÀÍÎÂ

Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå, ñäåëàåì ñäâèã ïåðåìåííûõ â íåàâòîíîìíîé ñèñòåìå: x = x0 + x̃,
y = x′0 + ỹ. Ñîõðàíÿÿ ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ x̃⇒ x, ỹ ⇒ y, çàïèøåì íîâûå óðàâíåíèÿ â âèäå:

ẋ = y, ẏ = 2x3 + 6x0(t)
2x+ 6x0(t)x

2 − 2x− t−1y + t−2 1

9
x.

Ïóòåì ïåðåíîðìèðîâêè x⇒ x/
√

2, t⇒ t/
√

2 óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó:

ẋ = y, ẏ = −x+
x3

2
− t−1y + t−2 1

9
x+ 3x0(t)

2x+
3√
2
x0(t)x

2. (18)

Òî÷êà x = 0, y = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò
ñòàíäàðòíóþ ôîðìó (1) ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = (x2 + y2)/2 − x4/8 è ñ êîýôôèöèåíòàìè
a = b = c = 0, d = −1. Ïîñêîëüêó a + d = −1 < 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0, y = 0
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (17) ðåøåíèå ñî ñòå-
ïåííîé àñèìïòîòèêîé x0(t) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Óðàâíåíèå P4.

d2u

dz2
=

1

2u

(du
dz

)2

+
3

2
u3 + 4zu2 + 2(z2 − α)u+

β

u
, (α, β = const). (19)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: t = z2, u(z) = z · x(t), òîãäà óðàâíåíèå (19) ïðèíèìàåò âèä:

ẍ− ẋ2

2x
− x

2
− x2 − 3

8
x3 =

x

8t2
− ẋ

t
− αx

2t
+

β

4xt2
.

Äëÿ çàïèñè ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ïåðåìåííûå, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ãàìèëüòîíîâîñòü àâòîíîìíîé ÷àñòè:

ẋ = y x, ẏ = −1

2
y2 +

1

2
+ x+

3

8
x2 − 1

t

(
y +

α

2

)
+

1

t2
(1
8

+
β

4x2

)
. (20)

Ñîîòâåòñòâóþùèå àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ áóäóò ãàìèëüòîíîâû:

ẋ = y x, ẏ = −1

2
y2 +

1

2
+ x+

3

8
x2.

Â ýòîé ñèñòåìå èìååòñÿ äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè (−2, 0) è (−2/3, 0), íà îñíîâå êîòîðûõ
âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé äëÿ íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé.
Ïåðâàÿ èç ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé, à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì.
Åñëè â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè âçÿòü x = −2/3, y = 0, òî ìîæíî ïîñòðî-

èòü ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

x0(t) = −2

3
+
α

t
+
∞∑
n=2

xnt
−n, y0(t) = x′0(t)/x0(t).

Êîýôôèöèåíòû xn = const íàõîäÿòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðÿäà
â óðàâíåíèå (20).
Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â íåàâòîíîìíîé ñèñòåìå:

x = x0 + x̃, y = y0 −
√

3ỹ/2, t =
√

3 · t̃. Ñîõðàíÿÿ ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ x̃⇒ x, ỹ ⇒ y, t̃⇒ t,
çàïèøåì íîâûå óðàâíåíèÿ â âèäå:

ẋ = y − 3

2
yx− t−1

√
3α

2
y + φ1(x, y, t),

ẏ = −x− 3

4
(x2 + y2)− t−1

(√3α

2
x+ y) + φ2(x, y, t).
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Çäåñü ôóíêöèè èç íåàâòîíîìíîé ÷àñòè èìåþò îöåíêè

|φ1(x, y, t)|, |φ2(x, y, t)| 6 Mt−2, M = const, t > 1,

è òî÷êà x = 0, y = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þò ñèñòåìå (1) ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = (x2 + y2)/2 + x3/4 − 3xy2/4 è ñ êîýôôèöèåíòàìè
a = 0, b = −

√
3α/2, c = −

√
3α/2, d = −1. Ïîñêîëüêó a+d = −1 < 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíî-

âåñèÿ x = 0, y = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
(20) ðåøåíèå ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé x0(t) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

5. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì âèäà (1) ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåî-
ðåìû îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Äëÿ ïðîâåðêè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè â òàêèõ óðàâíåíèÿõ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ óñëîâèé íà êî-
ýôôèöèåíòû ïðè ëèíåéíûõ ïî x è y ñëàãàåìûõ â íåàâòîíîìíîé ÷àñòè ñèñòåìû. Èç äîêà-
çàííûõ óòâåðæäåíèé âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè áëèçêè ê
íåîáõîäèìûì. Îñòàåòñÿ íåèññëåäîâàííûì òàê íàçûâàåìûé íåéòðàëüíûé ñëó÷àé ñ a+d = 0,
êîãäà òðåáóåòñÿ àíàëèç íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû (1), ìîæíî îáîáùàòü íà ìíîãîìåðíûå

ñèñòåìû. Ïðè ýòîì îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûå íåàâòîíîì-
íûå ñèñòåìû òèïà (5). Îäíàêî, óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå óñòîé÷èâîñòü, áóäóò âûãëÿäåòü
íå ñòîëü ïðîñòî.
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