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ПРАВЫЙ ОБРАТНЫЙ ДЛЯ ОПЕРАТОРА СВЕРТКИ
В ПРОСТРАНСТВЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА

С.Г. МЕРЗЛЯКОВ

Аннотация. В данной заметке рассматриваются операторы свертки в пространстве
целых функций экспоненциального типа меньше σ, σ 6 ∞. Показано, что линейный
непрерывный правый обратный для операторы свертки существует тогда и только
тогда, когда характеристическая функция данного оператора имеет конечное число
нулей в открытом круге с центром в нуле и радиуса σ.

Ранее вопрос о существовании линейного непрерывного правого обратного для опе-
ратора свертки изучался в пространствах голоморфных в выпуклой области функций,
ростков голоморфных функций на выпуклых компактах, целых функций порядка не
выше ρ, ρ > 1, а для пространства целых функций экспоненциального типа не рас-
сматривался.

Ключевые слова: оператор свертки, правый обратный, пространство целых функций
экспоненциального типа.

1. Введение

Вопрос о существовании линейного непрерывного правого обратного для оператора
свертки изучался в пространствах голоморфных в выпуклой области функций, ростков
голоморфных функций на выпуклых компактах, целых функций порядка не выше ρ, ρ > 1
(см. [1], [2], [3]), а для пространства целых функций экспоненциального типа не рассмат-
ривался.

В данной статье мы восполним этот пробел.

2. Несуществование правого обратного

Обозначим через [1, σ) пространство целых функций экспоненциального типа меньше σ
c обычной топологией, 0 < σ 6 ∞, а через Dσ — круг {z ∈ C : |z| < σ}.

Нижеследующие сведения можно найти в работах [4], [6], [7], [5].
Линейный оператор A : [1, σ) → [1, σ) непрерывен, если он секвенциально непрерывен.
Последовательность функций ϕn ∈ [1, σ), n ∈ N сходится в топологии пространства [1, σ)

тогда и только тогда, когда последовательность ϕn сходится равномерно на каждом ком-
пакте и существуют константы c, ε > 0 такие, что равномерно относительно n выполняется
неравенство |ϕn(λ)| 6 ce(σ−ε)|λ|.

Сильное сопряженное к пространству [1, σ) изоморфно пространству голоморфных
функций H(Dσ) c естественной топологией, причем функционалу S ∈ [1, σ)∗ соответствует
функция f(z) = 〈St, e

tz〉.Оператор свертки Mf : [1, σ) → [1, σ) определяется по формуле

S.G. Merzlyakov, Right inverse of the convolution operator in the space of entire functions
of exponential type.
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(Mfϕ)(λ) = 〈Sµ, ϕ(λ+ µ)〉, функция f называется характеристической функцией операто-
ра Mf . Это линейный непрерывный оператор, сюрьективный в случае f 6= 0. Для функций
f1, f2 ∈ H(Dσ) выполняется соотношение Mf1f2 = Mf1Mf2 .

Приведем теперь основной результат данной статьи.

Теорема 1. Пусть f ∈ H(Dσ), f 6= 0.
Оператор свертки Mf имеет линейный непрерывный правый обратный тогда и только

тогда, когда у функции f конечное число нулей в круге Dσ.

Доказательство. Пусть у функции f конечное число нулей в круге Dσ. Рассмотрим
оператор T , заданный следующим соотношением

(Tϕ)(λ) =
1

2πi

∫
|z|=r

γ(z)eλz

f(z)
dz,

где функция γ ассоциирована по Борелю с функцией ϕ, а окружность {|z| = r} содержит
внутри себя все корни функции f кругаDσ. Несложно показать, что этот оператор линейно
и непрерывно отображает пространство [1, σ) в себя, и является правым обратным для
оператора Mf .

Обратно, предположим, что линейный непрерывный оператор T : [1, σ) → [1, σ) служит
правым обратным для оператора Mf , и предположим, что у функции f бесконечное число
нулей в круге Dσ.

Функцию f представим в виде f = gh, g, h ∈ H(Dσ), причем у функции g бесконечное
число нулей в круге Dσ, все они простые и g(0) 6= 0. Тогда оператор K = MhT будет
линейным непрерывным правым обратным для оператора Mg.

Из неравенства ∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

anλn

n!

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

n=0

|anλn|
n!

= e|a||λ|

заключаем, что для фиксированного числа a ∈ C, 0 < |a| < σ, ряд
∞∑

n=0

anλn

n!

сходится в топологии пространства [1, σ). В таком случае в этой топологии сходится и ряд
∞∑

n=0

anϕn(λ)

n!
,

где ϕn = K(λn), и из сходимости общего члена ряда вытекает неравенство

|ϕn(λ)| 6 c1
n!

|a|n
eb|λ|, n ∈ N0, (1)

для некоторых чисел b, c > 0, b < σ. Через N0 мы обозначаем множество неотрицательных
целых чисел.

Функция ϕn удовлетворяет уравнению (Mgψ)(λ) = λn, n ∈ N0, решением этого же
уравнения является многочлен

pn(λ) =
n!

2πi

∫
|z|=r

eλz

f(z)zn+1
dz, (2)

где окружность {|z| = r} не содержит внутри себя корней функции f . Из неравенства (1)
следует представление

ϕn(λ) = pn(λ) +
k∑

j=1

αjne
zjλ, (3)
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где λ1, . . . , λk — все нули функции g, по модулю не превосходящие b, а α1n, . . . , αkn ∈ C,
n ∈ N0 — некоторые числа (см. [8]).

Для произвольных различных чисел λ1, . . . , λk+1 ∈ C найдутся числа β1, . . . , βk+1 ∈ C
не равные нулю одновременно со свойством

k+1∑
l=1

βle
zjλl = 0, j = 1, . . . , k, (4)

и из равенств (2), (3) для числа a ∈ C, |a| < r, получим
k+1∑
l=1

βl

∞∑
n=0

anϕn(λl)

n!
=

k+1∑
l=1

βl

∞∑
n=0

anpn(λl)

n!
=

k+1∑
l=1

βl

∞∑
n=0

1

2πi

∫
|z|=r

aneλlz

f(z)zn+1
dz =

=
k+1∑
l=1

βl
1

2πi

∫
|z|=r

eλlz

f(z)(z − a)
dz =

∑k+1
l=1 βle

λla

f(a)
.

Здесь левая часть голоморфна по a в круге Dσ, а правая часть, очевидно, имеет в нем
бесконечное число полюсов. Полученное противоречие и доказывает теорему.
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