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ПОЛНОТА СИСТЕМ ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИЙ ЭЙРИ
И ГИПЕРЦИКЛИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ

В.Э. КИМ

Аннотация. Изучается задача построения новых классов гиперциклических опера-
торов на пространстве всех целых функций с топологией равномерной сходимости на
компактах комплексной плоскости. Эта задача тесно связана с задачей о полноте неко-
торой системы целых функций. В работе доказывается, что система последовательных
производных любого ненулевого решения дифференциального уравнения Эйри полна
в пространстве всех целых функций. Этот результат применяется для описания но-
вых классов гиперциклических дифференциальных операторов с полиномиальными
коэффициентами, связанных с уравнением Эйри.
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1. Введение

Пусть H(C) – пространство целых функций с топологией равномерной сходимо-
сти на компактах. В 1929 году Дж. Биркгоф получил следующий результат [1]: Для
любого 0 6= a ∈ C существует целая функция f , такая, что множество ее сдвигов
{f(z + an), n = 0, 1, 2, ...} плотно в H(C). В 1952 году МакЛейн [2] доказал, что суще-
ствует целая функция f , такая, что множество ее производных {f (n)(z), n = 0, 1, 2, ...}
плотно в H(C). Эти работы положили начало изучению гиперциклических операторов.

Определение 1. Пусть X — топологическое векторное пространство. Линейный
непрерывный оператор T : X → X называется гиперциклическим, если существует
такой элемент x ∈ X, что его орбита {T nx, n = 0, 1, 2, ...} плотна в X.

Данное определение гиперциклического оператора было впервые предложено в работе
[3]. С точки зрения этого определения результаты работ [1] и [2] означают соответственно,
что операторы сдвига и дифференцирования явлются гиперциклическими на пространстве
H(C). В 1991 году в работе Годфруа и Шапиро [4] была установлена гиперцикличность
для значительно более широкого класса операторов.

Известно (см., например, [5]), что любая целая функция экспоненциального типа
L(λ) =

∑∞
k=0 dkλ

k определяет на пространстве H(C) оператор свертки M , который мо-
жет быть записан в виде дифференциального оператора (вообще говоря, бесконечного
порядка) с постоянными коэффициентами:

M [f ](z) =
∞∑

k=0

dkf
(k)(z). (1)

Функция L называется характеристической функцией оператора (1). В работе [4] было
показано, что любой оператор свертки (1) является гиперциклическим, если его характе-
ристическая функция не равна тождественно константе.
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Возникает следующий вопрос: какие другие операторы, помимо операторов свертки,
являются гиперциклическими на пространстве H(C)? Исследованию этого вопроса был
посвящен ряд работ (см., например, [6], [7], [8], [9]). В работе [6] было показано, что опе-
ратор вида (a): f(z) → f ′(λz) является гиперциклическим при любой константе λ ∈ C,
такой, что |λ| ≥ 1 и не является гиперциклическим, если |λ| < 1. В работе [7] доказывается
гиперцикличность обобщенных операторов свертки вида (b): f(z) →

∑∞
k=0 dkΛ

k
αf(z), где

Λαf(z) = f ′(z) + (α + 1/2)
(

f(z)−f(−z)
z

)
— оператор Данкла, α ≥ −1/2. В работе [8] даны

некоторые достаточные условия гиперцикличности и указаны примеры операторов, удо-
влетворяющих этим условиям, и не являющихся операторами свертки. В качестве таких
примеров приведены, в частности, операторы вида (a) из работы [6], а также операторы
вида (c): f(z) →

∑K
k=1 dkz

k−1f (k)(z). В работе [9] доказана гиперцикличность операторов
обобщенной свертки вида (d): f(z) →

∑∞
k=0 dkD

kf(z), где D — оператор обобщенного диф-
ференцирования Гельфонда-Леонтьева. Отметим также, что операторы вида (d) содержат
в себе операторы видов (a), (b), (c).

В данной статье установлен новый класс гиперциклических операторов на простран-
стве H(C). Отметим, что задача о гиперцикличности операторов из определенного класса
связана, как правило, с задачей о полноте некоторой системы функций. В статье устанав-
ливается полнота систем последовательных производных решений дифференциального
уравнения Эйри:

y′′ − zy = 0. (2)

На основе этого результата устанавливается гиперцикличность линейных дифференциаль-
ных операторов с полиномиальными коэффициентами, связанных с уравнением (2).

Отметим, что любое ненулевое решение уравнения (2) является трансцендентной це-
лой функцией и имеет порядок, равный 3/2 (см., например, [10, с. 74]). Общее решение
уравнения (2) может быть записано в виде y(z) = c1Ai(z) + c2Bi(z), где Ai(z), Bi(z) —
функции Эйри, c1, c2 — произвольные константы. Функции Эйри имеют многочисленные
применения в различных задачах математики и физики (см., например, монографию [11]).

Основные результаты статьи сформулированы в следующих теоремах.

Теорема 1. Пусть целая функция f является решением уравнения Эйри (2) и
f не равна тождественно нулю. Тогда система последовательных производных
{f (n), n = 0, 1, ...} полна в пространстве H(C).

Теорема 2. Пусть P (λ) =
∑K

k=0 ckλ
k — произвольный многочлен, не равный тожде-

ственно константе, U : H(C) → H(C) — линейный непрерывный оператор вида

U [f ] = P (V )f =
K∑

k=0

ckV
k[f ], (3)

где V [f ](z) = f ′′(z)− zf(z). Тогда U — гиперциклический оператор на H(C).

2. Полнота систем целых функций и гиперциклические операторы

Как уже отмечалось во введении, существует тесная связь между гиперцикличностью
и полнотой некоторой системы функций. Данная связь устанавливается благодаря следу-
ющей теореме [12]:

Теорема 3. (Gethner, Shapiro) Пусть T : X → X — линейный непрерывный оператор,
X — пространство Фреше. Предположим, что существуют плотные подмножества
Φ,Ψ ⊂ X и отображение S : Ψ → X, такие, что: 1) T nφ → 0, ∀φ ∈ Φ, 2) Snψ → 0,
∀ψ ∈ Ψ, 3) TSψ = ψ, ∀ψ ∈ Ψ. Тогда T — гиперциклический оператор.
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Используя теорему 3 и схему, использованную Годфруа и Шапиро в [4, Теорема 5.1],
получаем следующее утверждение:

Теорема 4. Пусть T — линейный непрерывный оператор на H(C), такой, что най-
дутся система целых функций {fλ}λ∈C и отличная от константы функция G ∈ H(C),
для которых выполняется T [fλ(z)] = G(λ)fλ(z), ∀λ ∈ C. Пусть система {fλ}λ∈Λ полна
в H(C) для любого множества Λ ⊂ C, содержащего хотя бы одну предельную точку.
Тогда T — гиперциклический оператор.

Доказательство. Обозначим Λ1 = {λ ∈ C : |G(λ)| < 1} и Λ2 = {λ ∈ C : |G(λ)| > 1}. То-
гда Λ1 и Λ2 являются непустыми открытыми подмножествами в C. Из условий теоремы
вытекает, что Φ = span{fλ, λ ∈ Λ1} и Ψ = span{fλ, λ ∈ Λ2} являются плотными подмно-
жествами в H(C). Определим оператор S : Ψ → H(C):

S[fλ](z) =
fλ(z)

G(λ)
, λ ∈ Λ2.

Имеем: 1) T n[fλ](z) = (G(λ))nfλ(z) → 0 равномерно на компактах, ∀λ ∈ Λ1 ⇒ T nφ → 0,
∀φ ∈ Φ; 2) Sn[fλ](z) = fλ(z)

(G(λ))n → 0 равномерно на компактах, ∀λ ∈ Λ2 ⇒ Snψ → 0, ∀ψ ∈ Ψ;
3) TS[fλ](z) ≡ fλ(z), ∀λ ∈ Λ2 ⇒ TSψ = ψ, ∀ψ ∈ Ψ.
Таким образом, по теореме 3, T — гиперциклический оператор.

3. Доказательство основных результатов

В этом разделе приводится доказательство теорем 1 и 2, сформулированых во введении.
Приведем вначале доказательство теоремы 1.

Доказательство. Пусть f удовлетворяет условиям теоремы. Известен следующий ре-
зультат [14]: для любой функции F ∈ H(C) полнота в пространстве H(C) системы
{F (n), n = 0, 1, ...} эквивалетна тому, что F не удовлетворяет ни одному однородному
уравнению свертки на пространстве H(C). Таким образом, для доказательства теоремы
достаточно показать, что f не удовлетворяет ни одному однородному уравнению свертки
на пространстве H(C).

Предположим, что f является решением некоторого однородного уравнения свертки
вида

∞∑
k=0

dkF
(k)(z) = 0, (4)

где L(z) =
∑∞

k=0 dkz
k — целая функция экспоненциального типа. Отметим вначале, что,

если функция L имеет лишь конечное число нулей, то f , очевидно, не может удовлетво-
рять уравнению (4). Действительно, любое решение уравнения (4) является в этом случае
конечной суммой экспоненциальных решений и, следовательно, является целой функци-
ей экспоненциального типа. С другой стороны, функция f , являясь решением уравнения
Эйри, имеет порядок 3/2.

Предположим теперь, что L имеет бесконечно много нулей. Обозначим через {λj,mj}∞j=1

множество нулей функции L, где через mj обозначена кратность нуля λj. Тогда функции
za exp(λjz), j ∈ N, a = 0, 1, ...,mj − 1, являются решениями уравнения (4). Решения такого
вида обычно называют элементарными решениями. Известно, что любое решение одно-
родного уравнения свертки (4) может быть аппроксимировано линейными комбинациями
элементарных решений (см. [13]). Следовательно, функцию f можно представить в виде:

f(z) = lim
n→∞

qn∑
j=1

pj(z) exp(λjz), (5)
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где pj(z) — полиномы степени не выше mj − 1; qn ∈ N, limn→∞ qn = +∞. Таким образом,

f ′′(z) = lim
n→∞

qn∑
j=1

exp(λjz)(p
′′
j (z) + 2λjp

′
j(z) + λ2

jpj(z)), (6)

Определим следующие многочлены: Qj(z) = p′′j (z) + 2λjp
′
j(z) + λ2

jpj(z)− zpj(z). Так как f
является решением уравнени Эйри, то zf(z) = f ′′(z). Тогда с учетом (5) и (6) получаем:

lim
n→∞

qn∑
j=1

Qj(z) exp(λjz) = 0. (7)

Покажем, что Qj(z) ≡ 0 для любого j ∈ N. Для этого зафиксируем произвольное s ∈ N и
определим функцию

Ls(z) =
( L(z)

(z − λs)ms

)2

=
∞∑

k=0

βkz
k.

Тогда Ls является целой функцией экспоненциального типа и, таким образом, определяет
на пространстве H(C) оператор свертки

Ms[F ](z) =
∞∑

k=0

βkF
(k)(z).

Очевидно, Ls(λs) 6= 0. Если j 6= s, то λj является нулем функции Ls кратности
2mj ≥ mj + 1. Следовательно, Ms[z

a exp(λjz)] = 0 при j 6= s, a = 0, 1, ...,mj + 1. Применяя
к (7) оператор Ms, получаем:

Ms[Qs(z) exp(λsz)] = 0. (8)

Заметим теперь, что для любой функции F ∈ H(C) и любого λ ∈ C выполняется:

(F (z) exp(λz))′ = exp(λz)(F ′ + λF ),

(F (z) exp(λz))′′ = exp(λz)(F ′′ + 2λF ′ + λ2F ),

...

(F (z) exp(λz))(N) = exp(λz)(F (N) + bN−1λF
(N−1) + ...+ b1λ

N−1F ′ + λNF ),

где b1, ..., bN−1 — определенные константы. Используя эти соотношения, получаем:

Ms[Qs(z) exp(λsz)] = exp(λsz)
∞∑

k=0

βk(Q
(k)
s + bk−1λsQ

(k−1)
s + ...+ b1λ

k−1
s Q′s + λk

sQs)

Переобозначив константы, последнее равенство можно записать в виде:

Ms[Qs(z) exp(λsz)] = exp(λsz)
∞∑

k=0

β̃kQ
(k)
s (z). (9)

Тогда из (8) и (9) следует, что
∞∑

k=0

β̃kQ
(k)
s (z) = 0. (10)

Из (10) вытекает, что, если многочлен Qs не равен тождественно нулю, то необходимо
выполняется β̃0 = 0. Действительно, перепишем (10) в виде

β̃0Qs(z) = −
∞∑

k=1

β̃kQ
(k)
s (z).
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Последнее равенство, очевидно, может выполняться лишь в том случае, если обе его части
тождественно равны нулю. Таким образом, при предположении, что многочленQs не равен
тождественно нулю, должно выполняться β̃0 = 0. С другой стороны,

β̃0 =
∞∑

k=0

βkλ
k
s = Ls(λs) 6= 0.

Следовательно, Qs(z) ≡ 0. Таким образом, многочлен ps должен удовлетворять диффе-
ренциальному уравнению:

p′′s(z) + 2λsp
′
s(z) + λ2

sps(z) = zps(z).

Тогда, очевидно, ps(z) ≡ 0. Таким образом, с учетом произвольности зафиксированного s,
из представления (5) вытекает f ≡ 0, что противоречит условиям теоремы. Следовательно,
f не может быть решением ни одного однородного уравнения свертки вида (4).

Приведем теперь доказательство теоремы 2.

Доказательство. Докажем, что оператор (3) является гиперциклическим оператором.
Пусть F ∈ kerV и F не равна тождественно нулю. Для λ ∈ C обозначим Fλ(z) ≡ F (z+λ).
Нетрудно видеть, что V [Fλ] = λFλ при любом λ ∈ C. Следовательно, U [Fλ] = P (λ)Fλ.
Согласно теореме 1, система {F (n), n = 0, 1, ...} полна в H(C), что эквивалетно (см. [15])
полноте в H(C) системы {Fλ, λ ∈ Λ}, где Λ — любое подмножество в C, содержащее пре-
дельную точку. Следовательно, по теореме 4, оператор U является гиперциклическим.
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