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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ВАРИОГРАММЫ
В НУЛЕ (МОДЕЛЬ ЧЕРНЫЙ ШУМ)

В.А. БАЙКОВ, Н.К. БАКИРОВ , А.А. ЯКОВЛЕВ

Аннотация. Известно, что большую роль в топологии и геометрии стационарных
гауссовых случайных полей играет вторая производная ковариации в нуле. Исходя из
внешней информации о реализации случайной функции в прикладных науках возни-
кает вопрос ее учета, в частности, по средством задания степенного поведения в нуле.
В данной работе предложена модель, обеспечивающая заданное асим-тотическое пове-
дение.

Ключевые слова: геостохастическое моделирование, спектральная теория стацио-
нарных случайных полей, эйлерова характеристика, фрактальная размерность.

1. Введение

На практике, ввиду неполноты знания о системе и возможной противоречивости вход-
ной информации, для воспроизведения реальности необходим вероятностный подход (см,
например,[1, 2, 3, 4, 5, 6] ). При моделировании случайных полей, как правило, используют
(1) Гауссово моделирование, (2) спектральную теорию, (3) Байесовский подход. Однако
предполагается знание случайного поля (с вероятностной точки зрения), а именно для
моделирования стационарных Гауссовых случайных полей необходимо знание математи-
ческиго ожидания и ковариации.

Большую роль при моделировании стационарных гауссовых случайных полей иг-
рает вторая производная ковариации в нуле. А именно, в геометрии случайных
полей известно, что среднее Эйлеровой характеристики φ множества экскурсии
Au = Au(Xt, T ) = {Xt ∈ T : xt ≥ u}, (xt — реализация случайного поля Xt) u ∈ R,
T = ⊕Ni=1Ti, Ti ⊂ R (T — прямоугольная область из RN) процесса {Xt}t∈T можно опре-
делить [7] по формуле

E{φ(Au)} = e−
u2

2σ2

N∑
k=1

∑
J∈Qk

|J ||ΛJ |1/2

(2π)
k+1
2 σk

Hk−1

(u
σ

)
+ Ψ

(u
σ

)
, (1)

где Jk = Jk(T ) — число 2N−kCk
N граней объекта размерности k в T ; Hn(x) — полиномы

Эрмита; переменная Qk определяет Ck
N элементов Jk, которые содержат нулевую точку;

k−мерный объем |J | некоторого J ∈ Jk определяется как |J | =
∏

i∈σ(J)

Ti; Λ — матрица

спектральных моментов второго порядка. Отметим, что эта формула справедлива толь-
ко в случае существования спектральных моментов второго порядка, которые, в свою
очередь, определяются второй производной от ковариационной функции в нуле (см, на-
пример, [8]), и это существенно ввиду использования при доказательстве теории Морса.
В случае линейного поведения ковариации в нуле (вторые производные не существуют)
также определены оценки экскурсии, например, ее средних размеров [9].

V.A. Baikov, N.K. Bakirov, A.A. Yakovlev, Asymptotic behaviour of the variogramm in the
zero.

c©Байков В.А.,Бакиров Н.К., Яковлев А.А., 2010.
Поступила 7 июня 2010 г.
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Связь поведения ковариации в нуле с естественными процессами отмечали многие иссле-
дователи. Барроу [10] провел анализ обширного ряда измерений параметров окружающей
среды и получил оценки фрактальных размерностей различных процессов. Например,
фрактальная размерность содержания натрия в почве — от 1,7 до 1,9, камней — от 1,1 до
1,8. Установлено, что фрактальная размерность выражается как D = 2 − H, где H есть
показатель степени пропорциональности дисперсии приращения случайного процесса к
разности координат: V (∆x) ≈ |∆x|2H , другими словами, пропорциональности разности
дисперсии и ковариации в нуле.

Данная работа посвящена обеспечению заданного степенного поведения кова-
риационной функции в нуле моделью степенных хвостов спектральной плотности f(λ) =
λ−β. Такая модель в одномерном случае часто называется шумом. Среди шумов различают
белый шум со спектральным показателем β = 0, коричневый шум со спектром мощности,
пропорциональным λ−2, розовый шум со спектром λ−1 и черный шум, пропорциональный
λ−β, где β > 2.

Черные шумы описывают развитие во времени многих природных и искусственных ка-
тастроф, таких как наводнения, засухи, рынки с тенденцией к понижению курсов и раз-
личные аварийные ситуации — например, перебои в электроэнергии [11].

Поскольку данная работа имеет непосредственное прикладное значение, и мы рабо-
таем с реальными данными, нам необходима удобная мера устойчивости статистическо-
го явления, которой, на наш взгляд, является показатель Херста, определяемый как
H = ln(R/S)/ln(∆t). R/S есть нормированный размах, который по существу представ-
ляет собой размах R(∆t) данных на временном интервале ∆t (после вычитания любого
линейного тренда), деленный на стандартное отклонение выборки S(∆t) [12, 13]. Отме-
тим, что между показателем Херста и спектральным показателем β существует простое
отношение[11] β = 2H + 1.

2. Модель степенных хвостов

Рассмотрим стационарное случайное поле {Xt}t∈T⊂R2 . Предположим, что выполне-
но условие эргодичности и известны значения реализации {xt}t∈Tk⊂T случайного поля
{Xt}t∈T⊂R2 , для дискретного Tk ⊂ T . Предположим также, что существует характер-
ный шаг дискретизации ∆ множества Tk, а именно, для любого t ∈ Tk существует
ε > 0 : ∆− ε < min

t1∈T
|t− t1| < ∆ + ε и выполнено T ⊂

⋃
t∈Tk

U∆+ε(t).

Таким образом, мы имеем можем говорить об отсутствии входной информации на мас-
штабе от 0 до ∆. Данный масштаб заполняется внешней информацией о системе (пове-
дение ковариационной функции в нуле), исходя из ее топологии, фрактальных свойств и
др.

При оценивании спектральной плотности одномерного стационарного случайного по-
ля X(t) с нулевым средним, заданного на области D ⊂ R2, традиционно используется
периодограмма:

ID(λ) =
1

4π2|D|

∣∣∣∣∣∣
∫
D

e−i(t,λ)X(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ,
где |D| — площадь области D. Известно, что если спектральная плотность распределения
f(λ) непрерывна в точке λ0, то тогда при неограниченном расширении области D

EID(λ0)→ f(λ0).

Известно, что периодограмма ID(λ) не является состоятельной оценкой спектральной
плотности, однако, линейные интегральные функционалы от нее состоятельно оценива-
ют аналогичные линейные интегральные функционалы от спектральной плотности.
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Непосредственное вычисление периодограммы в нашем случае невозможно, поэтому мы
приближаем векторную периодограмму соответствующей интегральной суммой следую-
щего вида:

ÎD(λ) =
1

4π2|D|

 N∑
k=1

η(xk)

∫
Dk

e−i(x,λ) dx

×
 N∑

k=1

η(xk)

∫
Dk

e−i(x,λ) dx

T

, (2)

где Dk, k = 1, . . . , N – суть некоторые подобласти области D (разбиение Вороного), с
xk ∈ Dk. Причем данная оценка периодограммы справедлива в интервале λ ∈ [−λ0, λ0], где

λ0 =
1

π∆
— частота Найквиста, определяемая из следующего соображения: наименьшая

длина волны, которую мы можем себе позволить оценивать по имеющимся данным, вдвое
больше наименьшего расстояния между данными.

Пусть f(x) — спектральная плотность случайного поля Xt. Положим, что
∫
R2

f(λ) dλ = 1.

Согласно теореме Бохнера-Хинчина ковариационная функция является преобразованием
Фурье спектральной плотности. Обозначим γ(λ) =

∫
R2

(
1− ei(h,λ)

)
f(λ) dλ.

Задача заключается в обеспечении асимптотики γ(h) ∼ h2H , |h| → 0, H ∈ (0, 1) моде-
лью степенных хвостов для f(λ) — спектральной плотности распределения стационарного
процесса Xt. Итак, запишем спектральное представление

γ(h) =

∫
R2

(1− ei(h,λ))f(λ) dλ =

∫
|λ|≤λ0

(1− ei(h,λ))f(λ) dλ+

+

∫
|λ|>λ0

(1− ei(h,λ))f(λ) dλ = A1 + A2,

где λ0 – частота Найквиста.

Функцию f(λ) представим в виде f(λ) =

{
f1(λ) |x| 6 λ0

f2(λ) |x| ≥ λ0
, где f1 — спектральная

плотность на множестве {λ ∈ R2 : |λ| 6 λ0}, оцениваемая с помощью соответствующей
периодограммы (2), f2(λ) — предлагаемая модель тяжелых хвостов. Далее вычисляем
интеграл A1. Ясно, что

A1 =

∫
|λ|≤λ0

(1− ei(h,λ))f(λ) dλ =

∫
|λ|≤λ0

(1 + i(h, λ)− ei(h,λ))f(λ) dλ,

ввиду центральной симметричности f(λ). С другой стороны,

|1 + i(h, λ)− ei(h,λ)| 6 |h|
2|λ2|
2

, ∀h, λ,

и, стало быть,

|A1| 6 C0|h|2, C0 =

∫
|λ|≤λ0

|λ|2 dλ.

На множестве {λ ∈ R2 : |λ| 6 λ0} для учета необходимого поведения функции γ(h)
вблизи нуля (учет фрактальных и топологических свойств реализации случайного поля)
определим

f2(λ) =
C1

|λ|2+α
, α > 0,

то есть спектральная плотность имеет тяжелый степенной хвост.
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Покажем, что такое определение f2(λ) обеспечит нам необходимую асимптотику A2 в
нуле, то есть при |h| → 0. Обозначим через Sr окружность радиуса r с центром в начале
координат. Переходя в полярную систему коортдинат, получим

A2 = C1

∫
λ:|λ|>λ0

1− ei(h,λ)

|λ|2+α
dλ = C1

∞∫
λ0

dr

r2+α

∫
Sr

(1− ei(h,λ)) ds. (3)

Функцией Бесселя первого рода нулевого порядка называется функция J0(x) вида [14]

J0(x) =
1

2π

2π∫
0

eix sinφ dφ. (4)

Таким образом, ∫
Sr

(1− ei(h,λ)) ds = r

2π∫
0

1− ei[h1|r| sinφ+h2|r| cosφ] dφ.

Переходя в полярные координаты h1 = |h| sinψ, h2 = |h| cosψ, |h| =
√
h2

1 + h2
2, имеем∫

Sr

(1− ei(h,λ)) ds = r

2π∫
0

(
1− ei|r||h|(sinψ sinφ+cosψ cosφ)

)
dφ =

= r

2π∫
0

(
1− ei|r||h| cos (ψ−φ)

)
dφ =

∣∣∣ψ − φ =
π

2
− φ́

∣∣∣ = r

2π∫
0

(
1− ei|r||h| sin φ́

)
dφ =

= r (2π − 2πJ0(|r||h|)) .

(5)

Хорошо известно, что J0(x) представима в виде [15]

J0(x) =
∞∑
k=0

(−1)kx2k

4k(k!)2
= 1− x2

4
+O(x4), x→ 0. (6)

Итак, учитывая (3)–(6), получаем для 0 < α < 2

A2 = 2πC1

∞∫
λ0

1− J0(r|h|)
r1+α

dr.

Применяя замену переменных r|h| = y, получаем

A2 = |h|α2πC1

∞∫
λ0|h|

1− J0(y)

y1+α
dy = C2|h|α(1 + o(1)), h→ 0,

C2 = 2πC1

∞∫
0

1− J0(y)

y1+α
dy.

Здесь мы учли сходимость интеграла в определении константы C2, справедливую ввиду
(6) и ограниченности функции Бесселя: |J0(y)| 6 1, ∀y.

Из последней формулы следует, что

α = 2H.
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Следовательно, учет тяжелых хвостов спектральной плотности f(λ) при построении ста-
ционарного случайного гауссова поля сведется к учету дополнительного стохастического
интеграла

C1

∫
|λ|>λ0

ei(h,λ)dΦ(λ) = C1

∫
λ1>|λ|>λ0

ei(h,λ)dΦ(λ)+

+C1

∫
|λ|>λ1

ei(h,λ)dΦ(λ) = B1 +B2,

где величину λ1 выбираем из условия малости отношения дисперсий

DB2

D(B1 +B2)
=

∫
|λ|>λ1

f(λ)dλ∫
|λ|>λ0

f(λ)dλ
=

=

∫
|λ|>λ1

dλ
|λ|2+α∫

|λ|>λ0

dλ
|λ|2+α

=

(
λ0

λ1

)α
= ε, =⇒ λ1 = λ0ε

−1/α.

Например, при α = 1, ε = 1/20 получаем λ1 = 20λ0. При этом для подсчета соответствую-
щих стохастических интегралов мы можем использовать следующее представление∫

λ1>|λ|>λ0

ei(t,λ)dΦ(λ) =
N−1∑
k=0

ξk(t),

ξk(t) =

∫
zk+1>|λ|>zk

ei(t,λ)dΦ(λ), λ0 = z0 < z1 < ... < zN = λ1,

где случайные процессы ξk(t), k = 0, 1, ..., N−1 независимы и имеют гауссовское распреде-
ление ввиду того, что случайная мера dΦ(λ) в соответствии с общей теорией гауссовская
и имеет независимые приращения. Ясно, что Eξk(t) = 0 и

Cov(ξk(t), ξk(s)) =

∫
zk+1>|λ|>zk

ei(t−s,λ)f(λ)dλ =

= 2πC1

∫ zk+1

zk

J0(r|t− s|)
r1+α

dr ≈ 2πC1(zk+1 − zk)
J0(rk|t− s|)

r1+α
k

, rk =
zk + zk+1

2
.

Выберем в качестве zk равномерное разбиение отрезка [λ0, λ1] :

zk+1 − zk =
λ1 − λ0

N
, rk = λ0 +

(
k +

1

2

)
λ1 − λ0

N
.

Итак, если η(t) гауссовский процесс с нулевым средним и ковариационной функцией
J0(|t− s|), то тогда случайный процесс ξk(t) распределен также, как и случайный про-
цесс

η(rkt)

√
2πC1(zk+1 − zk)

r1+α
k

.

Таким образом, сначала мы моделируем N независимых, одинаково распределенных гаус-
совских процессов ηk(t) с нулевыми средними и общей ковариационной функцией J0(|t−s|),
и затем используем приближенную формулу∫

λ1>|λ|>λ0

ei(t,λ)dΦ(λ) =
N−1∑
k=0

ξk(t) ≈
N−1∑
k=0

η(rkt)

√
2πC1(zk+1 − zk)

r1+α
k

.

Реализации процессов ηk(t) моделируем следующим образом

ηk(t) =

∫
S1

ei(t,λ)dΦ1(λ) ≈
2M−1∑
k=0

ei(t,λk)ψk, t ∈ R2,
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λk =

[
cos

(
π

2M
(k +

1

2
)

)
, sin

(
π

2M
(k +

1

2
)

)]
, ∀k,

где комплекснозначные случайные величины ψk, k = 0, 1, ...,M−1 независимы с нулевыми
средними и дисперсиями Dψk = E|ψk|2 = 1/(2M), при этом ψk = −ψk+M , k = 0, 1, ...,M−1,
тем самым

ηk(t) ≈
1√
2M

2Re
M−1∑
k=0

ei(t,λk)uk + ivk√
2

=
Re√
M

M−1∑
k=0

ei(t,λk)(uk + ivk),

где uk, vk, k ≥ 0 — совокупность независимых стандартных гауссовских величин N(0, 1).
Величины M,N выбираем достаточно большими.

3. Приложение в нефтяной промышленности

Тремя главными компонентами неидеальности пласта являются анизотропность,
нестационарность (неоднородность), неравномерность. Эти термины могут применятся
к любому свойству пласта, будь то геофизическое поле или фильтрационно-емкостные
свойства. Анизотропность означает изменение свойства согласованно с углом измерения,
тензорная характеристика. Стационарность предполагает, в вероятностном смысле (на-
пример, средние характеристики), инвариантность свойства к трансляциям. Неравномер-
ность определяет постоянную изменчивость и далее будет связана со случайностью.

Учитывая сложный характер залегания коллекторов, процессов, происходящих во вре-
мя и после, не вызывает никаких сомнений тот факт, что ни один из рассматриваемых
пластов не является однородным. Конечно, это не означает, что всегда неравномерность
является ключевым фактором, однако, ввиду введения в разработку низкопроницаемых-
сильнорасчленненых коллекторов, тех, у которых дебет жидкости на скважине падает в
короткий срок в пять и более раз, данный факт является одним из основных. Ясно так-
же, что в чистом виде не встречается изотропность, и, как правило, особенно на больших
масштабах, нет и стационарности.

Применяя новый подход моделирования (см. [16]) к геологическому конструированию
месторождения, основанный на спектральной теории случайных полей, который позволяет
строить нестационарные, анизотропные, в строгом смысле, не гауссовы случайные поля,
и модель степенных хвостов, позволило в случаях низкопроницаемых коллекторов без
дополнительных гипотез перейти к гидродинамическому моделированию.
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ТЕСТ: РАСТЕТ ЛИ ИНТЕНСИВНОСТЬ ПОТОКА ЗАЯВОК
В СМО?

Н.К. БАКИРОВ , М.В. СНАЧЕВ

Аннотация. Рассматривается математическая модель функционирования СМО, ко-
гда в пуассоновские моменты времени поступают заявки от клиентов на обслуживание.
В приложениях (например, в банковском деле или страховании) может быть актуален
следующий вопрос: растет или не растет на данном промежутке времени скорость
поступления заявок от клиентов. В работе предлагаются тесты для проверки соответ-
ствующей статистической гипотезы и изучаются их асимптотические свойства.

Ключевые слова: системы массового обслуживания, пуассоновский поток, интенсив-
ность потока заявок, критерий отношения правдоподобия, метод наименьших квадра-
тов, гипотеза об однородности пуассоновского потока.

1. Введение

При анализе работы систем массового обслуживания (СМО) может возникнуть следу-
ющий вопрос: растет ли на данном промежутке времени скорость поступления заявок от
клиентов. В настоящей работе предлагаются тесты для проверки соответствующей стати-
стической гипотезы и изучаются их свойства.

Математическая модель. Рассматривается вероятностная модель функционирования
СМО, когда заявки от клиентов поступают в пуассоновские моменты времени, при этом
соответствующий пуассоновский процесс η(t), t ∈ [0,∞] предполагается, вообще говоря,
неоднородным с параметром λ(t), являющимся выпуклой функцией, то есть скорость по-
ступления заявок не убывает во времени.

В частном случае мы будем предполагать, что

λ(t) =

∫ t

0

(A+Bs)ds = At+
Bt2

2
, A > 0. (1)

Другими словами, на промежутке времени [0, t] в СМО поступает η(t) заявок, при этом, в
случае, когда λ(t) = A,B = 0, процесс поступления заявок равномерен во времени: в сред-
нем в единицу времени поступает A заявок, и рассматриваемый пуассоновский процесс
η(t) однороден. Если же в формуле (1) B > 0, то тогда среднее число заявок, поступивших
в СМО на интервале времени [0, t], растет с темпом

dλ(t)

dt
= A+Bt,

то есть скорость роста количества поступающих заявок не постоянна, а пуассоновский
процесс η(t) — неоднороден. При этом вероятностный смысл параметра B раскрывается
равенством:

B = [λ(T + 1)− λ(T )]− [λ(T )− λ(T − 1)] , ∀T,

N.K. Bakirov, M.V. Snachev, The test: does the input flow intensity grow in queueing
system?

c©Бакиров Н.К., Сначев М.В., 2010.
Поступила 1 марта 2010 г.
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иными словами, величина B равна приросту среднего числа заявок на соседних единич-
ных интервалах времени. Если единица измерения времени равна одному дню, то тогда
в рассматриваемой математической модели каждый новый день в СМО поступает на B
заявок больше, чем в предыдущий день.

Исходные данные. На интервале времени [0, T ] фиксируются все моменты времени
t1, t2, ..., tn поступления в СМО заявок от клиентов, тем самым фиксируется соответствую-
щая траектория (реализация) пуассоновского процесса η(t), t ∈ [0, T ], при этом, очевидно,

η(tk) = k, k = 1, 2, ..., n.

Отметим, что величина n — количество точек tk на отрезке времени [0, T ] случайно и
равно η(T ). Начало периода наблюдения мы отождествляем с моментом времени t = 0.

Задача. По исходным данным требуется проверить нулевую гипотезу H0 об однородно-
сти пуассоновского процесса η(t), t > 0 против альтернатив: H01 — о том, что скорость
поступления заявок в СМО растет во времени, точнее, производная λ′(t) не убывает с
ростом t и в модели (1) — H11 : B > 0 — о том, что рассматриваемое среднее количе-
ство заявок за единичный интервал времени растет во времени с ненулевой постоянной
скоростью. Отметим, что альтернативу, в соответствии с которой интенсивность поступ-
ления заявок в СМО убывает во времени, формально можно свести к случаю возрастания
интенсивности, рассматривая на интервале времени [0, T ] процесс с обратным временем:
η(T )− η(t).

Задачи проверки параметрических и непараметрических гипотез для пуассонов-
ских и других точечных процессов рассматривались в работах И.А.Ибрагимова,
Р.З.Хасьминского, Р.Ш.Липцера, А.Н.Ширяева, Ю.А.Кутоянца, Ю.Н.Линькова и др., [1]–
[5].

2. Критерий отношения правдоподобия

В данном параграфе определяется алгоритм вычисления статистики критерия отноше-
ния правдоподобия в случае альтернатив H01, который, однако, оказывается достаточно
сложным для анализа его асимптотических свойств. Мы приводим близкий к нему по
своей конструкции критерий проверки H0, для которого определяется асимптотическая
значимость и доказывается состоятельность против специальных альтернатив.

Распределение рассматриваемого пуасоновского процесса абсолютно непрерывно отно-
сительно распределения стандартного пуассоновского процесса с λ(t) = λ0(t) = t, соответ-
ствующая плотность Радона-Никодима равна, [1], [2], стр.168:

π(λ) = e
λ0(T )−λ(T )+

∫ T
0 ln

µ(t)
µ0(t)

dη(t)
, µ(t) = λ′(t), µ0(t) = λ′0(t).

Критерий отношения правдоподобия базируется на статистике

Tn = ln
supλ∈H01

π(λ)

supλ∈H0
π(λ)

= Tn,1 − Tn,0,

где

Tn,0 = sup
λ∈H0

(
−λ(T ) +

∫ T

0

lnµ(t)dη(t)

)
= sup

A>0

(
−AT +

∫ T

0

lnAdη(t)

)
=

= η(T ) ln
η(T )

T
− η(T ) = n ln

n

T
− n,
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и для tn+1 = T, t0 = 0,∆tk = tk+1 − tk, учитывая монотонное неубывание µ(t), мы можем
записать

Tn,1 = sup
λ∈H01

(
−λ(T ) +

∫ T

0

lnµ(t)dη(t)

)
= sup

λ∈H01

(
−λ(T ) +

n∑
k=1

lnµ(tk)

)
=

= sup
λ∈H01

n∑
k=1

[
lnµ(tk)−

∫ tk+1

tk

µ(t)dt

]
= sup

λ∈H01

n∑
k=1

[lnµ(tk)− (tk+1 − tk)µ(tk)] =

= sup
0≤a1≤a2≤...≤an

n∑
k=1

[ln ak −∆tkak] ,

Наша ближайшая цель — указать алгоритм вычисления максимума функции

F (a) =
n∑
k=1

[ln ak −∆tkak] , a = (a1, a2, ..., an),

на множестве
a : 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an. (2)

Заметим, что функция F (a) строго вогнута и, стало быть, принимает свое максималь-
ное значение на выпуклом множестве (2) в единственной точке, более того, любой ее ло-
кальный максимум на (2) является глобальным. Следующую элементарную лемму мы
приводим без доказательства.

Лемма 1. Функция ln b1−∆s1b1 достигает максимума в точке b1 = 1/∆s1, она строго
возрастает на (0, 1/∆s1] и строго убывает на [1/∆s1,∞).

В точке максимума функции F (a) некоторые из чисел ak могут совпадать, поэтому в
этой точке

sup
0≤a1≤a2≤...≤an

F (a) =
M∑
j=1

mj

[
ln bj −∆t∗jbj

]
, (3)

где

∆t∗j =
1

mj

∑
js∈Dj

∆js ,
M∑
j=1

mj = n,

и непересекающиеся подмножества Dj состоят из подряд идущих индексов, и каждое сле-
дующее множество лежит правее предыдущего, при этом имеют место строгие неравенства

b1 < b2 < ... < bM .

В силу строгости этих неравенств и леммы 1 имеем, что bj = 1/∆t∗j ,∀j, тем самым, в точке
глобального максимума выполнены строгие неравенства

1/∆t∗1 < 1/∆t∗2 < ... < 1/∆t∗M , (4)

более того, для каждого слагаемого в экстремальной сумме в (3) должно быть выполнено
необходимое условие локального экстремума, которое мы рассмотрим для простоты для
первого слагаемого, то есть для j = 1. Итак, пусть

L(a1, a2, ..., am1) =

m1∑
k=1

[ln ak −∆tkak] ,

тогда при a1 = a2 = ... = am1 = b1

m1[ln b1 −∆t∗1b1] = m1L(a1, a2, ..., am1),

а упомянутое необходимое условие экстремума означает следующее:

Q = L(b1 + δ1, b1 + δ2, , ..., b1 + δm1)− L(b1, b1, , ..., b1) ≤ 0, ∀δ1 ≤ δ2 ≤ ... ≤ δm1 ,
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для достаточно малых δj. Для главного члена асимптотики Q при δj → 0 имеем
m1∑
k=1

δk

[
1

b1
−∆tk

]
=

m1∑
k=1

δk [∆t∗1 −∆tk] =

m1∑
k=2

(δk − δk−1)(m1 − k + 1)
[
∆t∗1 −∆t∗1,k

]
≤ 0,

где

∆t∗1,k =
1

m1 − k + 1

m1∑
j=k

∆tj, ∆t∗1 =
1

m1

m1∑
j=1

∆tj,

таким образом, необходимое условие экстремума для первого слагаемого в (3) состоит в
выполнении системы неравенств

m1∑
j=k

∆tj ≥ (m1 − k + 1)∆t∗1, ∀k = 2, 3, ...,m1, (5)

при этом, очевидно, вероятность равенств здесь равна нулю.
Наоборот, при наличии такого разбиения множества индексов {1, 2, ..., n} = ∪Mj=1Dj, для

которого выполнены соотношения (4) и соотношения, аналогичные (5) для всех элементов
этого разбиения, соответствующее значение целевой функции F (a) будет максимально и
равно

Tn,1 =
M∑
j=1

mj

[
ln bj −∆t∗jbj

]
=

M∑
j=1

mj ln
1

∆t∗j
− n.

и, значит, статистика критерия отношения правдоподобия будет равна

Tn = Tn,1 − Tn,0 =
M∑
j=1

mj ln
∆t∗

∆t∗j
, ∆t∗ =

∑n
k=0 ∆tk
n

=
T

n
.

Альтернатива H01 будет приниматься, если Tn > Rn для некоторого порога Rn, подбира-
емого так, чтобы асимптотическая значимость критерия равнялась бы заданному числу.
Отметим, что асимптотическая значимость данного критерия не зависит от A, то есть он
подобный, действительно, предел при T → ∞ можно заменить на предел при n → ∞ и
заметить, что при нулевой гипотезе сл.в. A∆tk, k = 0, 1, 2, ... образуют последовательность
независимых сл.в. с одинаковым экспоненциальным распределением с параметром 1, см.
[6], так что распределение статистики Tn в силу ее конструкции при неслучайном n не
зависит от параметра A.

Для построения разбиения ∪Mj=1Dj нам потребуется выяснить вопрос: сохраняется ли
свойство (5) при объединении двух подмножеств индексов, скажем, D1 и D2.

Лемма 2. Пусть

D1 = {1, 2, ...,m1}, D2 = {m1 + 1,m1 + 2, ...,m1 +m2},
и для обоих множеств выполнено условие (5). Если 1/∆t∗1 ≥ 1/∆t∗2, то тогда условие (5)
выполнено и для объединенного множества D1 ∪D2.

Доказательство: Обозначим

∆t∗ =
m1∆t

∗
1 +m2∆t

∗
2

m1 +m2

=
1

m1 +m2

m1+m2∑
j=1

∆tj.

Условие (5) выполнено для D1 и ∆t∗2 ≥ ∆t∗1, поэтому при k ≤ m1

m1+m2∑
j=k

∆tj =

m1∑
j=k

∆tj +

m2∑
j=m1+1

∆tj ≥ (m1 − k + 1)∆t∗1 +

m2∑
j=m1+1

∆tj =
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= (m1 − k + 1)∆t∗1 +m2∆t
∗
2 ≥ (m1 +m2 − k + 1)∆t∗.

И, аналогично, для m1 < k ≤ m1 +m2

m1+m2∑
j=k

∆tj ≥ (m1 +m2 − k + 1)∆t∗2 ≥ (m1 +m2 − k + 1)∆t∗.

Доказанные неравенства означают выполнимость условия (5) для множества D1 ∪D2.
Лемма доказана.
Алгоритм построения разбиения ∪Mj=1Dj. В соответствии с алгоритмом сначала стро-

ятся некоторые подмножества D′k, а затем и множества Dk путем последовательного объ-
единения некоторых из подмножеств D′k.

Шаг 1. Построим сначала D′1. Включим в D′1 индекс j = 1 и затем последовательно бу-
дем включать следующие по величине индексы пока выполняется система неравенств (5).
Формирование D′1 прекращается, когда добавление к D′1 следующего по величине индекса
ведет к нарушению системы неравенств (5). Аналогично и последовательно формируются
подмножества индексов D′2, D′3, ..., D′M .

Шаг 2. Построенное разбиение укрупняется путем объединения некоторых D′j. Если
система строгих неравенств (4) выполняется, то построенное на первом шаге разбиение и
есть искомое, в противном случае, если для некоторого индекса j имеем 1/∆t∗j ≥ 1/∆t∗j+1,
тогда мы объединяем D′j и D′j+1, что в силу леммы 2 сохранит для нового разбиения
выполнимость свойства (5). После серии таких объединений добиваемся выполнения (4).

Анализ асимптотических свойств статистики критерия отношения правдоподобия в слу-
чае альтернатив H01 достаточно сложен, мы предполагаем провести его в отдельной пуб-
ликации.

Рассмотрим следующий упрощенный критерий. Ввиду вогнутости логарифмической
функции и неравенства Йенсена

Tn ≤ T ′n =
n∑
j=1

ln
∆t∗

∆tj
,

причем в случае справедливости нулевой гипотезы с A = 1 при n→∞ по закону больших
чисел

lim
n→∞

1

n
T ′n = lim

n→∞

(
ln
ξ1 + ξ2 + ...+ ξn

n
− 1

n

n∑
k=1

ln ξk

)
= lnEξ1 − E ln ξ1 =

= −
∫ ∞

0

e−x lnx dx = C = 0, 577..., (6)

здесь ξk = ∆tk, k = 1, 2, ... последовательность независимых сл.в., имеющих показательное
распределение с единичным математическим ожиданием, C — постоянная Эйлера, см.
[7], стр.587. Кроме того, при справедливости нулевой гипотезы с A = 1 при n → ∞ по
центральной предельной теореме имеет место слабая сходимость

T ′n − Cn√
n

D
=⇒
n→∞

N(0, σ2),

где

σ2 = E(ξ1 − 1− ln ξ1)
2 =

∫ ∞
0

(x− 1− lnx)2e−x dx =
π2

6
+ C2 − 1 = 0.978...,

см. [7], стр. 588. Тем самым, критерий, отвергающий H0 при

T ′n > R′n = Cn+
√
nσΦ−1(1− α), (7)

где Φ(x) — функция распределения стандартной гауссовской величины, имеет асимптоти-
ческий уровень значимости α, ∀α ∈ (0, 1).
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Рассмотрим асимптотическое поведение данного критерия при альтернативах. Пусть
FT (x) = λ(xT )/λ(T ), x ∈ [0, 1] и F−1

T (x) — обратная функция, в частности, при λ(T ) = AT
(т.е. когда пуассоновский процесс однороден) имеем FT (x) = x. Рассмотрим последова-
тельность альтернатив

Hα
1 : lim

T→∞
FT (x) = xα+1, lim

T→∞

dF−1
T (x)

dx
=
x−

α
α+1

α + 1
, α > 0,

равномерно по x (тем самым, в частности, функция интенсивности λ(t) является правиль-
но меняющейся функцией и сверхлинейно возрастает).

Нетрудно видеть, что распределение случайного вектора (t1/T, t2/T, ..., tn/T ) при усло-
вии {η(T ) = n} совпадает с распределением набора порядковых статистик, построенных
по выборке независимых сл.в. с общей ф.р. FT (x), в частности при λ(T ) = AT получаем
набор порядковых статистик для равномерного распределения на [0, 1]. Следовательно, мы
можем записать, что tk = TF−1

T (uk), где uk — порядковые статистики для равномерного
распределения и по теореме о среднем

∆tk = tk+1 − tk = T (uk+1 − uk)ψk, ψk =
d

dx

[
F−1(u∗k)

]
, u∗k ∈ [uk, uk+1].

Запишем с учетом сделанных замечаний

1

n
T ′n = ln ∆∗ − 1

n

n∑
k=1

ln ∆tk = ln
T

n
− 1

n

n∑
k=1

ln[T (uk+1 − uk)ψk] =

= − 1

n

n∑
k=1

ln[n(uk+1 − uk)]−
1

n

n∑
k=1

lnψk,

здесь при n → ∞ сумма первое слагаемое стремится к C — константе Эйлера, по-
скольку набор сл.в. {n(uk+1 − uk)}nk=1 распределен так же, как и набор {ξk/S∗n}nk=1, где
ξk — суть независимые показательные сл.в. с единичным математическим ожиданием,
S∗n = (ξ1 + ξ2 + ...+ ξn)/n, см. [8], тем самым мы можем получить требуемый предел, ис-
пользуя (6). Нижний предел по вероятности второго слагаемого по закону больших чисел
не меньше, чем

E ln
[
(α + 1)U

α
α+1

]
= ln(α + 1) +

α

α + 1

∫ 1

0

lnx dx =

= ln(α + 1)− α

α + 1
> 0, ∀α > 0,

где сл.в. U равномерно распределена на [0, 1]. Следовательно,
T ′n − Cn√

n

P−→
n→∞

∞

и, стало быть, критерий (7) состоятелен против альтернатив Hα
1 .

3. Конструкция критерия в модели (1)

В модели (1) мы рассматриваем два критерия, базирующихся соответственно на оцен-
ке параметра B, близкой к оценке наибольшего правдоподобия, и на оценке по методу
наименьших квадратов (МНК). Эти оценки наглядны, несмещены и сохраняют хорошие
свойства при отклонениях от модели (1), см. п.4 . Оценки наибольшего правдоподобия в
модели (1) асимптотически эффективны при T →∞, но могут быть смещены. Нас, однако,
интересует и случай конечных T , когда мы хотим распознать возрастание интенсивности
пуассоновского процесса как можно раньше.



ТЕСТ: РАСТЕТ ЛИ ИНТЕНСИВНОСТЬ ПОТОКА ЗАЯВОК В СМО? 21

Если в модели (1) известно, что A = 0, то тогда оценка наибольшего правдоподобия
B̂ = 2η(T )/T 2 несмещена и имеет наименьшую дисперсию в классе несмещенных оценок
параметра B, [2], стр. 174. Однако, нам интересен случай, когда A > 0, а B мало, то есть
мы хотим заметить малое возрастание B от нуля.

Учитывая вид функции правдоподобия π(λ), запишем уравнения для оценок A∗, B∗

наибольшего правдоподобия:∫ T

0

dη(t)

A+Bt
= T,

∫ T

0

tdη(t)

A+Bt
=
T 2

2
,

справедливые, если максимум π(λ) достигается при A∗B∗ 6= 0. Из этих уравнений сразу
вытекает линейное соотношение A∗T +B∗T 2/2 = η(T ). Выражая отсюда A∗ и подставляя
получающуюся формулу во второе уравнение, получаем при малых B

T 2

2
=

∫ T

0

tdη(t)

A+Bt
=

∫ T

0

tdη(t)
η(T )
T

+B
(
t− T

2

) ≈
≈ T

η(T )

∫ T

0

tdη(t)− BT 2

η2(T )

∫ T

0

t

(
t− T

2

)
dη(t),

откуда получаем приближенную формулу

B∗ ≈
∫ T

0

(
t− T

2

)
dη(t)

T
η(T )

∫ T
0
t
(
t− T

2

)
dη(t)

.

Взяв здесь только числитель, который при A = 0 имеет нулевое математическое ожи-
дание, сформируем несмещенную оценку

B =
12

T 3

∫ T

0

(
t− T

2

)
dη(t),

которая, как нетрудно подсчитать, имеет дисперсию асимптотически (при T →∞) втрое
больше нижней границы дисперсий Рао-Крамера, [2], стр. 174. Известно, что оценка B∗
состоятельна, асимптотически нормальна и эффективна, однако она смещена, [5].

Теорема 1. 1) При справедливости нулевой гипотезы H0 имеет место сходимость
по распределению:

T 3/2B√
A

D−→
T→∞

γ0N(0, 1), (8)

где γ0 =
√

12 = 3.464..., N(0, 1) — стандартная гауссовская случайная величина.
2) при справедливости альтернативы H11

B
P−→

T→∞
B.

Доказательство теоремы 1 дается ниже в Приложении.
Для проверки гипотезы H0 против альтернативы H11 теперь мы можем использовать

критерий, отвергающий H0, если
T 2B√
η(T )

≥ γ0λε,

где λε — квантиль уровня ε для стандартного гауссовского распределения. Данный кри-
терий при T →∞ имеет асимптотический уровень значимости, равный ε, он состоятелен
против альтернативы H11 в силу теоремы 1. Критерий получен заменой в (8) параметра
A на его состоятельную оценку η(T )/T , здесь также учтено, что при нулевой гипотезе
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η(T )/(AT )
P−→

T→∞
1 и при альтернативе η(T )/T 2 P−→

T→∞
B/2, см. формулы (11),(15) Приложе-

ния. В случае принятия альтернативы заключаем, что в среднем в СМО каждую новую
единицу времени поступает на B заявок больше.

Рассмотрим теперь критерий проверки H0, базирующийся на МНК оценке параметра
B, соответствующей приближению траектории пуассоновского процесса η(t) параболой.
Точнее, оценим параметры A,B исходя из минимизации суммы квадратов отклонений

J =
n∑
k=1

(
η(tk)− Atk −

Bt2k
2

)2

.

Обозначим

η(t)tp =
1

n

n∑
k=1

η(tk)t
p
k =

1

n

n∑
k=1

ktpk, tp =
1

n

n∑
k=1

tpk, p = 1, 2, 3, ...

Решая систему нормальных уравнений: ∂J/∂A = 0, ∂J/∂B = 0, или эквивалентно

At2 +
B

2
· t3 = η(t)t, At3 +

B

2
· t4 = η(t)t2,

получаем МНК-оценку параметра B:

B̂ = 2
t2 · η(t)t2 − t3 · η(t)t

t2 · t4 − t3 · t3
. (9)

Отметим, что знаменатель в (9) положителен с вероятностью 1 ввиду неравенства Коши-
Буняковского:

|Eξ3| = |Eξ · ξ2| ≤
√
Eξ2Eξ4,

где ξ — дискретная случайная величина с равновероятными значениями tk, k = 1, 2, .., n.
При этом равенство здесь может достигаться только, если сл.в. ξ пропорциональна ξ2 с
вероятностью 1, то есть, если сл.в. ξ — константа п.н.. В рассматриваемом случае все
моменты времени tk различны, так что ξ — не константа и, стало быть, в (9) знаменатель
отличен от нуля с вероятностью 1.

Асимптотические при T →∞ свойства оценки B̂ приведены в следующей теореме.
Теорема 2. 1) При справедливости нулевой гипотезы H0 имеет место сходимость

по распределению:
T 3/2B̂√

A

D−→
T→∞

γ1N(0, 1),

где γ1 =
√

128, 254 = 11, 324...,
2) при справедливости альтернативы H11

B̂
P−→

T→∞
B.

Доказательство теоремы 2 дается ниже в Приложении.
Рассуждая далее как и после теоремы 1, мы можем рассмотреть критерий, отвергающий

H0, при
T 2B̂√
η(T )

≥ γ1λε. (10)

Этот критерий при T → ∞ состоятелен против альтернатив H11 в силу теоремы 2 и
имеет асимптотический уровень значимости ε. Критерий получен заменой в 1) параметра
A на его состоятельную оценку η(T )/T . В случае принятия альтернативы заключаем,
что в среднем в СМО каждую новую единицу времени поступает на B̂ заявок больше.
Отметим, что в случае справедливости H0 распределение статистики критерия зависит от
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параметров T,A через единственный параметр AT ввиду того, что при нулевой гипотезе
A — масштабный параметр для распределения сл.в. tk.

4. Обобщение

Критерий (10) применим для проверки более общих гипотез. Предположим, что интен-
сивность потока заявок имеет вид

B(t)
def
=

dλ(t)

dt
= A+ tαL(t),

где L(t) — медленно меняющаяся функция, α ∈ (−∞,∞) — действительное число. На-
помним, что функция L(x), x ∈ (0,∞) называется медленно меняющейся по Карамата
(ММФ), если она положительна, измерима и

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1, ∀λ > 0.

Рассмотрим сложную альтернативу

HL
1 : B(t) = A+ tαL(t), α > 0

и сложную гипотезу

HL
0 : B(t) = A± tαL(t), α < 0, B(t) > 0,∀t, либо B(t) = A, ∀t,

где в обоих случаях L(t) — ММФ и константа A > 0.
Ясно, что при t → ∞ в случае справедливости альтернативы параметр λ(t) растет по

t быстрее, чем линейно, а при справедливости нулевой гипотезы — линейно или почти
линейно.

Теорема 3. 1) При справедливости альтернативы HL
1

T 2B̂√
η(T )

P−→
T→∞

∞,

2) при справедливости нулевой гипотезы HL
0 имеет место сходимость по распределе-

нию:
T 2B̂√
η(T )

D−→
T→∞

γ1N(0, 1).

Следствие. При T →∞ критерий (10) состоятелен и имеет асимптотический уровень
значимости равный ε.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство теоремы 2: Докажем сначала вспомогательное утверждение.
Лемма 3. 1) При справедливости нулевой гипотезы H0 для натуральных p имеет

место сходимость по вероятности:

tp

T p
P−→

T→∞

1

p+ 1
,

η(t)tp

T p+1

P−→
T→∞

A

p+ 2
.

2) При справедливости альтернативы H1

tp

T p
P−→

T→∞

2

p+ 2
,

η(t)tp

T p+2

P−→
T→∞

B

p+ 4
.



24 Н.К. БАКИРОВ , М.В. СНАЧЕВ

Доказательство: 1) Хорошо известно [6], что для однородного пуассоновского процесса
Eη(t) = λ(t) = At,Dη(t) = Eη(t) = At, поэтому

η(T )

λ(T )
=
η(T )

AT

P−→
T→∞

1. (11)

С другой стороны, центрированный случайный процесс η∗(t) = η(t) − λ(t) имеет ортого-
нальные приращения и нулевое среднее [6]. Обозначим

ψ
def
=

n∑
k=1

tpk =

∫ T

0

tpdη(t) =

∫ T

0

tpdη∗(t) +

∫ T

0

tpdλ(t) =

∫ T

0

tpdη∗(t) +
AT p+1

p+ 1
.

Ввиду сказанного выше

Eψ =
AT p+1

p+ 1
, Dψ =

∫ T

0

t2pdDη∗(t) =
AT 2p+1

2p+ 1
.

Из последних двух равенств следует, что
ψ

Eψ

P−→
T→∞

1,

и, значит,
tp

T p
=

1

T pη(T )

∫ T

0

tpdη(t) =
ψ

T pη(T )

P−→
T→∞

1

p+ 1
.

Второе соотношение в 1) рассматриваем аналогично, обозначим

ψ1
def
=

n∑
k=1

η(kk)t
p
k =

∫ T

0

η(t)tpdη(t) =

=

∫ T

0

η(t)tpdη∗(t) +

∫ T

0

η∗(t)tpdλ(t) +

∫ T

0

λ(t)tpdλ(t), (12)

и, стало быть,

Eψ1 =

∫ T

0

λ(t)tpdλ(t) = A2

∫ T

0

tp+1dt =
A2T p+2

p+ 2
. (13)

Далее, интегрируя по частям, получаем

ψ2
def
= ψ1 − Eψ1 =

∫ T

0

η(t)tpdη∗(t) +

∫ T

0

η∗(t)tpdλ(t) =

∫ T

0

η(t)tpdη∗(t) +
AT p+1η∗(T )

p+ 1
−

− A

p+ 1

∫ T

0

tp+1dη∗(t) =

∫ T

0

[
η(t)− At

p+ 1

]
tpdη∗(t) +

AT p+1η∗(T )

p+ 1
,

поэтому Eψ2 = 0 и

Dψ2 =

∫ T

0

E

[
η(t)− At

p+ 1

]2

t2pdλ(t) +
A2T 2p+2λ(T )

(p+ 1)2
≤ CT 2p+3, (14)

где C — константа, что позволяет, учитывая (12)-(14), записать, что
ψ1

Eψ1

=
ψ2

Eψ1

+ 1
P−→

T→∞
1.

Итак, учитывая (11), имеем

η(t)tp

T p+1
=

ψ1

T p+1η(T )

P−→
T→∞

A

p+ 2
,

что и требовалось доказать.
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При справедливости альтернативы H11, рассуждая аналогично, получаем, что
η(T )

T 2

P−→
T→∞

B

2
. (15)

Далее

Eψ =

∫ T

0

tpdλ(t) =
AT p+1

p+ 1
+
BT p+2

p+ 2
,

Dψ =

∫ T

0

t2pdDη∗(t) =
AT 2p+1

2p+ 1
+
BT 2p+2

2p+ 2
,

и, значит,
ψ

Eψ

P−→
T→∞

1, (16)

из (15)–(16)следует первое соотношение в 2). Докажем второе соотношение в 2). Действуя
так же как и ранее, получаем при T →∞

Eψ1 =

∫ T

0

λ(t)tpdλ(t) =
B2T p+4(1 + o(1))

2(p+ 4)

и
Dψ1 ≤ CT 2p+4.

где C — константа, и, значит,

η(t)tp

T p+2
=

ψ1

T p+2η(T )

P−→
T→∞

B

p+ 4
.

Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2 базируется на применении функциональной центральной
предельной теоремы, точнее, ее частного случая [9]:

WT (s)
def
=

η (Ts)− Eη (Ts)√
AT

D−→
T→∞

W (s),

где W (s) — стандартный винеровский процесс, а слабая сходимость имеет место в про-
странстве функций без разрывов второго рода непрерывных справа и имеющих левосто-
ронний предел с метрикой Скорохода.

Рассмотрим сначала асимптотику случайной величины ψ при справедливости нулевой
гипотезы. Интегрируя по частям и делая замену переменных, запишем

ψ − Eψ
T p
√
AT

=
1

T p
√
AT

∫ T

0

tpdη∗(t) =
η∗(T )√
AT
− 1

T p
√
AT

∫ T

0

η∗(t)dtp =

= WT (1)−
∫ 1

0

WT (s)dsp
D−→

T→∞
W (1)−

∫ 1

0

W (s)dsp =

∫ 1

0

spdW (s). (17)

Из (17) в частности следует, что
ψ

T p+1

P−→
T→∞

A

p+ 1
.

Аналогично, с тем же самым процессом W (s) имеем

ψ1 − Eψ1

T p+1
√
AT

=
1

T p+1
√
AT

(∫ T

0

η(t)tpdη∗(t) +

∫ T

0

η∗(t)tpdλ(t)

)
=

=

∫ 1

0

(
A+

√
A

T
·WT (s)

)
spdWT (s) + A

∫ T

0

WT (s)spds
D−→

T→∞



26 Н.К. БАКИРОВ , М.В. СНАЧЕВ

D−→
T→∞

A

∫ 1

0

spdW (s) + A

∫ T

0

W (s)spds. (18)

Таким образом, применяя (17),(18) и лемму 3, окончательно получаем, что при спра-
ведливости нулевой гипотезы H0

T 3/2B̂√
A

D−→
T→∞

480

{
1

4

∫ 1

0

s2dW (s) +
1

3

[∫ 1

0

s2dW (s) +

∫ 1

0

s2W (s)ds

]
−

−1

3

∫ 1

0

s3dW (s)− 1

4

[∫ 1

0

sdW (s) +

∫ 1

0

sW (s)ds

]}
def
= Z. (19)

Интегрируя здесь по частям и учитывая, что W (1) =
∫ 1

0
dW (s), находим, что∫ 1

0

sW (s)ds =

∫ 1

0

W (s)d
s2

2
=

1

2
W (1)−

∫ 1

0

s2

2
dW (s) =

∫ 1

0

1− s2

2
dW (s),∫ 1

0

s2W (s)ds =

∫ 1

0

W (s)d
s3

3
=

1

3
W (1)−

∫ 1

0

s3

3
dW (s) =

∫ 1

0

1− s3

3
dW (s),

поэтому в (19)

Z =

∫ 1

0

f(s) dW (s),

f(s) = 480

(
17s2

24
− 1

72
− s

4
− 4s3

9

)
.

Таким образом, ввиду известных свойств интеграла Ито [6]

EZ = 0, γ2
1 = DZ =

∫ 1

0

f 2(s) ds = 128, 254.

Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3: 1) Нам потребуются следующие факты из теории ММФ.
Предложение 1 ([10], с.26). Пусть ММФ L(x) локально ограничена на [A,∞) и

α > −1, тогда ∫ T

A

tαL(t) dt =
Tα+1L(T )

α + 1
(1 + o(1)), T →∞. (20)

Замечание. Нетрудно видеть, что при α < −1 интеграл
∫ T
A
tαL(t) dt сходится к положи-

тельному числу.
Предложение 2 ([10], с.16). 1) Пусть L(x) — ММФ и β > 0, тогда

tβL(t) −→
T→∞

∞, t−βL(t) −→
T→∞

0, (21)

2) пусть L1(t), L2(t) суть ММФ, тогда L1(t)L2(t) и L1(t) + L2(t) суть также ММФ.
В случае справедливости альтернативы, учитывая свойство ММФ (20), запишем в при-

нятых выше обозначениях: при T →∞

Eψ =

∫ T

0

tp dλ(t) =
AT p+1

p+ 1
+
T p+α+1L(T )

p+ α + 1
(1 + o(1)),

Dψ =

∫ T

0

t2p dλ(t) =
AT 2p+1

2p+ 1
+
T 2p+α+1L(T )

2p+ α + 1
(1 + o(1)),

поэтому в силу (21) Dψ/(Eψ)2 −→
T→∞

0, следовательно

ψ

Eψ

P−→
T→∞

1,
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и, значит,

ψ =

(
AT p+1

p+ 1
+
T p+α+1L(T )

p+ α + 1

)
(1 + o(1)) =

T p+α+1L(T )

p+ α + 1
(1 + o(1)), (22)

по вероятности. Далее, в силу (20)

λ(t) =

∫ t

0

B(s) ds =

∫ t

0

(A+ sαL(s)) ds = At+
tα+1L(t)

α + 1
(1 + o(1)) =

tα+1L(t)

α + 1
(1 + o(1)),

следовательно, λ(t) есть правильно меняющаяся функция. В принятых выше обозначени-
ях: при T →∞

Eψ1 =

∫ T

0

λ(t)tpdλ(t) =

∫ T

0

λ(t)B(t)tpdt =
T 2α+p+2L2(T )

(α + 1)(2α + p+ 2)
(1 + o(1)). (23)

Далее, для

Gp(t)
def
=

∫ t

0

spdλ(s) =

∫ t

0

spB(s)ds =
tp+α+1L(t)

p+ α + 1
(1 + o(1)), t→∞

имеем, интегрируя по частям

ψ1 − Eψ1 =

∫ T

0

η(t)tpdη∗(t) +

∫ T

0

η∗(t)tpdλ(t) =

∫ T

0

η(t)tpdη∗(t) + η∗(T )Gp(T )−

−
∫ T

0

Gp(t)dη
∗(t) =

∫ T

0

[η(t)tp −Gp(t)] dη
∗(t) + η∗(T )Gp(T ),

поэтому

Dψ1 ≤ 2E(η∗(T ))2G2
p(T ) + 2

∫ T

0

E [η(t)tp −Gp(t)]
2 dλ(t) = 2λ(t)G2

p(T )+

+2

∫ T

0

{
[λ(t)tp −Gp(t)]

2 + t2pλ(t)
}
dλ(t) = o((Eψ1)

2),

так, что
ψ1

Eψ1

P−→
T→∞

1.

Таким образом, учитывая (22)–(23), определяем, что

B̂ =
Tα−1L(T )2α(α + 4)(α + 5)

(α + 1)(2α + 3)(2α + 4)
(1 + o(1)).

Учитывая теперь, что

η(T ) = λ(T )(1 + o(1)) =
tα+1L(t)

α + 1
(1 + o(1)),

окончательно получаем

T 2B̂√
η(T )

=
2α(α + 4)(α + 5)

(2α + 3)(2α + 4)

√
tα+1L(t)

α + 1
(1 + o(1))

P−→
T→∞

∞.

Доказательство пункта 2) теоремы 3 повторяет доказательство теоремы 2. Здесь необ-
ходимо только учесть, что при t→∞

λ(t) =

∫ t

0

B(s)ds = At± tα+1L(t)

α + 1
(1 + (1)) = At(1 + (1)),

то есть поведение параметра λ(t) асимптотически такое же, как и в случае однородного
пуассоновского процесса.

Теорема доказана.
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Доказательство теоремы 1: Доказательство легко получить, используя методы тео-
ремы 2.
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ТРИ ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ГИПОТЕЗЫ ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ
ИНТЕГРАЛОВ

Р.А. БАЛАДАЙ, Б.Н. ХАБИБУЛЛИН

Аннотация. В работе выдвигается гипотеза о точной оценке некоторого определен-
ного несобственного интеграла, зависящего от параметра λ ∈ (0,+∞), через заданную
оценку другого определенного интеграла, зависящего от двух параметров t ∈ [0,+∞)
и λ. Такая точная оценка доказана здесь для λ 6 1. Кроме того, получена некото-
рая оценка и при λ > 1. Последняя оценка, по-видимому, не точная. Мы приводим
также две гипотезы, эквивалентные исходной. Истоки наших гипотез — экстремаль-
ные задачи для целых, мероморфных и плюрисубгармонических функций нескольких
переменных.

Ключевые слова:несобственный интеграл, оценка, неравенство, целая функция, ме-
роморфная функция, плюрисубгармоническая функция, проблема Пэли.

1. Введение

«Положительность» («отрицательность») всюду в работе означает “> 0 ”
(соотв.1 “6 0 ”), где отношение порядка 6 и нулевой элемент 0 на рассматриваемом мно-
жестве, как правило, естественны по контексту.

Через N, Z, R, C обозначаем множества всех соотв. натуральных, целых, вещественных
и комплексных чисел; [−∞,+∞] := {−∞}∪R∪ {+∞} — расширенная вещественная ось
с естественным отношением порядка.

Функция φ : I → [−∞,+∞], I ⊂ [−∞,+∞], возрастающая (соотв. убывающая), ес-
ли для любых x1, x2 ∈ I неравенство x1 6 x2 влечет за собой нестрогое неравенство
φ(x1) 6 φ(x2) (соотв. φ(x1) > φ(x2)). Если же для любых x1, x2 ∈ I из строгого неравен-
ства x1 < x2 следует строгое неравенство φ(x1) < φ(x2) (соотв. φ(x1) > φ(x2)), то φ —
строго возрастающая (соотв. строго убывающая) функция на I. Через Inc(I) обознача-
ем множество всех возрастающих функций на I. Верхний индекс “+”, наряду с тем, что
обозначает положительную часть a+ := max{a, 0} (соотв. φ+ := sup{φ, 0}) числа a или
функции φ : · → [−∞,+∞], используется также для обозначения всех положительных
элементов из множества или класса функций. Так, подмножество всех положительных
функций из Inc(I) обозначаем Inc+(I).

Функция φ : [a, b) → R, [a, b) ⊂ [0,+∞], выпуклая относительно2 log, если функция
x 7→ φ(ex) выпуклая на интервале [log a, log b) ⊂ [−∞,+∞].

В сязи с исследованием в работе [1, Теоремы 1, 2] экстремальных задач о росте плюри-
субгармонических, целых и мероморфных функций комплексных переменных в заверше-
ние обзора [2, Commentary] была выдвинута

R.A.Baladai, B.N. Khabibullin, Three equivalent conjectures on an estimate of integrals.
c© Баладай Р.А., Хабибуллин Б.Н., 2010.
Работа поддержана РФФИ (гранты 09-01-00046-а, 08-01-97023-р_поволжье_а) и программой “Государ-

ственная поддержка ведущих научных школ”, проект НШ–3081.2008.1.
Поступила 15 июня 2010 г.
1Далее сокращение «соотв.» используется для наречия или предлога «соответственно».
2Если не указано основание логарифма у log, то оно равно числу e, т. е. это функция ln.
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Гипотеза 1. Пусть функция S ∈ Inc+
(
[0,+∞)

)
выпуклая относительно log и для

λ > 1/2 и 2 6 n ∈ N выполнено неравенство∫ 1

0

S(tx)(1− x2)n−2x dx 6 tλ для всех t ∈ [0,+∞). (1)

Тогда ∫ +∞

0

S(t)
t2λ−1

(1 + t2λ)2
dt 6

π(n− 1)

2λ

n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2k

)
. (2)

Если Гипотеза 1 верна, то в точности оценки (2) при условии (1) легко убедиться на
примере возрастающей выпуклой относительно log функции

Sλ,n(t) := 2(n− 1)
n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2k

)
tλ =: cλ,nt

λ, t ∈ [0,+∞), λ >
1

2
,

где постоянная cλ,n определена последним равенством. Для Sλ,n в (1) и (2) достигается
равенство. Действительно, в обозначениях Γ и B для классических гамма- и бета-функций
Эйлера [3, гл. VII, § 1] получаем (см. (1))∫ 1

0

Sλ,n(tx)(1− x2)n−2x dx =
cλ,n
2
tλ
∫ 1

0

x(λ/2+1)−1(1− x)(n−1)−1 dx

=
cλ,n
2
tλB(λ/2 + 1, n− 1) =

cλ,n
2
tλ

Γ(λ/2 + 1) Γ(n− 1)

Γ(λ/2 + n)

=
cλ,n
2
tλ

(λ/2)Γ(λ/2) (n− 2)!

Γ(λ/2) (λ/2) (λ/2 + 1) · . . . · (λ/2 + (n− 1))

= cλ,n
1

2(n− 1)
n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2 k

) tλ = tλ, (3)

а также (см. (2))∫ +∞

0

Sλ,n(t)
t2λ−1

(1 + t2λ)2
dt = −cλ,n

2λ

∫ +∞

0

tλ d
1

1 + t2λ

=
cλ,n
2λ

∫ +∞

0

1

1 + t2λ
dtλ =

cλ,n
2λ

∫ +∞

0

1

1 + s2
ds =

π(n− 1)

2λ

n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2k

)
. (4)

2. Случай лишь положительной возрастающей функции S

В этом разделе мы получим некоторые оценки для интеграла (2) от функции S без
каких-либо условий выпуклости. Так, при λ 6 1 справедлив следующий более общий
вариант Гипотезы 1.

Утверждение 1. Пусть S ∈ Inc+
(
[0,+∞)

)
— непрерывная функция и для

1

2
6 λ 6 1

и 2 6 n ∈ N выполнено (1). Тогда имеет место неулучшаемая оценка (2).

Доказательство. Сначала дадим грубую оценку функции S при произвольном значении
параметра λ. Такая оценка, в частности, необходима нам для сходимости возникающих
в ходе доказательства различных интегралов и для существования некоторых пределов.
Применения этой Леммы 1 далее не объявляются.
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Лемма 1. Пусть S ∈ Inc+
(
[0,+∞)

)
, λ > 0 и для 2 6 n ∈ N выполнено (1). Тогда

S(x) 6 2(n− 1)

(
1 +

λ

2(n− 1)

)n−1 (
1 +

2(n− 1)

λ

)λ/2
xλ при всех x > 0.

Доказательство леммы 1. Для произвольного числа a ∈ [0, 1] в силу возрастания S имеем

S(at) 6
∫ 1

a

S(tx)(1− x2)n−2x dx

/ ∫ 1

a

(1− x2)n−2x dx

(1)
6 tλ

/ ∫ 1

a

(1− x2)n−2x dx =
2(n− 1)

(1− a2)n−1
tλ = 2(n− 1)

1

aλ(1− a2)n−1
(at)λ.

Используя замену x = at, а затем минимизируя по a ∈ [0, 1] дробь в правой части, получаем
требуемое (1).

Далее нам удобнее перейти к новым переменным: обозначить переменную t через r, rx
заменить на t, а вместо функции S рассмотреть функцию

T :=
1

2(n− 1)
S.

Тогда неравенство (1) записывается в виде

2(n− 1)

∫ r

0

T (t)(r2 − t2)n−2t dt 6 rλ+2(n−1) для любых r > 0, (5)

а неравенство (2) перейдет в требующее доказательства неравенство∫ +∞

0

T (t)
t2λ−1

(1 + t2λ)2
dt

?
6

π

4λ
·
n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2k

)
. (6)

Для непрерывной функции f на [0,+∞) введем интегральный оператор

Ik(r; f) :=

∫ r

0

f(t)(r2 − t2)ktdt, r > 0, k ∈ N. (7)

В частности, интеграл из (5) есть в точности In−2(r;T ).
Далее, введем в рассмотрение операторы L и M , действующие на дифференцируемые

функции g : (0,+∞)→ R по правилу

L[g](r) :=
1

r
· g′(r), M [g](r) := − d

dt

(
1

t
· g(t)

) ∣∣∣∣
t=r

, r > 0. (8)

Легко показать, что

Lp[Ik(·; f)](r) = 2p
k!

(k − p)!
Ik−p(r; f), p 6 k, (9)

Lk+1[Ik(·; f)](r) = 2kk! f(r), (10)

где p-ая степень оператора означает его k-кратную суперпозицию.

Лемма 2. Предположим, что функции g и ϕ соотв. p раз и q + 1 раз непрерывно
дифференцируемы на (0,+∞) и существуют пределы

lim
t→0,+∞

1

t
Lp−1[g](t) ·M q[ϕ](t) = 0.

Тогда ∫ +∞

0

Lp[g](t)M q[ϕ](t) dt =

∫ +∞

0

Lp−1[g](t)M q+1[ϕ](t) dt,

если интегралы сходятся.
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Лемму 2 легко доказать интегрированием по частям.

Лемма 3. Пусть

ϕλ(t) :=
t2λ−1

(1 + t2λ)2
, t > 0. (11)

Тогда для всех q = 0, 1, . . . имеют место соотношения

M q[ϕλ](t) = O(t−2λ−1−2q) при t→ +∞, (12)

M q[ϕλ](t) = O(t2λ−1−2q) при t→ 0. (13)

Кроме того, при λ 6 1 выполнено условие положительности

M q[ϕλ](t) > 0 для всех t > 0. (14)

Доказательство. Соотношения (12) и (13) можно получить, представляя функцию ϕλ в
виде ряда по степеням от соотв. t−λ при t→ +∞ и tλ при t→ 0.

Для доказательства (14) при λ 6 1 введем для 0 6 β 6 2 класс функций K(β),
являющихся линейными комбинациями с положительными коэффицентами функций вида

ψ(t) =
1

tα(1 + tβ)k
, α > −1, k > 0.

Например, для нашей функции из (11) имеем ϕλ ∈ K(2λ) при λ 6 1. Поэтому для
получения (14) достаточно показать, что M [ψ] ∈ K(β) для ψ ∈ K(β). Для 0 6 β 6 2 и
α > −1 получаем

M [ψ](t) = − d

dt

1

t1+α(1 + tβ)k
=

1 + α

t2+α(1 + tβ)k
+

kβ

t2−β+α(1 + tβ)k+1
∈ K(β).

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Для всех k = 0, 1, . . . и p = 0, 1, . . . , k + 1

Lp[Ik(·;T )](r) = O
(
rλ+2(k+1−p)) , r → 0,+∞. (15)

Доказательство. Для p = k + 1 из равенства (10) имеем

Lk+1[Ik(·;T )](r) = 2k · k!T (r) = O(rλ) = O
(
rλ+2(k+1−p)), r → 0,+∞.

Для p 6 k из равенства (9) следует

Lp[Ik(·;T )](t) = O
(
Ik−p(r;T )

)
= O

(∫ r

0

tλ+1(r2 − t2)k−p dt
)

= O
(
r2(k−p)

∫ r

0

tλ+1 dt
)

= O
(
rλ+2(k+1−p)), r → 0,+∞.

Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Для p+ q = n− 1, где p > 0 и q > 0, имеем

lim
t→0,+∞

1

t
Lp−1[In−2(·, T )](t)M q[ϕλ](t) = 0.

Доказательство. По Леммам 3 и 4 при t→ 0 получаем
1

t
Lp−1[In−2(·, T )](t)M q[ϕλ](t) =

1

t
O
(
tλ+2(n−p)) ·O(t2λ−1−2q

)
= O(t3λ).

По тем же Леммам 3 и 4 при t→ +∞ имеем
1

t
Lp−1[In−2(·, T )](t)M q[ϕλ](t) =

1

t
O
(
tλ+2(n−p)) ·O(t−2λ−1−2q

)
= O(t−λ).

Лемма 5 доказана.
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Закончим доказательство Гипотезы 1 для λ 6 1. По (10) левая часть (6) равна

J
(11)
:=

∫ +∞

0

T (t)ϕλ(t) dt

(8)−(7)
=

1

2n−2 · (n− 2)!

∫ +∞

0

Ln−1[In−2(·, T )](t)M0[ϕλ](t) dt

Используем n− 1 раз Лемму 2 и получим

J =
1

2n−2 · (n− 2)!

∫ +∞

0

L0[In−2(·, T )](t)Mn−1[ϕλ](t) dt

=
1

2n−2 · (n− 2)!

∫ +∞

0

(∫ t

0

T (τ)(t2 − τ 2)n−2τ dτ

)
Mn−1[ϕλ](t) dt.

Отсюда по соотношению (14) Леммы 2 из условия (5) ввиду положительности функции
Mn−1[ϕλ] для λ 6 1 получаем

J 6
1

2n−1 · (n− 1)!

∫ +∞

0

tλ+2(n−1)Mn−1[ϕλ](t) dt

=
1

2n−1 · (n− 1)!

∫ +∞

0

L0
[
tλ+2(n−1)

]
Mn−1[ϕλ](t) dt.

Вновь, используя n− 1 раз Лемму 2, устанавливаем оценку

J 6
1

2n−1 · (n− 1)!

∫ +∞

0

Ln−1
[
tλ+2(n−1)

]
ϕλ(t) dt

=
1

2n−1 · (n− 1)!

∫ +∞

0

t3λ−1

(1 + t2λ)2
dt ·

n−1∏
k=1

(λ+ 2k)

=
1

2λ

∫ +∞

0

t1/2

(1 + t)2
dt ·

n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2k

)
.

Отсюда, интегрируя по частям последний интеграл, получаем

J 6
1

4λ

∫ +∞

0

t−1/2

(1 + t)
dt ·

n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2k

)
.

Интеграл здесь легко (после Л. Эйлера) вычисляется с помощью вычетов и равен π [3,
гл. V, 74, Пример 3]. Значит последнее неравенство совпадает с неравенством (6). Это
завершает доказательство Гипотезы 1 для λ 6 1.

3. Эквивалентные версии Гипотезы 1

Лемма 6 ([4, Предложение 5.1]). Функция S : [0,+∞) → R с S(0) = 0 — возрастаю-
щая и выпуклая относительно log, если и только если найдется возрастающая функция
s : [0,+∞)→ [0,+∞), дающая представление

S(x) =

∫ x

0

s(t)

t
dt.

Используя Лемму 6 вместе с Леммой 1 для условия S(0) = 0, можем записать интеграл
из (1) в виде∫ 1

0

S(tx)(1− x2)n−2x dx = − 1

2(n− 1)

∫ 1

0

(∫ tx

0

s(τ)

τ
dτ

)
d(1− x2)n−1.
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Интегрирование по частям дает равенство∫ 1

0

S(tx)(1− x2)n−2x dx =
1

2(n− 1)

∫ 1

0

s(tx)

x
(1− x2)n−1 dx.

Аналогично для интеграла (2) имеем∫ +∞

0

S(t)
t2λ−1

(1 + t2λ)2
dt =

1

2λ

∫ +∞

0

s(t)

t

dt

t(1 + t2λ)
.

Таким образом, соотношения (1) и (2) переходят соотв. в неравенства

1

2(n− 1)

∫ 1

0

s(tx)

x
(1− x2)n−1 dx 6 tλ для всех 0 6 t < +∞ ,

1

2λ

∫ +∞

0

s(t)

t

dt

1 + t2λ
6
π(n− 1)

2λ

n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2k

)
=
π(n− 1)

λ2
· 1

B(λ/2, n)
,

где функция s > 0 — возрастающая, а в последнем равенстве использованы те же свойства
бета-функции Эйлера [3, гл. VII, § 1], что и в (3). Но мы не уменьшим общности рассмот-
рения, если вместо такой произвольной функции s будем рассматривать произвольную
возрастающую функцию h > 0, определенную заменой h(x2) := 1

4(n−1)
s(x), x > 0, что

преобразует последнюю пару соотношений в условие и неравенство

2

∫ 1

0

h(t2x2)

x
(1− x2)n−1 dx 6 (t2)λ/2 для всех 0 6 t < +∞ ,

2

∫ +∞

0

h(t2)

t

dt

1 + t2λ
6
π

2

n−1∏
k=1

(
1 +

λ

2k

)
=
π

λ
· 1

B(λ/2, n)
,

Отсюда после замен
x2 = x′, t2 = t′, λ/2 = α > 1/2

и переобозначения переменных x′ и t′ прежними x и t получаем∫ 1

0

h(tx)

x
(1− x)n−1 dx 6 tα для всех 0 6 t < +∞ , (18a)∫ +∞

0

h(t)

t

dt

1 + t2α
6
π

2

n−1∏
k=1

(
1 +

α

k

)
=

π

2α
· 1

B(α, n)
. (18b)

Таким образом, Гипотезе 1 с λ > 1 эквивалентна более простая

Гипотеза 2. Пусть α > 1/2. Для любой возрастающей функции h > 0 на [0,+∞) из
условия (18a) следует неравенство (18b).

Возможна еще одна версия рассмотренных гипотез. Во-первых отметим, что из неко-
торых соображений достаточно доказывать наши гипотезы для гладких функций. Так,
можем предполагать, что функция h в Гипотезе 2 непрерывно дифференцируема, т. е.
q := h′ > 0 на (0,+∞). Тогда интегрированием по частям получается эквивалентная Ги-
потезам 1 и 2

Гипотеза 3. Пусть α > 1/2. Если q — положительная непрерывная функция на
[0,+∞), то из условия∫ 1

0

(∫ 1

x

(1− y)n−1 dy

y

)
q(tx) dx 6 tα−1 для всех 0 6 t < +∞ (19)
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следует оценка ∫ +∞

0

q(t) log
(

1 +
1

t2α

)
dt 6 πα

n−1∏
k=1

(
1 +

α

k

)
=

π

B(α, n)
.

Внутренний интеграл в левой части (19) легко вычисляется и может быть заменен на
сумму: ∫ 1

x

(1− y)n−1 dy

y
= − log x+

n−1∑
k=1

(−1)k

k
(1− xk).

4. Некоторые оценки интеграла из (2) при условии (1)

В этом последнем разделе мы приведем некоторые оценки, которые не “дотягивают” до
Гипотезы 1, но представляют некоторый интерес. Первая из них сразу следует из заклю-
чения eqrefest:S Леммы 1 и цепочки равенств (4).

Утверждение 2. Пусть S ∈ Inc+
(
[0,+∞)

)
, λ > 0 и для 2 6 n ∈ N выполнено условие

(1). Тогда справедлива оценка∫ +∞

0

S(t)
t2λ−1

(1 + t2λ)2
dt 6

π

2
· n− 1

λ

(
1 +

1

2
· λ

n− 1

)n−1 (
1 + 2 · n− 1

λ

)λ/2
. (20)

По схеме доказательства последнего неравенства в [1, Основная лемма] может быть
установлено

Утверждение 3. В условиях Гипотезы 1 справедлива оценка∫ +∞

0

S(t)
t2λ−1

(1 + t2λ)2
dt 6

π(n− 1)

2λ

n−1∏
k=1

b
( λ

2k

)
, (21)

где функция b : [0,+∞)→ R определена по правилу

b(x) :=

{
ex при x 6 1,

ex при x > 1,

и удовлетворяет неравенству b(x) 6 e(1 + x) при всех x > 0.

Обсуждения Гипотезы 1 приведены также в [5] и [6].
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ПОВЕДЕНИЕ МИНИМУМА МОДУЛЯ РЯДА ДИРИХЛЕ
НА СИСТЕМЕ ОТРЕЗКОВ

А.М. ГАЙСИН, Ж.Г. РАХМАТУЛЛИНА

Аннотация. Рассматривается задача об асимптотической эквивалентности логариф-
мов точной верхней грани модуля суммы целого ряда Дирихле на вертикальной пря-
мой и ее минимума модуля. В общем случае минимум модуля берется по некоторому
компакту, в определенном смысле мало отличающемуся от вертикального отрезка фик-
сированной длины.

Найдены оптимальные ограничения на последовательность показателей ряда, при
которых требуемое соотношение имеет место всюду на положительном луче кроме,
быть может, множества конечной меры.

Ключевые слова: ряды Дирихле, минимум модуля.

1. Формулировкa теоремы.

Пусть Λ = {λn} — неограниченно возрастающая последовательность положительных
чисел,

F (s) =
∞∑
n=1

ane
λns (s = σ + it) (1)

— ряд Дирихле, абсолютно сходящийся на всей плоскости.
Если выполняется условие

SΛ =
∞∑
n=1

1

λn
<∞ , (2)

то говорят, что последовательность Λ имеет лакуны Фейера, а ряды вида (1) называют
рядами Дирихле с лакунами Фейера.

Пусть

MF (σ) = sup
|t|<∞

|F (σ + it)|, mF (σ, h) = min
|t|6h
|F (σ + it)|, 0 < h <∞.

Через µ(σ) = max
n
{|an|eλnσ} обозначим максимальный член ряда (1).

Предположим дополнительно, что
∞∫

1

c(t)

t2
dt <∞ , (3)

A.M. Gaisin, Zh.G. Rakhmatullina, Behaviour of the minimum of the modulus of the
Dirichlet series on the system of segments.
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где c(t) = max
λn6t

qn, qn = − ln |q′(λn)|,

q(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

λ2
n

)
. (4)

Отметим, что (2) есть условие роста, а (3) — условие на шаг (близость) и концентрацию
точек последовательности Λ.

Справедливы следующие утверждения:

1. Для того чтобы для любой функции F вида (1) при σ → ∞ вне некоторого исклю-
чительного множества E ⊂ [0,∞) нулевой плотности имело место асимптотическое
равенство

lnMF (σ) = (1 + o(1)) ln |F (σ)| , (5)

необходимо [1] и достаточно [2], чтобы выполнялись условия (2) и (3).
2. Пусть выполняется условие (3). Если

∞∑
n=1

λ−1
n ln

λn
n
<∞ , (6)

то при σ →∞ вне некоторого множества E ⊂ [0,∞) нулевой плотности [2]

lnMF (σ) = (1 + o(1)) lnmF (σ, h) . (7)

3. Если выполнены условия (2) и (3), то для любой кривой γ, уходящей в бесконечность
так, что если s ∈ γ и s→∞, то Re s→ +∞, верно равенство [1]

d(F ; γ)
def
= lim

s∈γ
s→∞

ln |F (s)|
lnMF (Re s)

= 1 (8)

(необходимость условий доказана в [3] и [1] соответственно).

Таким образом, видим, что если γ лежит в некоторой горизонтальной полосе
Sh = {s : |Im s| 6 h}, а пару условий (2), (3) заменить на условия (3), (6), то вместо (8)
имеет место более сильное асимптотическое равенство (7). Возникает естественный во-
прос: сохранится ли асимптотическое равенство (7), если отказаться от условия (6)? Ока-
зывается, в этом случае имеет место некоторое промежуточное между равенствами (7) и
d(F ; γ) = 1 утверждение, а именно, справедлива

Теорема 1. Пусть выполняются условия (2), (3). Тогда существует множе-
ство E ⊂ [0,∞) конечной меры, такое, что для любого вертикального отрезка
IH(σ) = {s = σ + it : |t− t0| 6 H} (H = const) для всех σ > σ0 вне E найдется изме-
ненный отрезок I∗H(σ), обладающий свойствами:

1) mes (IH(σ) ∩ I∗H(σ))→ 2H при σ →∞;

2) lnMF (σ + d(σ)) < lnMF (σ) + o(1) при σ →∞ вне E,
где d(σ) = max

s∈I∗H(σ)
|Re s− σ|;

3) lnMF (σ) = (1 + o(1)) lnm∗F (σ) при σ →∞ вне E,
где m∗F (σ) = min

s∈I∗H(σ)
|F (s)|.

Заметим, что в данной теореме отрезок IH(σ) — любой, и он, вообще говоря, не обязан
содержаться при всех значениях σ в какой-то фиксированной полосе Sh.



ПОВЕДЕНИЕ МИНИМУМА МОДУЛЯ РЯДА ДИРИХЛЕ НА СИСТЕМЕ ОТРЕЗКОВ 39

2. Вспомогательные леммы.

Для различных классов монотонных функций введем следующие обозначения. Пусть
L — класс всех непрерывных на R+ = [0,∞) функций w = w(x), таких, что 0 < w(x) ↑ ∞,

x→∞, W =
{
w ∈ L :

∞∫
1

w(x)

x2
dx <∞

}
.

Пусть Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность показателей ряда Дирихле (1),
n(t) — считающая функция последовательности Λ: n(t) =

∑
λn6t

1. Вместе с n(t) рассмотрим

также функцию N(t) =
t∫

0

n(x)

x
dx.

Заметим, что при условии (2) функция N(t) принадлежит классу W . Действительно,

SΛ <∞ равносильно сходимости интеграла
∞∫
1

dn(t)

t
<∞, и все следует из равенства

∞∫
1

N(t)

t2
dt = − N(t)

t

∣∣∣∣∞
1

+

∞∫
1

dN(t)

t
= − N(t) + n(t)

t

∣∣∣∣∞
1

+

∞∫
1

dn(t)

t
.

Для характеристики исключительных множеств вещественной оси, вне которых будут
получены оценки, будем пользоваться понятием ν-меры.

Пусть ν(r) — неубывающая абсолютно непрерывная на R+ функция. Она определяет
ν-меру на R+ по правилу

ν-mes (e) =

∫
e

ν ′(r) dr,

где e — произвольное борелевское множество из R+.
Верхней ν-плотностью измеримого множества E ⊂ R+ называется величина

ν-densE = lim
r→∞

ν-mesEr
ν(r)

, Er = E ∩ [0, r].

Если в последнем равенстве знак lim заменить знаком lim, получим определение нижней
ν-плотности (ν-densE). Если ν-densE = ν-densE, то говорят, что множество E имеет ν-
плотность (ν-densE). При ν(r) ≡ r ν-плотность называется линейной, а при ν(r) ≡ ln r —
логарифмической.

В дальнейшем (если не оговорено противное) считаем, что все исключительные множе-
ства E из R+ допускают покрытие отрезками вида ∆n = [an, a

′
n], an ↑ ∞ (отрезки попарно

не имеют общих внутренних точек), причем, говоря о мере множества E, всегда будем
иметь в виду меру множества E ′ =

⋃
n

∆n.

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся следующие леммы.

Лемма 1 ([4], [5]). Пусть функция g(z) аналитична и ограничена в круге
{z : |z| < R}, |g(0)| > 1. Если 0 < r < 1 − N−1 (N > 1), то существует не более чем
счетное множество кружков

Vn =
{
z : |z − zn| 6 ρn

}
,
∑
n

ρn 6 RrN(1− r),

таких, что для всех z из круга {z : |z| 6 Rr}, но вне
⋃
n

Vn справедлива оценка

ln |g(z)| > R− |z|
R + |z|

ln |g(0)| − 5NL , (9)
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где

L =
1

2π

2π∫
0

ln+ |g(Reiθ)| dθ − ln |g(0)|.

Отметим, что L > 0. При L = 0 оценка (9) следует из неравенства Гарнака, и она верна
всюду в круге {z : |z| < R} (см. в [4]).

Оказывается, в условиях леммы 1 об исключительных кружках можно сказать нечто
большее. Верна

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда имеется конечное число кружков
Vn = {z : |z − zn| < ρn} (1 6 n 6 m) с общей суммой радиусов

m∑
n=1

ρn 6 RrN , r < 1− 1

N
(N > 1), (10)

вне которых в круге {z : |z| 6 Rr} верна оценка

ln |g(z)| − R− |z|
R + |z|

ln |g(0)| > −6NL . (11)

Доказательство. При L = 0 утверждение верно (см. замечание к лемме 1). Пусть теперь
L > 0.

Оценка (9) справедлива в каждой так называемой легкой точке круга
D = {z : |z| 6 Rr} [4] (см. также в [6]). Остальные точки круга D называются тяжелыми.
С каждой тяжелой точкой z связан некоторый круг (см. в [7], [4]) Kz = {ξ : |ξ − z| 6 ρz}.
Как известно, из покрытия множества тяжелых точек кругами Kz ограниченного ради-
уса ρz можно выделить не более чем счетное, при котором каждая тяжелая точка будет
покрыта не более чем шестью кружками [8]. В круге D функция g имеет лишь конечное
число нулей a1, a2, . . . , an. Очевидно, они все являются тяжелыми точками.

Несколько увеличивая радиусы исключительных кружков, можно считать, что оцен-
ка (9) верна вне объединения открытых кружков Vn = {z : |z − zn| < ρn} с общей суммой
радиусов ∑

n

ρn 6 RrN , r < 1− 1

N
, N > 1.

Тогда для всех z ∈ D вне V =
⋃
n

Vn подавно верна оценка

y(z) > −6NL, y(z) = ln |g(z)| − R− |z|
R + |z|

ln |g(0)|. (12)

Далее, выкидывая из D все открытые кружки из V , содержащие a1, a2, . . . , an (их не
более 6n штук), получим замкнутое множество, которое обозначим через C. Пусть

B =
{
z ∈ C : y(z) 6 −6NL

}
.

Множество B замкнуто и B ⊂ V . Следовательно, по лемме Гейне–Бореля существует ко-
нечное число кружков из V , покрывающих B. Значит, для любого z из C\B вне указанных
кружков верна оценка (12).

Таким образом, для любого L > 0 справедливо неравенство (11).
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3. Доказательство теоремы.

Пусть выполнена пара условий (2), (3). Через w = w(t) обозначим любую, но фикси-
рованную функцию из класса W , такую, что max(

√
t, N(et), c(t)) 6 w(t). Здесь c(t) —

наименьшая неубывающая мажоранта последовательности {− ln |q′(λn)|} (q — произведе-
ние Вейерштрасса (4)). Ввиду условий (2), (3) такая функция w имеется. Найдется w∗ ∈ W
вида w∗(t) = β(t)w(t) (β ∈ L, 1 6 β(t)). Как и в [2] через v = v(σ) обозначим решение
уравнения

w1(v) = 3 lnµ(σ) ,

где w1(t) =
√
β(t)w(t), µ(σ) — максимальный член ряда (1). Показано [2], что при σ →∞

вне некоторого множества E ⊂ R+ конечной меры имеют место оценки:
1) lnMF (σ + δ∗) < (1 + o(1)) lnMF (σ);

2) M
1+o(1)
F (σ) 6 max

|ξ−α|6δ
|F (ξ)|, (13)

где α (Reα = σ)— любое комплексное число, δ = δ(v) =
w1(v)

v
, δ∗ = δ∗(v) =

w∗(v)

v
,

v = v(σ).
Пусть Da = R+ \E (Da называется асимптотическим множеством). Тогда для σ ∈ Da и

σ →∞ из (13), очевидно, имеем

M
1+o(1)
F (σ) 6 max

ξ∈K
|F (ξ)| = |F (ξ∗)|, (14)

где ξ∗ ∈ ∂K, K — описанный вокруг круга D(α, δ) = {ξ : |ξ − α| 6 δ} квадрат, стороны
которого параллельны осям координат.

Применим теперь лемму 2 к функции g(z) = F (z+ξ∗), полагая N = 4, R = δ∗, r = 2
√

2√
β(v)

.

Так как Rr = 2
√

2 δ — длина диагонали квадрата K, то K ⊂ D(ξ∗, Rr). Если r < 1 − 1

N
,

то согласно лемме 2 для всех z из круга D(ξ∗, Rr) вне конечного числа исключительных
кружков Vn, радиусы которых удовлетворяют условию (10), при σ ∈ Da и σ → ∞ верна
оценка

|F (ξ∗)| 6 |F (z)|1+o(1) 6 M
1+o(1)
F (σ + δ∗). (15)

Количество исключительных кружков для каждого квадрата свое. Обозначая это число
через m(K), имеем

m(K)∑
n=1

ρn 6 Rr4 6
64 δ

β3/2(v)
. (16)

Таким образом, из (14), (15) получаем, что при σ ∈ Da и σ →∞
lnMF (σ) = (1 + o(1)) ln |F (z)|, (17)

если z ∈ K \
m(K)⋃
n=1

Vn (K — рассмотренный выше квадрат с центром в точке α = σ + it).

Для любого σ ∈ Da рассмотрим прямоугольник P = {z = x+ iy : |σ − x| 6 δ,
|y − t0| 6 H} (H = const). В [2] показано, что если выполнено условие

∞∑
n=1

1

λn
ln
λn
n
<∞,

то общая сумма диаметров исключительных кружков квадратов типа K, покрывающих
P , есть величина o(δ) при σ →∞. Поэтому прямоугольник P содержит некоторый верти-
кальный отрезок I длины |I| = 2H, не пересекающийся с исключительным множеством.
В условиях теоремы 1, как видно из оценки (16), каждый квадрат K обладает таким
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свойством, но общая сумма диаметров кружков из P есть O
( 1

β3/2(v)

)
при σ → ∞. По

этой причине P может и не содержать никакого вертикального отрезка длины 2H, цели-
ком свободного от точек исключительного множества (функция β(v) может расти не так
быстро). Поэтому поступим следующим образом.

Рассмотрим минимальное число квадратов типа K, не имеющих попарно общих внут-
ренних точек и покрывающих P . Исключительное множество e = {ei} прямоугольника P
состоит из исключительных кружков ei квадратов покрытия и их конечное число. Круж-

ки ei могут пересекаться и образовывать так называемые гроздья dK =
mK⋃
i=1

ei — связные
компоненты e.

Рис. 1. Измененный отрезок

Пусть Π — проекция множеств dK , имеющих непустое пересечение с отрезком IH(σ), на

этот отрезок. Тогда Π =
n⋃
j=1

Ij, где Ij — некоторые попарно не пересекающиеся отрезки,

Ij ⊂ IH(σ), причем в силу (16)
n∑
j=1

|Ij| 6 2
n∑
j=1

ρj 6
const
β3/2(v)

6 qH (0 < q < 1)

при σ > σ0.
Измененный отрезок I∗H(σ) строится следующим образом. Для каждого

j = 1, 2, . . . , n находим наименьший прямоугольник Pj со стороной Ij и охватывающий со-
ответствующие множества dK . Участок Ij отрезка IH(σ) заменим на ломаную γj = ∂Pj \Ij.
Если Pj примыкает к какой-то горизонтальной стороне P , то из γj исключаем и отрезок,
целиком лежащий на этой стороне P . Проделав эту процедуру с каждым отрезком Ij,
получим требуемый “отрезок” I∗H(σ) (см. рис. 1).

Из непрерывности функции F следует справедливость оценки (17) и на границах гроз-
дей dK . Следовательно, оценка (17) имеет место на всем “отрезке” I∗H(σ) и при σ ∈ Da, и
σ →∞

lnMF (σ) = (1 + o(1)) lnm∗F (σ),

где m∗F (σ) = min
s∈I∗H(σ)

|F (s)|.

Теорема полностью доказана.
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О ТОЧНОСТИ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ
СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ЛОГАРИФМОМ

МОДУЛЯ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ

В.И. ЛУЦЕНКО, Р.С. ЮЛМУХАМЕТОВ

Аннотация. Изучается степень возможной точности асимптотической аппроксима-
ции субгармонической функции логарифмом модуля целой функции. Доказано, что
если субгармоническая функция u дважды дифференцируема и удовлетворяет усло-
вию

m ≤ |z|∆u(z) ≤M, |z| > 0,
где M,m > 0, то аппроксимация с точностью q ln |z| + O(1) с константой q ∈ (0, 1

4)
возможна лишь вне множеств, не являющихся C0-множеством. С другой стороны, по-
казано, что аппроксимация с точностью q ln |z| + O(1) с константой q ≥ 1

4 возможна
вне множеств, допускающих покрытие кругами B(zk, rk) так, что∑

|zk|≤R

rk = O(R
3
4
−q)

при q ∈
[

1
4 ,

3
4

]
и ∑

|zk|≥R

rk = O(R
3
4
−q)

при q > 3
4 . В частности, эти множества являются C0-множествами при q > 1

4 . Во втором
случае аппроксимирующая функция одна и та же для всех q ≥ 1

4 , и эта функция полу-
чается небольшой модификацией функций типа синуса, построенных Любарским Ю.
и Содиным М.

Ключевые слова: субгармонические функции, целые функции.

1. Введение

В работе [1] В.С. Азариным доказано, что для любой субгармонической функции u(z), имеющей
конечный тип при порядке ρ > 0, то есть удовлетворяющей условию

u(z) ≤ Const.|z|ρ, z ∈ C, |z| > 1,

существует целая функция f , удовлетворяющяя соотношению

|u(z)− ln |f(z)|| = o(|z|ρ), |z| −→ ∞, z /∈ E.
При этом исключительное множество E является C0-множеством, это значит, что множество E
можно покрыть системой кругов D(zj , rj) так, что∑

|zj |≤R

rj = o(R), R −→∞.

V.I. Lutsenko, R.S. Youlmukhametov, On the accuracy of the asymptotic approximation of
subharmonic functions of the logarithm of the modulus of an entire function.

c© Луценко В.И., Юлмухаметов Р.С. 2010.
Работа поддержана РФФИ (грант 10-01-00233-а).
Поступила 3 июля 2010 г.
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(см. [2], стр. 120). Эта теорема явилась далеко идущим обобщением известных в теории целых
функций утверждений о существовании целых функций вполне регулярного роста с заданной
индикатриссой роста (см. [2], стр.151). В 1985 г. теорема Азарина В.С. была существенно уточнена
в работе [3], где доказано утверждение

Теорема A. Для любой субгармонической функции u(z) конечного порядка существует целая
функция f такая, что для любого α ≥ 0 найдется постоянная Cα > 0 так, что

|u(z)− ln |f(z)|| ≤ Cα ln |z|, |z| −→ ∞, z /∈ Eα.

При этом исключительное множество Eα можно покрыть системой кругов D(zj , rj) так, что∑
|zj |≥R

rj = o(R−α), R −→∞.

Целые функции с такими асимптотическими свойствами находят эффективное использование в
вопросах полноты, минимальности и базисности систем экспонент. Именно в работе [4] для такого
использования Б.Я. Левиным было введено понятие целой функции типа синуса. Так названы
целые функции f , которые вне кругов некоторого радиуса δ с центрами в нулях удовлетворяют
оценке

ln |f(z)| = |Re z|+O(1), |z| −→ ∞.
Затем в работе [5] были введены и использованы функции типа синуса для функции
hD(z) = maxw∈D(Re zw), где D — ограниченный выпуклый многоугольник. В последующем
функции типа синуса построены для функции hD, когда кривизна χ(z) границы в точках z ∈ ∂D
удовлетворяет условию 0 < m ≤ χ(z) ≤M <∞ (см.[6]). Приведем здесь теорему из этой работы
в несколько общей форме.

Теорема B. Пусть u(z) — субгармоническая функция, дважды непрерывно дифференцируе-
мая при z 6= 0. Если для некоторых постоянных m,M > 0 выполнены условия

m ≤ |z|∆u(z) ≤M, |z| > 1,

тогда существует целая функция f , такая, что для некоторого ε > 0 круги D(zk, ε
√
|zk|), где

zk, k = 1, 2, ..., — нули функции f попарно не пересекаются и вне объединения этих кругов
выполняется оценка

|u(z)− ln |f(z)|| = O(1), |z| −→ ∞.

В работе [7] вводится следующее, более общее определение функций типа синуса.
Определение. Пусть u непрерывная субгармоническая функция на плоскости и τ(u, z) —

радиус наибольшего круга с центром в точке z, в котором функция u отклоняется от про-
странства гармонических функций на этом круге не более чем на 1:

τ(u, z) = sup{r : ∃h(w) — гармоническая функция в круге B(z, r) : max
w∈B(z,r)

|h(w)− u(w)| ≤ 1}.

Функцией типа синуса для функции u будем называть целую функцию L, удовлетворяющую
условиям

1. Все нули zn, n ∈ N, функции L простые и при некотором ε > 0 круги B(zn, ετ(u, zn)), n ∈ N,
попарно не пересекаются.

2. При любом ε > 0 вне множества кругов B(zn, ετ(u, zn)), n ∈ N, выполняется соотношение

| ln |L(z)| − u(z)| ≤ A(ε).

Из соображений субгармоничности и из определения величины τ(u, z) вытекает свойство
2′. Для всех z ∈ C выполняется оценка сверху

ln |L(z)| ≤ u(z) +A1(ε).

То, что данное определение включает в себя все введенные ранее определения функци типа
синуса, легко проверяется вычислением величины τ(u, z) для соответствующих функций u.
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В этой работе мы докажем, что приведенные выше теоремы A и B по существу не улучшаемы.
А также будет показано, что определение функции типа синуса, данное выше, означает допустимо
возможную точность асимптотики.

Теорема 1. Пусть субгармоническая на плоскости функция u(z) дважды дифференцируема
и удовлетворяет условию

1
|z|
≤ ∆u(z) ≤ 2

|z|
, |z| ≥ 1. (1)

Если для целой функции f(z) при некотором q ∈ (0; 1
4) выполняется неравенство

|u(z)− ln |f(z)|| ≤ q ln |z|, z /∈ E, (2)

то для любого покрытия множества E кругами D(zj , rj) найдется Rq > 0 так, что выполня-
ется соотношение ∑

R
2
≤|zj |≤R

rj ≥
R

64
, R > Rq.

Таким образом, исключительное множество E при q < 1
4 не может быть C0-множеством.

Доказательство предварим двумя простыми леммами.

Лемма 1. Если круг K = {z : |z − a| < r} не пересекается с кругом {z : |z| < 1} и h(z) —
гармоническая мажоранта функции u(z) в этом круге, то выполняются оценки

r2 − |z − a|2

4(|a|+ r|)
≤ h(z)− u(z) ≤ r2 − |z − a|2

2(|a| − r)
, z ∈ K. (3)

Доказательство. В самом деле, пусть G(z, w) — ядро Грина круга K. Ассоциированная мера
функции u(z) равна ∆u(z)dm(z)

2π , где dm(z) — плоская мера Лебега, и по формуле Пуассона-Иенсена
(см. [1], стр. 138) имеем

h(z)− u(z) =
∫
K
G(z, w)

∆u(w)dm(w)
2π

.

По условию (1) имеем

1
2π

∫
G(z, w)

dm(w)
|w|

≤ h(z)− u(z) ≤ 1
π

∫
G(z, w)

dm(w)
|w|

.

Для w ∈ K, очевидно, |a| − r ≤ |w| ≤ |a|+ r, поэтому

1
2π(|a|+ r)

∫
G(z, w)dm(w) ≤ h(z)− u(z) ≤ 1

π(|a| − r)

∫
G(z, w)dm(w).

Ассоциированная мера функции |z − a|2 равна 2dm(z)
π , а ее гармоническая мажоранта в круге K

равна тождественно r2, следовательно, по формуле Пуассона-Иенсена∫
G(z, w)dm(w) =

π

2
(r2 − |z − a|2).

Из последних двух соотношений вытекает утверждение леммы 1.

Лемма 2. Для a ∈ C через D0(a) обозначим круг {z : |z−a| < 7
√
q|a| ln |a|}. Пусть для целой

функции f выполнены условия теоремы. Тогда для всех a, таких, что

|a| ≥ e8, 144q ln |a| < |a| (∗)

и для любого покрытия кругами D(wj , rj) множества E
⋂
D0(a) выполняется оценка∑

rj ≥ e−6q√q|a|
1
2
−2q.
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Доказательство. Для сокращения записи будем пользоваться обозначением ra =
√
q|a| ln |a|. Из

условий (∗) вытекает, что ra < |a|
12 , в частности, круг D(a) = {z : |z−a| < 6ra} не содержит точку

z = 0.
1. Предположим, что каждая окружность C = {z : |z− a| = r} при r ∈ [5ra; 6ra] пересекается с

исключительным множеством E. Проецируя круги покрытияD(wj , rj) по окружностям с центром
в точке a на луч {[a; a + x) : x > 0}, получим, что сумма радиусов больше, чем 1

2ra, то есть
поскольку |a| ≥ e4, то ∑

rj ≥
1
2

√
q|a| ln |a| ≥ √q|a|

1
2 (4)

и в этом случае утвердение леммы верно.
2. Теперь предположим, что некоторая окружность C = {z : |z−a| = r}, r ∈ [5ra; 6ra], свободна

от точек E.
2.1. Допустим, что в круге K = {z : |z − a| < r} нет нулей функции f , то есть в этом круге

функция ln |f(z)| гармонична. Пусть h(z) — гармоническая мажоранта функции u(z) в круге K.
Поскольку ln |z| тоже гармоническая и на границе круга выполняется соотношение (2), то по
принципу максимума

|h(z)− ln |f(z)|| ≤ q ln |z|
во всем круге K. В круге K1 = {z : |z − a| < ra} по лемме 1 имеем

h(z)− u(z) ≥ r2 − r2
a

4(|a|+ r)
≥ 6r2

a

(|a|+ 6ra)

и если a удовлетворяет условию (∗), в частности ra <
|a|
12 , то

h(z)− u(z) ≥ 4q ln |a|. z ∈ K1

Значит, в этом круге K1 имеем

|u(z)− ln |f(z)|| ≥ |u(z)− h(z)| − |h(z)− ln |f(z)|| ≥ 4q ln |a| − q ln |z|.

Если a удовлетворяет условию (∗) и z ∈ K1, то |z| ≤ |a| + ra ≤ 13
12 |a|, значит,

4 ln |a| ≥ 2 ln |a|+ 2 ln 12
13 + 2 ln |z| > 2 ln |z|, поэтому в круге K1 выполняется оценка

|u(z)− ln |f(z)|| > q ln |z|.

Cледовательно, круг K1 лежит в множестве E. Снова проецируя круги покрытия на луч
{[a; a+ x) : x > 0}, получаем, что сумма радиусов кругов больше, чем 1

2ra, значит, выполняется
соотношение (4), и утверждение леммы 2 верно и в этом случае.

2.2. Остается рассмотреть случай, когда в кругеK имеется по крайней мере один нуль функции
f . Обозначим этот нуль через b, итак, b ∈ K ⊂ {z : |z − a| < 6ra} и f(b) = 0. Окружности
{z : |z − b| = r}, r ∈ [

√
q|a|; 2

√
q|a|] лежат в круге D0(a). Если все эти окружности пересекаются

с множеством E, то сумма радиусов кругов покрытия будет не меньше
√
q|a|, и утверждение

леммы верно. Пусть окружность ∂K2 = {z : |z−b| = r} при некотором r ∈ [
√
q|a|; 2

√
q|a|] свободна

от точек E. Пусть H(z) — гармоническая мажоранта u(z) в круге K2, Hf (z) — гармоническая
мажоранта ln |f(z)| в этом же круге K2. По лемме 1 имеем

|H(z)− u(z)| ≤ r2

2(|b| − r)
≤ q|a|

2(|a| − 6ra − 2
√
q|a|)

.

Отсюда, учитывая условие (∗) на точку a, получим

|H(z)− u(z)| ≤ 2q. (5)

Граница круга K2 не пересекается с множеством E, значит, на ней выполняется соотношение (2),
то есть

|H(z)−Hf (z)| ≤ q ln |z|, z ∈ ∂K2.

в силу гармоничности ln |z| и по принципу максимума это соотношение верно и во всем круге K2:

|H(z)−Hf (z)| ≤ q ln |z|, z ∈ K2. (6)
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По формуле Пуассона-Иенсена

Hf (z)− ln |f(z)| =
∫
G(z, w)dµf (w) =

∑
bk∈K2

G(z, bk),

где G(z, w) — функция Грина круга K2, bk — нули функции f . Отсюда

Hf (z)− ln |f(z)| ≥ G(z, b) = ln
r

|z − b|
≥ ln

√
q|a|

|z − b|
,

Отсюда и из оценок (5), (6) получаем, что в круге K2 выполняется нижняя оценка

| ln |f(z)| − u(z)| ≥ | ln |f(z)| −Hf (z)| − |Hf (z)−H(z)| − |H(z)− u(z)| ≥

≥ ln

√
q|a|

|z − b|
− q ln |z| −Mq.

Если z ∈ {|z − b| < e−6q√q|a|
1
2
−2q}, то
| ln |f(z)| − u(z)| ≥ 4q + 2q ln |a| − q ln |z|.

При выполнении условий (∗) для z ∈ K2 будет верно |a| ≥ e−2|z|, поэтому
| ln |f(z)| − u(z)| > q ln |z|,

и круг D(b, e−6q√q|a|
1
2
−2q) полностью лежит в множестве E. Проецируя круги покрытия по

окружностям с центром в точке b на луч, исходящий из точки b, получим, что сумма радиу-
сов кругов покрытия не меньше, чем e−6q√q|a|

1
2
−2q, и утверждение леммы 2 снова верно.

Лемма 2 доказана.

Перейдем к доказательству теоремы.

Доказательство. Пусть D — некоторое покрытие кругами D(zj , rj) исключительного множества
E. Зафиксируемся достаточно большим числом R. Через J обозначим множество индексов j,
таких, что |zj | ≤ R. Если для некоторого j ∈ J будет rj ≥ R, то∑

|zj |≤R

rj ≥ R,

поэтому далее будем считать, что rj < R, j ∈ J . Положим

d = 7 max
|a|≤R

ra, n =
[
R

2d

]
,

где [x] означает целую часть x, а величина ra определена в начале докзательства леммы 2. Разо-
бьем отрезок [R2 ;R] на n равных отрезков, длина которых будет не меньше, чем d. Середины
этих отрезков обозначим через xk и каждую окружность {z : |z| = xk} разделим на n равных
дуг. Середины дуг обозначим через akm и через B обозначим систему кругов Dkm = D(akm, d),
k,m = 1, 2, ...n. Круги Dkm попарно не пересекаются, и общее количество N этих кругов при
достаточно больших R удовлетворяет оценке

N = n2 >
R2

8d2
. (6)

Разобьем множество индексов J на две части: J ′ — множество индексов j ∈ J , для которых
радиус rj > d и J ′′ = J \ J ′.

Cистему B кругов Dkm тоже разобьем на две части: B′ — круги, которые пересекаются с
объединением кругов покрытияD(zj , rj) по j ∈ J ′, B′′ = B\B′ — остальные круги. ПустьN1, N2 —
количество кругов соответственно в системе B′ и B′′, при этом N1 + N2 = N и, следовательно,
либо N1, либо N2 больше половины N . Рассмотрим эти случаи по отдельности.

1. Предположим, что

N1 ≥
N

2
≥ R2

16d2
.

Поскольку радиусы кругов покрытия с индексами из J ′ больше радиуса любого круга из B, то
система кругов D(zj , 2rj) покрывает все объединение кругов из системы B′. Значит, площадь
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объединения этих кругов D(zj , 2rj) покрытия c j ∈ J ′ больше площади объединения кругов из
системы B′. Таким образом,

π
∑
j∈J ′

4r2
j ≥

∣∣∣∣∣∣
⋃

Bkm∈B′

Bkm

∣∣∣∣∣∣ ≥ N1πd
2.

В рассматриваемом случае имеем ∑
j∈J ′

r2
j ≥

R2

64
.

Поскольку мы предполагаем, что rj < R, то∑
j∈J ′

rj
R
>
∑
j∈J ′

r2
j

R2
≥ 1

64
,

и ∑
j∈J

rj >
1
64
R.

Утверждение теоремы в этом случае доказано.
2. Предположим, что

N2 >
N

2
≥ R2

16d2
. (7)

Части E, попавшие в круги из системы B′′, покрываются только кругами D(zj , rj), j ∈ J ′′.
Радиусы этих кругов покрытия не превосходят d. Радиусы кругов из системы B′′ равны d. Из
этих оценок сравнением площадей нетрудно убедиться в том, что каждый круг покрытия может
пересекаться с не более чем 4 кругами из системы B. В самом деле, пусть некоторый круг D(z, r)
покрытия пересекается с m кругами из системы B. Тогда все эти круги из системы B лежат
полностью в круге D(z, r + d), и их суммарная площадь меньше (они попарно не пересекаются),
чем площадь круга D(z, r + d):

mπd2 < π(r + d)2 ≤ 4πd2.

Это значит, что если через Jkm обозначим множество индексов из J ′′ кругов покрытия, имеющих
непустое пересечение с множеством E

⋂
Bkm, то каждый индекс из J ′′ попадает в не более чем 4

множеств Jkm. По лемме 2 имеем∑
j∈Jkm

rj ≥ e−6q√q|akm|
1
2
−2q ≥ e−6q√q22q− 1

2R
1
2
−2q.

Просуммируем эти неравенства

4
∑
J ′′

rj ≥ N2e
−6q√q22q− 1

2R
1
2
−2q.

Отсюда и из условия (7) получаем, что для некоторой положительной постоянной Cq будет вы-
полняться оценка ∑

J

rj ≥ Cq
RR

1
2
−2q

lnR
,

и если q < 1
4 , то при достаточно больших R имеем∑

|zj |≤R

rj ≥ R.

Теорема 1 доказана.

Число q = 1
4 точное в смысле следующей теоремы.
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Теорема 2. Пусть субгармоническая на плоскости функция u(z) дважды дифференцируема
и удовлетворяет условию

A

|z|
≤ ∆u(z) ≤ B

|z|
, |z| ≥ 1.

Тогда существует целая функция f(z), для которой найдется число δ > 0 такое, что для любого
ε ≥ 0 вне множества

Eε =
∞⋃
k=1

B(zk, δ|zk|−ε),

где zk — нули функции f , выполняется соотношение

|u(z)− ln |f(z)|| ≤
(

1
4

+ ε

)
ln |z|+ Const. , z /∈ Eε.

При этом исключительное множество Eε покрывается кругами B(zk, rk) так, что∑
|zk|≤R

rk = O(R1−ε), R −→∞,

если ε ≤ 1 и ∑
|zk|≥R

rk = O(R1−ε), R −→∞,

если ε > 1.

Доказательство. За основу возьмем функции типа синуса из работы [6]. Пусть функция β(z)
неотрицательна, непрерывна, имеет компактный носитель и∫

β(z)dm(z) =
1
4
.

Тогда функция

u0(z) = u(z) +
∫

ln |z − w|β(w)dm(w)

удовлетворяет условиям теоремы B, причем

u0(z) = u(z) +
1
4

ln |z|+O(1), |z| −→ ∞. (8)

По этой теореме существует целая функция f с нулями zk, такая, что при некотором δ > 0 круги
Bk = B(zk, δ

√
|zk|) попарно не пересекаются и вне этих кругов выполняется оценка

|u0(z)− ln |f(z)|| ≤ C0. (9)

Можно считать, что |zk| > 1 и δ < 1. Положим rk = δ
√
|zk| и через hk(z) обозначим гармониче-

скую мажоранту функции u0 в круге Bk = B(zk, rk). По лемме 1 в круге B(zk, rk) имеем

|u0(z)− hk(z)| ≤ C1. (10)

Значит, на границе круга выполняется оценка

|hk(z)− ln |f(z)|| ≤ C0 + C1.

По принципу максимума для субгармонических функций соотношение

ln |f(z)| − hk(z) ≤ C0 + C1 (11)

выполняется во всем круге. Функция gk(z) = f(z)rk
z−zk

аналитична в круге Bk и не имеет в нем
нулей. Из (10) и (9) следует, что на границе круга имеет место оценка

|hk(z)− ln |gk(z)|| ≤ C0 + C1,

которая по принципу максимума (минимума) для гармонических функций продолжается на весь
круг. Поэтому в круге Bk имеем

ln |gk(z)| ≥ hk(z)− C1 − C0,

или
ln |f(z)| ≥ hk(z)− ln rk + ln |z − zk| − C1 − C0.
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Если при этом z /∈ Eε, то

ln |f(z)| ≥ hk(z)−
(

1
2

+ ε

)
ln |zk| − C1 − C0.

Поскольку внутри круга Bk верно

ln |zk| = ln |z|+O(1),

то
ln |f(z)| ≥ hk(z)−

(
1
2

+ ε

)
ln |z|+O(1).

Отсюда, учитывая (10) и (11), получаем

u0(z)−
(

1
2

+ ε

)
ln |z|+O(1) ≤ ln |f(z)| ≤ u0(z) +O(1).

Вместе с (8) имеем

u(z)−
(

1
4

+ ε

)
ln |z|+O(1) ≤ ln |f(z)| ≤ u(z) +

1
4

ln |z|+O(1)

или
|u(z)− ln |f(z)|| ≤

(
1
4

+ ε

)
ln |z|+O(1).

В качестве покрытия исключительного множества, удовлетворяющего условиям теоремы мож-
но взять круги, из которых состоит это множество Eε.
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О ВЕСОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ БЕСКОНЕЧНО
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ В Rn

И.Х. МУСИН, С.В. ПОПЁНОВ

Аннотация. Рассматривается пространство бесконечно дифференцируемых функций
в Rn, построенное при помощи некоторого семейства ϕ весовых функций в Rn, расту-
щих быстрее любой линейной функции. Изучаются задача приближения полиномами
в этом пространстве и проблема описания сопряженного пространства в терминах пре-
образования Фурье-Лапласа функционалов при дополнительных условиях на ϕ.

Ключевые слова: полиномиальная аппроксимация, преобразование Фурье-Лапласа
функционалов, целые функции, теорема типа Пэли-Винера.

1. Введение

Постановка задач. Пусть ϕ = {ϕm}∞m=1 — семейство вещественнозначных функций
ϕm ∈ C(Rn) таких, что для любого m ∈ N:

1). lim
x→∞

ϕm(x)

‖x‖
= +∞ (‖ · ‖ — евклидова норма в Rn);

2). lim
x→∞

(ϕm(x)− ϕm+1(x)) = +∞.
Для произвольного m ∈ N пусть

E(ϕm) = {f ∈ Cm(Rn) : pm(f) = sup
x∈Rn,|α|≤m

|(Dαf)(x)|
exp(ϕm(x))

<∞}.

Очевидно, E(ϕm+1) ⊂ E(ϕm). Пусть E(ϕ) =
∞⋂
m=1

E(ϕm). С обычными операциями сложения

и умножения на комплексные числа E(ϕ) становится линейным пространством. Наделим
E(ϕ) топологией проективного предела пространств E(ϕm).

Так как для каждого m ∈ N пространство E(ϕm+1) вложено вполне непрерывно в E(ϕm)
[1], то E(ϕ) — пространство (M∗) [1], [2].

Интерес к изучению пространств типа E(ϕ) был проявлен в работах [3]-[5].
В данной заметке рассматриваются следующие две задачи:
1. аппроксимация полиномами в E(ϕ);
2. при условии, что семейство ϕ состоит из функций степенного роста, описать сильное

сопряженное пространство к E(ϕ) в терминах преобразования Фурье-Лапласа линейных
непрерывных функционалов на E(ϕ).

Известно [6], [7], что полиномы плотны в E(ϕ), если семейство ϕ состоит из функций
ϕm(x) = Φ(x) − m ln(1 + ‖x‖), где Φ — непрерывная вещественнозначная функция в Rn

такая, что при некоторых C > 0, D ∈ R и µ > 1

Φ(x) ≥ C‖x‖µ −D, x ∈ Rn.

I.Kh. Musin, S.V. Popënov, On a weighted space of infinitely differentiable functions in Rn.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований

(гранты №08-01-00779, 08-01-97023).
Поступила 20 мая 2010 г.
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При тех же условиях на ϕ и в предположении выпуклости Φ в Rn вторая задача изучалась
для n = 1 в [6], а в случае нескольких переменных — в [7] при условии, что при некоторых
ρ > 1, µ ∈ (1, ρ], A > 0, B ∈ R, C > 0, D ∈ R всюду в Rn

C‖x‖µ −D ≤ Φ(x) ≤ A‖x‖ρ +B.

При определённых условиях на ϕ в работе [8] изучалась сюръективность преобразования
Фурье-Лапласа линейных непрерывных функционалов на E(ϕ).

Определения, результаты. Пусть E ′(ϕ) — пространство линейных непрерывных
функционалов на E(ϕ), E∗(ϕ) — сильное сопряженное к E(ϕ).

Для произвольной вещественнозначной функции Φ в Rn такой, что

lim
x→∞

Φ(x)

‖x‖
= +∞,

пусть

Φ̃(x) = − inf
y∈Rn

(〈x, y〉+ Φ(y)), x ∈ Rn.

Через ϕ̃ обозначим семейство функций ϕ̃m.
Отметим, что для любого z ∈ Cn функция fz(ξ) = exp(i〈ξ, z〉) принадлежит простран-

ству E(ϕ), поскольку при любом m ∈ N

pm(fz) ≤ (1 + ‖z‖)m exp(ϕ̃m(Im z)).

Преобразование Фурье-Лапласа Ŝ функционала S ∈ E ′(ϕ) определим по формуле

Ŝ(z) = S(ei<ξ,z>), z ∈ Cn.

Точно так же, как в [7, лемма 4]) показывается, что Ŝ — целая функция, причем для
любого α ∈ Zn

+

(Dα
z Ŝ)(z) = S((iξ)αei〈ξ,z〉), z ∈ Cn. (1)

Пусть H(Cn) — пространство целых функций в Cn, P (ϕ̃) =
⋃

m∈Z+

P (ϕ̃m), где

P (ϕ̃m) =

{
f ∈ H(Cn) : ‖f‖m = sup

z∈Cn

|f(z)|
(1 + ‖z‖)m exp(ϕ̃m(Im z))

<∞
}
.

С обычными операциями сложения и умножения на комплексные числа P (ϕ̃) становится
линейным пространством. Пространство P (ϕ̃) наделим топологией индуктивного предела
нормированных пространств P (ϕ̃m).

В работе установлены следующие основные результы.

Теорема 1. Пусть ϕ — семейство вещественнозначных функций ϕm ∈ C(Rn), удо-
влетворяющих условиям 1), 2). Тогда полиномы плотны в E(ϕ).

Теорема 2. Пусть ρ > 1, ϕ = {ϕm}∞m=1 — совокупность выпуклых функций в Rn,
удовлетворяющих условиям:

1) lim
x→∞

ϕm(x)

‖x‖
= +∞ ∀m ∈ N;

2) ∃C > 0 ∃D > 0: ϕ1(x) ≤ C||x||ρ +D, x ∈ Rn;
3) ∃a > 0 ∀m ∈ N ∃bm ≥ 0: ϕm(x)− ϕm+1(x) ≥ a ln(1 + ||x||)− bm, x ∈ Rn.
Тогда преобразование Фурье-Лапласа устанавливает топологический изоморфизм

между пространствами E∗(ϕ) и P (ϕ̃).
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2. Аппроксимация полиномами в E(ϕ)

Для функции u : [0,∞)→ R такой, что

lim
x→+∞

u(x)

x
= +∞ (2)

пусть u∗(x) = sup
y≥0

(xy − u(y)), u[e](x) = u(ex), x ≥ 0.

Лемма 1. Пусть непрерывная функция u : [0,∞) → R удовлетворяет условию (2).
Тогда

(u[e]))∗(x) + (u∗[e])∗(x) ≤ x lnx− x, x > 0. (3)

Доказательство. Пусть x > 0. Найдутся точки t ≥ 0 и ξ ≥ 0 такие, что

(u[e])∗(x) = xt− u(et),

(u∗[e])∗(x) = xξ − u∗(eξ).
Таким образом,

(u[e])∗(x) + (u∗[e])∗(x) = xt− u(et) + xξ − sup
η≥0

(eξη − u(η)).

Следовательно, для любого η ≥ 0

(u[e])∗(x) + (u∗[e])∗(x) ≤ xt− u(et) + xξ − eξη + u(η).

Полагая здесь η = et, имеем

(u[e])∗(x) + (u∗[e])∗(x) ≤ xt+ xξ − eξ+t.
Следовательно,

(u[e])∗(x) + (u∗[e])∗(x) ≤ sup
y≥0

(xy − ey) ≤ sup
y∈R

(xy − ey) = x lnx− x.

Замечание. В работе [9] рассматривался класс функций u, для которых в (3) имеет
место равенство.

Доказательство теоремы 1. Следуем схеме доказательства леммы 6 из [7], повторяя
для полноты изложения часть использованных там рассуждений.

Для краткости пусть θm(x) = exp(ϕm(x)), x ∈ Rn.
Пусть f ∈ E(ϕ), то есть, f ∈ C∞(Rn) и для каждого m ∈ N существует постоянная

cm > 0 такая, что
|(Dαf)(x)| ≤ cmθm(x), x ∈ Rn, |α| ≤ m. (4)

Приблизим f полиномами в E(ϕ). Это будет проделано в три этапа.
1. Для r > 0 пусть Πr = {x ∈ Rn : |xj| < r, j = 1, . . . , n}. Выберем функцию χ ∈ C∞(R)

так, что supp χ ⊆ [−2, 2], χ(x) = 1 для x ∈ [−1, 1], 0 ≤ χ(x) ≤ 1 ∀x ∈ R. Положим
η(x1, x2, . . . , xn) = χ(x1)χ(x2) · · ·χ(xn).

Пусть fν(x) = f(x)η(x
ν
), ν ∈ N, x ∈ Rn. Очевидно, fν ∈ E(ϕ). Покажем, что fν → f в

E(ϕ) при ν →∞. Для каждого m ∈ N

sup
x∈Rn

|fν(x)− f(x)|
θm(x)

≤ sup
x/∈Πν

|f(x)|
θm(x)

≤ sup
x/∈Πν

cm+1θm+1(x)

θm(x)
.

Следовательно, при ν →∞

sup
x∈Rn

|fν(x)− f(x)|
θm(x)

→ 0. (5)

Далее,

sup
x∈Rn,1≤|α|≤m

|Dα(fν(x)− f(x))|
θm(x)

=
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= sup
x∈Rn,1≤|α|≤m

|
∑

β≤α,|β|<|α|

(
β
α

)
(Dβf)(x)ν |β|−|α|(Dα−βη)(x

ν
) + (Dαf)(x)(η(x

ν
)− 1)|

θm(x)
≤

≤ sup
x∈Π2ν\Πν ,1≤|α|≤m

∑
β≤α,|β|<|α|

(
β
α

)
ν |β|−|α||(Dβf)(x)||(Dα−βη)(x

ν
)|

θm(x)
+

+ sup
x/∈Πν ,1≤|α|≤m

|(Dαf)(x)|
θm(x)

Пользуясь неравенством (4), заключаем, что при ν →∞

sup
x∈Rn,1≤|α|≤m

|Dα(fν(x)− f(x))|
θm(x)

→ 0.

Отсюда и из (5) следует, что для каждого m ∈ N pm(fν − f) → 0 при ν → ∞. Следова-
тельно, последовательность (fν)

∞
ν=1 сходится к f в E(ϕ) при ν →∞.

2. Зафиксируем ν ∈ N. Пусть h — не равная тождественно нулю целая функция
экспоненциального типа не выше 1, принадлежащая классу L1(R), и неотрицательная

на вещественной прямой. Можно взять, например, h(z) =
sin2 z

2

z2
, z ∈ C. Положим

H(z1, z2, . . . , zn) = h(z1)h(z2) · · ·h(zn). Воспользовавшись теоремой Пэли-Винера [10, гл. 6],
найдем постоянную CH > 0 такую, что для любого α ∈ Zn

+

|(DαH)(x)| ≤ CH , x ∈ Rn. (6)

Пусть
∫

Rn H(x) dx = A. Для λ > 1 положим

fν,λ(x) =
λn

A

∫
Rn
fν(y)H(λ(x− y)) dy, x ∈ Rn.

Очевидно, fν,λ ∈ E(ϕ). Покажем, что fν,λ → fν в E(ϕ) при λ → +∞. Пусть m ∈ N
произвольно, r(λ) = λ−

2n
2n+1 . Для любых α ∈ Z+, x ∈ Rn

(Dαfν,λ)(x)− (Dαfν)(x) =
λn

A

∫
Rn

((Dαfν)(y)− (Dαfν)(x))H(λ(x− y)) dy =

=
λn

A

∫
‖y−x‖≤r(λ)

((Dαfν)(y)− (Dαfν)(x))H(λ(x− y)) dy+

+
λn

A

∫
‖y−x‖>r(λ)

((Dαfν)(y)− (Dαfν)(x))H(λ(x− y)) dy.

Обозначим слагаемые в правой части последнего равенства через I1,α(x) и I2,α(x), со-
ответственно. Пусть Kν,m = max

x∈Rn,|β|≤m+1
|(Dβfν)(x)|. В результате элементарных оценок

получим

max
x∈Rn,|α|≤m

|I1,α(x)| ≤ π
n
2
√
nCHKν,m

AΓ(n
2

+ 1)
λ−

n
2n+1 ;

max
x∈Rn,|α|≤m

|I2,α(x)| ≤ 2Kν,m

A

∫
‖u‖>λ

1
2n+1

H(u) du.

Из этих двух оценок следует, что

max
x∈Rn,|α|≤m

|(Dαfν,λ)(x)− (Dαfν)(x)| → 0

при λ→ +∞. Следовательно, pm(fν,λ − fν)→ 0 при λ→ +∞. Отсюда, в силу произволь-
ности m ∈ N, имеем: fν,λ → fν в E(ϕ) при λ→ +∞.
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3. Зафиксируем λ > 0, ν ∈ N. Приблизим fν,λ многочленами в E(ϕ).
Для N ∈ N, x(x1, . . . , xn) ∈ Rn пусть

UN(x) = H(0) +
N∑
k=1

∑
1≤i1≤n

· · ·
∑

1≤ik≤n

∂kH

∂xi1 · · · ∂xik
(0)xi1 · · ·xik

k!
.

Для любого x ∈ Rn

|H(x)− UN(x)| ≤

∑
1≤i1≤n

· · ·
∑

1≤iN+1≤n

sup
ξ∈l(0,x)

∣∣∣∣ ∂N+1H

∂xi1 · · · ∂xiN+1

(ξ)xi1 · · ·xiN+1

∣∣∣∣
(N + 1)!

,

где l(0, x) — интервал, соединяющий начало и точку x. Воспользовавшись неравенством
(6), получим

|H(x)− UN(x)| ≤ CHn
N+1‖x‖N+1

(N + 1)!
. (7)

Пусть R > 0 таково, что suppfν ⊂ ΠR. Положим

VN(x) =
λn

A

∫
ΠR

fν(y)UN(λ(x− y)) dy, x ∈ Rn.

VN — многочлен степени не выше N . Покажем, что последовательность (VN)∞N=1 сходится
к fν,λ в E(ϕ) при N →∞. Пусть m ∈ N произвольно. Для любых α ∈ Zn

+, x ∈ Rn

(Dαfν,λ)(x)− (DαVN)(x)) =
λn

A

∫
ΠR

(Dαfν)(y)(H(λ(x− y))− UN(λ(x− y))) dy.

Отсюда, пользуясь неравенством (7), найдем положительные числа C1 и C2 такие, что при
любых N∈ N, |α| ≤ m,x ∈ Rn

|(Dαfν,λ)(x)− (DαVN)(x)| ≤ C1C
N
2 (1 + ‖x‖)N+1

(N + 1)!
.

Таким образом, для любого N∈ N

pm(fν,λ − VN) ≤ C1C
N
2

(N + 1)!
sup
x∈Rn

(1 + ‖x‖)N+1

θm(x)
.

Пусть Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}. Для σ ∈ Sn−1 пусть

ϕm,σ(t) = ϕm(σt), t ≥ 0.

Проведя элементарные выкладки и воспользовавшись неравенством (3), получим

pm(fν,λ − VN) ≤ C3C
N
4

(N + 1)!

(N + 1)N+1

exp( inf
σ∈Sn−1

(ϕ∗m,σ[e])∗(N + 1))
,

где C3 и C4 — некоторые положительные постоянные, не зависящие от N . Отсюда, поль-
зуясь формулой Стирлинга и тем, что равномерно по σ ∈ Sn−1

lim
N→∞

(ϕ∗m,σ[e])∗(N + 1)

N + 1
= +∞,

делаем вывод, что pm(fν,λ−VN)→ 0 при N →∞. Это означает, что функцию fν,λ удалось
приблизить многочленами в E(ϕ) (поскольку m ∈ N было произвольно).

Из 1) — 3) следует полнота многочленов в E(ϕ).
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3. О сильном сопряженном пространстве к E(ϕ) в специальном случае
весовых функций

При доказательстве теоремы 2 понадобятся два следующих результата.

Лемма 2. Пусть ν > 1, а функция h : Rn → R непрерывна и такова, что для некото-
рых положительных чисел Ch, Dh

h(x) ≥ Ch||x||ν −Dh, x ∈ Rn.

Пусть ξ0(x) — точка, в которой достигается точная верхняя грань в Rn функции

ux(ξ) =< x, ξ > −h(ξ), ξ ∈ Rn.

Тогда при некотором Kh > 0 для любого x ∈ Rn

||ξ0(x)|| 6 Kh||x||
1

ν−1 +Kh.

Доказательство. Пусть x ∈ Rn произвольно. Пользуясь условием на h, имеем

ux(ξ) ≤ ‖x‖ · ‖ξ‖ − Ch‖ξ‖ν +Dh.

Так как sup
ξ∈Rn

ux(ξ) ≥ −h(0), то sup
ξ∈Rn

ux(ξ) достигается на множестве

Gx = {ξ ∈ Rn : ‖ξ‖ · ‖x‖ ≥ Ch‖ξ‖ν −Dh − h(0)}.

Положим Lh = Dh + h(0). Из условия на h следует, что Lh ≥ 0. Пусть для λ ≥ 0 Tλ —
множество решений неравенства

λx ≥ Chx
ν − Lh,

принадлежащих R+. Это множество — отрезок вида [0, x2], где x2 <∞. Оценим x2 сверху.
Имеем

λx2 = Chx
ν
2 − Lh.

Предположим, что x2 ≥ 1. Тогда

λ = Chx
ν−1
2 − Lh

x2

≥ Chx
ν−1
2 − Lh.

Отсюда

x2 6

(
λ+ Lh
Ch

) 1
ν−1

.

С учётом случая x2 < 1, имеем

x2 6

(
λ+ Lh
Ch

) 1
ν−1

+ 1.

Отсюда, если 0 ≤ λ ≤ 1, то

x2 6

(
1 + Lh
Ch

) 1
ν−1

+ 1.

Если λ > 1, то

x2 6 λ
1

ν−1

(
1 + Lh
Ch

) 1
ν−1

+ 1.

Положим Kh =
(

1+Lh
Ch

) 1
ν−1

+ 1. Тогда

x2 6 Kh(1 + λ
1

ν−1 ).
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Правую часть последнего неравенства обозначим через dλ. Итак, Tλ ⊆ [0; dλ]. Поскольку
ξ ∈ Gx ⇔ ||ζ|| ∈ T||x||, то ∀ξ ∈ Gx имеем

||ξ|| 6 Kh · ||x||
1

ν−1 +Kh.

В частности,
||ξ0(x)|| 6 Kh||x||

1
ν−1 +Kh.

Лемма 2 доказана.
Для преобразования Фурье обобщенной функции f ∈ S ′(Rn) используем символ F [f ].
F [f ] — это функционал из S ′(Rn), определяемый формулой

(F [f ], g) = (f,F [g]), g ∈ S(Rn),

где F [g] — преобразование Фурье функции g:

F [g](x) =

∫
Rn
g(ξ)ei〈x,ξ〉 dξ.

Определение [11], [12]. Спектральной функцией функции f ∈ H(Cn) называется обоб-
щенная функция g ∈ D′(Rn), обладающая свойствами:

1). g(ξ)e−〈y,ξ〉 ∈ S ′(Rn) при всех y ∈ Rn;
2). f(z) = F [g(ξ)e−〈y,ξ〉](x) при всех z = x+ iy ∈ Cn.
Следующий результат был получен в работе [8].
Теорема A. Пусть φ — положительная выпуклая в Rn функция такая, что для лю-

бого x ∈ Rn существует y = y(x) ∈ Rn, что

φ(x) = 〈y, x〉 − φ̃(y),

и, кроме того, для некоторых постоянных A > 0, B > 0, β > 0,

‖y(x)‖ ≤ A‖x‖β +B, x ∈ Rn.

Пусть f(z) — целая в Cn функция, удовлетворяющая оценке

|f(z)| ≤ C(1 + ‖z‖)keφ̃(y),

где z = x+ iy, x, y ∈ Rn, C > 0, k ≥ 0.
Тогда ее спектральная функция g(ξ) представляется в виде суммы конечного числа

обобщенных производных от непрерывных функций gα(ξ), удовлетворяющих при всех
ξ ∈ Rn и некоторых lα ∈ N, cα > 0 оценке:

|gα(ξ)| ≤ cα(1 + ‖ξ‖)lαe−φ(ξ).

Теорема A является обобщением теоремы Г.И. Эскина [13] (см. также [11], [12]), в кото-
рой φ(x) = ‖x‖p, p > 1.

Заметим ещё, что топология пространства E∗(ϕ) может быть описана следующим обра-
зом. Пусть Vm = {f ∈ E(ϕ) : pm(f) ≤ 1}, m ∈ N. Пусть

V 0
m = {F ∈ E ′(ϕ) : |F (f)| ≤ 1, ∀f ∈ Vm}

— поляра в E ′(ϕ) окрестности Vm. Образуем векторное подпространство Qm = ∪α>0(αV 0
m)

в E ′(ϕ), порождённое полярой V 0
m. Наделим Qm топологией, введя норму

qm(F ) = sup
f∈Vm

|F (f)|, F ∈ Qm.

Очевидно, E ′(ϕ) = ∪∞m=1Qm. Определим в E ′(ϕ) топологию λ внутреннего индуктивного
предела пространств Qm. Поскольку E(ϕ) — пространство (M∗), то E(ϕ) — монтелевское
[2, Предложение 7], а значит, и рефлексивное пространство. Поэтому E(ϕ) относится к
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классу так называемых правильных пространств [14, стр. 699]. Следовательно, сильная
топология в E ′(ϕ) совпадает с топологией λ.

Доказательство теоремы 2. Если S ∈ E ′(ϕ), то найдутся числа c > 0,m ∈ N такие,
что

|S(f)| ≤ cpm(f) , f ∈ E(ϕ).

Следовательно,
|Ŝ(z)| ≤ c(1 + ‖z‖)m exp(ϕ̃m(Im z)), z ∈ Cn.

Таким образом, линейное отображение A, сопоставляющее всякому функционалу
S ∈ E∗(ϕ) целую функцию Ŝ, действует из E∗(ϕ) в P (ϕ̃).

Отображение A непрерывно. Пусть S ∈ Qm, m ∈ N. Тогда

|S(f)| ≤ qm(S)pm(f), ∀f ∈ E(ϕ).

Следовательно, для S ∈ Qm

|Ŝ(z)| ≤ qm(S)(1 + ‖z‖)meϕ̃m(Im z), z ∈ Cn.

Таким образом, ‖Ŝ‖m 6 qm(S). Отсюда следует непрерывность A.
В силу теоремы 1 и формулы (1) при z = 0 отображение A инъективно.
Отображение A сюръективно. Действительно, пусть целая функция U при некоторых

m ∈ N, c > 0 удовлетворяет в Cn неравенству

|U(z)| ≤ c(1 + ‖z‖)m exp(ϕ̃m(Im z)).

Действуем, как в [8]. По теореме A для каждого y ∈ Rn функция U(x+ iy), рассматрива-
емая как элемент из S ′(Rn), есть преобразование Фурье обобщенной функции медленного
роста gy(ξ) = g(ξ)e−〈y,ξ〉, где для обобщенной функции g(ξ) ∈ D′(Rn) имеет место представ-
ление в виде суммы конечного числа дифференциальных операторов конечного порядка
от непрерывных функций gα(ξ):

g(ξ) =
∑
α

Dαgα(ξ), ξ ∈ Rn),

причем функции gα(ξ) удовлетворяют при некоторых lα ∈ N, cα > 0 оценке

|gα(ξ)| ≤ cα(1 + ‖ξ‖)lαe−ϕm(ξ), ξ ∈ Rn.

Определим функционал T на E(ϕ) по формуле

T (f) =

∫
Rn

∑
α

gα(ξ)((−D)αf)(ξ) dξ , f ∈ E(ϕ).

Очевидно, T ∈ E ′(ϕ).
Заметим, что для любой функции f ∈ S(Rn)∫

Rn
U(x)f(x) dx =

∫
Rn

(∫
Rn

∑
α

gα(ξ)((−D)αei〈x,ξ〉) dξ

)
f(x) dx.

Отсюда вытекает, что T̂ (x) = U(x), x ∈ Rn. По теореме единственности T̂ (z) = U(z),
z ∈ Cn.

Итак,A — линейное непрерывное взаимно однозначное отображение пространства E∗(ϕ)
на P (ϕ̃). По теореме об открытом отображении [14] отображение A−1 непрерывно. Сле-
довательно, отображение A осуществляет топологический изоморфизм между простран-
ствами E∗(ϕ) и P (ϕ̃).

Теорема 2 доказана.
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НОВЫЙ АЛГОРИТМ АСИМПТОТИЧЕСКИ
ОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕТЧАТЫХ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ

М.Д. РАМАЗАНОВ

Аннотация. Решетчатые кубатурные формулы служат для приближенных вычис-
лений интегралов гладких функций нескольких переменных,

∫︀
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, с помощью ли-

нейных комбинаций ℎ𝑛
∑︀

𝑘∈Z𝑛,
ℎ𝑘∈Ω

𝑐𝑘𝑓(ℎ𝑘). Асимптотически оптимальная формула на 𝑊𝑚
2

–пространстве определяется равенством sup
𝑓∈𝑊 𝑚

2 (Ω)

⃒⃒⃒⃒∫︀
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝑥− ℎ𝑛
∑︀

ℎ𝑘∈Ω

𝑐𝑎𝑠
𝑘 𝑓(ℎ𝑘)

⃒⃒⃒⃒
/

inf
{𝑐𝑘}

sup
𝑓∈𝑊 𝑚

2 (Ω)

⃒⃒⃒⃒∫︀
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝑥− ℎ𝑛
∑︀

ℎ𝑘∈Ω

𝑐𝑘𝑓(ℎ𝑘)
⃒⃒⃒⃒
= 1.

К.И. Бабенко принадлежит понятие ненасыщаемости вычислительных алгоритмов
[7] — сохранения оптимальных порядков сходимостей для всех пространств функций,
являющихся параметрами задачи.

В работе описан новый алгоритм построения решетчатых кубатурных формул, нена-
сыщаемых не только по порядку, но и по свойству асимптотической оптимальности на
𝑊𝑚

2 –пространствах, 𝑚 ∈ (𝑛/2,∞).

Ключевые слова: кубатурные формулы, оптимизация, ненасыщаемый алгоритм

1. Введение

Решетчатые кубатурные формулы дают приближенные значения интегралов
∫︀
Ω

𝑑𝑥𝑓(𝑥)

по многомерным областям Ω ⊂ R𝑛 в виде линейных комбинаций значений подинтеграль-
ной функции в узлах выбранной решетки.

𝐾𝑁𝑓 ≡ det𝐻𝑁 ·
∑︁
𝑘∈Z𝑛,

𝐻𝑁 𝑘∈Ω

𝑐𝑘(𝑁)𝑓(𝐻𝑁𝑘), 𝐻𝑁 — матрица 𝑛× 𝑛, det𝐻𝑁 = |Ω|/𝑁.

В конце 60–х годов прошлого века С.Л. Соболев [1]–[3] предложил алгоритм формул
высокой точности, объединяющий подходы функционального анализа и алгебраический.
Именно, гладкость интегрантов задавалась принадлежностью их конкретному банахово-
му функциональному пространству 𝐵(Ω) ⊂ 𝐶, качество формулы определялось нормой
функционала погрешности
𝑙Ω𝑁 : 𝑓 →

∫︀
Ω

𝑑𝑥 𝑓(𝑥)−𝐾𝑁𝑓, с оптимизацией по коэффициентам {𝑐𝑘}.

𝑙Ω, 𝑜𝑝𝑡
𝑁 = arg min

𝑙Ω𝑁 ,{𝑐𝑘}
‖𝑙Ω𝑁‖[𝐵(Ω)]* . (1)

А сам алгоритм строился как сумма локальных формул для интегрирования по элементар-
ным ячейкам решетки 𝑄𝑁,𝑘 = {𝑥| 𝐻−1

𝑁 𝑥− 𝑘 ∈ [0, 1)𝑛} с помощью алгебраических формул
с теми же узлами, точно интегрирующих многочлены до некоторой степени 𝑀 , связанной

M.D. Ramazanov, New algorithm of asymptotically optimal lattice cubature formulas.
c○ Рамазанов М.Д. 2010.
Работа поддержана РФФИ (грант 09-01-00349-a).
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с гладкостью интегрантов. С.Л. Соболев установил, что при 𝑁 →∞ последовательность
функционалов погрешностей таких формул обладает свойством асимптотической опти-
мальности:

‖𝑙Ω, 𝑎𝑠
𝑁 ‖[𝐵(Ω)]* = ‖𝑙Ω, 𝑜𝑝𝑡

𝑁 ‖[𝐵(Ω)]* · (1 + 𝑜(1)) (2)

на пространствах интегрантов 𝐵(Ω) = 𝐿
(𝑚)
2 (Ω) с полунормой

‖𝑓 | 𝐿(𝑚)
2 (Ω)‖ =

⎡⎣∫︁
Ω

𝑑𝑥

⎛⎝∑︁
|𝛼|=𝑚

|𝛼|!
𝛼!

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)|2
⎞⎠⎤⎦1/2

.

Свойство асимптотической оптимальности было установлено и для многих других бана-
ховых пространств, обычно употребляемых в вычислительной математике [2]–[6]. Важней-
шей особенностью соболевского алгоритма является свойство пограничного слоя: узлам,
удаленным от границы области на расстояние больше 𝑂(𝑁−1/𝑛) соответствуют одинаковые
коэффициенты:

∃𝐿, ∀𝑘, 𝑁 dist (𝐻𝑁𝑘, 𝜕Ω) > 𝐿𝑁−1/𝑛 ⇒ 𝑐𝑘 ≡ 1. (3)
Это на порядок уменьшает объем вычислительной работы и позволяет установить для та-
ких формул фактическую эквивалентность асимптотической и порядковой оптимальности
на соболевских пространствах 𝑊𝑚

𝑝 [5].
Заложенная в алгоритме алгебраическая точность локальных формул на всех многочле-

нах до некоторой степени 𝑀 проявилась в условной «асимптотической ненасыщаемости»
алгоритма. Именно, построенная последовательность кубатурных формул остается асимп-
тотически (при𝑁 →∞) оптимальной на каждом пространстве𝑊𝑚

𝑝 с𝑚 ∈ (𝑛/𝑝,𝑀), то есть
в ослабленной форме удовлетворяет введенному К. И. Бабенко определению ненасыщае-
мости. (У К. И. Бабенко [7], [8] универсальна порядковая оптимальность без ограничения
сверху на гладкость интегрантов). Ненасыщаемость — важное свойство вычислительных
алгоритмов, позволяющее созданным по ним программам автоматически настраиваться
на проявляющиеся характеристики гладкостей параметров задач, обеспечивая наилучшие
скорости сходимостей аппроксимаций.

В настоящей работе мы ограничиваемся кубической решеткой узлов
𝐻 = ℎ𝐼𝑛, 𝑁 = ℎ−𝑛, и предлагаем новый алгоритм решетчатых кубатурных формул
𝐾ℎ𝑓 = ℎ𝑛

∑︀
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑘𝑓(ℎ𝑘), обладающих свойством ограниченного пограничного слоя и являю-

щихся асимптотически ненасыщаемыми на всех пространствах 𝑊𝑚
2 (R𝑛) с 𝑚 > 𝑛

2
.

Сначала выводим формулу коэффициентов оптимальных кубатурных формул для ин-
тегралов более общего вида ℐ𝜙𝑓 =

∫︀
R𝑛

𝑑𝑥𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) и на более общих пространствах 𝑊 𝜇
2 (R𝑛).

Норма их задается равенством

‖𝑓 | 𝑊 𝜇
2 (R𝑛)‖ =

⎛⎝ ∫︁
R𝑛

𝑑𝜉
⃒⃒⃒
𝑓(𝜉)𝜇(2𝜋𝑖𝜉)

⃒⃒⃒2⎞⎠1/2

(4)

с довольно произвольной функцией 𝜇. Затем упрощаем выражения оптимальных коэф-
фициентов, отсекая слагаемые, порядки которых пренебрежимо малы по сравнению с
главным членом.

Таким образом, мы приходим к формуле коэффициентов асимптотически оптимальной
кубатурной формулы с ограниченным пограничным слоем.

Далее мы ограничиваемся частным случаем с весовой функцией 𝜙, являющей-
ся характеристической функцией области интегрирования, и изотропной функцией 𝜇,
𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2. Окончательно, упрощая формулу коэффициентов в погранич-
ном слое, получаем коэффициенты асимптотически ненасыщаемой формулы.
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2. Формула коэффициентов решетчатой кубатурной формулы,
оптимально аппроксимирующей интегралы с весовыми функциями

Определим пространство 𝑊 𝜇
2 (R𝑛) как пополнение в норме (4) множества 𝐶∞0 (R𝑛) фи-

нитных бесконечно дифференцируемых функций.

̃︀𝑓(𝜉) ≡
∫︁
R𝑛

𝑑𝑥𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉

— это преобразование Фурье функции 𝑓 ; 𝜇 : R𝑛 → C — функция с конечным интегралом∫︀
R𝑛

𝑑𝜉/|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2 < ∞, что обеспечивает вложение 𝑊 𝜇
2 (R𝑛) в пространство непрерывных

функций 𝐶(R𝑛).
Без ограничения общности будем полагать 𝜇 бесконечно дифференцируемой, четной, не

обращающейся в нуль нигде и равной единице в начале координат, 𝜇(0) = 1. Кроме того,
мы полагаем, что функция 𝜇 имеет не более, чем степенной порядок роста. Точнее:

∃ 𝑚′′ > 𝑚′ > 0, ∃ 𝐶 > 0 ∀𝜉 (1 + |𝜉|𝑚′
/𝐶) 6 |𝜇(2𝜋𝑖𝜉)| 6 (1 + |𝜉|𝑚′′ · 𝐶).

Мы берем 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) символом гипоэллиптического псевдодифференциального оператора

𝜇(𝐷) : 𝑓(𝑥) → 𝜇(𝐷)𝑓(𝑥) =

∫︁
𝑑𝜉𝑓(𝜉)𝜇(2𝜋𝑖𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝜉.

Гипоэллиптичность означает выполнение условия

∃ 𝜌 ∈ (0, 1] ∀𝛼 ∈ Z𝑛
+ ∃𝐶𝛼 : ∀𝜉 ∈ R𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝛼𝜇(2𝜋𝑖𝜉)

𝜇(2𝜋𝑖𝜉)

⃒⃒⃒⃒
6

𝐶𝛼

(1 + |𝜉|)𝜌|𝛼| . (5)

В этой работе основным частным случаем будет 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2
, 𝑚 > 𝑛/2.

Обычное обозначение этого пространства, взятого в одной из эквивалентных нормировок
𝑊𝑚

2 (R𝑛).
Как мы уже указали, качество кубатурной формулы характеризуется

[𝑊 𝜇
2 (R𝑛)]*-нормой ее функционала погрешности 𝑙𝜙ℎ : 𝑓 → ℐ𝜙𝑓 −𝒦ℎ𝑓 .

Оптимальные коэффициенты определяются условием

{𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 (ℎ)} = arg min

{𝑐𝑘}
‖ℐ𝜙 −𝒦ℎ | [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*‖.

Следует заметить, что мы берем кубатурную формулу с суммированием по всем уз-
лам {ℎ𝑘 | 𝑘 ∈ Z𝑛}, требуем принадлежность функционала 𝐾ℎ пространству [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*.
Функционал погрешности оптимальной кубатурной формулы 𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡

ℎ = ℐ𝜙 − 𝐾𝑜𝑝𝑡
ℎ должен

удовлетворять условию

‖𝑙Ω,𝑜𝑝𝑡
𝑁 | [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]* ‖ = inf
{𝑐𝑘}

‖ℐ𝜙 −𝐾ℎ | [𝑊 𝜇
2 (R𝑛)]* ‖.

В гильбертовом пространстве шар слабо компактен и слабо замкнут. Поэтому мы можем
описанную выше операцию инфимума нормы в [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]* ‖ заменить на нахождение мини-
мума нормы. При этом аргумент минимума — единственный и оптимальный функционал
погрешности — однозначно определен.

Первой нашей целью является получение формул оптимальных коэффициентов и выпи-
сывание их асимптотики по параметру ℎ до такого порядка, который позволит заменить
оптимальную кубатурную формулу асимптотически оптимальной 𝒦𝑎𝑠

ℎ 𝑓 , см. (2), с более
простым алгоритмом вычисления коэффициентов.

Коэффициенты кубатурных формул естественно считать комплексными,
𝑐𝑘 = 𝑐1𝑘 + 𝑖𝑐2𝑘. Поскольку квадрат нормы функционала погрешности является положи-
тельным многочленом второй степени от {𝑐1𝑘, 𝑐2𝑘}𝑘∈Z𝑛 , уравнения, которым подчиняются
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оптимальные коэффициенты, задаются формулами

0 =
𝜕

𝜕𝑐1𝑘
‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡

ℎ | [𝑊 𝜇
2 (R𝑛)]*‖2 =

𝜕

𝜕𝑐2𝑘
‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡

ℎ | [𝑊 𝜇
2 (R𝑛)]*‖2 .

Прямыми вычислениями они сводятся к одному равенству

0 =

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉
𝑒2𝜋𝑖𝜉ℎ𝑗

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2

[︃̃︀𝜙(𝜉)− ℎ𝑛
∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 · 𝑒−2𝜋𝑖𝜉ℎ𝑘

]︃
, ∀𝑗 ∈ Z𝑛 .

где ̃︀𝜙(𝜉) =
∫︀

R𝑛

𝑑𝑥𝜙(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉. Сходимость этого интеграла обеспечивается нашими основны-

ми предположениями о весовой функции 𝜙. Именно, считаем носитель функции замыка-
нием 𝑛−мерной области Ω, ограниченной гладкой границей Γ, а саму функцию бесконечно
дифференцируемой в Ω̄,

supp 𝜙 ≡ Ω̄ b R𝑛, 𝜕Ω ≡ Γ ∈ 𝐶∞, 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω̄). (6)

Эти ограничения впоследствии можно будет ослабить до естественных пределов, включа-
ющих обычно употребительные функции весовых интегралов.

Займемся решением уравнений оптимальных коэффициентов.
Интеграл по 𝜉 разобьем на отдельные блоки:

𝜉 =
𝑡

ℎ
+ 𝜂, 𝑡 ∈ Z𝑛, 𝜂 ∈ 𝑄/ℎ, 𝑄 =

[︂
−1

2
,

1

2

)︂𝑛

,

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 =
∑︁
𝑡∈Z𝑛

∫︁
𝑄/ℎ

𝑑𝜂.

Теперь

ℎ𝑛
∑︀

𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘

∫︀
𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂(𝑗−𝑘)ℎ
∑︀

𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖( 𝑡
ℎ

+ 𝜂))|2
=

=
∫︀

𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂𝑗ℎ
∑︀

𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙( 𝑡
ℎ

+ 𝜂)

|𝜇(2𝜋𝑖( 𝑡
ℎ

+ 𝜂))|2
.

Сделаем замену переменных ℎ · 𝜂 = 𝜁∑︀
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘

∫︀
𝑄

𝑑𝜁 𝑒2𝜋𝑖𝜁(𝑗−𝑘)
∑︀

𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2
=

= ℎ−𝑛
∫︀
𝑄

𝑑𝜁 𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑗
∑︀

𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2
.

Обе части равенства умножим на 𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑗 и просуммируем по 𝑗 ∈ Z𝑛 :∑︀
𝑗∈Z𝑛

𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑗
∫︀
𝑄

𝑑𝜁

[︂ ∑︀
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 𝑒−2𝜋𝑖𝜁𝑘

∑︀
𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2

]︂
𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑗 =

=
∑︀

𝑗∈Z𝑛

𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑗
∫︀
𝑄

𝑑𝜁 𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑗

[︂
ℎ−𝑛

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2

]︂
.

Заменим 𝑗 на −𝑗 и заметим : в правой и левой частях равенства стоят ряды Фурье
по 𝑗 с коэффициентами от функций, заключенных в квадратные скобки. Значит, равны
сами функции. Отсюда следует∑︁

𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 𝑒−2𝜋𝑖𝜁𝑘 = ℎ−𝑛

∑︁
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2
/
∑︁
𝑠∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|2
.

Заменим 𝜁 на −𝜁 и заметим, что 𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 — это коэффициенты ряда Фурье функции, стоящей

с правой стороны равенства.
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По формулам для коэффициентов Фурье получаем

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 ≡ 𝑐𝑜𝑝𝑡

𝑘 (ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁 𝑒−2𝜋𝑖𝜁𝑘 · ℎ−𝑛

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡− 𝜁)/ℎ)/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡− 𝜁)/ℎ)|2∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠− 𝜁)/ℎ)|2
.

Если ввести функцию непрерывного аргумента (и переменить 𝜁 на −𝜁 )

𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁 𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎ · ℎ−𝑛

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ)/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|2
, (7)

то
𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 (ℎ) = 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ)

⃒⃒
𝑥=ℎ𝑘

, ∀𝑘 ∈ Z𝑛 . (8)
Назовем 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) функцией оптимальных коэффициентов.
Сформулируем полученный результат.

Теорема 1. Равенства (7), (8) задают коэффициенты кубатурной формулы, опти-
мальной на пространстве 𝑊 𝜇

2 (R𝑛).

3. Оценка порядка точности вычислений при получении функции
асимптотически оптимальных коэффициентов

Асимптотическая оптимальность функционала погрешности означает, что отличие его
нормы от нормы оптимального функционала есть величина бесконечно малая по сравне-
нию с нормой асимптотически оптимального функционала. В наших гильбертовых про-
странствах оценка разности норм может быть заменена на оценку нормы разности оп-
тимального и асимптотически оптимального функционалов. Покажем это, обозначая для
краткости [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*− норму 𝑙 через ‖𝑙‖* и эквивалентность порядков знаком ≍ .

0 6
‖𝑙𝜙,𝑎𝑠

ℎ ‖* − ‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ ‖*

‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ ‖*

=
‖𝑙𝜙,𝑎𝑠

ℎ ‖2
* − ‖𝑙

𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ ‖2

*

(‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ ‖* + ‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡

ℎ ‖*)‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ ‖*

≍
(︂
‖𝑙𝜙,𝑎𝑠

ℎ − 𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ ‖*

‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ ‖*

)︂2

и это должно быть 𝑜(1) при ℎ→ 0.

Лемма 1. Если 𝜙 ̸≡ 0, то

‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ |[𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*‖ > ‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ |[𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*‖ > const
√︃ ∑︁

𝑘∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑘/ℎ)|2
.

Доказательство. Очевидно, для любого функционала погрешности и любой функции
𝑢 ∈ 𝑊 𝜇

2 (R𝑛)

‖𝑙𝜙ℎ |[𝑊
𝜇
2 (R𝑛)]*‖ > |(𝑙𝜙ℎ , 𝑢)|/‖𝑢|𝑊 𝜇

2 (R𝑛)‖.
Подберем подходящую функцию 𝑢. Наша функция 𝑢 будет неотрицательной и обращаю-

щейся в нуль в каждом узле ℎ𝑘. Поэтому |(𝑙𝜙ℎ , 𝑢)| = |
∫︀
Ω

𝑑𝑥𝜙(𝑥)𝑢(𝑥)|. Так как 𝜙 непрерывна
и не является тождественным нулем, то она отделена от нуля на некотором множестве
𝜔, |𝜙(𝑥)| |𝑥∈𝜔> 𝑐 > 0.

Можем полагать, что 𝜔 имеет форму прямоугольного параллелепипеда

𝜔 =
𝑛∏︀

𝑗=1

[𝑎𝑗, 𝑏𝑗], целиком помещающегося в единичном кубе [−1/2, 1/2)𝑛.

Обозначим эту область срезывающей функцией. Пусть κ(𝑡) — «гладкая ступенька»: бес-
конечно дифференцируемая, неотрицательная, монотонная, с графиком, симметричным
относительно точки

(︀
1
2
, 1

2

)︀
, κ ∈ 𝐶∞,κ′(𝑡) > 0, κ(𝑡) = 0 при 𝑡 6 0 и κ(𝑡) = 1 при 𝑡 > 1,
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κ′(1
2
− 𝑡) = κ′(1

2
+ 𝑡). Положим 𝜃(𝑥) =

∏︀𝑛
𝑗=1 κ

(︀𝑥𝑗−𝑎𝑗

𝜏

)︀
·κ
(︁

𝑏𝑗−𝑥𝑗

𝜏

)︁
, подобрав параметр 𝜏 так,

чтобы множество, на котором 𝜃(𝑥) = 1, было достаточно массивным:∫︁
𝑑𝑥 𝜃(𝑥) =

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗 − 𝜏) >
1

2

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) = |supp 𝜃|/2.

Возьмем 𝑢(𝑥) = 𝜃(𝑥) · [𝑣ℎ(𝑥) − 𝑣ℎ(0)], где 𝑣ℎ(𝑥) — экстремальная функция однородно-
го функционала погрешности 𝑙1ℎ(𝑥) = 𝜒𝑄ℎ

(𝑥) − ℎ𝑛
∑︀

ℎ𝑘∈𝑄ℎ

𝛿(𝑥 − ℎ𝑘), 𝑄ℎ = [−𝐻ℎ,𝐻ℎ)𝑛 с

𝐻 = [([1/ℎ] + 1)/2] (квадратные скобки последней формулы означают целую часть чис-
ла).

(𝑙1ℎ, 𝑣ℎ) = ‖𝑙1ℎ | (̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ))*‖, ‖𝑣ℎ | ̃︁𝑊 𝜇

2 (𝑄ℎ)‖ = 1.

Пространство ̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ) состоит из периодических с основным периодом 𝑄ℎ функций

𝑓(𝑥) =
∑︀

𝑘∈Z𝑛

𝑓𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥/2𝐻ℎ с 𝑓𝑘 = (2𝐻ℎ)−𝑛

∫︀
𝑄ℎ

𝑓(𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑦/2𝐻ℎ𝑑𝑦 и конечной нормой

‖𝑓 | ̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ)‖ = (2𝐻ℎ)−𝑛/2

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

|𝑓𝑘𝜇(2𝜋𝑖𝑘/2𝐻ℎ)|2
)︃1/2

.

Как известно [6], экстремальная функция 𝑣ℎ(𝑥) имеет еще и маленький период
ℎ, 𝑣ℎ(𝑥+ ℎ𝑘) = 𝑣ℎ(𝑥), ∀𝑘 ∈ Z𝑛, и вещественна и всюду не меньше своего значения в нуле,
𝑣ℎ(𝑥)− 𝑣ℎ(0) > 0.

Таким образом,

‖𝑙𝜙ℎ | (𝑊 𝜇
2 (R𝑛))*‖ > 𝑐 ·

∑︁
𝑗∈Z𝑛,

𝜃(ℎ𝑗)=1

∫︁
ℎ𝑄

𝑑𝑥[𝑣ℎ(𝑥− ℎ𝑗)− 𝑣ℎ(0)]/‖(𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0))𝜃 | 𝑊 𝜇
2 (R𝑛)‖

Числитель этой дроби есть∑︁
𝑗∈Z𝑛,

𝜃(ℎ𝑗)=1

∫︁
ℎ𝑄

𝑑𝑥[𝑣ℎ(𝑥− ℎ𝑗)− 𝑣ℎ(0)] =
|{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}|

ℎ𝑛

∫︁
ℎ𝑄

𝑑𝑥[𝑣ℎ(𝑥)− 𝑣ℎ(0)] =

= |{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}| · (2𝐻ℎ)−𝑛 · (𝑙1ℎ, 𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0)) = |{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}| · (2𝐻ℎ)−𝑛 · (𝑙1ℎ, 𝑣ℎ) =

= |{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}| · (2𝐻ℎ)−𝑛 · ‖𝑙1ℎ | (̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ))*‖ =

=

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ|−2

⎞⎠1/2

= |{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}| · (1 +𝑂(ℎ))

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ|−2

⎞⎠1/2

.

При оценке знаменателя учтем известную эквивалентность норм 𝑊 𝜇
2 (R𝑛) и ̃︁𝑊 𝜇

2 (𝑄ℎ) для
функций, сосредоточенных в 𝑖𝑛𝑡 𝑄ℎ, и гипоэллиптических символов 𝜇. Благодаря этому

‖(𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0))𝜃 | 𝑊 𝜇
2 (R𝑛)‖ 6 const · ‖(𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0))𝜃 | ̃︁𝑊 𝜇

2 (𝑄ℎ)‖ 6

6 const · ‖𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0) | ̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ)‖ 6 const.

Итак,

‖𝑙𝜙ℎ | (𝑊 𝜇
2 (R𝑛))*‖ > const ·

(︃∑︁
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ|2
)︃1/2

.

Следствие 1. ‖𝑙𝜙ℎ | (𝑊𝑚
2 (R𝑛))*‖ > const · ℎ𝑚.
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(Можно показать, что для оптимального функционала выполняется и обратная оценка

‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ | (𝑊𝑚

2 (R𝑛))*‖ 6 const · |supp 𝜙|
1
2 · ℎ𝑚 ).

4. Упрощение формулы коэффициентов для узлов, достаточно удаленных
от области интегрирования

Возвращаясь от переменных 𝑡 ∈ Z𝑛, 𝜁 ∈ 𝑄 к 𝜉 =
𝑡+ 𝜁

ℎ
, можем написать

𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
𝜈(𝜉, ℎ), где 𝜈(𝜉, ℎ) =

1∑︀
𝑠∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖 𝑠
ℎ

+ 𝜉)|2
.

Функция 𝜉 → 𝜈(𝜉, ℎ) бесконечно дифференцируемая, периодическая с основным перио-
дом 𝑄/ℎ. Мы накладываем условие

dist (𝑥,Ω) > 𝜓(ℎ) = 𝑜(1) при ℎ→ 0.

и хотим воспользоваться этим, чтобы упростить выражение 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ). Зададим финитную
функцию 𝜎(𝜉, 𝛿) =

∏︀𝑛
𝑗=1[1− κ(|𝜉𝑗|ℎ𝛿 − 2)] с некоторым 𝛿 > 0. Рассмотрим часть функции

𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) вне 𝑂(ℎ−𝛿) окрестности начала координат переменных 𝜉.

𝐶𝑜𝑝𝑡
𝛿 (𝑥, ℎ) ≡

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
𝜈(𝜉, ℎ)[1− 𝜎(𝜉, 𝛿)].

Теперь подготовим удобное нам интегрирование по частям в интеграле по 𝜉 с вычисле-
нием первообразных от 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 · 𝜈(𝜉, ℎ). Пусть будет

𝜈(𝜉, ℎ). · 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 ≡ ∆𝑁
𝜉 (𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 · 𝑓(𝜉)).

Вычислим 𝑓(𝜉) как решение этого уравнения.

∆𝑁
𝜉 (𝑔(𝜉)𝑓(𝜉)) = ∆𝑁

𝜉

⎡⎣𝐹−1
𝑥→𝜉

⎛⎝∫︁
R𝑛

𝑑𝑡 𝑔(𝑡) · 𝑓(𝑥− 𝑡)

⎞⎠⎤⎦ (𝜉) =

= ∆𝑁
𝜉

∫︁
𝑑𝑥 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉

∫︁
𝑑𝑡 𝑔(𝑡) · 𝑓(𝑥− 𝑡) =

∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡 (2𝜋𝑖)2𝑁𝑔(𝑡) · 𝑓(𝑥− 𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 ≡ 𝐼

Для упрощения формулы возьмем 𝑁 четным числом.

𝐼 = (2𝜋)2𝑁

∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡 (|𝑡|2 + 2(𝑡, 𝑥− 𝑡) + |𝑥− 𝑡|2)𝑁𝑔(𝑡)𝑓(𝑥− 𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 =

= (2𝜋)2𝑁

∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 ·

∑︁
𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

𝐶𝛼
𝑁 |𝑡|2𝛼1 · (2(𝑡, 𝑥− 𝑡))𝛼2|𝑥− 𝑡|2𝛼3𝑔(𝑡)𝑓(𝑥− 𝑡).

(2(𝑡, 𝑥− 𝑡))𝛼2 = 2𝛼2(𝑡1(𝑥1 − 𝑡1) + . . .+ 𝑡𝑛(𝑥𝑛 − 𝑡𝑛))𝛼2 = 2𝛼2
∑︀

𝛽∈Z𝑛
+,

𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛽
𝛼2
𝑡𝛽(𝑥− 𝑡)𝛽. Поэтому
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𝐼 = (2𝜋)2𝑁
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

2𝛼2·

·
∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉(|𝑡|2𝛼1 · 𝑡𝛽𝑔(𝑡)) · (|𝑥− 𝑡|2𝛼3(𝑥− 𝑡)𝛽𝑓(𝑥− 𝑡)) =

= (2𝜋)2𝑁
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

2𝛼2𝐹−1
𝑥→𝜉·

·
∫︁
𝑑𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉(|𝑡|2𝛼1 · 𝑡𝛽𝑔(𝑡)) · (|𝑥− 𝑡|2𝛼3(𝑥− 𝑡)𝛽𝑓(𝑥− 𝑡)) =

= (2𝜋)2𝑁
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

2𝛼2·

· 1

(2𝜋𝑖)2𝛼1+2(𝛽1+...+𝛽𝑛)+2𝛼3
(𝐷𝛽

𝜉 ∆𝛼1
𝜉 𝑔(𝜉))(𝐷𝛽

𝜉 ∆𝛼3
𝜉 𝑓(𝜉)).

Применим эту формулу к 𝑔(𝜉) = 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

∆𝑁
𝜉

(︀
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 · 𝑓(𝜉)

)︀
= (2𝜋)2𝑁

∑︁
𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

2𝛼2(2𝜋𝑖)2𝛼1+𝛽1+...+𝛽𝑛·

· (𝑥− 𝑦)𝛽 · |𝑥− 𝑦|2𝛼1𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 ·𝐷𝛽
𝜉 ∆𝛼3

𝜉 𝑓(𝜉) = 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 · 𝜈(𝜉, ℎ).

Относительно 𝑓(𝑥) получили уравнение в частных производных с постоянными коэффи-
циентами. Это эллиптическое уравнение — с главным членом ∆2𝑁

𝜉 𝑓(𝜉). 𝑃 (𝐷)𝑓(𝜉) = 𝜈(𝜉, ℎ).
Характеристический многочлен дифференциального оператора есть

𝑃 (2𝜋𝑖𝑡) ≡ (2𝜋)2𝑁
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

(𝑥− 𝑦)𝛽|𝑥− 𝑦|2𝛼1(2𝜋𝑖)2𝛼1+2𝛼2+2𝛼3·

· 𝑡𝛽|𝑡|2𝛼3 = (2𝜋)4𝑁 · [|𝑡|2𝑁 + |𝑥− 𝑦|2𝑁+

+
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁
𝛼1 ̸=𝑁 ̸=𝛼3

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝛽∈Z𝑛
+

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

(𝑥− 𝑦)𝛽|𝑥− 𝑦|2𝛼1 · 𝑡𝛽|𝑡|2𝛼3 ].

Замена переменных 𝑡 = 𝜏 |𝑥− 𝑦| дает

𝑃 (2𝜋𝑖𝜏 |𝑥− 𝑦|) = (4𝜋2|𝑥− 𝑦|)2𝑁 [|𝜏 |2𝑁 + 1+

+
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁
𝛼1 ̸=𝑁 ̸=𝛼3

𝐶𝛼
𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝛽∈Z𝑛
+

𝐶𝛽
𝛼2

(︂
𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|

)︂𝛽

· 𝜏𝛽|𝑥− 𝑦|2𝛼1 · |𝜏 |2𝛼3 ] ≡ (4𝜋2|𝑥− 𝑦|)2𝑁𝑄(𝜏).

Отметим: ∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝛽∈Z𝑛
+

𝐶𝛽
𝛼2

(︂
𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|

)︂𝛽

𝜏𝛽 = (𝑒𝑥−𝑦, 𝜏)𝛼2 , где 𝑒𝑥−𝑦 =
𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|
.

Фундаментальное решение дифференциального оператора 𝑃 (𝐷) можно задать форму-
лой

Φ𝑁(𝜉) =

∫︁
Γ𝑛

𝑑𝑡
𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑡

𝑃 (2𝜋𝑖𝑡)
=|𝑡=𝜏 |𝑥−𝑦|= |𝑥− 𝑦|𝑛

∫︁
Γ𝑛/|𝑥−𝑦|

𝑑𝜏
𝑒2𝜋𝑖𝜏𝜉|𝑥−𝑦|

(4𝜋2|𝑥− 𝑦|)2𝑁𝑄(𝜏)
.
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Здесь Γ𝑛 — это 𝑛 –мерная поверхность в C𝑛 — лестница Хёрмандера для многочлена
𝑃 (2𝜋𝑖𝜉), [9], а Γ𝑛/|𝑥− 𝑦| — соответствующая лестница Хёрмандера для многочлена

𝑄(𝜏) = |𝜏 |2𝑁 + 1 +
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁
𝛼1 ̸=𝑁 ̸=𝛼3

𝐶𝛼
𝑁(𝑒𝑥−𝑦, 𝜏)𝛼2|𝜏 |2𝛼3 с |𝜏 |2 ≡ 𝜏 2

1 + . . .+ 𝜏 2
𝑛.

с может быть комплексными 𝜏1, . . . , 𝜏𝑛. Фундаментальное решение гладкое при достаточно
большом 𝑁, Φ𝑁 ∈ 𝐶2𝑁−𝑛.

Отметим еще: вещественные корни многочлена 𝑄(𝜏), {𝜏 | 𝜏 ∈ R𝑛, 𝑄(𝜏) = 0} , если они
есть, остаются в ограниченной области равномерно по параметрам (𝑥−𝑦). Поэтому лестни-
цу Хёрмандера можно построить так, чтобы фундаментальное решение экспоненциально
убывало при |𝜉| → ∞, 𝜉 ∈ R𝑛.

Подходящее нам решение дифференциального уравнения 𝑃 (𝐷𝜉)𝑓(𝜉) = 𝜈(𝜉, ℎ) мож-
но выписать в виде свертки этого фундаментального решения с правой частью
𝑓(𝜉) =

∫︀
R𝑛

𝑑𝜂Φ𝑁(𝜂) · 𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ).

Итак,

𝐶𝑜𝑝𝑡
𝛿 (𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉𝑓(𝜉)∆𝑁
𝜉

(︂
1

𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)
· [1− 𝜎(𝜉, 𝛿)]

)︂
=

= (2𝜋)−2𝑁

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

∫︁
R𝑛

𝑑𝜂 |𝑥− 𝑦|𝑛−2𝑁

∫︁
Γ𝑛/|𝑥−𝑦|

𝑑𝜏
𝑒2𝜋𝑖𝜏𝜉|𝑥−𝑦|

𝑄(𝜏)
𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ)·

·∆𝑁
𝜉

(︂
1

𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)
· [1− 𝜎(𝜉, 𝛿)]

)︂
≡

≡ (2𝜋)−2𝑁

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)|𝑥− 𝑦|𝑛−2𝑁

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉

∫︁
R𝑛

𝑑𝜂 Φ̂𝑁(𝜂|𝑥− 𝑦|)𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ)·

·∆𝑁
𝜉

(︂
1

𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)
· [1− 𝜎(𝜉, 𝛿)]

)︂
,

где Φ̂𝑁(𝜂|𝑥− 𝑦|) ≡
∫︀

Γ𝑛/|𝑥−𝑦|
𝑑𝜏

𝑒2𝜋𝑖𝜏𝜂|𝑥−𝑦|

𝑄(𝜏)
.

Для гипоэллиптического символа 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) (5) имеем

⃒⃒⃒⃒
∆𝑁

𝜉

1

𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)
· [1− 𝜎(𝜉, 𝛿)]

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝑁

1

|𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)|

(︃
max
|𝜉|> 1

ℎ𝛿

1

(1 + |𝜉|)2𝑁𝜌
+ ℎ𝛿·2𝑁

)︃
=

= 𝐶𝑁
1

|𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)|
(︀
ℎ𝜌 + ℎ𝛿

)︀2𝑁
.

Полагая 𝜓(ℎ) = 𝑂(ℎ𝛾) с 𝛾 < min{𝜌, 𝛿}, получаем

⃒⃒
𝐶𝑜𝑝𝑡

𝛿 (𝑥, ℎ)
⃒⃒
6 const · ℎ2𝑁𝜌

𝜓(ℎ)2𝑁−𝑛
·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
|𝜉|6ℎ−𝛿

𝑑𝜉

∫︁
R𝑛

𝑑𝜂 Φ̂𝑁(𝜂|𝑥− 𝑦|)𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ)
1

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .



70 М.Д. РАМАЗАНОВ

Внутренний интеграл допускает такую оценку⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∫︁
R𝑛

𝑑𝜂 Φ̂𝑁(𝜂|𝑥− 𝑦|)𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=|𝜂= 𝑡+𝜁
ℎ

,𝑡∈Z𝑛,𝜁∈𝑄=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑡∈Z𝑛

ℎ−𝑛

∫︁
𝑄

𝑑𝜁 Φ̂𝑁

(︂
𝑡+ 𝜁

ℎ
· |𝑥− 𝑦|

)︂
𝜈

(︂
𝜉 − 𝑡+ 𝜁

ℎ
, ℎ

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =

= ℎ−𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝑄

𝑑𝜁 𝜈

(︂
𝜉 − 𝜁

ℎ
, ℎ

)︂∑︁
𝑡∈Z𝑛

Φ̂𝑁

(︂
𝑡+ 𝜁

ℎ
· |𝑥− 𝑦|

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 6 𝐶𝑁 · ℎ−𝑛.

Теперь, чтобы сделать 𝐶𝑜𝑝𝑡
𝛿 (𝑥, ℎ) = 𝑜

⎛⎝(︃ ∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

1/𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)

)︃1/2
⎞⎠ , достаточно взять боль-

шое 𝑁.
При соблюдении этого условия мы можем пренебречь членом 𝐶𝑜𝑝𝑡

𝛿 (𝑥, ℎ), переходя от
оптимальной формулы к асимптотически оптимальной.

Таким образом,

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
𝜎(𝜉, 𝛿) при dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾),

и

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
при dist (𝑥,Ω) 6 𝑂(ℎ𝛾).

В варианте dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾), возможно уточнение оценки. Благодаря условию
|𝜉| 6 𝑂(ℎ−𝛿) на носителе 𝜎(𝜉, 𝛿) после замены 𝜉 = 𝑡

ℎ
+ 𝜂, 𝑡 ∈ Z𝑛, 𝜂 ∈ 𝑄/ℎ остается только

слагаемое с 𝑡 = 0. Поэтому

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝜂𝜎(𝜂, 𝛿) · 1∑︀
𝑠∈Z𝑛

⃒⃒
𝜇(2𝜋𝑖𝜂)/𝜇(2𝜋𝑖( 𝑠

ℎ
+ 𝜂))

⃒⃒2 =

=

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝜂𝜎(𝜂, 𝛿) (1− 𝜌(𝜂, ℎ))

с

𝜌(𝜂, ℎ) ≡
∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

⃒⃒⃒
𝜇(2𝜋𝑖𝜂)/𝜇(2𝜋𝑖(

𝑠

ℎ
+ 𝜂))

⃒⃒⃒2
/

⎛⎝1 +
∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

⃒⃒⃒
𝜇(2𝜋𝑖𝜂)/𝜇(2𝜋𝑖(

𝑠

ℎ
+ 𝜂))

⃒⃒⃒2⎞⎠ .

Подберем достаточно малое 𝛿 так, чтобы с некоторым 𝜆 > 0 было

|𝜇(2𝜋𝑖𝜂)|2
⎛⎝ ∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠1/2

6

6 𝐶 · ℎ−2𝑚′′𝛿

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠1/2

= 𝑂(ℎ𝜆). (9)
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Тогда

𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
=

1

1 +
∑︀

𝑠∈Z𝑛∖0
|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠/ℎ− 𝜉))|2

=

= 1 +𝑂

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠ · |𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2 =

= 1 + 𝑜

⎛⎜⎝
⎛⎝ ∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠1/2
⎞⎟⎠ ,

и можно исключить из рассматриваемой формулы
𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
.

Получаем с 𝛾 < min{𝛿, 𝜌}

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︀
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)
∫︀

R𝑛

𝑑𝜉 𝜎(𝜉, 𝛿)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 если dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾),∫︀
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)
∫︀

R𝑛

𝑑𝜉
𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉, если dist (𝑥,Ω) 6 𝑂(ℎ𝛾).

Заметим, что∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝜎(𝜉, 𝛿)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 =
𝑛∏︁

𝑗=1

∫︁
𝑑𝜉𝑗 (1− κ(|𝜉𝑗|ℎ𝛿 − 2))𝑒2𝜋𝑖(𝑥𝑗−𝑦𝑗)𝜉𝑗 =

= ℎ−𝛿𝑛

𝑛∏︁
𝑗=1

∫︁
|𝜏 |64

𝑑𝜏 (1− κ(|𝜏 | − 2))𝑒2𝜋𝑖(𝑥𝑗−𝑦𝑗)𝜏/ℎ𝛿

.

Функция
∫︀
𝑑𝜏 (1 − κ(|𝜏 | − 2))𝑒2𝜋𝑖𝑡𝜏 ≡ 𝑇 (𝑡), принадлежит известному пространству 𝑆

быстро убывающих функций. Значит,

𝐼 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝜎(𝜉, 𝛿)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 const ℎ−𝛿𝑛 1

𝑛∏︀
𝑗=1

(︂
1 +

|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗|
ℎ𝛿

)︂𝑀

с любым 𝑀. Следовательно

𝐼 6 const ℎ−𝛿𝑛

(︂
ℎ𝛿

𝜓(ℎ)

)︂𝑀

= 𝑂
(︀
ℎ−𝛿𝑛+(𝛿−𝛾)𝑀

)︀
=𝑜(ℎ𝑚′′

) = 𝑜

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠
при достаточно большом 𝑀.

Поэтому мы положим 𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) = 0, если dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾) и 𝛾 < min{𝛿, 𝜌}.
Приведем в пример пространство 𝑊𝑚

2 (R𝑛). Для |𝜉| 6 𝑐 · ℎ−𝛿

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
√︃ ∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2 6 const ℎ−2𝑚𝛿+𝑚.

Чтобы это было порядка 𝑂(ℎ𝜆) с 𝜆 > 0, достаточно положить 𝜆 = 𝑚(1−2𝛿) и 𝛿 ∈
(︀

1
2
, 1
)︀
.

При этом min{𝛿, 𝜌} = min{𝛿, 1} = 𝛿 = 1
2

+ 𝜀 с ∀𝜀1 ∈
(︀
0, 1

2

)︀
. Значит, можно взять любое

𝛾 6 1
2
.
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Итак,

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎨⎩
0, при dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾)∫︀

Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)
∫︀

R𝑛

𝑑𝜉
𝜈(𝜉, ℎ)

(1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉, если dist (𝑥,Ω) 6 𝑂(ℎ𝛾).

5. Асимптотически оптимальные коэффициенты кубатурной формулы в
случае финитной бесконечно дифференцируемой весовой функции 𝜙

Пусть 𝜙 ∈ 𝐶∞0 (Ω).
За основу опять берем формулу оптимальных коэффициентов

𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙 ((𝑡+ 𝜁)/ℎ) /|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ|2∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2
.

Лемма 2.
𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) = 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) · (1 + 𝑜(1)) = 𝜙(𝑥) · (1 + 𝑜(1)).

Доказательство
Оценим ̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ). ̃︀𝜙(𝜉) является элементом пространства 𝑆 бесконечно дифференци-

руемых функций, убывающих на бесконечности вместе со своими производными быстрее

любой степени |𝜉| . Поэтому при 𝑡 ̸= 0 |̃︀𝜙 ((𝑡− 𝜁)/ℎ)| 6 const
1

(1 + |𝑡− 𝜁|/ℎ)𝑀
= 𝑂(ℎ𝑀) с

любым 𝑀. В частности, при 𝑡 ̸= 0

|̃︀𝜙 ((𝑡+ 𝜁)/ℎ)| = 𝑜

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

(︀
1/|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ|2

)︀⎞⎠ .

Значит, для асимптотически оптимальной функции достаточно оставить
только слагаемое с 𝑡 = 0

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎ · ℎ−𝑛 · ̃︀𝜙(𝜁/ℎ) · 1/|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2/
∑︁
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2.

Здесь тоже выделим слагаемое с 𝑠 = 0.

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛̃︀𝜙 (𝜁/ℎ)−

−
∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛̃︀𝜙 (𝜁/ℎ)

∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2

1 +
∑︀

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2

.

Первое слагаемое есть∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛̃︀𝜙 (𝜁/ℎ) =

∫︁
𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂𝑥̃︀𝜙 (𝜂) = 𝜙(𝑥) +

∫︁
R𝑛∖𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂𝑥̃︀𝜙 (𝜂) .

Остаток
∫︀

R𝑛∖𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂𝑥̃︀𝜙 (𝜂) = 𝑜

(︃ ∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

)︃
, так как ̃︀𝜙 ∈ 𝑆.

Поэтому первое слагаемое в формуле 𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) заменим на 𝜙(𝑥).
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Оценим второе слагаемое. Пусть 𝛿 ∈ (0, 1) удовлетворяет условию

max
|𝜁|6ℎ𝛿

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)|2 = 𝑜

⎛⎜⎝1/

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

⎞⎠1/2
⎞⎟⎠ .

Тогда дробь, выписанная в формуле второго слагаемого,∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2

1 +
∑︀

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2

,

не превосходит 𝑜

(︃ ∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

)︃
.

А для |𝜁| > ℎ𝛿 используем то, что вся эта дробь меньше 1. Поэтому соответствующая
часть интеграла по 𝜁 допускает оценку

ℎ−𝑛
∫︀

𝜁∈𝑄,

|𝜁|>ℎ𝛿

𝑑𝜁 |̃︀𝜙(𝜁/ℎ)| 6 const · ℎ−𝑛
∫︀

𝜁∈𝑄,

|𝜁|>ℎ𝛿

𝑑𝜁
1

(1 + |𝜁/ℎ|)𝑀
с любым 𝑀.

Очевидно, что при достаточно большом 𝑀 это есть

𝑂(ℎ(1−𝛿)(𝑀−𝑛)) = 𝑜

⎛⎜⎝
⎛⎝ ∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

⎞⎠1/2
⎞⎟⎠ .

Таким образом, мы показали, что при 𝜙 ∈ 𝐶∞0 можно положить

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) = 𝜙(𝑥).

6. Функция асимптотически оптимальных коэффициентов вне
пограничного слоя

Теперь покажем, что для внутренних узлов, удаленных от границы Γ, области больше,
чем на 𝜓(ℎ), в асимптотически оптимальной формуле можно полагать значения коэффи-
циентов 𝑐𝑘(ℎ) равными 𝜙(ℎ𝑘).Действительно, функцию 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω) через гладкую границу
Γ можно продолжить с сохранением гладкости любых порядков производных вне обла-
сти — на все пространство. Причем вне некоторого шара {𝑥 | |𝑥| 6 𝑅} можно считать
𝜙(𝑥) ≡ 0.

Для оптимальной кубатурной формулы, выписанной для области {𝑥 | |𝑥| 6 𝑅}∖Ω,
внутренность Ω будет внешностью. Соответственно, сохраняя асимптотическую оптималь-
ность, можно полагать коэффициенты нулевыми для узлов, лежащих внутри Ω на рас-
стоянии 𝜓(ℎ) от границы Γ. Разность асимптотически оптимальных формул для области
{𝑥 | |𝑥| 6 𝑅} с 𝜙 ∈ 𝐶∞0 ({𝑥 | |𝑥| 6 𝑅}) и области {𝑥 | |𝑥| 6 𝑅}∖Ω будет асимптотически
оптимальной для области Ω с 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω).

Очевидно, ее коэффициенты в узлах из Ω, удаленных от границы Γ на расстояние боль-
шее 𝜓(ℎ), будут равны значениям весовой функции 𝜙(𝑥) в этих узлах.

В частности, для 𝜙(𝑥) = 𝜒Ω(𝑥) — характеристической функции области Ω, в этих внут-
ренних узлах коэффициенты равны 1. Таким образом, в этом отношении полученные фор-
мулы являются естественными обобщениями кубатурных формул с ограниченным погра-
ничным слоем. Здесь следует отметить, что прежнее определение ОПС формул [6] огра-
ничивало толщину пограничного слоя порядком 𝑂(ℎ). Пограничиный слой наших формул
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толще, имеет порядок 𝜓(ℎ). Поэтому изменим определение свойства ОПС, разрешив боль-
шую толщину пограничного слоя. Пусть теперь требуется, чтобы толщина пограничного
слоя была 𝑜(1) при ℎ → 0. Это сохраняет основные качественные свойства решетчатых
ОПС формул, полезные в приложениях, в частности, утверждение об эквивалентности
порядковой и асимптотической оптимальностей решетчатых ОПС формул на семействах
𝑊𝑚

𝑝 пространств [5].
Предлагаемые формулы являются асимптотически оптимальными на каждом 𝑊 𝜇

2 (R𝑛)−
пространстве интегрантов, вложенном в 𝐶(R𝑛).

Сформулируем этот наш основной результат
Рассматриваются решетчатые кубатурные формулы 𝒦ℎ(𝑓)=ℎ𝑛

∑︀
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑘𝑓(ℎ𝑘), приближаю-

щие интегралы с весом ℐ(𝑓) =
∫︀

Rn
𝑑𝑥 𝜙(𝑥)𝑓(𝑥). Весовая функция предполагается гладкой

в ограниченной области Ω с гладкой границей Γ : supp 𝜙 ⊂ Ω, 𝜙 ∈ C∞(Ω), Γ ∈ C∞.
Интегранты 𝑓 принадлежат пространствaм 𝑊 𝜇

2 (R𝑛) с нормами

‖𝑓 | 𝑊 𝜇
2 (R𝑛)‖ =

⎯⎸⎸⎷∫︁
R𝑛

𝑑𝜉| ̃︀𝑓(𝜉) · 𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2,
∫︁
R𝑛

𝑑𝜉|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2 <∞.

Другие свойства функций 𝜇 перечислены в начале пункта 2.

Теорема 2. Асимптотически оптимальная решетчатая кубатурная формула с огра-
ниченным пограничным слоем может быть задана такой функцией своих коэффициен-
тов 𝑐𝑎𝑠

𝑘 (ℎ) = 𝐶𝑎𝑠(ℎ𝑘, ℎ),

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 при dist(𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾),
𝜙(𝑥) при dist(𝑥,R𝑛∖Ω) > 𝑂(ℎ𝛾),
𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︀
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛·

·

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙 ((𝑡+ 𝜁)/ℎ) /|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ|2∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2
при dist(𝑥,Γ) 6 𝑂(ℎ𝛾),

с любым 𝛾 < min(𝛿, 𝜌), где 𝜌— показатель гипоэллиптичности символа 𝜇, см. (5), а 𝛿
определяется условием (9).

Сформулируем этот результат в самом важном частном случае, когда пространство
изотропно 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2, а интеграл невесовой

𝜙(𝑥) ≡ 𝜒Ω(𝑥) =

{︂
1, 𝑥 ∈ Ω̄,
0, 𝑥 ̸= Ω.

Теорема 3. Для любых 𝑚 > 𝑛/2 асимптотически оптимальная кубатурная формула
с ограниченным пограничным слоем может быть задана функцией коэффициентов: с
любым 𝛾 < 1

2

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 при dist(𝑥,Ω) > ℎ𝛾,
1 при dist(𝑥,R𝑛∖Ω) > ℎ𝛾,
𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︀
Ω

𝑑𝑦
∫︀
𝑄

𝑑𝜁 · ℎ−𝑛

·

∑︀
𝑡∈Z𝑛

𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)(𝑡+𝜁)/ℎ/(ℎ2 + |2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2)𝑚∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/(ℎ2 + |2𝜋(𝑠+ 𝜁)|2)𝑚
при dist(𝑥,Γ) 6 ℎ𝛾.
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7. Упрощение формулы асимптотически оптимальных коэффициентов в
пограничном слое

Упростим формулу асимптотически оптимальных коэффициентов в пограничном слое.
Пограничиный слой задается условием dist (𝑥,Γ) 6 𝜓(ℎ) = 𝑜(1) при ℎ→ 0. Нам достаточ-
но считать переменные 𝑦 меняющимися в некоторой малой, но фиксированной (независимо
от ℎ ) окрестности Γ𝑦. Эту окрестность вырежем домножением на соответствующую глад-
кую ступеньку κΓ(𝑦), полагая вместо 𝜙(𝑦) произведение 𝜙(𝑦) · κΓ(𝑦) ≡ 𝑔(𝑦). С некоторой
постоянной 𝐶 𝑔(𝑦) совпадает с 𝜙(𝑦) в окрестности границы, dist (𝑦,Γ) 6 𝐶, и 𝑔(𝑦) = 0 в
Ω∖{𝑦 | dist (𝑦,Γ) 6 2𝐶}.

𝐶𝑜𝑝𝑡
Γ (𝑥, ℎ) =

∫︁
Γ𝑦

𝑑𝑦 𝑔(𝑦)

∫︁
𝑄

𝑑𝜁 ℎ−𝑛𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ ·

∑︀
𝑡∈Z𝑛

𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑡/ℎ/𝜇2(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/𝜇2(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)
=

= ℎ−𝑛

∫︁
𝑄

𝑑𝜁

∫︁
Γ𝑦

𝑑𝑦 𝑔(𝑦)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ ·
1 +

∑︀
𝑡̸=0

𝑒−2𝜋𝑖𝑡𝑦/ℎ 𝜇2(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)

𝜇2(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)

1 +
∑︀
𝑠 ̸=0

𝜇2(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)

𝜇2(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)

.

Зададимся вопросом: для каких 𝜁 будет∑︁
𝑠 ̸=0

𝜇2(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)

𝜇2(2𝜋𝑖(𝑠− 𝜁)/ℎ)
= 𝑜(𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ)), где 𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ) =

√︃∑︁
𝑠 ̸=0

1

𝜇2(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)

— порядок оптимального функционала погрешности.
Дело в том, что для такого множества {𝜁}ℎ можно убрать из формулы 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) суммы∑︀

𝑡̸=0

и
∑︀
𝑠 ̸=0

. Останется

𝐶𝑎𝑠
Γ (𝑥, ℎ) = ℎ−1

∫︁
{𝜁}ℎ

𝑑𝜁

∫︁
Γ𝑦

𝑔(𝑦)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ ≡
∫︁

{𝜁}ℎ/ℎ

𝑑𝜉 ̃︀𝑔(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉. (10)

Например, для 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2 наше требование означает∑︁
𝑠 ̸=0

(︂
1 + |2𝜋𝜁/ℎ|2

1 + |2𝜋(𝑠− 𝜁)/ℎ|2

)︂𝑚

= 𝑜(ℎ𝑚).

Или |𝜁/ℎ|2𝑚 · ℎ2𝑚 = 𝑜(ℎ𝑚) ⇔ |𝜁| 6 𝑂(ℎ
1
2
+𝜀) с ∀𝜀 > 0.

В общем случае это будет некоторой окрестностью нуля

{𝜁}ℎ ≡
{︂
𝜁 | |𝜁| 6 𝑂(ℎ𝛼), где 𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ) 6 𝑜(1) · 1

𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ)

}︂
.

Заметим, что наши ранее проделанные вычисления показывают, что можно взять 𝛼 = 𝛿.
Для |𝜁| > 𝐶ℎ𝛿 при 𝑡 = 0 или ∀𝜁 ∈ 𝑄 при 𝑡 ̸= 0 упрощение формулы коэффициентов в

пограничном слое произведем за счет интегрирования по частям по переменной 𝑦. Именно,
будем много раз перебрасывать оператор Лапласа ∆𝑦 с множителя

∆𝑦

(︂
𝑒−2𝜋𝑖(𝑡+𝜁)/ℎ · ℎ2

−|2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2

)︂
|∀𝑡∈Z𝑛 на 𝑔(𝑦).
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Для этого воспользуемся формулой Грина∫︁
Γ𝑦

𝑑𝑦 𝑔(𝑦)∆𝑦𝑓(𝑦) =

∫︁
Γ𝑦

𝑑𝑦∆𝑦𝑔(𝑦)𝑓(𝑦)+

+

∫︁
Γ

𝑑Γ 𝑔(𝑦) (𝑛𝑥(𝑦), 𝐷𝑦) 𝑓(𝑦)−
∫︁
Γ

𝑑Γ (𝑛𝑒𝑥𝑝(𝑦), 𝐷𝑦) 𝑔(𝑦)𝑓(𝑦).

После многократного применения этой формулы интеграл
∫︀
Γ𝑦

можно будет исключить,

когда порядок этого слагаемого по ℎ при ℎ→ 0 станет выше 𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ).

Итак, при |𝜁| > 𝐶ℎ𝛿 c 𝑓(𝑦) = 𝑒−2𝜋𝑖(𝑡+𝜁)/ℎ · ℎ2

−|2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2
имеем

𝐶𝑎𝑠
Γ (𝑥, ℎ) = −

∫︁
|𝜁|>𝑐ℎ𝛿, (𝑡=0),

𝜁∈𝑄 (𝑡 ̸=0)

𝑑𝜁 ℎ−𝑛

𝐽∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑡∈Z𝑛

⎧⎨⎩
∫︁
Γ

𝑑Γ
[︀
∆𝑗−1𝑔(𝑦)·

· ℎ2𝑗−1 · ⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦), 2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)⟩
(− |2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2)𝑗

− ⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦), 𝐷𝑦⟩∆𝑗−1
𝑦 𝑔(𝑦)·

· 𝑒−2𝜋𝑖(𝑡+𝜁)𝑦/ℎ

(−|2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2)𝑗 ℎ
2𝑗

]︂
· 𝜇2(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)

1
𝜇2(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)

+
∑︀
𝑠 ̸=0

1
𝜇2(2𝜋𝑖(𝑠+𝜁)/ℎ)

⎫⎪⎬⎪⎭ 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜁/ℎ.

Надо взять 𝐽 из условия ℎ(1−𝛿)·2𝐽−𝑛 = 𝑜(𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ)). Например, при 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2

получаем 𝐽 >
𝑚+ 𝑛

2(1− 𝛿)
.

В итоге, функция асимптотически оптимальных коэффициентов в пограничном слое
dist (𝑥,Γ) 6 ℎ𝛾 принимает вид

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
|𝜉|6𝑂(ℎ𝛿−1)

𝑑𝜉 ̃︀𝑔(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 + ℎ−𝑛

∫︁
|𝜁|>𝑐ℎ𝛿, (𝑡=0),

𝜁∈𝑄 (𝑡 ̸=0)

∑︁
𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2

𝐽∑︁
𝑗=1

∫︀
Γ

𝑑Γ

[︂
𝑒−2𝜋𝑖(𝑡+𝜁)𝑦/ℎ

(−|2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2)𝑗 ℎ
2𝑗−1⟨𝑛𝑒(𝑦), 2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)−𝐷𝑦⟩

]︂
∑︀

𝑠∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|2
·∆𝑗−1𝑔(𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜁/ℎ.

Напомним: здесь 𝛿 > 0 определяется условием

{︀
𝜁 | |𝜁| 6 𝑂(ℎ𝛿)

}︀
⊂

⎧⎪⎨⎪⎩𝜁 | |𝜇(2𝜋𝑖(𝜁/ℎ)|2 = 𝑜(1)/

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠1/2
⎫⎪⎬⎪⎭ ,

а 𝐽 = 𝐽(ℎ) — условием ℎ(1−𝛿)·2𝐽−𝑛 = 𝑜

⎛⎝(︃ ∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

)︃1/2
⎞⎠ .

Если 𝜙(𝑥) = 𝜒Ω(𝑥), то в пограничном слоем 𝐷𝛽𝑔(𝑦) |Γ= 0 при любой |𝛽| > 1
и остается
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𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
|𝜉|6𝑐·ℎ𝛿−1

𝑑𝜉̃︁κΓ(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉−

− 𝑖 · ℎ−𝑛

∫︁
|𝜁|>𝑐ℎ𝛿, (𝑡=0),

𝜁∈𝑄 (𝑡̸=0)

∑︀
𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2
∫︀
Γ

𝑑Γ⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦), (𝑡+𝜁)
|𝑡+𝜁|2 ⟩∑︀

𝑠∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|2
· 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑡/ℎ · 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ.

Для дальнейших преобразований введем разбиение единицы в приграничной области

Ω ∩ supp κΓ,
𝑃∑︀

𝑝=1

𝜙𝑝(𝑦) ≡ 1. Можно сделать (так и будем считать), чтобы пересечение

границы Γ с носителем любой функции 𝜙𝑝 задавалось уравнением, выражающим одну
координату через остальные:

∀𝑝 Γ ∩ supp 𝜙𝑝 =
{︀
𝑦 | 𝑦𝑝 = 𝛾𝑝(𝑦1, . . . , 𝑦𝑠𝑝−1, 𝑦𝑠𝑝+1, . . . , 𝑦𝑛)

}︀
,

причем 𝛾 ∈ 𝐶∞(R𝑛−1).
Теперь

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
|𝜉|6𝑐·ℎ𝛿−1

𝑑𝜉̃︁κΓ(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 +
𝑃∑︁

𝑝=1

𝐶𝑎𝑠
𝑝 (𝑥, ℎ)

с

𝐶𝑝(𝑥, ℎ) = −𝑖 · ℎ−𝑛

∫︁
|𝜁|>𝑐ℎ𝛿, (𝑡=0),

𝜁∈𝑄 (𝑡̸=0)

∑︁
𝑡∈Z𝑛

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|−2∑︀
𝑠∈Z𝑛

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|−2
·

·
∫︁
Γ

𝑑Γ𝜙𝑝(𝑦)⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦),
𝑡+ 𝜁

|𝑡+ 𝜁|2
⟩ · 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑡/ℎ+2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ. (11)

Для сокращения записи вычисления проведем только для содержащегося внутри фор-
мулы 𝐶(𝑥, ℎ) интеграла по Γ, считая

Γ ∩ supp 𝜙𝑝 = {𝑦 | 𝑦𝑛 = 𝛾(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1) ≡ 𝛾(𝑦′)} .

Остановимся сначала на варианте 𝛾(𝑦′) ≡ const = 𝑦0
𝑛. Тогда 𝑛𝑒𝑥 =

(︂
0′

1

)︂
,

∫︁
Γ

𝑑Γ𝜙𝑝(𝑦)⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦), 𝑡+ 𝜁⟩/|𝑡+ 𝜁|2 · 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑡/ℎ+2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ =

=

∫︁
𝑑𝑦′

𝜙𝑝(𝑦′, 𝛾(𝑦′))√︀
1 + |𝐷𝛾(𝑦′)|2

𝑡𝑛 + 𝜁𝑛
|𝑡𝑛 + 𝜁𝑛|2

𝑒−2𝜋𝑖(𝑡′+𝜁′)𝑦′/ℎ · 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜁/ℎ−2𝜋𝑖𝑦0
𝑛(𝑡𝑛+𝜁𝑛)/ℎ.

В интеграле по 𝑦′ произведем многократные интегрирования по частям, используя фор-
мулу

(−∆𝑦′)
𝑁

(︂
ℎ

2𝜋|𝑡′ + 𝜁 ′|

)︂2𝑁

𝑒−2𝜋𝑖(𝑡′+𝜁′)𝑦′/ℎ = 𝑒−2𝜋𝑖(𝑡′+𝜁′)𝑦′/ℎ.

Дифференциальный оператор (−∆𝑦′)
𝑁 перекинем на сомножитель

𝜙𝑝(𝑦′, 𝛾(𝑦′))√︀
1 + |𝐷𝛾(𝑦′)|2

. Благодаря финитности функции 𝜙𝑝(𝑦′, 𝛾(𝑦′)) граничные члены не появят-

ся.
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Самая грубая оценка результата дает порядок убывания при ℎ → 0 больший
𝑂
(︀
ℎ(1−𝛿)·2𝑁

)︀
, который при достаточно большом 𝑥 можно сделать бесконечно малым по

сравнению с главным членом. Таким образом, мы можем пренебречь слагаемыми 𝐶𝑝(𝑥, ℎ)
с функциями 𝛾𝑝, являющимися константами.

Рассмотрим общий случай 𝐷𝛾(𝑦′) ̸≡ 0, для которого построим специальный оператор
интегрирования по частям. Мы хотим подобрать функцию 𝑓(𝑦′, ℎ), удовлетворющую усло-
вию

∆𝑦 ·
[︂
𝑓(𝑦′, ℎ) · 𝑒

2𝜋𝑖𝜉𝑛𝛾(𝑦′)−2𝜋𝑖𝜉′𝑦′

|𝜉|2

]︂
= 𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑛𝛾(𝑦′)−2𝜋𝑖𝜉′𝑦′ . (12)

Здесь обозначено 𝜉 = 𝑡+𝜁
ℎ

с |𝜁| > 𝑐ℎ𝛿 при 𝑡 = 0 и 𝜁 ∈ 𝑄 при 𝑡 ̸= 0. То есть при
ℎ→ 0 |𝜉| ≡ 𝜆→∞ с порядком не ниже ℎ1−𝛿.

Функция 𝑓 должна быть решением уравнения

𝑀(𝑦′, 𝐷)𝑓 ≡ ∆𝑦′𝑓 − 4𝜋𝑖⟨𝜉′ + 𝜉𝑛𝐷𝛾(𝑦′), 𝐷𝑦′𝑓⟩−

−
[︁
|2𝜋𝜉′ + 2𝜋𝜉𝑛𝐷𝛾(𝑦′)|2 + 2𝜋𝑖𝜉𝑛∆𝑦′𝛾

]︁
𝑓 = 𝜆2. (13)

Ищем это решение в виде 𝑓(𝑦′, ℎ) = 𝑔(𝜆 · 𝑦′, ℎ), что приводит к такому уравнению для
𝑔(𝑧′, ℎ) : где

𝐿(𝑧′, 𝐷)𝑔 ≡ ∆𝑧′𝑔 − 4𝜋𝑖⟨𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾,𝐷𝑧′𝑔⟩−

− 2𝜋
[︁
|𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾|2 + 𝑖𝑒𝑛∆𝛾/𝜆

]︁
𝑔 = 1, (14)

где 𝑒 ≡ 𝜉/𝜆.

Естественно положить 𝑔(𝑧′, ℎ) =
∞∑︀

𝑠=0

𝑔𝑠(𝑧
′, ℎ)/𝜆𝑠 с рекуррентными соотношениями для

функций 𝑔𝑠 : ∀𝑠 > 0 и 𝑔−1 ≡ 0

𝐿1(𝑧
′, 𝐷)𝑔𝑠 ≡ ∆𝑔𝑠 − 4𝜋𝑖⟨𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾,𝐷𝑔𝑠⟩−

− 4𝜋2|𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾|2𝑔𝑠 = 2𝜋𝑖𝑒𝑛∆𝛾 · 𝑔𝑠−1 + 𝛿1
0. (15)

Или
∆𝑔0 − 4𝜋2|𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾|2𝑔0 − 4𝜋𝑖⟨𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾,𝐷𝑔0⟩ = 1.

а для 𝑠 > 1

∆𝑔𝑠 − 4𝜋2|𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾|2𝑔𝑠 − 4𝜋𝑖⟨𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾,𝐷𝑔𝑠⟩ = 2𝜋𝑖𝑒𝑛∆𝛾 · 𝑔𝑠−1.

Область определения функции 𝑔 — это увеличенная в 𝜆 раз область определения 𝑓 —
последняя является ограниченным множеством в R𝑛−1,
{𝑦′ | (𝑦′, 𝛾(𝑦′)) ∈ Γ ∩ supp 𝜙𝑝} .

Наше требование к 𝑓 следующее: каждое найденное решение уравнения𝑀(𝑦′, 𝐷)𝑓𝑟 = 𝑓𝑟−1,
𝑟 > 1, 𝑓0 = 1, должно быть ограниченным равномерно по 𝜆 → ∞. Но может быть, с

весом 𝜆−𝑘 с фиксированным 𝑘 при 𝑟 →∞.
Безусловно, все 𝑓𝑟 бесконечно дифференцируемы как решения эллиптических уравне-

ний (13) с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами. Но нужны равномерные по

𝜆 оценки. Благодаря теореме вложения 𝑊𝑚
2 (R𝑛−1) ⊂ 𝐶(R𝑛−1) при 𝑚 >

𝑛− 1

2
достаточ-

но иметь оценки 𝑊𝑚
2 –норм, допуская 𝐾 = 𝑚. Это значит, достаточно получить равно-

мерные по 𝜆 оценки 𝑊𝑚
2 –норм функции 𝑔(𝑧′, ℎ), которая удовлетворяет более удобному

для нас эллиптическому уравнению (14) с ограниченными коэффициентами. Годится лю-
бое подходящее решение, поэтому рассмотрим область определения 𝑔(𝑧′, ℎ), продолжив
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коэффициенты (теми же аналитическими выражениями) и потребовав от 𝑔 быть реше-
нием однородной краевой задачи Дирихле в расширенной области,границу которой мож-
но считать тоже бесконечно дифференцируемой. Перейдем к уравнению (15). Обычными
априорными оценками можно показать, что решение такой задачи будет единственным
и, следовательно, будет существовать в 𝑊 2

2 при любых правых частях из ℒ2. Более того,
по теоремам о повышении гладкости эллиптического уравнения с оператором Лапласа в
главной части получим принадлежность функции 𝑔 пространству 𝑊𝑚

2 с оценкой нормы
равномерно по 𝜆→∞ (несмотря на то, что диаметр области растет пропорционально 𝜆).
Это то, что нам нужно.

Теперь обратимся к формуле (12), поместив ее в интеграл
∫︀
Γ

𝑑𝑦′. Интегрированием по ча-

стям перебросим оператор Лапласа ∆𝑦′ на остальные сомножители и в результате получим
функцию 𝑓/𝜆2. Повторяя такую операцию много раз, накопим в знаменателе множитель

1

𝜆2𝑁−𝑚
. Это при достаточно большом 𝑁 обеспечит всему интегралу порядок убывания

по ℎ, пренебрежимо малый по сравнению с главным членом. Таким образом, и в общем
случае в пограничном слое остается только

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
|𝜉|6𝑐·ℎ𝛿−1

𝑑𝜉̃︁κΓ(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉.

Теорема 4. Асимптотически оптимальную решетчатую кубатурную формулу, при-
ближающую

∫︀
Ω

𝑑𝑥 𝑓(𝑥) на интегрантах из пространства 𝑊 𝜇
2 (R𝑛) с гипоэллиптиче-

ским символом гладкости 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) с показателем 𝜌 ∈ (0, 1], подчиненным условию∫︀
R𝑛

𝑑𝜉

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
<∞, можно задать функцией коэффициентов

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, для dist(𝑥,Ω) > ℎ𝛾,
1, для dist(𝑥,R𝑛∖Ω) > ℎ𝛾,∫︀
max

16𝑗6𝑛
|𝜉𝑗 |6ℎ𝛿−1

𝑑𝜉 ̃︀κ(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉, для dist(𝑥,Γ) > ℎ𝛾.

с любым 𝛾 < min(𝜌, 𝛿), где 𝛿 ∈ (0, 1) и выбирается из условия

∫︁
max

16𝑗6𝑛
|𝜉𝑗 |6ℎ𝛿−1

𝑑𝜉 |𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2 ·

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

⎞⎠1/2

= 𝑜(1).

Например, для 𝑊𝑚
2 (R𝑛) пространств можно взять любое 𝛿 6

1

2
и 𝜌 = 1. Тогда будет

𝛾 6
1

2
.

8. Заключение

Нам удалось получить асимптотически ненасыщаемую формулу. То есть вид коэффи-
циентов не зависит от показателя гладкости — функции 𝜇(2𝜋𝑖𝜉). А в частном случае (наи-
более важном) 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1+|2𝜋𝜉|2)𝑚/2 и толщина пограничного слоя остается одной и той
же для всех 𝑚 > 𝑛

2
. И над каждым пространством интегрантов 𝑊𝑚

2 (R𝑛) наши формулы
коэффициентов дают асимптотически оптимальные решетчатые кубатурные формулы с
ограниченным пограничным слоем.
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Более того, вид функции коэффициентов в пограничном слое проявляет явление Гиббса
в колебаниях амплитуд коэффициентов кубатурной формулы. В частности, эти колеба-
ния амплитуд не зависят от гладкостей, заданных пространствaми 𝑊𝑚

2 (R𝑛). В указанном
пограничном слое

|𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ)| 6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∫︁
max

16𝑗6𝑛
|𝜉𝑗 |6ℎ𝛿−1

𝑑𝜉

∫︁
Ω

𝑑𝑦 κΓ(𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝜉+2𝜋𝑖𝑥𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

𝑑𝑦 κΓ(𝑦)
𝑛∏︁

𝑗=1

sin 2𝜋(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)ℎ
𝛿−1

𝜋(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Согласно явлению Гиббса последнее выражение ограничено равномерно по 𝑥 и ℎ.
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АСИМПТОТИКА 𝛿-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ И
ИХ АССОЦИИРОВАННЫХ МЕР

А.А. РУМЯНЦЕВА

Аннотация. Изучается вопрос о связи аимптотического поведения разности двух
субгармонических функций 𝑢1 − 𝑢2 в окрестности бесконечности и разности их ассо-
циированных мер 𝜇1 − 𝜇2. Асимптотическое поведение разности рассматривается вне
исключительных множеств "степенной"малости, а именно, вне множества, которое при
любом 𝛾 допускает покрытие кругами 𝐵(𝑧𝑗 , 𝑟𝑗), удовлетворяющее условию∑︁

𝑅/2≤|𝑧𝑗 |≤𝑅

𝑟𝑗 = 𝑜(𝑅𝛾+1), 𝑅 −→∞.

Асимптотика разности ассоциированных мер характеризируется поведением функции

max
𝑅≤|𝑧|/2

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡)
𝑡

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
в бесконечности. Доказано, например, что эта функция ведет себя как 𝑜(|𝑧|𝜎), если
разность |𝑢1(𝑧) − 𝑢2(𝑧)| вне исключительного множества "степенной"малости ведет
себя как 𝑜(|𝑧|𝜎). Если 𝜎 /∈ N, то вернго и обратное утверждение.

Ключевые слова: Субгармонические функции, ассоциированная мера, формула
Йенсена, гармонические функции, представление Рисса.

Введение
Изучается вопрос об асимптотическом поведении 𝛿-субгармонической функции

𝑢 = 𝑢1 − 𝑢2 в терминах ассоциированных мер 𝜇1, 𝜇2 субгармонических функций 𝑢1, 𝑢2.
Вводятся исключительные множества "степенной"малости. Так названы множества, для
которых при любом 𝛾 ∈ R найдется покрытие кругами 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) так, что выполняется
соотношение ∑︁

𝑅/2≤|𝑧𝑗 |≤𝑅

𝑟𝑗 = 𝑜(𝑅𝛾+1), 𝑅 −→∞.

Одной из причин для введения таких исключительных множеств является следующая тео-
рема из работы [2], играющая заметную роль в теории субгармонических и целых функ-
ций.

Теорема A. Пусть 𝑣(𝑧) — субгармоническая функция на плоскости, имеющая конеч-
ный порядок роста. Тогда существует целая функция 𝑓(𝑧), которая для любого 𝛾 вне
некоторого множества 𝐴𝛾 ∈ 𝐶𝛾 удовлетворяет соотношению

|𝑣(𝑧)− ln |𝑓(𝑧)|| ≤ 𝐶𝛾 ln |𝑧|.

A.A. Rumyantseva, Asyptotic of 𝛿-subharmonic functions and their associated measures.
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81



82 А.А. РУМЯНЦЕВА

Возникает естественный вопрос, каким образом должны быть распределены нули целой
функции 𝑓 , для того чтобы имело место указанное соотношение. Основная теорема данной
работы, в частности, в некоторой степени отвечает на этот вопрос.

Основная теорема данной работы обобщает результаты, изложенные в работе [7].
Результаты в данном направлении находят применение в вопросах полноты систем экс-

понент в различных весовых пространствах (см. [8], [9]).

1. Подготовительные утверждения и формулировка основной теоремы

1.1. Исключительные множества. Круг с центром в точке 𝑧 радиуса 𝑟 будем обо-
значать через 𝐵(𝑧, 𝑟). Для заданного числа 𝛾 ∈ R множество 𝐴 на плоскости бу-
дем называть множеством класса 𝐶𝛾, если существует покрытие множества 𝐴 кругами
𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) = {𝑧 : |𝑧𝑗 − 𝑧| < 𝑟𝑗}, 𝑗 = 1, 2, ..., так,что выполняется условие∑︁

𝑅/2<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑟𝑗 = 𝑜(𝑅𝛾+1), 𝑅 −→∞. (1)

Ясно, что можно считать центры кругов различными и что множество центров не име-
ет конечных предельных точек. Значит, если кругов в покрытие бесконечно много, то
|𝑧𝑗| −→ +∞, когда 𝑗 −→∞. Кроме того, из соотношения (1) следует, что

𝑟𝑗 = 𝑜(|𝑧𝑗|1+𝛾), 𝑗 −→∞. (2)

Перечислим простейшие свойства введенных классов.
1. Всякое ограниченное множество принадлежит любому классу 𝐶𝛾.
2. Объединение конечного набора множеств класса 𝐶𝛾 принадлежит классу 𝐶𝛾.
3. Если 𝛾1 ≥ 𝛾2, то 𝐶𝛾1 ⊇ 𝐶𝛾2 .
4. Множества класса 𝐶0 являются 𝐶0-множествами в классическом (см. [1]) смысле.
5. При 𝛾 > 0 класс 𝐶𝛾 содержит всю плоскость, значит, любое подмножество C. В этом

можно убедиться, если рассмотреть покрытие из кругов с центрами в точках 𝑧𝑛𝑘 = 𝑛2𝑒𝑖
𝜋𝑘
𝑛

радиусами 𝑡𝑛𝑘 = 2𝜋(𝑛 + 1), 𝑛 ∈ N, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. Эти круги покрывают всю плоскость, и
при этом выполняется соотношение (𝛾 > 0)∑︁

𝑅/2<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑟𝑗 ≤ Const. 𝑅 = 𝑜(𝑅𝛾+1), 𝑅 −→∞.

Таким образом, в качестве исключительных множеств имеет смысл рассматривать лишь
множества класса 𝐶𝛾 при 𝛾 ≤ 0. Всюду в дальнейшем будем считать, что 𝛾 ≤ 0. Для
𝛾 ̸= −1 классы 𝐶𝛾 описываются несколько более простым образом.

Утверждение 1. Множество 𝐴 принадлежит классу 𝐶𝛾 тогда и только тогда, ко-
гда существует покрытие этого множества кругами 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) так, что выполняется
условие

1. Если 𝛾 > −1, то ∑︁
|𝑧𝑗 |≤𝑅

𝑟𝑗 = 𝑜(𝑅𝛾+1). (3)

2. Если 𝛾 < −1, то ∑︁
|𝑧𝑗 |≥𝑅

𝑟𝑗 = 𝑜(𝑅𝛾+1). (3′)

Доказательство утверждения 1.
То, что из условия (3) или (3′) вытекает условие (1), очевидно.
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Пусть 𝛾 ̸= −1 и покрытие множества 𝐴 кругами 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) = {𝑧 : |𝑧𝑗−𝑧| < 𝑟𝑗}, 𝑗 = 1, 2, ...,
удовлетворяет условию (1). Возьмем произвольное 𝜀 > 0 и найдем 𝑚 = 𝑚(𝜀) ∈ N так,
чтобы для всех 𝑅 ≥ 2𝑚 выполнялась оценка∑︁

𝑅/2≤|𝑧𝑗 |≤2𝑅

𝑟𝑗 ≤
𝜀(1− 2−|𝛾+1|)

2
𝑅𝛾+1. (4)

1. Пусть 𝛾 > −1. Покажем, что покрытие множества 𝐴 удовлетворяет условию (3). По
выбору номера 𝑚 для натуральных 𝑛 > 𝑚 в силу соотношения (4) имеем∑︁

2𝑚<|𝑧𝑗 |≤2𝑛+1

𝑟𝑗 =
𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚

∑︁
2𝑘<|𝑧𝑗 |≤2𝑘+2

𝑟𝑗 ≤
𝜀(1− 2−(𝛾+1))

2

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚

2(𝑘+1)(𝛾+1) =

=
𝜀(1− 2−(𝛾+1))

2
2(𝛾+1)𝑛

𝑛−𝑚−1∑︁
𝑘=0

2−𝑘(𝛾+1) <
𝜀

2
2(𝛾+1)𝑛. (5)

Число 𝑅1 выберем настолько большим, чтобы∑︁
|𝑧𝑗 |≤2𝑚

𝑟𝑗 ≤
𝜀

2
𝑅𝛾+1

1 . (6)

Возьмем произвольное 𝑅 ≥ max(𝑅1, 2
𝑚). Тогда если 2𝑛 ≤ 𝑅 ≤ 2𝑛+1, то∑︁

|𝑧𝑗 |≤𝑅

𝑟𝑗 ≤
∑︁

|𝑧𝑗 |≤2𝑚

𝑟𝑗 +
∑︁

2𝑚<|𝑧𝑗 |≤2𝑛+1

𝑟𝑗.

Суммы в правой части оценим по соотношениям (5) и (6).∑︁
|𝑧𝑗 |≤𝑅

𝑟𝑗 ≤
𝜀

2
𝑅𝛾+1

1 +
𝜀

2
2𝑛(𝛾+1) ≤ 𝜀𝑅𝛾+1.

Итак, в силу произвольности 𝜀 соотношение (1) выполнено.
2. Пусть 𝛾 < −1. Возьмем произвольное 𝑅 ≥ 2𝑚, если 2𝑛 ≤ 𝑅 ≤ 2𝑛+1, то 2𝑛+1 > 2𝑚 и по

соотношению (4) имеем∑︁
|𝑧𝑗 |≥𝑅

𝑟𝑗 ≤
∞∑︁
𝑘=𝑛

∑︁
2𝑘≤|𝑧𝑗 |≤2𝑘+2

𝑟𝑗 ≤
𝜀(1− 2−|𝛾+1|)

2

∞∑︁
𝑘=𝑛

2−(𝑘+1)|𝛾+1| =

=
𝜀

2
2−(𝑛+1)|𝛾+1| =

𝜀

2
2(𝑛+1)(𝛾+1) ≤ 𝜀

2
𝑅𝛾+1.

Утверждение 1 доказано.
Классические 𝐶0-множества в теории целых функций применяются на основе такого

свойства этих множеств: для любого 𝐶0-множества 𝐴 и для всех достаточно больших 𝑅
найдется окружность 𝐶(0, 𝑡) радиуса 𝑡 ∈ (𝑅; 2𝑅), не пересекающаяся с множеством 𝐴.

В следующем утверждении доказывается соответствующее свойство для множеств клас-
са 𝐶𝛾.

Утверждение 2. Пусть 𝛾 ≤ 0 и 𝐴 ∈ 𝐶𝛾. Тогда для любого положительного числа
𝑞 > 0 (если 𝛾 = 0, то 𝑞 < 1

8
) и для всех 𝑧 ∈ C с достаточно большим |𝑧| найдется

𝑡 ∈ (𝑞; 2𝑞) такое, что окружность 𝐶(𝑧, 𝑡) = {𝑤 : |𝑤 − 𝑧| = 𝑡|𝑧|𝛾+1} не пересекается с
множеством 𝐴.

Доказательство утверждения 2.
Пусть ℬ = {𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗)}, 𝑗 = 1, 2, ..., — система кругов, покрывающих множество 𝐴 так,

что выполняется соотношение (1). Учитывая свойство покрытий (2), можем найти число
𝑅1 > 1 так, что при |𝑧| > 𝑅1 будет выполняться неравенство 𝑟𝑗 <

1
8
|𝑧𝑗|. Для 𝑧 ∈ C
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через ℬ(𝑧) обозначим множество кругов 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) из покрытия ℬ, пересекающихся с кругом
𝐵 = 𝐵(𝑧, 2𝑞|𝑧|𝛾+1). Если круг покрытия 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) ∈ ℬ(𝑧), то |𝑧 − 𝑧𝑗| ≤ 𝑟𝑗 + 2𝑞|𝑧|𝛾+1 или

|𝑧𝑗| ≤ |𝑧|+ (𝑟𝑗 + 2𝑞|𝑧|𝛾+1) < |𝑧|+ 1

8
|𝑧𝑗|+ 2𝑞|𝑧|𝛾+1

Отсюда, учитывая, что 𝛾 ≤ 0 и условие на 𝑞 при 𝛾 = 0, получим для |𝑧| > 𝑅1 таких, что
2𝑞|𝑧|𝛾 < 3

4

7

8
|𝑧𝑗| ≤ |𝑧|(1 + 2𝑞|𝑧|𝛾) < 7

4
|𝑧|,

таким образом, |𝑧𝑗| < 2|𝑧|. С другой стороны,

|𝑧𝑗| ≥ |𝑧| − (𝑟𝑗 + 2𝑞|𝑧|𝛾+1) > |𝑧| − 1

8
|𝑧𝑗| − 2𝑞|𝑧|𝛾+1,

поэтому для |𝑧| > 𝑅1 таких, что 2𝑞|𝑧|𝛾 < 7
16

9

8
|𝑧𝑗| > |𝑧|(1− 2𝑞|𝑧|𝛾) > 9

16
|𝑧|

или |𝑧𝑗| > 1
2
|𝑧|. Мы доказали, что если круг покрытия 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) попадает в множество ℬ(𝑧),

то при достаточно больших |𝑧| будет выполняться
1

2
|𝑧| < |𝑧𝑗| < 2|𝑧|. (7)

Поворотом вокруг точки 𝑧 спроецируем круги покрытия из ℬ(𝑧) на луч {𝑤 = 𝑧+𝜏, 𝜏 > 0},
и объединение полученных проекций обозначим через 𝑏(𝑧). Из неравенства (7) следует, что∑︁

𝐵(𝑧𝑗 ,𝑟𝑗)∈ℬ(𝑧)

𝑟𝑗 ≤
∑︁

|𝑧|
2
≤|𝑧𝑗 |<2|𝑧|

𝑟𝑗

Из условия (1) следует, что при достаточно больших |𝑧| будет выполняться неравенство∑︁
𝐵(𝑧𝑗 ,𝑟𝑗)∈ℬ(𝑧)

𝑟𝑗 < 𝑞|𝑧|𝛾+1.

Это значит, что линейная лебегова мера множества 𝑏(𝑧) меньше 𝑞|𝑧|𝛾+1 и в отрезке
[𝑧 + 𝑞|𝑧|𝛾+1; 𝑧 + 2𝑞|𝑧|𝛾+1] найдется точка 𝑧+𝑡, не принадлежащая 𝑏(𝑧). Тогда по построению
число 𝑡 удовлетворяет условиям утверждения 2.

Утверждение 2 доказано.
Пересечение всех классов 𝐶𝛾 обозначим через 𝒞:

𝒞 =
⋂︁
𝛾

𝐶𝛾.

Следующее утверждение устанавливает связь между классами 𝐶𝛾 и 𝒞.

Утверждение 3.Пусть 𝑢(𝑧) — некоторая вещественнозначная функция на плоско-
сти, 𝑣(𝑡) — неотрицательная функция на (0,+∞). Тогда если для любого 𝛾 ∈ R найдутся
множество 𝐴𝛾 ∈ 𝐶𝛾 и постоянная 𝑀𝛾 такие, что выполняется соотношение

𝑢(𝑧) ≤𝑀𝛾𝑣(|𝑧|), 𝑧 /∈ 𝐴𝛾, (8)

то для любой положительной монотонно возрастающей до +∞ функции 𝜒(𝑡) на (0,+∞)
найдется множество 𝐴 ∈ 𝒞 так, что выполняется соотношение

𝑢(𝑧) ≤ 𝑣(|𝑧|)𝜒(|𝑧|), 𝑧 /∈ 𝐴. (9)
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Доказательство утверждения 3. Возьмем произвольное натуральное число 𝑛. По
условию (8) найдется множество 𝐴−𝑛 ∈ 𝐶−𝑛 и постоянная 𝑀−𝑛 такие, что выполняется
соотношение

𝑢(𝑧) ≤𝑀−𝑛𝑣(|𝑧|), 𝑧 /∈ 𝐴−𝑛. (10)

Множество 𝐴−𝑛 покрывается системой кружков ℬ𝑛 = {𝐵(𝑧
(𝑛)
𝑗 , 𝑟

(𝑛)
𝑗 )}, 𝑗 = 1, 2, ..., так, что

для некоторой постоянной 𝑇−𝑛 будет выполняться оценка∑︁
𝑅/2<|𝑧(𝑛)

𝑗 |<2𝑅

𝑟
(𝑛)
𝑗 ≤ 𝑇−𝑛𝑅

−𝑛, 𝑅 > 1. (11)

Переходя при необходимости к последовательности 𝑇−𝑛 := max𝑘=1,...,𝑛 𝑇−𝑘, можно считать,
что последовательность констант 𝑇−𝑛 не убывает при возрастании 𝑛. Положим

𝑅′𝑛 = min{𝑡 > 0 : 𝜒(𝑡) ≥𝑀−𝑛},

и определим возрастающую последовательность положительных чисел рекуррентными
формулами 𝑅1 = 0,

𝑅𝑛+1 = max(2𝑅𝑛, 𝑅
′
𝑛+1, 3𝑇−(𝑛+3)), 𝑛 = 1, 2, ...

Положим

𝐴 =
∞⋃︁
𝑛=1

(︁
𝐴−𝑛

⋂︁
{𝑧 : 𝑅𝑛 ≤ |𝑧| < 𝑅𝑛+1}

)︁
.

Возьмем произвольное 𝑧 /∈ 𝐴 и пусть 𝑅𝑛 ≤ |𝑧| ≤ 𝑅𝑛+1. По определению множества 𝐴
точка 𝑧 не принадлежит 𝐴−𝑛, значит выполняется оценка (10). По определению последо-
вательности 𝑅𝑛 имеем |𝑧| ≥ 𝑅𝑛 ≥ 𝑅′𝑛, а по определению последовательности 𝑅′𝑛 получим
𝜒(|𝑧|) ≥𝑀−𝑛. Следовательно,

𝑢(𝑧) ≤ 𝑣(|𝑧|)𝜒(|𝑧|), 𝑧 /∈ 𝐴.

Тем самым, мы доказали соотношение (9).
Докажем, что 𝐴 ∈ 𝒞. Пусть система кругов ℬ = {𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗)} состоит из кругов

𝐵(𝑧
(𝑛)
𝑗 , 𝑟

(𝑛)
𝑗 ), для которых 𝑅𝑛 ≤ |𝑧(𝑛)

𝑗 | ≤ 𝑅𝑛+1, 𝑛 = 1, 2, ... Возьмем произвольное 𝑅 > 1

и пусть 𝑅𝑛 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑛+1. По определению последовательности 𝑅𝑛 имеем 𝑅
2
≥ 𝑅𝑛

2
≥ 𝑅𝑛−1 и

2𝑅 ≤ 2𝑅𝑛+1 ≤ 𝑅𝑛+2. Таким образом, интервал (𝑅
2

; 2𝑅) может пересекаться с интервалами
(𝑅𝑘−1;𝑅𝑘) при 𝑘 = 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2. Значит, если центр 𝑧𝑗 круга покрытия из системы ℬ
попал в кольцо {𝑧 : |𝑧| ∈ (𝑅

2
; 2𝑅)}, то это может быть центром 𝑧

(𝑘)
𝑠 круга покрытия из

системы ℬ𝑘 для 𝑘 = 𝑛, 𝑛+ 1, 𝑛+ 2. Отсюда по свойствам (11) систем ℬ𝑘 получаем

∑︁
𝑅
2
<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑟𝑗 ≤
𝑛+2∑︁
𝑘=𝑛

∑︁
𝑅
2
<|𝑧(𝑘)

𝑠 |<2𝑅

𝑟(𝑘)
𝑠 ≤ 𝑇−𝑛𝑅

−𝑛 + 𝑇−(𝑛+1)𝑅
−(𝑛+1) + 𝑇−(𝑛+2)𝑅

−(𝑛+2).

Так как последовательность 𝑇−𝑛 возрастающая, то∑︁
𝑅
2
<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑟𝑗 ≤ 𝑅−𝑛(𝑇−𝑛 + 𝑇−(𝑛+1) + 𝑇−(𝑛+2)) ≤ 3𝑅−𝑛𝑇−(𝑛+2).

По определению 𝑅𝑛 ≥ 3𝑇−(𝑛+2) и 𝑅𝑛 ≤ 𝑅, следовательно,∑︁
𝑅
2
<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑟𝑗 ≤ 3𝑅−𝑛𝑇−(𝑛+2) ≤ 𝑅−𝑛𝑅𝑛 ≤ 𝑅−(𝑛−1).
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Таким образом, покрытие ℬ множества 𝐴 кругами 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) обладает свойством: для лю-
бого 𝑅 > 1 если 𝑅 ∈ (𝑅𝑛;𝑅𝑛+1), то ∑︁

𝑅
2
<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑟𝑗 ≤ 𝑅−(𝑛−1). (12)

Возьмем произвольное число 𝛾 и пусть натуральное число 𝑚 ≥ −𝛾 + 1, например,
𝑚 = −[𝛾] + 1. Возьмем произвольное число 𝑅 > 1.

Множество 𝐴′ = 𝐴
⋂︀
𝐵(0, 4𝑅𝑚) как ограниченное множество принадлежит классу 𝐶𝛾.

Выше определили систему кругов ℬ = 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗), покрывающую множество 𝐴. Часть
ℬ′, состоящая из кругов 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗), для которых |𝑧𝑗| > 2𝑅𝑚, покрывает множество
𝐴′′ = 𝐴 ∖𝐵(0, 3𝑅𝑚). Возьмем произвольное число 𝑅 > 1 и пусть 𝑅𝑛 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅𝑛+1. Если
𝑛+ 1 ≤ 𝑚, то 𝑅𝑛+1 ≤ 𝑅𝑚 и в покрытии ℬ′ нет кругов с центром в кольце {𝑅

2
≤ |𝑧| ≤ 2𝑅}.

Если 𝑛+ 1 > 𝑚, то 𝑛+ 1 ≥ 𝑚+ 1 ≥ −𝛾 + 2, значит −(𝑛− 1) ≤ 𝛾 и по соотношению (12)∑︁
𝑅
2
<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑟𝑗 ≤ 𝑅−(𝑛−1) ≤ 𝑅𝛾 = 𝑜(𝑅𝛾+1).

Это значит, что множество 𝐴′′ принадлежит классу 𝐶𝛾, следовательно, и множество
𝐴 = 𝐴′

⋃︀
𝐴′′ принадлежит классу 𝐶𝛾 при любом 𝛾.

Утверждение 3 доказано.

1.2. Оценочные функции. Через 𝑘(𝑡) будем обозначать функции на (0,+∞), исполь-
зуемые для характеристики роста 𝛿-субгармонических функций и ассоциированных мер.
Общие требования к этим функциям:

K1) функция 𝑘(𝑡) > 0 и монотонно не убывающая и ln 𝑡 = 𝑂(𝑘(𝑡));
K2) для некоторой константы 𝐾 и для всех 𝑡 > 0 верно

𝑘(𝑒𝑡) ≤ 𝐾𝑘(𝑡).

Утверждение 4. Для функции 𝑘(𝑡), удовлетворяющей условиям K1), K2), выполня-
ются также следующие условия

1. Для всех 𝑡 ≥ 𝑒 имеет место неравенство

𝑘(𝑡) ≤ 𝑘(𝑒)𝑡ln𝐾 ,

в частности,

lim𝑡−→∞
ln 𝑘(𝑡)

ln 𝑡
= 𝜎 ≤ ln𝐾.

2. Если 𝑞 = [𝜎] — целая часть 𝜎, то
а) функция

𝑘𝑞(𝑡) = 𝑡𝑞
∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 𝑞+1

удовлетворяет условияю К1) и при при 𝑡 ≥ 𝑒 — условию К2):

𝑘𝑞(𝑒𝑡) ≤ (𝐾 + 𝑒𝑞)𝑘𝑞(𝑡).

б) функция

𝑘00(𝑡) =

∫︁ 𝑡

1

(︂∫︁ 𝑟

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑘(𝑟)𝑑𝑟

𝑟

удовлетворяет условияю К1) и при 𝑡 ≥ 𝑒2 — условию К2):

𝑘00(𝑒𝑡) ≤ (𝐾 + 2)𝑘00(𝑡).

в) если интеграл сходится, то функция

𝑘𝑞(𝑡) = 𝑡𝑞+1

∫︁ ∞

𝑡

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 𝑞+2
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при 𝑡 ≥ 0 обладает свойствами К1), К2):

𝑘𝑞(𝑒𝑡) ≤ 𝑒𝑞+1𝑘𝑞(𝑡).

г) если функцию 𝑘00(𝑡) продолжить на отрезок [0,1] нулем, то функция 𝑘00(|𝑧|) суб-
гармонична на плоскости, причем

∆𝑘00(|𝑧|) = 𝑘(|𝑧|)|𝑧|−2, 𝑧 ∈ C.

Доказательство утверждения 4.
Докажем пункт 1. Пусть 𝑒𝑛 ≤ 𝑡 < 𝑒𝑛+1. Тогда 𝑛 ≤ ln 𝑡 и по свойствам K1, K2 имеем

𝑘(𝑡) ≤ 𝑘(𝑒𝑛+1) ≤ 𝐾𝑘(𝑒𝑛) ≤ ... ≤ 𝐾𝑛𝑘(𝑒) ≤ 𝑘(𝑒)𝐾 ln 𝑡 = 𝑘(𝑒)𝑡ln𝐾 .

Докажем пункт 2. Свойство К1 не очевидно только для функции 𝑘𝑞(𝑡). Монотонность
этой функции вытекает из неотрицательности ее производной:

𝑘
′
𝑞(𝑡) = (𝑞 + 1)𝑡𝑞

∫︁ ∞

𝑡

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 𝑞+2
− 𝑘(𝑡)

𝑡
≥ 𝑘(𝑡)

(︂
𝑡𝑞
∫︁ ∞

𝑡

(𝑞 + 1)𝑑𝜏

𝜏 𝑞+2
− 1

𝑡

)︂
= 0.

Для функции 𝑘𝑞(𝑡) свойство К2 очевидно. Пункт 2в доказан.
Докажем пункт 2а. По свойству К2 для функции 𝑘(𝑡) имеем при 𝑡 ≥ 𝑒

𝑘𝑞(𝑒𝑡) = 𝑒𝑞𝑡𝑞
(︂∫︁ 𝑒𝑡

𝑒

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 𝑞+1
+

∫︁ 𝑒

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 𝑞+1

)︂
≤

≤ 𝑡𝑞
∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝑒𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑞+1
+ 𝑒𝑞𝑡𝑞

∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑞+1
≤ (𝐾 + 𝑒𝑞)𝑘𝑞(𝑡).

Докажем пункт 2б. Поскольку

𝑘00(𝑡) =

∫︁ 𝑡

1

𝑘0(𝜏)𝑑𝜏

𝜏
,

то при 𝑡 ≥ 𝑒2 по пункту 2а

𝑘00(𝑡) =

∫︁ 𝑒𝑡

𝑒2

𝑘0(𝜏)𝑑𝜏

𝜏
+

∫︁ 𝑒2

1

𝑘0(𝜏)𝑑𝜏

𝜏
≤
∫︁ 𝑡

𝑒

𝑘0(𝑒𝜏)𝑑𝜏

𝜏
+

∫︁ 𝑡

1

𝑘0(𝜏)𝑑𝜏

𝜏
≤ (𝐾 + 2)𝑘00(𝑡).

Пункт 2г) доказывается непосредственным вычислением оператора Лапласа в полярных
координатах.

Утверждение 4 доказано.
Определение. Будем говорить, что некоторое асимптотическое соотношение выполня-

ется вне множеств степенной малости, если для любого 𝛾 найдется множество 𝐴𝛾 ∈ 𝐶𝛾,
вне которого это соотношение выполняется.

Для борелевской меры 𝜇 на плоскости через 𝜇(𝑧, 𝑡) будем обозначать 𝜇-меру круга
𝐵(𝑧, 𝑡) = {𝑤 : |𝑤 − 𝑧| < 𝑡} и положим

𝑀(𝜇)(𝑧) = max
𝑅≤|𝑧|/2

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

𝜇(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
.

Сформулируем основной результат, доказываемый в данной работе.

Основная теорема.
I. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — субгармонические функции на плоскости, имеющие конечный порядок

роста, 𝜇1, 𝜇2 — ассоциированные по Риссу меры этих функций и функция 𝑘(𝑡) удовлетво-
ряет условиям K1, K2. Тогда если соотношение

|𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧)| = 𝑂(𝑘(|𝑧|)), |𝑧| −→ ∞,
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выполняется вне множеств степенной малости, то соотношения

𝑀(𝜇1 − 𝜇2)(𝑧) = 𝑂(𝑘(|𝑧|)), |𝑧| −→ ∞,

тоже выполняется вне множеств степенной малости.
II. Пусть

𝜎 = lim𝑡−→∞]
ln 𝑘(𝑡)

ln 𝑡
и 𝑞 = [𝜎] — целая часть 𝜎. Если соотношение

𝑀(𝜇1 − 𝜇2)(𝑧) = 𝑂(𝑘(|𝑧|)), |𝑧| −→ ∞,

выполняется вне множеств степенной малости, то существует гармоническая на всей
плоскости функция 𝐻(𝑧) так, что соотношение

|𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧) +𝐻(𝑧)| = 𝑂

(︃∫︁ |𝑧|

1

(︂∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑𝑡

𝑡
+

1

𝑞 + 1

∫︁ |𝑧|

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏
+

+ 𝜒(𝑞)|𝑧|𝑞
∫︁ |𝑧|

1

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
+

1

𝑞 + 1
|𝑧|𝑞+1

∫︁ ∞

|𝑧|

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+2
+ 𝑘(1) ln |𝑧|

)︃
, (*)

где 𝜒(0) = 0 и 𝜒(𝑞) = 1
𝑞

при 𝑞 > 0, выполняется вне множеств степенной малости.
Довольно сложный вид соотношения (*) во второй части теоремы связан с тем, что

доказателство этой части основано на теореме В, которая, в свою очередь, основана на
первичных множителях Веершрассе. Однако, в некоторых частных случаях неравенство
(*) записывается просто. Так, если 𝑘(𝑡) = 𝑡𝜎 и 𝜎 /∈ N, то (*) приобретает вид

|𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧) +𝐻(𝑧)| = 𝑂(𝑘(|𝑧|)).
Если же 𝜎 ∈ N, то можно оценить погрубее

|𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧) +𝐻(𝑧)| = 𝑂(𝑘(|𝑧|) ln |𝑧|).
Более общим образом, такие оценки верны, когда 𝑘(𝑡) = 𝑡𝜎𝑠(𝑡), где 𝑠(𝑡) — возрастающая
функция нулевого порядка, удовлетворяющая условию 𝑟𝑠′(𝑟) = 𝑜(𝑠(𝑟)).

2. Доказательство первой части основной теоремы

Теорема 1. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — субгармонические функции на плоскости, имеющие конеч-
ный порядок роста, 𝜇1, 𝜇2 — ассоциированные по Риссу меры этих функций, и функция
𝑘(𝑡) удовлетворяет условиям K1, K2. Тогда если для любого 𝛾 существует некоторое
исключительное множество 𝐴𝛾 ∈ 𝐶𝛾 такое, что выполняется оценка

|𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧)| ≤ 𝑘(|𝑧|), 𝑧 /∈ 𝐴𝛾,
то для любого 𝛾 существуют некоторое исключительное множество 𝐴′𝛾 ∈ 𝐶𝛾 и посто-
янная 𝑀𝛾 такие, что выполняются соотношения⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀𝛾𝑘(|𝑧|), 𝑧 /∈ 𝐴′𝛾, 𝑅 ∈

(︂
0,
|𝑧|
2

)︂
.

Для доказательства этой теоремы докажем две подготовительные леммы.

Лемма 1. Пусть неотрицательная борелевская мера на плоскости удовлетворяет
условию

𝜇(0, 𝑡) ≤ 𝐶𝑡𝜌, 𝑡 > 1,

и 𝛼 ∈ R. Тогда множество точек 𝑧, не удовлетворяющих условию

𝜇(𝑧, 𝑡) ≤ |𝑧|𝛼𝑡, 𝑡 ∈ (0,
|𝑧|
2

), (13)



АСИМПТОТИКА 𝛿-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. . . 89

принадлежит классу 𝐶𝛾 для любого 𝛾 > 𝜌− 𝛼− 1. Более точно, это множество покры-
вается кругами 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) таким образом, что имеет место соотношение∑︁

𝑅/2<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑟𝑗 ≤ Const.𝑅𝜌−𝛼, 𝑅 > 1.

Доказательство.
Возьмем число 𝛼 и множество точек, не удовлетворяющих условию (13), обозначим

через 𝐸. Таким образом, для каждой точки 𝑧 ∈ 𝐸 найдется число 𝑡𝑧 ∈ (0, |𝑧|
2

), так, что
имеет место неравенство

𝜇(𝑧, 𝑡𝑧) > |𝑧|𝛼𝑡𝑧.
Воспользуемся следующим утверждением (см. [4], стр. 246)

Лемма (О покрытиях шарами).
Пусть множество 𝐴 ⊂ R𝑝 покрыто шарами так, что каждая точка 𝑥 ∈ 𝐴 является

центром некоторого шара 𝑆(𝑥) радиуса 𝑟(𝑥). Если sup𝑥∈𝐴 𝑟(𝑥) <∞, то из системы {𝑆(𝑥)}
можно выделить не более чем счетную систему {𝑆(𝑥𝑘)}, покрывающую все множество 𝐴
и имеющую кратность, не превосходящую некоторого числа 𝑁(𝑝), зависящего только от
размерности пространства.

Через 𝐸𝑛, 𝑛 = 1, 2, ..., обозначим пересечение множества 𝐸 с кольцом {2𝑛−1 ≤ |𝑧| ≤ 2𝑛},
𝐸0 = 𝐸

⋂︀
𝐵(0, 1). Множество 𝐸𝑛 покрыто кругами 𝐵(𝑧, 𝑡𝑧), 𝑧 ∈ 𝐸𝑛. Поскольку 𝑡𝑧 <

|𝑧|
2

,
то это покрытие удовлетворяет условиям леммы о покрытиях. Значит, при каждом 𝑛

найдется система точек 𝑧
(𝑛)
𝑗 ∈ 𝐸𝑛, такая, что система кругов ℬ𝑛 = {𝐵(𝑧

(𝑛)
𝑗 , 𝑡

(𝑛)
𝑗 )}, где

𝑡
(𝑛)
𝑗 = 𝑡

𝑧
(𝑛)
𝑗

, покрывает все множество 𝐸𝑛, при этом любая точка плоскости попадает не
более чем в 𝑁(2) из этих кругов. Объединение всех систем ℬ =

⋃︀
𝑛 ℬ𝑛 = {𝐵(𝑧𝑘, 𝑡𝑘)}, 𝑘 ≥ 1,

покрывает все множество 𝐸, и при этом любая точка плоскости попадает не более чем в
3𝑁(2) из этих кругов. Поскольку

𝜇(𝑧𝑗, 𝑡𝑗) > |𝑧𝑗|𝛼𝑡𝑗,
то ∑︁

𝑅/2<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑡𝑗 <
∑︁

𝑅/2<|𝑧𝑗 |<2𝑅

|𝑧𝑗|−𝛼𝜇(𝑧𝑗, 𝑡𝑗).

Рассматривая отдельно случаи 𝛼 ≥ 0 и 𝛼 < 0, получим отсюда∑︁
𝑅/2<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑡𝑗 < 2𝛼
+

𝑅−𝛼
∑︁

𝑅/2<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝜇(𝑧𝑗, 𝑡𝑗),

где 𝛼+ = max(𝛼, 0). Теперь из обозначенных свойств покрытия ℬ и из того, что 𝑡𝑗 <
|𝑧𝑗 |
2

следует оценка ∑︁
𝑅/2<|𝑧𝑗 |<2𝑅

𝑡𝑗 < 3𝑁(2) · 2𝛼+

𝑅−𝛼𝜇(0, 4𝑅) ≤ 4𝜌+1𝑁(2)𝐶2𝛼
+

𝑅𝜌−𝛼.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть 𝑢 — субгармоническая функция на плоскости, имеющяя конечный
порядок роста, то есть для некоторых 𝛿, 𝜌

𝑢(𝑧) ≤ 𝛿|𝑧|𝜌, |𝑧| > 1, (14)

и 𝐴 — открытое множество на плоскости. Тогда существует постоянная 𝐶, не зави-
сящая от множества 𝐴, такая, что для всех 𝑤 ∈ C, |𝑤| > 1, и 𝑅 ∈

(︁
0, |𝑤|

2

)︁
выполняется

оценка ∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

|𝑢(𝜁)|𝑑𝑠(𝜁) ≤ 𝐶|𝑤|𝜌𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︁

𝐴) ln
2𝜋|𝑤|𝑒

𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴)
,
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где 𝑑𝑠(𝜁) — элемент длины дуги окружности 𝐶(𝑤,𝑅) = {𝑧 : |𝑤 − 𝑧| = 𝑅}.

Доказательство.
1. Очевидно, что функция 𝑢+(𝑧) удовлетворяет неравенству (14), значит, для некоторого

𝛿1 для всех 𝑧 ∈ C выполняется оценка 𝑢+(𝑧) ≤ 𝛿1(|𝑧|+1)𝜌. Следовательно, для всех 𝑤 ∈ C,
|𝑤| ≥ 1 и 𝑅 ∈

(︁
0, |𝑤|

2

)︁
имеем∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

𝑢+(𝜁)𝑑𝑠(𝜁) ≤ 𝛿12
𝜌|𝑤|𝜌𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︁
𝐴), (15)

Из представления |𝑢| = 2𝑢+− 𝑢 получаем, что теперь для доказательства леммы 2 нужно
соответствующим образом оценить снизу интеграл∫︁

𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴

𝑢(𝜁)𝑑𝑠(𝜁).

Положим 𝑇 = 4|𝑤| и воспользуемся представлением Грина функции 𝑢 в круге 𝐵 = 𝐵(0, 𝑇 ):

𝑢(𝜁) = 𝐻(𝜁)−
∫︁
𝐵

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝜇(𝑧), (16)

где

𝐻(𝜁) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑇 2 − |𝜁|2

|𝑇𝑒𝑖𝜙 − 𝜁|2
𝑢(𝑇𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙

— гармоническая мажоранта функции 𝑢 в круге 𝐵 и

𝐺(𝜁, 𝑧) = ln

⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑧 − 𝑇 2

(𝑧 − 𝜁)𝑇

⃒⃒⃒⃒
— функция Грина круга 𝐵, 𝜇 — ассоциированная мера функции 𝑢. Если 𝜁 лежит на
окружности 𝐶(𝑤,𝑅), где 𝑅 < |𝑤|

2
, то |𝜁| ≤ |𝑤|+𝑅 ≤ 2|𝑤| ≤ 𝑇/2, поэтому |𝑇𝑒𝑖𝜙− 𝜁|2 ≥ 𝑇 2/4

и 𝑇 2 − |𝜁|2 ≤ 𝑇 2. Следовательно,
𝑇 2 − |𝜁|2

|𝑇𝑒𝑖𝜙 − 𝜁|2
≤ 4

и для 𝜁 ∈ 𝐶(𝑤,𝑅) имеем

𝐻(𝜁) ≥ 1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑇 2 − |𝜁|2

|𝑇𝑒𝑖𝜙 − 𝜁|2
(𝑢− 𝑢+)(𝑇𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙 ≥ 4

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

(𝑢− 𝑢+)(𝑇𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙

Поскольку 𝑢+ удовлетворяет неравенству вида (14), то

𝐻(𝜁) ≥ 4

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑢(𝑇𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙− 4𝜌+1𝛿|𝑤|𝜌,

и так как усреднение субгармонической функции по окружности не убывает при возрас-
тании радиуса окружности, то для некоторой положительной постоянной 𝐶 ′

𝐻(𝜁) ≥ 4

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑢(𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙− 4𝜌+1𝛿|𝑤|𝜌 ≥ −𝐶 ′|𝑤|𝜌, |𝑤| ≥ 1.

Таким образом, на основе представления (16) имеем∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

𝑢(𝜁)𝑑𝑠(𝜁) ≥ −Const. |𝑤|𝜌𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︁

𝐴)−

−
∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

∫︁
𝐵

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝜇(𝑧)𝑑𝑠(𝜁). (17)
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Нам остается требуемым образом оценить сверху интеграл∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

∫︁
𝐵

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝜇(𝑧)𝑑𝑠(𝜁) =

∫︁
𝐵

(︂∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝑠(𝜁)

)︂
𝑑𝜇(𝑧). (18)

Во внутреннем интеграле сделаем замену переменных 𝜁 = 𝑤𝜁1 и введем обозначения
𝑧 = 𝑤𝑧1, 𝑅 = |𝑤|𝑅1, 𝐴 = 𝑤𝐴1, 𝑇 = |𝑤|𝑇1, через 𝐺1(𝜁1, 𝑧1) обозначим функцию Грина кру-
га 𝐵1 = 𝐵(0, 𝑇1). Имеем∫︁

𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝑠(𝜁) = |𝑤|
∫︁
𝐶(1,𝑅1)

⋂︀
𝐴1

𝐺1(𝜁1, 𝑧1)𝑑𝑠(𝜁1). (19)

Поскольку 𝑇1 = 4, то

𝐺(𝜁1, 𝑧1) = ln

⃒⃒⃒⃒
𝜁1𝑧1 − 𝑇 2

1

(𝑧1 − 𝜁1)𝑇1

⃒⃒⃒⃒
≤ ln

2𝑇1

|𝑧1 − 𝜁1|
= ln

8

|𝑧1 − 𝜁1|
. (20)

Нам нужно оценить интеграл от правой части (20) при произвольном фиксированном
𝑧1 и в оценке должна присутствовать только длина пересечения 𝐶(1, 𝑅1)

⋂︀
𝐴1, поэтому 𝑧1

можем считать вещественным. Если 𝑧1 ∈ R и 𝜁1 ∈ 𝐶(1, 𝑅1), то есть 𝜁1 = 1 +𝑅1𝑒
𝑖𝜙, то

|𝑧1 − 𝜁1| ≥ min(|(1−𝑅1)− 𝜁1|, |(1 +𝑅1)− 𝜁1|) = 𝑅1 min |1± 𝑒𝑖𝜙|.
Поэтому

ln
8

|𝑧1 − 𝜁1|
≤ max ln

8

𝑅1|1± 𝑒𝑖𝜙|
≤ ln

8

𝑅1|1− 𝑒𝑖𝜙|
+ ln

8

𝑅1|1 + 𝑒𝑖𝜙|
= 2 ln

4

𝑅1| sin𝜙|
.

Из этого неравенства вместе с (19) и (20) получим∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝑠(𝜁) ≤ 2𝑅

∫︁
𝑎

ln
4|𝑤|

𝑅| sin𝜙|
𝑑𝜙,

где 𝑎 = {𝜙 ∈ [−𝜋; 𝜋] : 1 +𝑅1𝑒
𝑖𝜙 ∈ 𝐴1}. Запишем это неравенство в виде∫︁

𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝑠(𝜁) ≤ 2𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︁

𝐴) ln
|𝑤|
𝑅

+

+2𝑅

∫︁
𝑎

ln
4

| sin𝜙|
𝑑𝜙. (21)

Если положить 𝑎′ = 𝑎
⋂︀

[−𝜋/2;𝜋/2], 𝑎′′ = (𝑎 ∖ 𝑎′) + 𝜋, то∫︁
𝑎

ln
4

| sin𝜙|
𝑑𝜙 =

∫︁
𝑎′

ln
4

| sin𝜙|
𝑑𝜙+

∫︁
𝑎′′

ln
4

| sin𝜙|
𝑑𝜙.

Воспользуемся простым неравенством | sin𝜙| ≥ 2
𝜋
|𝜙|, когда |𝜙| ≤ 𝜋

2
:∫︁

𝑎

ln
4

| sin𝜙|
𝑑𝜙 ≤

∫︁
𝑎′

ln
2𝜋

|𝜙|
𝑑𝜙+

∫︁
𝑎′′

ln
2𝜋

|𝜙|
𝑑𝜙

Для оценки интегралов в правой части применим следующее утверждение (см. [5], стр. 56)

Лемма. Пусть 𝜙(𝑥) — действительная интегрируемая на интервале (−𝑎, 𝑎), четная
невозрастающая на (0, 𝑎) функция (допускается 𝜙(0) = +∞). Пусть 𝐸 ⊂ (−𝑎, 𝑎) — из-
меримое подмножество, mes 𝐸 = 2𝑏. Тогда∫︁

𝐸

𝜙(𝑥)𝑑𝑥 ≤
∫︁ 𝑏

−𝑏
𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

Пусть 𝑑′ — длина множества 𝑎′. По лемме имеем∫︁
𝑎′

ln
2𝜋

|𝜙|
𝑑𝜙 ≤ 2

∫︁ 𝑑′

0

ln
2𝜋

𝜙
𝑑𝜙 = 2𝑑′ ln

2𝜋𝑒

𝑑′
.
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Функция 𝑥 ln 2𝜋𝑒
𝑥

возрастающая на интервале (0; 2𝜋]. Если через 𝑑 обозначим длину всего
множества 𝑎, то 𝑑′ ≤ 𝑑 ≤ 2𝜋. Поэтому∫︁

𝑎′
ln

2𝜋

|𝜙|
𝑑𝜙 ≤ 2𝑑 ln

2𝜋𝑒

𝑑
.

Аналогичным образом оценивается интеграл по множеству 𝑎′′, и в результате получим∫︁
𝑎

ln
4

| sin𝜙|
𝑑𝜙 ≤ 4𝑑 ln

2𝜋𝑒

𝑑
.

Подставим эту оценку в соотношение (21). Учитывая, что

𝑑 =
𝑠(𝐶(1, 𝑅1)

⋂︀
𝐴1)

𝑅1

=
𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴)

|𝑤|𝑅1

=
𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴)

𝑅
,

получим ∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝑠(𝜁) ≤ 8𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︁

𝐴) ln
2𝜋|𝑤|𝑒

𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴)
.

Полученную оценку применим в соотношении (18):∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

∫︁
𝐵

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝜇(𝑧)𝑑𝑠(𝜁) ≤ 8

∫︁
𝐵

𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︁

𝐴) ln
2𝜋|𝑤|𝑒

𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴)
𝑑𝜇(𝑧) =

= 8𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︁

𝐴) ln
2𝜋|𝑤|𝑒

𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴)
𝜇(𝐵).

Из условия (14) следует оценка на считающую функцию 𝜇(0, 𝑡) (см. [6])

𝜇(0, 𝑡) ≤ 𝛿′𝑡𝜌, 𝑡 > 1,

следовательно,∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

∫︁
𝐵

𝐺(𝜁, 𝑧)𝑑𝜇(𝑧)𝑑𝑠(𝜁) ≤ 8𝛿′4𝜌|𝑤|𝜌𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︁

𝐴) ln
2𝜋|𝑤|𝑒

𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴)
.

Отсюда и из соотношения (17) получим∫︁
𝐶(𝑤,𝑅)

⋂︀
𝐴

𝑢(𝜁)𝑑𝑠(𝜁) ≥ −Const. |𝑤|𝜌𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︁

𝐴) ln
2𝜋|𝑤|𝑒

𝑠(𝐶(𝑤,𝑅)
⋂︀
𝐴)
.

Вместе с оценкой (15) и равенством |𝑢| = 2𝑢+ − 𝑢 получаем утверждение леммы 2.
Лемма 2 доказана.

Следствие леммы 2.
Пусть 𝑢 — субгармоническая функция на плоскости, имеющая конечный порядок роста,

то есть для некоторых 𝛿, 𝜌
𝑢(𝑧) ≤ 𝛿|𝑧|𝜌, |𝑧| > 1.

Тогда существует постоянная 𝐶 такая, что для всех 𝑤 ∈ C, |𝑤| > 1, и 𝑅 ∈
(︁

0, |𝑤|
2

)︁
выпол-

няются оценки ∫︁ 2𝜋

0

|𝑢(𝑤 +𝑅𝑒𝑖𝜙)|𝑑𝜙 ≤ 𝐶|𝑤|𝜌 ln
|𝑤|𝑒
𝑅

, (22)∫︁
𝐵(𝑤,𝑟)

|𝑢(𝑤 + 𝜁)|𝑑𝑚(𝜁) ≤ 𝐶|𝑤|𝜌𝑟2 ln
|𝑤|𝑒
𝑟
, (23)

Для того чтобы убедиться в оценке (22), достатоточно в лемме 2 в качестве множества
𝐴 взять всю плоскость. Оценка (23) следует из оценки (22).

Приступим к доказательству теоремы 1.
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Будем считать, что функции 𝑢1, 𝑢2 имеют нормальный тип при порядке 𝜌, то есть
𝑢𝑗(𝑧) ≤ 𝛿|𝑧|𝜌, |𝑧| ≥ 1. Как известно, ассоциированные меры при этом удовлетворяют усло-
вию 𝜇𝑗(0, 𝑡) ≤ 𝛿1𝑡

𝜌, 𝑡 ≥ 1.
Зафиксируем произвольное отрицательное 𝛾 ∈ R и любое положительное 𝜀 > 0. Пусть

𝐴𝑗, 𝑗 = 1, 2, — множество тех 𝑧, для которых не выполняется условие

𝜇𝑗(𝑧, 𝑡) ≤ |𝑧|𝜌−𝛾+𝜀𝑡, 𝑡 ∈ (0;
|𝑧|
2

). (24)

По лемме 1 каждое из этих множеств принадлежит классу 𝐶𝛾, значит, 𝐴1

⋃︀
𝐴2 ∈ 𝐶𝛾.

Далее будем рассматривать 𝑧 /∈ 𝐴1

⋃︀
𝐴2 — точки в которых выполняются соотношения

(24). Возьмем произвольное 𝑅 ∈ (0; |𝑧|
2

).
1. Пусть 𝑅 < 𝑘(|𝑧|)|𝑧|𝛾−𝜌−𝜀. В силу условия (24) имеем⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ 2|𝑧|𝜌−𝛾+𝜀𝑅 ≤ 2𝑘(|𝑧|). (25)

2. Пусть 𝑅 ≥ 𝑘(|𝑧|)|𝑧|𝛾−𝜌−𝜀. Возьмем произвольное число 𝛾1 < 2𝛾−4𝜌−2𝜀−1. По предпо-
ложению теоремы 1 существует множество 𝐴 класса 𝐶𝛾1 ⊆ 𝐶𝛾, вне которого выполняется
соотношение

|𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧)| ≤ Const. 𝑘(|𝑧|), 𝑧 /∈ 𝐴.
Отсюда для любого 𝑧 ∈ C, |𝑧| > 1, с учетом свойства K2, имеем

1

2𝜋𝑅

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐶(𝑧,𝑅)∖𝐴

(𝑢1(𝜁)− 𝑢2(𝜁))𝑑𝑠(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤ Const. 𝑘(|𝑧|). (26)

Применяя лемму 2 к множеству 𝐴 и к каждой из функций 𝑢1, 𝑢2 для 𝑅 ∈ (0, |𝑧|
2

), получим
оценку

1

2𝜋𝑅

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐶(𝑧,𝑅)

⋂︀
𝐴

(𝑢1(𝜁)− 𝑢2(𝜁))𝑑𝑠(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ Const.
|𝑧|𝜌𝑠(𝑧, 𝑅)

2𝜋𝑅
ln

2𝜋|𝑧|𝑒
𝑠(𝑧, 𝑅)

, (27)

здесь для краткости через 𝑠(𝑧,𝑅) обозначена длина пересечения 𝐶(𝑧,𝑅)
⋂︀
𝐴. Пусть

𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗), 𝑗 = 1, 2, ..., — круги, покрывающие множество 𝐴, о существовании которых го-
ворится в определении класса 𝐶𝛾1 , то есть, в частности,∑︁

𝑅/2<|𝑧𝑗 |<𝑅

𝑟𝑗 ≤ Const. 𝑅𝛾1+1, 𝑅 > 1.

Так как 𝛾1 — отрицательное число, то для досаточно больших 𝑗 𝑟𝑗 ≤ |𝑧𝑗 |
4

. Если некоторый
круг 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) пересекается с окружностью 𝐶(𝑧, 𝑅), то |𝑧 − 𝑧𝑗| ≤ 𝑅 + 𝑟𝑗. Значит,

|𝑧𝑗| ≥ |𝑧| −𝑅− 𝑟𝑗 ≥
|𝑧|
2
− |𝑧𝑗|

4
.

Отсюда |𝑧𝑗| > |𝑧|
2

. С другой стороны, для таких 𝑗 имеем

|𝑧𝑗| ≤ |𝑧|+𝑅 + 𝑟𝑗 ≤
3

2
|𝑧|+ |𝑧𝑗|

4
,

значит, |𝑧𝑗| ≤ 2|𝑧|.
Длина пересечения круга 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗) с окружностью 𝐶(𝑧,𝑅) не превосходит 𝜋𝑟𝑗. Если сум-

му радиусов кругов 𝐵(𝑧𝑗, 𝑟𝑗), пересекающихся с окружностью 𝐶(𝑧,𝑅), обозначить через
Σ(𝑧, 𝑅), то

𝑠(𝑧,𝑅) ≤ Σ(𝑧, 𝑅) ≤ 𝜋
∑︁

|𝑧|
2
≤|𝑧𝑗 |≤2|𝑧|

𝑟𝑗 ≤ Const. |𝑧|𝛾1+1. (28)



94 А.А. РУМЯНЦЕВА

В частности, в силу отрицательности 𝛾1 + 1 можно считать, что для достаточно боль-
ших |𝑧| длина 𝑠(𝑧,𝑅) не превосходит 1. Учитывая, что в этом пункте мы предполагаем
𝑅 ≥ 𝑘(|𝑧|)|𝑧|𝛾−𝜌−𝜀, cоотношение (27) можем записать в виде (напомним, что 𝑘(𝑡) ≥ 1)

1

2𝜋𝑅

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐶(𝑧,𝑅)

⋂︀
𝐴

(𝑢1(𝜁)− 𝑢2(𝜁))𝑑𝑠(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ Const. |𝑧|2𝜌−𝛾+𝜀(𝑠(𝑧,𝑅) ln(2𝜋|𝑧|𝑒)− 𝑠(𝑧,𝑅) ln 𝑠(𝑧,𝑅)).

Считая, что 𝑠(𝑧, 𝑅) ≤ 1, получим

−
√︀
𝑠(𝑧,𝑅) ln 𝑠(𝑧, 𝑅) ≤ max

0<𝑥≤1
(−
√
𝑥 ln𝑥) =

1

2
𝑒−

1
4 ,

поэтому

1

2𝜋𝑅

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐶(𝑧,𝑅)

⋂︀
𝐴

(𝑢1(𝜁)− 𝑢2(𝜁))𝑑𝑠(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤ Const. |𝑧|2𝜌−𝛾+𝜀

√︀
𝑠(𝑧,𝑅) ln(2𝜋|𝑧|𝑒).

Отсюда и из (28) вытекает соотношение

1

2𝜋𝑅

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐶(𝑧,𝑅)

⋂︀
𝐴

(𝑢1(𝜁)− 𝑢2(𝜁))𝑑𝑠(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤ Const. |𝑧|

𝛾1+1
2

+2𝜌−𝛾+𝜀 ln(2𝜋|𝑧|𝑒).

По выбору числа 𝛾1 имеем

𝛾1 + 1

2
+ 2𝜌− 𝛾 + 𝜀 =

𝛾1 + 4𝜌− 2𝛾 + 2𝜀

2
< 0,

следовательно, для 𝑧 /∈ 𝐴 и 𝑅 ≥ 𝑘(|𝑧|)|𝑧|𝛾−𝜌−𝜀 имеем

1

2𝜋𝑅

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐶(𝑧,𝑅)

⋂︀
𝐴

(𝑢1(𝜁)− 𝑢2(𝜁))𝑑𝑠(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤ Const. ≤ Const. 𝑘(|𝑧|).

Это соотношение вместе с (26) влечет соотношение, верное для всех 𝑧 /∈ 𝐴 и
𝑅 ∈ (𝑘(|𝑧|)|𝑧|𝛾−𝜌−𝜀; |𝑧|

2
)

1

2𝜋𝑅

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐶(𝑧,𝑅)

(𝑢1(𝜁)− 𝑢2(𝜁))𝑑𝑠(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤ Const. 𝑘(|𝑧|)

или
1

2𝜋

⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

(𝑢1 − 𝑢2)(𝑧 +𝑅𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙

⃒⃒⃒⃒
≤ Const. 𝑘(|𝑧|).

По формуле Привалова (см. [5], стр.65)

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

(𝑢1 − 𝑢2)(𝑧 +𝑅𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙 = (𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧)) +

∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡.

Отсюда и из последней оценки следует, что если 𝑧 не принадлежит множеству 𝐴 и
𝑅 ∈ (𝑘(|𝑧|)|𝑧|𝛾−𝜌−𝜀; |𝑧|

2
), то⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ Const. 𝑘(|𝑧|).

Вместе с (25) получаем, что это соотношение верно для всех 𝑧 /∈ 𝐴1

⋃︀
𝐴2

⋃︀
𝐴 и 𝑅 ∈ (0; |𝑧|

2
).

Так как множества 𝐴1, 𝐴2, 𝐴 лежат в классе 𝐶𝛾, то теорема 1 доказана.
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3. Доказательство второй части основной теоремы

Теорема 2. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — субгармонические функции на плоскости, имеющие конеч-
ный порядок роста, 𝜇1, 𝜇2 — ассоциированные по Риссу меры этих функций, и функция
𝑘(𝑡) удовлетворяет условиям K1, K2. Тогда если для любого 𝛾 существует некоторое
исключительное множество 𝐴𝛾 ∈ 𝐶𝛾 такое, что выполняется оценка⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑘(|𝑧|), 𝑧 /∈ 𝐴𝛾, 𝑅 ∈

(︂
0,
|𝑧|
2

)︂
, (29)

то найдется гармоническая на всей плоскости функция 𝐻(𝑧) так, что для любого 𝛾
существуют некоторое исключительное множество 𝐴′𝛾 ∈ 𝐶𝛾 и постоянная 𝑀 ′

𝛾 такие,
что выполняется соотношение

|𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧) +𝐻(𝑧)| ≤𝑀 ′
𝛾4

𝑞+2(𝑞 + 2)

(︃∫︁ |𝑧|

1

(︂∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑𝑡

𝑡
+

1

𝑞 + 1

∫︁ |𝑧|

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏
+

+ 𝜒(𝑞)|𝑧|𝑞
∫︁ |𝑧|

1

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
+

1

𝑞 + 1
|𝑧|𝑞+1

∫︁ ∞

|𝑧|

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+2
+ 𝑘(1) ln |𝑧|

)︃
, (30)

где 𝜒(0) = 0 и 𝜒(𝑞) = 1
𝑞

при 𝑞 > 0.

Предварительно докажем, что утверждение (30) теоремы 2 следует из более жесткого
предположения:

для всех 𝑧 ∈ C и всех 𝑅 ∈ (0; |𝑧|
2

) выполняется оценка⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑘(|𝑧|). (29′)

Пусть 𝛼(𝑥) — неотрицательная четная бесконечно дифференцируемая функция на ве-
щественной оси, равная нулю вне интервала (−1; 1) и

2𝜋

∫︁ +∞

0

𝛼(𝑥)𝑥𝑑𝑥 = 1.

Положим 𝛼(𝑧) = 𝛼(|𝑧|), 𝑧 ∈ C. Тогда 𝛼(𝑧) бесконечно дифференцируема на C и∫︁
C
𝛼(𝑧)𝑑𝑚(𝑧) = 1,

здесь 𝑚(𝑧) обозначает плоскую меру Лебега.

Лемма 3. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — субгармонические функции на плоскости и их ассоцииро-
ванные меры 𝜇1, 𝜇2 удовлетворяют условию 29′. Через 𝑢 обозначим разность 𝑢1 − 𝑢2 и
для произвольного 𝛿 > 0, положим

̃︀𝑢𝛿(𝑧) =

∫︁
𝑢(𝑧 + 𝛿𝜁)𝛼(𝜁)𝑑𝑚(𝜁).

Тогда для 𝑧 ∈ C, |𝑧| ≥ 2𝛿, имеют место оценки

|̃︀𝑢𝛿(𝑧)− 𝑢(𝑧)| ≤ 𝑘(|𝑧|), (31)

|∆̃︀𝑢𝛿(𝑧)| ≤ 𝛼0𝑘(|𝑧|)𝛿−2, (32)

где 𝛼0 = max |𝛼′′(𝑥)𝑥+ 𝛼′(𝑥)| и ∆ = 𝜕2

𝜕2𝑥2 + 𝜕2

𝜕2𝑦2
— оператор Лапласа.
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Доказательство.
В интеграле в определении функции ̃︀𝑢 перейдем к полярным координатам

̃︀𝑢𝛿(𝑧) = 2𝜋

∫︁ +∞

0

𝛼(𝑟)

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑢(𝑧 + 𝛿𝑟𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙

)︂
𝑟𝑑𝑟

и применим формулу Привалова (см. [5], стр. 65) во внутреннем интеграле. Учитывая
свойства функции 𝛼, получим

̃︀𝑢𝛿(𝑧) = 𝑢(𝑧) + 2𝜋

∫︁ 1

0

𝑟𝛼(𝑟)

(︂∫︁ 𝛿𝑟

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑟.

Если |𝑧| ≥ 2𝛿, то при 𝑟 < 1 𝛿𝑟 < 𝛿 ≤ |𝑧|
2

, значит из условия 29′, с учетом свойств функции
𝛼, получим соотношение (31).

Дифференцируя под знаком интеграла (в обобщенном смысле), получим

∆̃︀𝑢𝛿(𝑧) =

∫︁
∆𝑢(𝑧 + 𝛿𝜁)𝛼(𝜁)𝑑𝑚(𝜁).

После замены переменных 𝑤 = 𝑧 + 𝛿𝜁 имеем

∆̃︀𝑢𝛿(𝑧) = 𝛿−2

∫︁
∆𝑢(𝑤)𝛼

(︂
𝑤 − 𝑧

𝛿

)︂
𝑑𝑚(𝑤) = 2𝜋𝛿−2

∫︁
𝛼

(︂
𝑤 − 𝑧

𝛿

)︂
𝑑𝜇(𝑤),

полагая теперь 𝑤 = 𝑧 + 𝑡𝑒𝑖𝜙, получим

∆̃︀𝑢𝛿(𝑧) = 2𝜋𝛿−2

∫︁ +∞

0

𝛼

(︂
𝑡

𝛿

)︂
𝑑𝜇(𝑧, 𝑡).

Дважды применим интегрирование по частям

∆̃︀𝑢𝛿(𝑧) = −2𝜋𝛿−2

∫︁ +∞

0

1

𝛿
𝛼′
(︂
𝑡

𝛿

)︂
𝜇(𝑧, 𝑡)𝑑𝑡 =

= 2𝜋𝛿−2

∫︁ +∞

0

(︂
𝑡

𝛿2
𝛼′′
(︂
𝑡

𝛿

)︂
+

1

𝛿
𝛼′
(︂
𝑡

𝛿

)︂)︂(︂∫︁ 𝑡

0

𝜇(𝑧, 𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

)︂
𝑑𝑡.

По свойствам функции 𝛼 можно считать, что 𝑡 < 𝛿 ≤ |𝑧|
2

, поэтому

|∆̃︀𝑢𝛿(𝑧)| =

⃒⃒⃒⃒
2𝜋𝛿−2

∫︁ +∞

0

(𝑥𝛼′′(𝑥) + 𝛼′(𝑥))

(︂∫︁ 𝑥𝛿

0

𝜇(𝑧, 𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 2𝜋𝛼0𝑘(|𝑧|)𝛿−2.

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — субгармонические функции на плоскости и их ассоциирован-
ные меры 𝜇1, 𝜇2 удовлетворяют условию 29′. Через 𝑢 обозначим разность 𝑢1−𝑢2 и пусть
функция ̃︀𝑢𝛿(𝑧) определена как в лемме 3. Через 𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁) обозначим функцию Грина круга
𝐵(𝑧, 𝛿), то есть

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁) = ln

⃒⃒⃒⃒
𝛿2 − (𝑤 − 𝑧)(𝜁 − 𝑧)

𝛿(𝑤 − 𝑧)

⃒⃒⃒⃒
.

Тогда если |𝑧| ≥ 2𝛿, то для всех 𝜁 ∈ 𝐵(𝑧, 𝛿) имеет место оценка⃒⃒⃒⃒
1

2𝜋

∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)|∆̃︀𝑢𝛿(𝑤)𝑑𝑚(𝑤)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜋𝐾𝛼0

2
𝑘(|𝑧|).
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Доказательство.
Если 𝑤, 𝜁 ∈ 𝐵(𝑧, 𝛿), то |𝜁| ≤ |𝑧| + 𝛿 ≤ 2|𝑧|. По соотношению (32) леммы 3, с учетом

свойства К2, имеем ⃒⃒⃒⃒
1

2𝜋

∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)|∆̃︀𝑢𝛿(𝑤)𝑑𝑚(𝑤)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐾𝛼0𝑘(|𝑧|)𝛿−2

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)|𝑑𝑚(𝑤)

⃒⃒⃒⃒
. (33)

Ассоциированная мера функции 𝑞(𝜁) = |𝜁−𝑧|2 равна 4
2𝜋
𝑑𝑚(𝜁), а гармоническая мажоранта

этой функции в круге 𝐵(𝑧, 𝛿) равна тождественно 𝛿2. По формуле Грина

𝑞(𝜁) = 𝛿2 − 2

𝜋

∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)𝑑𝑚(𝑤),

следовательно,

𝑚𝑎𝑥𝜁∈𝐵(𝑧,𝛿)
2

𝜋

∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)𝑑𝑚(𝑤) = 𝑚𝑎𝑥𝜁∈𝐵(𝑧,𝛿)(𝛿
2 − |𝜁 − 𝑧|2) = 𝛿2.

Подставим эту оценку в соотношение (33) и получим утверждение леммы 4.

Лемма 5. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — субгармонические функции на плоскости и их ассоциирован-
ные меры 𝜇1, 𝜇2 удовлетворяют условию 29′. Через 𝜇 обозначим разность 𝜇1−𝜇2, а через
𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁) обозначим функцию Грина круга 𝐵(𝑧, 𝛿). Если |𝑧| ≥ 2𝛿, то для всех 𝜁 ∈ 𝐵(𝑧, 𝛿)
имеет место оценка ⃒⃒⃒⃒∫︁

𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)|𝑑𝜇(𝑤)

⃒⃒⃒⃒
≤ (2 + 𝜋𝛼0)𝐾𝑘(|𝑧|).

Доказательство.
Пусть функция ̃︀𝑢𝛿(𝜁) определена как в лемме 3 и

𝐻𝑧,𝛿(𝜁) = ̃︀𝑢𝛿(𝜁) +

∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)
∆̃︀𝑢𝛿(𝑤)

2𝜋
𝑑𝑚(𝑤)

Тогда функция 𝐻𝑧,𝛿(𝜁) гармонична в круге 𝐵(𝑧, 𝛿) и равна ̃︀𝑢𝛿 на границе этого круга.
Поскольку

|𝑢(𝜁)−𝐻𝑧,𝛿(𝜁)| ≤ |𝑢(𝜁)− ̃︀𝑢𝛿(𝜁)|+

+|̃︀𝑢𝛿(𝜁)−𝐻𝑧,𝛿(𝜁)| = |𝑢(𝜁)− ̃︀𝑢𝛿(𝜁)|+
⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)
∆̃︀𝑢𝛿(𝑤)

2𝜋
𝑑𝑚(𝑤)

⃒⃒⃒⃒
,

то по леммам 3 и 4, с учетом свойства К2, получаем

|𝑢(𝜁)−𝐻𝑧,𝛿(𝜁)| ≤ 𝑘(|𝜁|) +
𝐾𝜋𝛼0

2
𝑘(|𝑧|) ≤ (1 +

𝜋𝛼0

2
)𝐾𝑘(|𝑧|), 𝜁 ∈ 𝐵(𝑧, 𝛿).

Если через 𝐻(𝜁) обозначим гармоническое продолжение функции 𝑢 с окружности на круг
𝐵(𝑧, 𝛿), то из последнего неравенства получим, что на границе круга выполняется оценка

|𝐻(𝜁)−𝐻𝑧,𝛿(𝜁)| ≤ (1 +
𝜋𝛼0

2
)𝐾𝑘(|𝑧|), 𝜁 ∈ 𝐶(𝑧, 𝛿),

которая по принципу максимума для гармонических функций продолжается на весь круг.
По формуле Грина для функции 𝑢 в круге 𝐵(𝑧, 𝛿) имеем⃒⃒⃒⃒∫︁

𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)|𝑑𝜇(𝑤)

⃒⃒⃒⃒
= |𝑢(𝜁)−𝐻(𝜁)| ≤ |𝑢(𝜁)−𝐻𝑧,𝛿(𝜁)|+ |𝐻𝑧,𝛿(𝜁)−𝐻(𝜁)| ≤

≤ (2 + 𝜋𝛼0)𝐾𝑘(|𝑧|), 𝜁 ∈ 𝐵(𝑧, 𝛿).

Лемма 5 доказана.
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Лемма 6. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — субгармонические функции на плоскости и их ассоциирован-
ные меры 𝜇1, 𝜇2 удовлетворяют условию 29′. Через 𝜇 обозначим разность 𝜇1 − 𝜇2. Если
𝜙(𝜁) ∈ 𝐶∞0 (𝐵(𝑧, 𝛿)), где 𝛿 < |𝑧|

2
, то⃒⃒⃒⃒∫︁

𝜙(𝜁)𝑑𝜇(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤ (2 + 𝜋𝛼0)𝐾

2𝜋
𝑘(|𝑧|)

∫︁
|∆𝜙(𝜁)|𝑑𝑚(𝜁).

Доказательство.
По формуле Грина имеем

𝜙(𝜁) =

∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)
∆𝜙(𝑤)

2𝜋
𝑑𝑚(𝑤).

Следовательно,⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝜙(𝜁)𝑑𝜇(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

(︂∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)
∆𝜙(𝑤)

2𝜋
𝑑𝑚(𝑤)

)︂
𝑑𝜇(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 1

2𝜋

∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐵(𝑧,𝛿)

𝐺𝑧,𝛿(𝑤, 𝜁)𝑑𝜇(𝜁)

⃒⃒⃒⃒
|∆𝜙(𝑤)|𝑑𝑚(𝑤).

Отсюда и из леммы 5 получаем утверждение леммы 6.

Лемма 7. Пусть 𝑢1, 𝑢2 — субгармонические функции на плоскости и их ассоцииро-
ванные меры 𝜇1, 𝜇2 удовлетворяют условию 29′. Положим 𝜇 = 𝜇1 − 𝜇2, 𝑢 = 𝑢1 − 𝑢2 и

̃︀𝑢(𝜁) =

∫︁
𝑢(𝜁 +

1

2
𝜁𝑧)𝛼(𝑧)𝑑𝑚(𝑧), 𝜁 ∈ C.

Тогда имеют место оценки

|̃︀𝑢(𝜁)− 𝑢(𝜁)| ≤ 𝑘(|𝜁|), 𝜁 ∈ C,

|∆̃︀𝑢(𝜁)| ≤𝑀𝑘(|𝜁|)|𝜁|−2, 𝜁 ∈ C,
где 𝑀 = 4𝐾𝛼1(2 + 𝜋𝛼0) и 𝛼1 — некоторая постоянная, определяемая функцией 𝛼(𝑥).

Доказательство.
В интеграле, определяющем функцию ̃︀𝑢, перейдем к полярным координатам, полагая

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 и 𝜁 = 𝑡𝑒𝑖𝜃:

̃︀𝑢(𝜁) =

∫︁ ∞

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑢(𝜁 +
1

2
𝑡𝑟𝑒𝜙+𝜃)𝛼(𝑟)𝑟𝑑𝜙𝑑𝑟 = 2𝜋

∫︁ ∞

0

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑢(𝜁 +
1

2
𝑡𝑟𝑒𝜙+𝜃)𝑑𝜙

)︂
𝛼(𝑟)𝑟𝑑𝑟 =

.

= 2𝜋

∫︁ ∞

0

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑢(𝜁 +
1

2
𝑡𝑟𝑒𝜓)𝑑𝜓

)︂
𝛼(𝑟)𝑟𝑑𝑟.

Во внутреннем интеграле воспользуемся формулой Привалова

̃︀𝑢(𝜁) = 2𝜋

∫︁ ∞

0

(︃
𝑢(𝜁) +

∫︁ 1
2
𝑡𝑟

0

𝜇(𝜁, 𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

)︃
𝛼(𝑟)𝑟𝑑𝑟.

По свойствам функции 𝛼 получим

|̃︀𝑢(𝜁)− 𝑢(𝜁)| = 2𝜋

∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 1

2
𝑡𝑟

0

𝜇(𝜁, 𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼(𝑟)𝑟𝑑𝑟.

По условию 29′ получаем первое утверждение леммы 7.
Непосредственно дифференцируя (в обобщенном смысле) под знаком интеграла, полу-

чим
∆̃︀𝑢(𝜁) =

∫︁
(∆𝑢)

(︁
𝜁(1 +

𝑧

2
)
)︁ ⃒⃒⃒

1 +
𝑧

2

⃒⃒⃒2
𝛼(𝑧)𝑑𝑚(𝑧).
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Произведем замену переменных 𝑤 = 𝜁(1 + 𝑧
2
):

∆̃︀𝑢(𝜁) = 2𝜋

∫︁ ⃒⃒⃒⃒
𝑤

𝜁

⃒⃒⃒⃒2
𝛼

(︂
2(
𝑤

𝜁
− 1)

)︂
∆𝑢

2𝜋
(𝑤)

4

|𝜁|2
𝑑𝑚(𝑤) =

8𝜋

|𝜁|2

∫︁
𝛽(
𝑤

𝜁
)𝑑𝜇(𝑤),

где
𝛽(𝑧) = |𝑧|2𝛼(2(𝑧 − 1)).

По свойствам функции 𝛼 функция 𝛽(𝑧) принадлежит 𝐶∞0 (𝐵(1, 1
2
)), следовательно,

𝛽(𝑤
𝜁
) ∈ 𝐶∞0 (𝐵(𝜁, |𝜁|

2
)) и к последнему интегралу можно применить лемму 6. Получим

|∆̃︀𝑢(𝜁)| ≤ 4𝐾(2 + 𝜋𝛼0)𝑘(|𝜁|)|𝜁|−2

∫︁
|∆𝑤𝛽(

𝑤

𝜁
)|𝑑𝑚(𝑤) =

= 4𝐾(2 + 𝜋𝛼0)𝑘(|𝜁|)|𝜁|−2

∫︁
|(∆𝛽)(

𝑤

𝜁
)||𝜁|−2𝑑𝑚(𝑤) =

= 4𝐾(2 + 𝜋𝛼0)𝑘(|𝜁|)|𝜁|−2

∫︁
|(∆𝛽)(𝑧)|𝑑𝑚(𝑧) = 4𝐾𝛼1(2 + 𝜋𝛼0)𝑘(|𝜁|)|𝜁|−2

Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Пусть функция 𝑘(𝑡) удовлетворяет условиям К1, К2 и, кроме того,

lim𝑡−→∞
ln 𝑘(𝑡)

ln 𝑡
= 𝜎

(см. свойство К2’). Положим 𝑞 = [𝜎] и пусть

𝐺𝑞(𝑧) = (1− 𝑧)𝑒𝑧+
𝑧2

2
+...+ 𝑧𝑞

𝑞

— первичный множитель (см. [1], стр.16), а непрерывная функция 𝑎(𝑤) удовлетворяет
оценке

|𝑎(𝑤)| ≤ 𝐴𝑘(|𝑧|)(|𝑧|2 + 1)−1, 𝑧 ∈ C. (34)

Тогда функция

𝑢(𝑧) =

∫︁
|𝑤|<1

ln |𝑧 − 𝑤|𝑎(𝑤)𝑑𝑚(𝑤) +

∫︁
|𝑤|≥1

ln𝐺𝑞(
𝑧

𝑤
)𝑎(𝑤)𝑑𝑚(𝑤),

при |𝑧| ≥ 2 удовлетворяет оценке

|𝑢(𝑧)| ≤ 2𝜋𝐴′4𝑞+2(𝑞 + 2)

(︂
𝑘00(|𝑧|) +

𝑘0(|𝑧|)
𝑞 + 1

+ 𝜒(𝑞)𝑘𝑞(|𝑧|) +
𝑘𝑞(|𝑧|)
𝑞 + 1

)︂
+

+𝐴𝜋𝑘(1) ln |𝑧|

Доказательство.
Положим 𝑎+ = max(𝑎, 0) и 𝑎− = max(−𝑎, 0), тогда 𝑎± ≥ 0 и 𝑎 = 𝑎+ − 𝑎−. Очевидно,

каждая из функций 𝑎±(𝑤) удовлетворяет оценке (34). Следовательно, нам достаточно до-
казать лемму в предположении, что функция 𝑎(𝑧) неотрицательна. В этом случае функция
𝑢(𝑧) субгармонична на всей плоскости. Если |𝑧| ≥ 2 и |𝑤| ≤ 1, то |𝑧−𝑤| ≥ 1 и ln |𝑧−𝑤| ≥ 0,
поэтому

0 ≤
∫︁
𝐵(0,1)

ln |𝑧 − 𝑤|𝑎(𝑤)𝑑𝑚(𝑤) ≤ 𝐴𝜋𝑘(1)
1

𝜋

∫︁
𝐵(0,1)

ln |𝑧 − 𝑤|𝑑𝑚(𝑤) = 𝐴𝜋𝑘(1) ln |𝑧|. (35)

Нам остается оценить функцию

𝑢0(𝑧) =

∫︁
|𝑤|≥1

ln𝐺𝑞(
𝑧

𝑤
)𝑎(𝑤)𝑑𝑚(𝑤).

Воспользуемся леммой 4.4. из [3] (стр. 163), которую сформулируем применительно к рас-
сматриваемому нами случаю и используя применяемые здесь обозначения.
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Теорема B. Предположим, что 𝜇 — неотрицательная борелевская мера в C, и пусть
𝜇(𝑡) — мера круга 𝐵(0, 𝑡), 𝜇(0) = 0 и функция

𝑁(𝑟) =

∫︁ 𝑟

0

𝜇(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

принадлежит классу сходимости порядка не выше 𝑞 + 1, то есть∫︁ ∞ 𝑁(𝑟)𝑑𝑟

𝑟𝑞+2
<∞.

Тогда интеграл

𝑣(𝑧) =

∫︁
|𝑤|≥1

ln𝐺𝑞(
𝑧

𝑤
)𝑑𝜇(𝑤)

сходится абсолютно в окрестности ∞ и равномерно для |𝑧| ≤ 𝑅 при любом фиксирован-
ном положительном 𝑅. Кроме того, если |𝑧| ≥ 1, то

𝑣(𝑧) ≤ 4𝑞+2(𝑞 + 2)

(︃
𝑞|𝑧|𝑞

∫︁ |𝑧|

1

𝑁(𝑟)𝑑𝑟

𝑟𝑞+1
+ (𝑞 + 1)|𝑧|𝑞+1

∫︁ ∞

|𝑧|

𝑁(𝑟)𝑑𝑟

𝑟𝑞+2

)︃
.

Если через 𝜇(𝑧) обозначим сужение меры 𝑎(𝑧)𝑑𝑚(𝑧) на внешность круга 𝐵(0, 1), то
𝜇(𝑡) = 0 при 𝑡 ≤ 1, а при 𝑡 ≥ 1

𝜇(𝑡) =

∫︁
|𝑧|<𝑡

𝑎(𝑧)𝑑𝑚(𝑧) = 2𝜋𝐴

∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝑟)

𝑟
𝑑𝑟 ≤ 𝑘(𝑡) ln 𝑡, (36)

в частности,
𝜇(𝑡) ≤ 𝑘(𝑡) ln+ 𝑡, 𝑡 ≥ 0. (37)

Отсюда

𝑁(𝑟) ≤
∫︁ 𝑟

1

𝑘(𝑡) ln+ 𝑡

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝑘(𝑟)(ln+ 𝑟)2, 𝑟 ≥ 0.

По определению числа 𝜎 для любого положительного 𝜀 имеем

𝑘(𝑟) ≤ Const. 𝑟𝜎+𝜀, 𝑟 ≥ 1.

Значит, можно взять достаточно малое 𝜀 > 0 так, что при больших 𝑟 будет выполняться

𝑁(𝑟) ≤

{︃
Const. 𝑟𝜎+𝜀(ln+ 𝑟)2 ≤ Const. 𝑟𝑞+1−𝜀, если 𝜎 нецелое,
Const. 𝑟𝑞+𝜀(ln+ 𝑟)2 ≤ Const. 𝑟𝑞+1−𝜀, если 𝜎 целое.

(38)

Тем самым, функция 𝑁(𝑟) принадлежит классу сходимости порядка 𝑞 + 1 и, кроме того,
𝑁(𝑟) = 𝑜(𝑟𝑞+1). Следовательно, условия теоремы В выполнены, и для |𝑧| ≥ 1 выполняется
соотношение

𝑢0(𝑧) ≤ 4𝑞+2(𝑞 + 2)

(︃
𝑞|𝑧|𝑞

∫︁ |𝑧|

1

𝑁(𝑟)𝑑𝑟

𝑟𝑞+1
+ (𝑞 + 1)|𝑧|𝑞+1

∫︁ ∞

|𝑧|

𝑁(𝑟)𝑑𝑟

𝑟𝑞+2

)︃
. (39)

Оценим первое слагаемое в правой части соотношения (39) при 𝑞 > 0. Интегрируя по
частям, учитывая, что 𝑁(1) = 0, получим∫︁ 𝑟

1

𝑁(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
= −𝑁(𝑟)

𝑞𝑟𝑞
+

1

𝑞

∫︁ 𝑟

1

𝑑𝑁(𝑡)𝑡𝑞+1 ≤ 1

𝑞

∫︁ 𝑟

1

𝜇(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
.

Отсюда и из оценки (36) имеем∫︁ 𝑟

1

𝑁(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
≤ 2𝜋𝐴

𝑞

∫︁ 𝑟

1

(︂∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
=

2𝜋𝐴

𝑞

∫︁ 𝑟

1

(︂∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑

(︂
− 1

𝑞𝑡𝑞

)︂
≤

≤ 2𝜋𝐴

𝑞2

∫︁ 𝑟

1

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
.
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Таким образом, при |𝑧| ≥ 1 и 𝑞 > 0 выполняется оценка

𝑞|𝑧|𝑞
∫︁ |𝑧|

1

𝑁(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
≤ 2𝜋𝐴

𝑞
|𝑧|𝑞

∫︁ |𝑧|

1

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
. (40)

Оценим второе слагаемое в соотношении (39). Интегрируя по частям и учитывая оценку
(36), получим ∫︁ ∞

𝑟

𝑁(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+2
=

𝑁(𝑟)

(𝑞 + 1)𝑟𝑞+1
+

1

𝑞 + 1

∫︁ ∞

𝑟

𝜇(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+2
≤ 𝑁(𝑟)

(𝑞 + 1)𝑟𝑞+1
+

+
2𝜋𝐴

𝑞 + 1

∫︁ ∞

𝑟

(︂∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑

(︂
− 1

(𝑞 + 1)𝑡𝑞+1

)︂
=

𝑁(𝑟)

(𝑞 + 1)𝑟𝑞+1
+

+
2𝜋𝐴

(𝑞 + 1)2𝑟𝑞+1

∫︁ 𝑟

1

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡
+

2𝜋𝐴

(𝑞 + 1)2

∫︁ ∞

𝑟

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+2
.

Таким образом, имеет место оценка

(𝑞 + 1)|𝑧|𝑞+1

∫︁ ∞

|𝑧|

𝑁(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+2
≤ 2𝜋𝐴

∫︁ |𝑧|

1

(︂∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑𝑡

𝑡
+

+
2𝜋𝐴

𝑞 + 1

∫︁ |𝑧|

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏
+

2𝜋𝐴

𝑞 + 1
|𝑧|𝑞+1

∫︁ ∞

|𝑧|

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+2
.

Отсюда и из соотношений (35), (40) получаем, что при |𝑧| ≥ 2 выполняется оценка сверху

𝑢(𝑧) ≤ 4𝑞+2(𝑞 + 2)

(︃
2𝜋𝐴

∫︁ |𝑧|

1

(︂∫︁ 𝑡

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑𝑡

𝑡
+

2𝜋𝐴

𝑞 + 1

∫︁ |𝑧|

1

𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝜏
+

+ 2𝜋𝐴𝜒(𝑞)|𝑧|𝑞
∫︁ |𝑧|

1

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+1
+

2𝜋𝐴

𝑞 + 1
|𝑧|𝑞+1

∫︁ ∞

|𝑧|

𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑞+2

)︃
+ 𝜋𝐴𝑘(1) ln |𝑧|, (41)

где 𝜒(0) = 0 и 𝜒(𝑞) = 1/𝑞 при 𝑞 > 0. В обозначениях утверждения 4 это неравенство
запишется в виде

𝑢(𝑧) ≤ 4𝑞+2(𝑞 + 2)

(︂
2𝜋𝐴𝑘00(|𝑧|) +

2𝜋𝐴

𝑞 + 1
𝑘0(|𝑧|) + 2𝜋𝐴𝜒(𝑞)𝑘𝑞(|𝑧|) +

2𝜋𝐴

𝑞 + 1
𝑘𝑞(|𝑧|)

)︂
+

+𝜋𝐴𝑘(1) ln |𝑧|. (42)

Докажем нижние оценки для 𝑢0(𝑧). Введем обозначение

̃︀𝑘(𝑡) = 4𝑞+2(𝑞 + 2)

(︂
2𝜋𝐴𝑘00(|𝑧|) +

2𝜋𝐴

𝑞 + 1
𝑘0(|𝑧|) +

2𝜋𝐴𝜒(𝑞)

𝑞
𝑘𝑞(|𝑧|) +

2𝜋𝐴

𝑞 + 1
𝑘𝑞(|𝑧|)

)︂
.

Тогда по утверждению 4 функция ̃︀𝑘(𝑡) при 𝑡 ≥ 𝑒2 обладает свойствами К1, К2 и

𝑢0(𝑧) ≤ ̃︀𝑘(𝑡), 𝑡 ≥ 2. (43)

Возьмем произвольное 𝑧 ∈ C, положим 𝑇 = 2|𝑧| и воспользуемся представлением Грина
функции 𝑢 в круге 𝐵 = 𝐵(0, 𝑇 ):

𝑢0(𝑧) = 𝐻(𝑧)−
∫︁
𝐵

𝐺(𝑧, 𝑤)𝑑𝜇(𝑤), (44)

где

𝐻(𝜁) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑇 2 − |𝜁|2

|𝑇𝑒𝑖𝜙 − 𝜁|2
𝑢0(𝑇𝑒

𝑖𝜙)𝑑𝜙

— гармоническая мажоранта функции 𝑢0 в круге 𝐵 и

𝐺(𝜁, 𝑤) = ln

⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑤 − 𝑇 2

(𝑤 − 𝜁)𝑇

⃒⃒⃒⃒
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— функция Грина круга 𝐵. По определению 𝑇 |𝑇𝑒𝑖𝜙 − 𝑧|2 ≥ 𝑇 2/4 и 𝑇 2 − |𝜁|2 ≤ 𝑇 2.
Следовательно,

𝑇 2 − |𝑧|2

|𝑇𝑒𝑖𝜙 − 𝑧|2
≤ 4,

значит,

𝐻(𝑧) ≥ 1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑇 2 − |𝑧|2

|𝑇𝑒𝑖𝜙 − 𝑧|2
(𝑢0 − 𝑢+

0 )(𝑇𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙 ≥ 4

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

(𝑢0 − 𝑢+
0 )(𝑇𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙.

Поскольку 𝑢+
0 удовлетворяет неравенству

𝑢+
0 (𝑤) ≤ ̃︀𝑘(𝑤),

то для некоторой константы ̃︀𝐾 выполняется оценка

𝐻(𝑧) ≥ 4

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑢0(𝑇𝑒
𝑖𝜙)𝑑𝜙− 4̃︀𝑘(2|𝑧|) ≥ −4 ̃︀𝐾̃︀𝑘(|𝑧|), 𝑡 ≥ 𝑒2.

Таким образом, на основе представления (44) имеем

𝑢0(𝑧) ≥ − ̃︀𝐾̃︀𝑘(|𝑧|)−
∫︁
𝐵

𝐺(𝑧, 𝑤)𝑑𝜇(𝑤). (45)

Нам остается требуемым образом оценить сверху потенциал Грина∫︁
𝐵

𝐺(𝑧, 𝑤)𝑑𝜇(𝑤) =

∫︁
𝐵∖𝐵(0,1)

𝐺(𝑧, 𝑤)𝑎(𝑤)𝑑𝑚(𝑤)

В силу условия на функцию 𝑎(𝑤) и неотрицательности функции Грина получим∫︁
𝐵

𝐺(𝑧, 𝑤)𝑑𝜇(𝑤) ≤ 𝐴

∫︁
𝐵∖𝐵(0,1)

𝐺(𝑧, 𝑤)𝑘(|𝑤|)|𝑤|−2𝑑𝑚(𝑤).

В определении функции 𝑘00(𝑡) функцию 𝑘(𝑡) будем полагать равной 0 в отрезке [0; 1]. Тогда
𝑘00(|𝜁|) становится дважды дифференцируемой функцией, равной нулю в круге 𝐵(0, 1),
причем

∆𝑘00(|𝜁|) = 𝑘(|𝜁|)|𝜁|−2.

Через ℎ(𝜁) обозначим гармоническую мажоранту функции 𝑘00(|𝜁|) в круге 𝐵, то есть
ℎ(𝜁) ≡ 𝑘00(2|𝑧|). По формуле Грина имеем∫︁

𝐵∖𝐵(0,1)

𝐺(𝑧, 𝑤)𝑘00(|𝑤|)|𝑤|−2𝑑𝑚(𝑤) = 2𝜋(ℎ(𝑧)− 𝑘00(|𝑧|)) ≤ 𝑘00(2|𝑧|).

Отсюда по утверждению 4 получаем∫︁
𝐵∖𝐵(0,1)

𝐺(𝑧, 𝑤)𝑘00(|𝑤|)|𝑤|−2𝑑𝑚(𝑤) ≤ (𝐾 + 2)𝑘00(|𝑧|), |𝑧| ≥ 𝑒2.

Отсюда и из соотношений (45), (42) следует утверждение леммы 8.
Лемма 8 доказана.
Докажем, что из условия (29′) следует утверждение теоремы 2.
Пусть

𝑣(𝑧) =

∫︁
|𝑤|<1

ln |𝑧 − 𝑤|∆̃︀𝑢(𝑤)

2𝜋
𝑑𝑚(𝑤) +

∫︁
|𝑤|≥1

ln𝐺𝑞(
𝑧

𝑤
)
∆̃︀𝑢(𝑤)

2𝜋
𝑑𝑚(𝑤).

По леммам 7 и 8 имеет место оценка

|𝑣(𝑧)| ≤ 2𝜋𝐴′4𝑞+2(𝑞 + 2)

(︂
𝑘00(|𝑧|) +

𝑘0(|𝑧|)
𝑞 + 1

+ 𝜒(𝑞)𝑘𝑞(|𝑧|) +
𝑘𝑞(|𝑧|)
𝑞 + 1

)︂
+

+𝐴𝜋𝑘(1) ln |𝑧|, |𝑧| > 1.
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Функция
𝐻(𝑧) = 𝑣(𝑧)− ̃︀𝑢(𝑧)

гармонична на всей плоскости. Снова по утверждениям лемм 7 и 8 имеем

|𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧) +𝐻(𝑧)| ≤ |𝑢(𝑧)− ̃︀𝑢(𝑧)|+ |𝑣(𝑧)| ≤

≤ 2𝜋𝐴′4𝑞+2(𝑞 + 2)

(︂
𝑘00(|𝑧|) +

𝑘0(|𝑧|)
𝑞 + 1

+ 𝜒(𝑞)𝑘𝑞(|𝑧|) +
𝑘𝑞(|𝑧|)
𝑞 + 1

)︂
+

+𝐴𝜋𝑘(1) ln |𝑧|, |𝑧| > 1.

Таким образом, мы доказали, что если выполнено условие (29′), то имеет место соотно-
шение (30).

Пусть теперь выполняется только условие (29).

Лемма 9. Пусть ассоциированные меры 𝜇1, 𝜇2 субгармонических функций 𝑢1, 𝑢2 удо-
влетворяют условию (29) и функции ̃︀𝑢𝑗, 𝑗 = 1, 2 определены как в лемме 7, то есть

̃︀𝑢𝑗(𝜁) =

∫︁
𝑢𝑗(𝜁 +

1

2
𝜁𝑧)𝛼(𝑧)𝑑𝑚(𝑧), 𝜁 ∈ C.

Тогда вне множеств степенной малости выполняется соотношение

|̃︀𝑢(𝑧)− 𝑢(𝑧)| = 𝑂(𝑘(|𝑧|)),

где ̃︀𝑢 = ̃︀𝑢1 − ̃︀𝑢2, 𝑢 = 𝑢1 − 𝑢2. Кроме того, если функции 𝑢𝑗 имеют конечный тип при
порядке 𝜌, то

|grad̃︀𝑢(𝑧)| ≤𝑀(𝛼)|𝑧|𝜌−1, |𝑧| ≥ 1.

Доказательство леммы 9. Первое утверждение леммы доказывается так же, как и
соответствующее утверждение в лемме 7. Оценим градиент. Заменой переменных

𝑧 = 2

(︂
𝑤

𝜁
− 1

)︂
получим представление

̃︀𝑢(𝜁) =

∫︁
𝑢(𝑤)𝛼

(︂
2

(︂
𝑤

𝜁
− 1

)︂)︂
4

|𝜁|2
𝑑𝑚(𝑤).

Непосредственными вычислениями получим⃒⃒⃒⃒
grad

(︂
𝛼

(︂
2

(︂
𝑤

𝜁
− 1

)︂)︂
4

|𝜁|2

)︂⃒⃒⃒⃒
≤𝑀(𝛼)|𝜁|−3, |𝑧| > 1,

где постоянная 𝑀(𝛼) зависит только от функции 𝛼. Следовательно,

| grad̃︀𝑢𝑗(𝜁)| ≤𝑀(𝛼)|𝜁|−3

∫︁
𝐵(𝜁,

|𝜁|
2

)

|𝑢𝑗(𝑤)|𝑑𝑚(𝑤), 𝑗 = 1, 2, |𝑧| > 1.

Интеграл от модуля функции 𝑢𝑗 оценим по соотношению (23) вследствие леммы 2. Если
|̃︀𝑢𝑗(𝑧)| ≤ 𝛿|𝑧|𝜌 при |𝑧| > 1, то

| grad̃︀𝑢𝑗(𝜁)| ≤𝑀(𝛼)𝐶|𝜁|𝜌−1, 𝑗 = 1, 2, |𝑧| > 2.

Лемма 9 доказана.

Лемма 10. Ассоциированные меры ̃︀𝜇1, ̃︀𝜇2 субгармонических функций ̃︀𝑢1, ̃︀𝑢2 удовлетво-
ряют условию (29′)
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Доказательство леммы 10.
Поскольку по лемме 9 для любого 𝛾 вне некоторого множества 𝐴𝛾 ∈ 𝐶𝛾 выполняется

оценка

|(̃︀𝑢1(𝑧) + 𝑢2(𝑧))− (𝑢1(𝑧) + ̃︀𝑢2(𝑧)| = |(̃︀𝑢1(𝑧)− ̃︀𝑢2(𝑧))− (𝑢1(𝑧)− 𝑢2(𝑧))| =

= |̃︀𝑢(𝑧)− 𝑢(𝑧)| ≤𝑀𝛾𝑘(𝑧),

то по доказанной теореме 1 получим, что вне некоторого множества 𝐴′𝛾 для всех
𝑅 ∈ (0; |𝑧|/2) выполняется оценка⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

(̃︀𝜇1(𝑧, 𝑡) + 𝜇2(𝑧, 𝑡))− (𝜇1(𝑧, 𝑡) + ̃︀𝜇2(𝑧, 𝑡))

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀 ′

𝛾𝑘(𝑧).

то есть ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

̃︀𝜇1(𝑧, 𝑡)− ̃︀𝜇2(𝑧, 𝑡))

𝑡
𝑑𝑡−

∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡))

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀 ′

𝛾𝑘(𝑧).

По условию (29) на меры 𝜇1, 𝜇2 вне некоторых множеств 𝐴𝛾 имеем⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

̃︀𝜇1(𝑧, 𝑡)− ̃︀𝜇2(𝑧, 𝑡))

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

𝜇1(𝑧, 𝑡)− 𝜇2(𝑧, 𝑡))

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

+𝑀 ′
𝛾𝑘(𝑧) ≤𝑀𝛾𝑘(𝑧), 𝑅 ∈ (0;

|𝑧|
2

). (46).

Из оценки градиента в лемме 9 для 𝑧′, 𝑧 таких, что |𝑧′|, |𝑧| > 1 и |𝑧′ − 𝑧| ≤ 2|𝑧|, имеем

|̃︀𝑢𝑗(𝑧′)− ̃︀𝑢𝑗(𝑧)| ≤ max
𝑤∈𝐵(𝑧,|𝑧|/4

| grad̃︀𝑢𝑗(𝑤)||𝑧 − 𝑧′| ≤ Const. |𝑧|𝜌−1|𝑧 − 𝑧′|. (47)

Возьмем произвольное число 𝛾 < −𝜌 и пусть 𝐴𝛾 ∈ 𝐶𝛾 — множество, вне которого вы-
полняется cоотношение (46). По утверждению 2 для всех достаточно больших 𝑧 найдется
точка 𝑧′ на расстоянии не более чем |𝑧|𝛾+1 от точки 𝑧, не попадающая в множество 𝐴𝛾. По
соотношению (47) имеем

|̃︀𝑢(𝑧)− ̃︀𝑢(𝑧′)| ≤ Const. ,
и

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|̃︀𝑢(𝑧 +𝑅𝑒𝑖𝜙)− ̃︀𝑢(𝑧′ +𝑅𝑒𝑖𝜙)|𝑑𝜙 ≤ Const. .

Применим к мерtе ̃︀𝜇 = ̃︀𝜇1−̃︀𝜇2 формулу Привалова в точках 𝑧, 𝑧′ соответственно и получим
для всех 𝑅 ∈ (0; |𝑧|/2) ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

̃︀𝜇(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

̃︀𝜇(𝑧′, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+ Const. .

Поскольку точка 𝑧′ /∈ 𝐴𝛾, то выполняется соотношение (46), следовательно,⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

̃︀𝜇(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀𝛾𝑘(|𝑧|) + Const. .

Таким образом, для всех 𝑅 ∈ (0; |𝑧|/2)⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑅

0

̃︀𝜇(𝑧, 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀 ′

𝛾𝑘(|𝑧|), 𝑧 ∈ C,

и лемма 10 доказана.
По доказанному найдется гармоническая функция 𝐻(𝑧) такая, что вне множества сте-

пенной малости
|̃︀𝑢(𝑧) +𝐻(𝑧)| = 𝑂(𝑘(|𝑧|)),

а по лемме 9 это же верно и для функции 𝑢.
Теорема 2 доказана.
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О СИММЕТРИЯХ ИЗОБАРИЧЕСКИХ ДВИЖЕНИЙ ГАЗА

А.А. ТАЛЫШЕВ

Аннотация. В работе обсуждается вопрос о целесообразности вычисления группы
симметрий Ли для неинволютивных систем дифференциальных уравнений. Например,
группа для системы уравнений изобарических движений газа расширяется после при-
ведения ее к инволютивному виду.

Ключевые слова: симметрии Ли, инволютивные системы.

1. Введение

Алгоритм вычисления допускаемой группы Ли точечных преобразований, описанный,
например, в [1, §5], вообще говоря, сам по себе применим к любой системе дифференци-
альных уравнений. Даже, если множество решений этой системы пусто.

В работе [2, п. 2.6] предлагается применять групповой анализ к системам, обладающим
свойством локальной разрешимости, которое означает, что через каждую точку много-
образия, определяемого уравнениями системы, проходит, по крайней мере, одно решение
системы.

Вообще-то понятие локальной разрешимости не очень конструктивно. Классическое
свойство инволютивности [3], [4] гарантирует, что продолжение инволютивной системы
всегда инволютивно, и что любая система конечным числом продолжений приводится к
инволютивной или алгебраически противоречивой системе. Хотя инволютивность гаран-
тирует существование решений только для R-аналитических систем. Имеются примеры
инволютивных и гладких, но неаналитических систем, не имеющих гладких решений (на-
пример, система Леви).

В работе [5] показано, что для инволютивных систем в классе касательных (на решениях
системы) преобразований группа продолженной системы является продолжением группы
исходной системы. Откуда следует аналогичное утверждение и для групп точечных пре-
образований.

В работе [6] представлена 20-параметрическая группа, допускаемая уравнениями изо-
барических движений газа:

ut + uux + vuy + wuz = 0,

vt + uvx + vvy + wvz = 0, (1)
wt + uwx + vwy + wwz = 0,

ux + vy + wz = 0. (2)

В настоящей работе посредством продолжения система (1), (2) приводится к двум ин-
волютивным системам. Устанавливается, что эти системы допускают бесконечномерные
группы, и 20-параметрическая группа из [6] является подгруппой этих групп. Расширение
группы при приведении системы к инволютивному виду — это счастливая случайность
или закономерность?

A.A. Talyshev, About symmetries of isobaric motions gaz.
c© Талышев А.А 2010.
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Группа линейной системы (9), предложенной в [2] в качестве системы, не обладающей
свойством локальной разрешимости, также расширяется после приведения системы к ин-
волютивному виду.

Существуют неинволютивные системы, например, уравнения Навье-Стокса, продолже-
ние которых не сопровождается получением новых уравнений, не превышающих порядка
системы1, т.е., например, уравнения третьего порядка, полученные дифференцировани-
ем уравнений Навье-Стокса по всем независимым переменным, не будут иметь следствий
меньшего порядка. Просто произвол в построении интегральных элементов у исходной
системы и нескольких первых продолжений не удовлетворяет некоторому алгебраическо-
му соотношению. Группа точечных симметрий таких систем не может расшириться при
приведении их к инволютивному виду.

2. Приведение системы (1), (2) к инволютивному виду

Действие оператора дивергенции на уравнения (1) с учетом (2) приводит к уравнению

2(uyvx + vzwy + uzwx) + u2
x + v2

y + w2
z = 0. (3)

Дифференцирование уравнения (3) по переменной t с последующим исключением вто-
рых производных, полученных из продолжений уравнений (1) и (2), приводит еще к од-
ному уравнению первого порядка

3(uxuyvx + uxuzwx + uyvxvy + uyvzwx + uzvxwy+

+uzwxwz + vyvzwy + vzwywz) + u3
x + v3

y + w3
z = 0.

(4)

Если
d = uxwxwy − uyw

2
x + vxw

2
y − vywxwy 6= 0,

то из уравнений (2), (3), (4) следует, что

uz = (−u3
xwy + u2

xuywx − 2uxuyvxwy + uxuyvywx +

+ u2
yvxwx − uyvxvywy + uyv

2
ywx)/d,

vz = (−u2
xvxwy + uxuyvxwx − uxvxvywy − uyv

2
xwy +

+ 2uyvxvywx − vxv
2
ywy + v3

ywx)/d,

wz = −ux − vy.

Таким образом, в этом случае система (1)–(4) может быть записана в виде

Uz = F (U,Ux, Uy), Ut = G(U,Ux, Uy), U = (u, v, w),

причем перекрестное дифференцирование по t и z не даст новых уравнений. Собствен-
но, уравнения (3), (4) и строились из этих соображений, но можно убедиться в этом и
непосредственным вычислением.

Итак, множество решений системы (1)–(4), на которых уравнения (2), (3), (4) разре-
шимы относительно производных функций u, v, w по одной из переменных x, y или z,
удовлетворяют инволютивной системе с характерами Картана [4, §61]: s0 = 3, s1 = 3,
s2 = 3, s3 = 0, s4 = 0.

Следующие уравнения выражают условие того, что система (2), (3), (4) неразрешима
относительно производных функций u, v, w ни по одной из переменных x, y или z.

u2
yvz − uyuzvy + uyuzwz − u2

zwy = 0,

uxvxvz − uzv
2
x − vxvzwz + v2

zwx = 0, (5)
uxwxwy − uyw

2
x + vxw

2
y − vywxwy = 0.

1В систему уравнений Навье-Стокса наряду с уравнением div u = 0 изначально должны быть включены
его первые производные по всем независимым переменным.
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Если wx 6= 0, то из уравнений (2)–(5) следует, что

uy = uxwy/wx,

vy = vxwy/wx,

uz = −(u2
xwx + uxvxwy)/w

2
x, (6)

vz = −(uxvxwx + v2
xwy)/w

2
x,

wz = −(uxwx + vxwy)/wx.

Непосредственной проверкой устанавливается, что при данном условии система (1)–(5)
инволютивна с характерами Картана: s0 = 3, s1 = 3, s2 = 1, s3 = 0, s4 = 0.

Система (2)–(5) инвариантна относительно согласованных перестановок переменных
x, y, z и u, v, w. Последовательное применение следующих перестановок

z ↔ y, w ↔ v ⇒ wx ↔ vx,

x↔ z, u↔ w ⇒ vx ↔ vz,

y ↔ x, v ↔ u ⇒ vz ↔ uz,

z ↔ y, w ↔ v ⇒ uz ↔ uy,

x↔ z, u↔ w ⇒ uy ↔ wy,

к соотношениям (6) показывает, что те решения, на которых система (1)–(5) не будет иметь
указанный набор характеров Картана, должны удовлетворять уравнениям uy = uz = vx =
vz = wx = wy = 0. Откуда с учетом (3) следует, что u2

x + v2
y + w2

z = 0, т.е. эти решения
постоянны.

Итак, продолжение уравнений (1), (2) (изобарических движений газа) приводит к двум
нетривиальным инволютивным системам уравнений: (1)–(4) и (1)–(5). В следующем раз-
деле будут представлены алгебры Ли, допускаемые этими системами.

3. Допускаемая группа

В данном разделе переменные x, y, z и u, v, w будут обозначаться через x1, x2, x3 и u1,
u2, u3 соответственно. По повторяющимся индексам производится суммирование от 1 до
3. Инфинитезимальные операторы допускаемой группы ищутся в виде

ξ0∂t + ξj∂xj + ηj∂uj ,

с коэффициентами, зависящими от переменных t, x1, x2, x3, u1, u2, u3.
Система (1)–(4) допускает группу со следующей алгеброй

ξi = ui(ξ0 + ϕ0) + ϕi, ηi = D(ϕi + uiϕ0), i = 1, 2, 3, (7)

где ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 — произвольные линейные функции переменных t, x1, x2, x3, т.е.

ϕj = cj0t+ cj1x
1 + cj2x

2 + cj3x
3 + cj4, j = 0, 1, 2, 3,

ξ0 — произвольная функция переменных t, x1, x2, x3, u1, u2, u3 и

D = ∂t + uj∂xj .

Система (1)–(5) допускает группу со следующей алгеброй

ξi = uiξ0 + t(ηi − ujηi
uj − uiψ0) + xjηi

uj + xiψ0 + ψi, i = 1, 2, 3, (8)

где η1, η2, η3, ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 — произвольные функции переменных u1, u2, u3, а ξ0 произ-
вольная функция переменных t, x1, x2, x3, u1, u2, u3.

Алгебры (7) и (8), в отличие от алгебры из [6], не обладают свойством x-автономии [7].
Первая колонка таблицы содержит операторы 20-параметрической группы из [6]. Вто-

рая и третья колонки содержат значения параметров операторов (7) и (8), при которых
они совпадают с операторами первой колонки. Тем самым таблица демонстрирует, что
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алгебры, допускаемые продолженными инволютивными системами, шире алгебры, допус-
каемой исходной неинволютивной системой.

Таблица

Система (1), (2) Система (1)− (4) Система (1)− (5)

ξ0 ϕ0 ϕk ξ0 ψ0 ψk ηk

xi∂xj + ui∂uj 0 0 xiδk
j 0 0 0 uiδk

j

t∂xi + ∂ui 0 0 tδk
i 0 0 0 tδk

j

xi∂t − uiuj∂uj xi −xi 0 xi ui 0 −uiuk

t∂t + xj∂xj t −t xk t 1 xk 0

∂t 1 −1 0 1 0 −uk 0

∂xi 0 0 δk
i 0 0 δk

i 0

Здесь индексы i, j, k = 1, 2, 3, по повторяющемуся индексу j производится суммирование
и δk

i — символ Кронекера.

4. Пример линейной неинволютивной системы

В настоящем пункте рассматривается неинволютивная система [2, (2.118)], допускаемая
алгебра которой также расширяется после приведения системы к инволютивному виду.

uxx + vxy + vx = 0, uxy + vyy − ux = 0. (9)
Вычитание второго из уравнений (9), продифференцированного по x из первого уравне-

ния, продифференцированного по y, дает vxy + uxx = 0. Вычитание этого соотношения из
первого уравнения приводит к vx = 0 и тем самым из первого уравнения следует uxx = 0.
Итак, в результате продолжения системы (9) получена следующая инволютивная система.

uxy + vyy − ux = 0, uxx = 0, vx = 0, vxx = 0, vxy = 0. (10)

Характеры Картана системы (10) равны: s0 = 5, s1 = 2, s2 = 0.
Далее для систем (9) и (10) вычисляются допускаемые операторы вида

ξ1∂x + ξ2∂y + η1∂u + η2∂v,

где коэффициенты ξ1, ξ2, η1 и η2 зависят от переменных x, y, u, v.
Для системы (9) коэффициенты допускаемых операторов записываются в виде

ξ1 = c2x+ ϕ2, ξ2 = c1,

η1 = ϕ1
yyx+ c3u+ ϕ3 + ϕ2

yv, η2 = ϕ1 − ϕ1
y + (c3 − c2)v,

(11)

где c1, c2, c3 — произвольные константы, а ϕ1, ϕ2, ϕ3 — произвольные функции переменной
y.

Для системы (10) коэффициенты допускаемых операторов записываются в виде

ξ1 = ψ1x+ ψ2, ξ2 = c4,

η1 = ϕ1
yyx+ (ψ1 + c5)u+ ψ3, η2 = ϕ1 − ϕ1

y + c5v,
(12)

где c4, c5 — произвольные константы, ψ1, ψ2, ψ3 — произвольные функции переменных y
и v, а ϕ1 — произвольная функция переменной y.

Из выражений (11) и (12) следует, что алгебра, допускаемая системой (10), шире алгеб-
ры, допускаемой системой (9).

При проведении объемных вычислений использовалась система аналитических вычис-
лений «Reduce 3.8» (http://reduce-algebra.sourceforge.net).
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ПЛОСКИЕ ДВИЖЕНИЯ ГАЗА БЕЗ РАСХОЖДЕНИЯ
С ЛИНЕЙНЫМ ПОЛЕМ СКОРОСТЕЙ

С.В. ХАБИРОВ

Аннотация. Для дифференциально-инвариантной подмодели газовой динамики с
нулевой дивергенцией рассмотрены решения с линейным полем скоростей. В лагран-
жевом описании получена подмодель из обыкновенных дифференциальных уравнений
с одним конечным соотношением, переопределяющим систему. Для плоского случая
найдены все решения.

Ключевые слова: газовая динамика, дифференциально-инвариантные решения, ли-
нейное поле скоростей.

Введение

Решения уравнений газовой динамики [1] с дивергенцией, равной нулю, удовлетворяют
переопределенной системе уравнений, являющейся дифференциально-инвариантной под-
моделью для любой допускаемой подгруппы:

~ut + (~u · ∇)~u+ ρ−1∇p = 0, ∇ · ~u = 0, ρt + ~u · ∇ρ = 0, pt + ~u · ∇p = 0, (0.1)

где ~u, p, ρ — скорость, давление и плотность, ∇ — градиент. Система справедлива для
любого уравнения состояния, из которого определяется энтропия. Система (0.1) не приве-
дена в инволюцию даже в плоском случае. Мы рассмотрим подмодель с линейным полем
скоростей в плоском случае ~x ∈ R2.

1. Эйлерово и лагранжево описание движения с линейным полем
скоростей

Решение системы (0.1) разыскиваем в виде

~u = A(t)~x+ ~u0(t). (1.1)

Система (0.1) записана в эйлеровых переменных t, ~x. При подстановке (1.1) система (0.1)
принимает вид

∇p = −ρ ((A′ + A2) ~x+ ~u′0 + A~u0) , pt + (A~x+ ~u0) · ∇p = 0,

trA = 0, ρt + (A~u+ ~u0) · ∇ρ = 0.

Совместность уравнений для давления приводит к подмодели из обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (эйлерово описание)

A′ + A2 = B, B′ + ATB +BA = 0, trA = 0,

~u′0 + A~u0 = ~a, ~a′ + AT~a+B~u0.
(1.2)

S.V. Khabirov, Plane gas motions with the linear field of the velocity without divergence.
c© Хабиров С.В. 2010 .
Работа поддержана РФФИ (грант 08-01-00047-a) и Советом по грантам Президента РФ для государсв-

тенной поддержки научных школ (№НШ-2826.2008.1).
Поступила 13 апреля 2010 г.
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Остаются уравнения для плотности

ρt + (A~x+ ~u0) · ∇ρ = 0, ρB +∇ρ⊗ (B~x+ ~a) = ρBT + (B~x+ ~a)⊗∇ρ,
которые проще интегрировать в лагранжевых переменных.

Лагранжевы переменные t, ~ξ вводятся как решение задачи

~x′ = A(t)~x+ ~u0(t), ~x|t=t0 = ~ξ (1.3)

и задаются формулами

~x = ~x0(t) +M(t)~ξ, M(t0) = I, ~x0(t) = 0. (1.4)

Из (1.3), (1.4) следуют выражения для матриц A, B и векторов ~u0, ~a через матрицу M
и вектор ~x0

A = M ′M−1, B = M ′′M−1, ~u0 = ~x′0 −M ′M−1~x0, ~a = ~x′′0 −M ′′M−1~x0.

Из (1.2) следуют уравнения (лагранжево описание)

MTM ′′ = C, MT~x′′0 = ~c, detM = |M | = 1, (1.5)

где C, ~c — постоянные матрица и вектор. Здесь мы пользовались тождеством
|M |′ = |M |tr(M ′M−1).

Начальные условия для системы (1.5) имеют вид

M(t0) = I, M ′(t0) = M1 = S1 + Ω1, (1.6)

где S1 = ST1 = ||s1
ij||, Ω1 = −ΩT

1 = E < ~ω1 >=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

0 −ω3
1 ω2

1

ω3
1 0 −ω1

1

−ω2
1 ω1 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ при ~ξ ∈ R3. В плоском

случае Ω1 = ω1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 −1
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ω1Σ.

Заметим, что ранги матриц C и B совпадают, так как справедливо тождество
C = MTBM .

В лагранжевых переменных уравнения (0.1) принимают вид

pt = 0, ρt = 0, ∇ξp = −ρ(~ξ)(C~ξ + ~c). (1.7)

Подставим матрицу C в виде суммы симметричного и антисимметричного слагаемых

C = S0 + Ω0, S0 = ST0 = ||s0
ij||, Ω0 = −ΩT

0 = E < ~ω0 > .

В плоском случае Ω0 = ω0Σ.
Условие совместности переопределенной системы (1.7) принимает вид

∇ξρ×
(
S0
~ξ + ~c+ ~ω0 × ~ξ

)
= −2ρ~ω0.

Отсюда следуют равенства

~ω0 · ∇ξρ = 0, ∇ξρ× (S0
~ξ + ~c) + ~ω0(~ξ∇ξρ+ 2ρ) = 0, (1.8)

∇ξρ
(
~ω0 · (S0

~ξ + ~c)
)

= 0 ⇒ S0~ω0 = 0, ~ω0 · ~c = 0. (1.9)

Если ~ω0 = 0, то из (1.8) и (1.7) следуют выражения для плотности и давления

ρ = p′(J0), J0 =
1

2
~ξ · S0

~ξ + ~c · ~ξ, p = P0 − p(J0),

где P0 — постоянная, p(J0) — произвольная возрастающая функция.
Случай ~ω0 6= 0 рассмотрим для плоского случая ~ξ ∈ R2. Трехмерный случай рассмат-

ривается аналогично в силу первого уравнения (1.8).
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Пусть ∆ = s0
11s

0
22 − s0

12 + ω2
0 6= 0, тогда после замены

ξ1 = η1 + ξ1
0(t), ξ2 = η2 + ξ2

0(t),

где ξ1
0 = ∆−1 (c2(s0

12 − ω0)− c1s0
22), ξ2

0 = ∆−1 (c1(s0
12 + ω0)− c2s0

11), уравнение (1.8) стано-
вится инвариантным относительно растяжения

ρη1

(
(s0

12 + ω0)η1 + s0
22η

2
)
− ρη2

(
s0

11η
1 + (s0

12 − ω0)η2
)

= −2ω0ρ.

С инвариантом в качестве независимой переменной I = η2(η1)−1 уравнение интегриру-
ется

ρ = R′′(J) exp

(
2ω0

∫
dI

P (I)

)
, p = P0 − (R(J)− JR′(J)) signP,

где R′′(J) > 0, R(J) — произвольная функция переменной

J = α1

√
|P | exp

(
ω0

∫
dI

P (I)

)
, P (I) = s0

22I
2 + 2s0

12I + s0
11.

Пусть ∆ = 0, тогда после замены I = (s0
12 + ω0)ξ1 + s0

22ξ
2 уравнение (1.8) допускает

перенос по ξ1:
ρξ1(I + c2)− ρIs0

22(λI + c1) = −2ω0ρ, λ = (s0
12 − ω0)(s0

22)−1 = s0
11(s0

12 + ω0)−1.

Решение представим в виде

ρ =
Jp′(J)

2ω0I + (ω0 + s0
12)c2 − s0

22c
1
, p = P0 − p(J),

J =

∣∣∣∣I +
c2(ω0 + s0

12)− s0
22c

1

2ω0

∣∣∣∣k exp

(
ξ1(ω0 − s0

12)− ξ2s0
22

2ω0

)
,

k =
c2(ω0 − s0

12) + c1s0
22

2ω0

,

где P0 — постоянная, p(J) — произвольная функция.

2. Решение с линейной матрицей

Матрица M линейна по t, если C = 0: M = I + M1t. В плоском случае из условия
|M | = 1 следует |M1| = 0, trM1 = 0, т.е.матрицаM1 нильпонентнаM2

1 = 0,M−1 = I−M1t,
A = M ′M−1 = M1 −M2

1 t.
Уравнение (1.5) с условием (1.4) определяет вектор ~x0:

~x0 = −1

6
t3MT

1 ~c+
1

2
t2~c1 (2.1)

где ~c1 — постоянный вектор.
Формула (2.1) определяет лагранжево решение в виде многочлена третьей степени по

времени.
Далее разыскиваем решения с матрицей C 6= 0.

3. Интегралы модели

Матричное уравнение (1.5) имеет интеграл (t0 = 0):

MTM ′ −MT ′M = 2tΩ0 + 2Ω1 = 2ωΣ, Σ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 −1
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ω = ω0t+ ω1 (3.1)

в плоском случае.

Замечание 1. Уравнения (1.5) допускают перенос по t. Поэтому при ω0 6= 0 можно
считать ω1 = 0.
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Представим матрицу M в виде произведения ортогональной и симметричной матриц

M = OΛ, OTO = OOT = I, ΛT = Λ, |M | = |Λ| = 1, (3.2)

где Λ(t0) = I = O(t0).
Матрица O1 = OTO′ = −OT

1 антисимметрична и O1(t0) = Ω1, Λ′(t0) = S1. Интеграл (3.1)
принимает вид ΛΛ′ − Λ′Λ + 2ΛO1Λ = 2ωΣ. Отсюда определяется O1:

O1 = ωΛ−1ΣΛ−1 +
1

2
(Λ−1Λ′ − Λ′Λ−1). (3.3)

Матричное уравнение (1.5) в силу (3.3) запишем для Λ2: |Λ2| = 1,

Λ2′′ − 1

2
Λ2′Λ−2Λ2′ + ω(ΣΛ−2Λ2′ − Λ2′Λ−2Σ) + 2ω2ΣΛ−2Σ = 2S0 (3.4)

с начальными условиями
Λ2(t0) = I, Λ2′(t0) = 2S1. (3.5)

Дополнительные уравнения на симметричную матрицу Λ2 получаются дифференциро-
ванием условия |Λ2| = 1:

tr (Λ2′Λ−2), tr (Λ2′Λ−2)′ = 0, tr (Λ2′Λ−2)′′ = 0, . . . (3.6)

Удобно использовать следующую запись уравнения (3.4)

(Λ2′Λ−2)′ = −1

2
(Λ2′Λ−2)2 + ω(Λ2′Λ−2ΣΛ−2 − ΣΛ−2Λ2′Λ−2)+

+2ω2I + 2S0Λ−2.

(3.7)

Из уравнений (3.6) в силу (3.7) и равенства (Λ2′Λ−2)2 = −|Λ2′|I следуют интегралы
1

2
tr (Λ2′Λ−2)2 = 4ω2 + 2tr (S0Λ−2) ⇒ |Λ2′|+ 4ω2 + 2S0 : Λ−2 = 0,

tr (S0Λ−2′) + ω2′ = 0 ⇒ S0 : Λ−2 + ω2 = trS0 + ω2
1.

(3.8)

При t = t0 из равенств (3.6), (3.8) получаем условия на постоянные параметры

trS1 = 0, |S1|+ ω2
1 + 2−1trS0 = 0 (3.9)

в силу начальных условий.

4. Уравнения на собственные числа

Представим решение задачи (3.4), (3.5) с помощью диагональной матрицыD = diag (d1, d2)
из собственных чисел матрицы Λ2 и ортогональной матрицы поворота

O =

∣∣∣∣∣∣∣∣ cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣: Λ2 = ODOT . Величины di задают сингулярные числа матрицы

M [2]. Матрица O1 = OTO′ = −ϕ′Σ — антисимметрична. Из условия |Λ2| = 1 следует
d1 = d, d2 = d−1. Интегралы (3.8) принимают вид: d(t0) = 1,

d′2

d2
+ ϕ′2(d− d−1)2 = 2(ω2 + ω2

1 + trS0), (4.1)

1

2
trS0(d+ d−1)− (d− d−1)k cos 2(ϕ+ ϕ0) + ω2 = ω2

1 + trS0, (4.2)

где 4k2 = (s0
11 − s0

22)2 + 4(s0
12)2 = (trS0)2 − 4|S0|, tr 2ϕ0 = 2s0

12(s0
11 − s0

22)−1 (при s0
11 = s0

22,
k = s0

12, ϕ0 =
π

4
).



ПЛОСКИЕ ДВИЖЕНИЯ ГАЗА БЕЗ РАСХОЖДЕНИЯ С ЛИНЕЙНЫМ ПОЛЕМ СКОРОСТЕЙ 115

Матричное уравнение (3.4) перейдет в следующее

D′′ + (−2ϕ′d′(1 + d−2) + ϕ′′(d−1 − d))

∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 1
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣− 2ϕ′2(D −D−1)−

−1

2

((
d′

d

)2

+ ϕ′2(d− d−1)2

)
D+

+2ω

(
d′

d

∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 1
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ϕ′(D2 − I)

)
− 2ω2D =

= ItrS0 + (s0
11 − s0

22)

∣∣∣∣∣∣∣∣ cos 2ϕ sin 2ϕ
sin 2ϕ − cos 2ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣+ 2s0
12

∣∣∣∣∣∣∣∣ − sin 2ϕ cos 2ϕ
cos 2ϕ sin 2ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Из матричного уравнения следует три скалярных равенства

ϕ′′(d−1 − d)− 2ϕ′(d− d−1)′ + 2ω
d′

d
= 2k sin 2(ϕ+ ϕ0); (4.3)

d′′ − 2ϕ′2(d− d−1)− 1

2

(
d′2

d
+ ϕ′2(d−1 − d)2d

)
+ 2ωϕ′(d2 − 1)−

−2ω2d = trS0 + 2k cos 2(ϕ+ ϕ0),

(4.4)

d−1′′ − 2ϕ′2(d−1 − d)− 1

2

(
(d−1′)2d+ ϕ′2(d−1 − d)2d−1

)
+

+2ωϕ′(d−2 − 1)− 2ω2d−1 = trS0 − 2k cos 2(ϕ+ ϕ0).

(4.5)

Уравнение (4.5) тождественно выполняется в силу (4.3), (4.2), (4.1). Если дифференци-
ровать по t (4.1), то в силу (4.3), (4.4), (4.2) получим тождество. Значит, (4.1) есть интеграл
(4.3), (4.4), (4.2), и уравнение (4.4) есть следствие интегралов (4.1), (4.2) и уравнения (4.3).
Следовательно, переопределенная подмодель задается уравнениями (4.1), (4.2), (4.3).

Начальные данные для функций ϕ, d определяются из равенств

Λ2(t0) = O(t0)D(t0)OT (t0) = I, Λ2′(t0) = O(t0)D′(t0)OT (t0) = 2S1.

Если O(t0) задает поворот на угол ϕ1, то начальные данные определяются элементами
матрицы S1:

d(t0) = 1, d′(t0) = 2(−|S1|)1/2, ϕ(t0) = ϕ1,

s1
11 = −s1

22, tg 2ϕ1 = s1
12(s1

22)−1.
(4.6)

5. Простейшее решение задачи

Пусть d = 1, тогда из (4.1) следует ω0 = 0, 2ω2
1 + trS0 = 0. Из (3.9) получим trS1 = 0,

|S1| = 0. Значит, S1 = 0. Уравнение (4.2) тождественно выполняется, а из (4.3) следует
ϕ = −ϕ0.

Итак, получили простейшее решение

d = 1, ϕ = −ϕ0, tg 2ϕ0 =
2s0

12

s0
11 − s0

22

(при s0
11 = s0

22, ϕ0 =
π

4
) (5.1)

при условии на параметры задачи S1 = 0, ω0 = 0, 2ω2
1 + trS0 = 0. При этом матрица

M = eω1tΣ = I cos(ω1t) + Σ sin(ω1t).



116 С.В. ХАБИРОВ

Пусть ω0 = 0, ω = ω1, d 6= 1, тогда из (4.2) следует d =
trS0 + 2k cos 2(ϕ+ ϕ0)

trS0 − 2k cos 2(ϕ+ ϕ0)
и

trS0 6= 0. Если ϕ — постоянно, то из (4.1) и (4.6) следует d = 1. Значит, ϕ переменная
величина (ϕ′ 6= 0).

Уравнение (4.1) принимает вид

4k trS0ϕ
′ =
√
−|S1|

(
(trS0)2 − 4k2 cos2 2(ϕ+ ϕ0)

)
.

В силу этого уравнения (4.3) становится тождеством по cos2 2(ϕ+ ϕ0):

16
√
−|S1|k3 cos2 2(ϕ+ ϕ0)trS0 + |S1| ((trS0)4 − 16k4 cos4 2(ϕ+ ϕ0)) +

+
(
k2trS0 − 2ω1

√
−|S1|k

)
((trS0)2 − 4k2 cos2 2(ϕ+ ϕ0)) = 0.

Отсюда следует |S1| = 0 и ϕ′ = 0 противоречие. Итак, при ω0 = 0 возможно только
простейшее решение.

6. Случай ω0 = 1, ϕ0 = 0

Замечание в пункте 3 позволяет считать t0 = 0, ω1 = 0, если ω0 6= 0. Уравнения (4.1),
(4.2), (4.3) допускают подобие

√
ω0t → t, ω−1

0 S0 → S0, а также перенос по ϕ. После таких
преобразований можно считать ω0 = 1, ϕ0 = 0 (s0

12 = 0), и уравнения принимают вид в
силу формул (3.9):

−|S1|(d+ d−1 − 2) + t2 = (d− d−1)k cos 2ϕ, (6.1)(
d′

d

)2

+ ϕ′2(d− d−1)2 = 2(t2 − 2|S1|), (6.2)

ϕ′′(d− d−1) + 2ϕ′(d− d−1)′ − 2t
d′

d
+ 2k sin 2ϕ = 0, (6.3)

где k =
1

2
(s0

11 − s0
22), |S1| = −

1

2
(s0

11 + s0
22), trS1 = 0.

В силу начальных данных (4.6) решение (6.1)÷ (6.3) представим рядами

d = 1 + 2t
√
−|S1|+ d2t

2 + d3t
3 + d4t

4 + · · · , ϕ = ϕ1 + tϕ2 + t2ϕ3 + t3ϕ4 + · · · (6.4)

Подставим ряды 6.4 в 6.1, 6.2, 6.3 и приравняем нулю коэффициенты при одинаковых
степенях t.

Из (6.1) при степенях t, t2, t3 получим

k|S1| cos 2ϕ1 = 0, (6.5)

2k
(
d2 cos 2ϕ1 − 4(−|S1|)1/2ϕ2 sin 2ϕ1

)
= 1 + 4|S1|2, (6.6)

2(d2 + 2|S1|)
(
(−|S1|)3/2 + kϕ2 sin 2ϕ1

)
+

+4(−|S1|)1/2kϕ3 sin 2ϕ1 = d3k cos 2ϕ1.
(6.7)

Из (6.2) при степенях t и t2 получим

|S1|(d2 + 2|S1|) = 0, (6.8)

1 + 16|S1|ϕ2
2 = 6d3(−|S1|)1/2 + 4|S1|2 + 2(d2 + 2|S1|)2. (6.9)

Из (6.3) коэффициент при t и свободный член дают

(−|S1|)1/2ϕ2 = −1

4
k sin 2ϕ1, (6.10)

6ϕ3(−|S1|)1/2 + 2ϕ2(d2 + 2|S1|) + kϕ2 cos 2ϕ1 = (−|S1|)1/2. (6.11)
Из (6.6) следует k 6= 0.
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Если |S1| 6= 0, то из (6.5), (6.8) получим cos 2ϕ1 = 0, sin 2ϕ1 = 1, d2 = −2|S1|. Из (6.7)

следует ϕ3 = 0, а из (6.11) следует ϕ3 =
1

6
. Противоречие. Значит, |S1| = 0, а так как

trS1 = 0, то симметричная матрица S1 = 0 и trS0 = 0, т.е. матрица S0 = k

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 0
0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣. Из

(6.6)÷ (6.11) следует ϕ1 = 0,

d2 =
1√
2

= k, d3 = 0, ϕ2 = 0.

Приравнивая нулю коэффициенты при t4 в уравнении (6.1), получим d4 =
1

4
. Приравнивая

нулю коэффициенты при t2 и t3 в уравнении (6.2), получим ϕ3 = ϕ4 = 0. Коэффициент
при t2 в (6.3) приводит к противоречию.

Итак, кроме простейшего решения (5.1) и решения (2.1) с линейной матрицей
M = I +M1t других решений с линейным полем скоростей подмодель (0.1) не имеет.
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ABSTRACTS

V.A. Baikov, N.K. Bakirov, A.A. Yakovlev
Asymptotic behaviour of the variogramm in the zero

Abstract. It is known, that the second derivative of covariance function at distance
zero plays the great role in topology and geometry of stationary random fields.
Proceeding from the external information about stochastic function realization, a
question of its account occurs in applied sciences, in particular, by specifying its
power-mode behavior in zero. In the given work the model is offered providing the
specified asymptotic behavior.
Keywords: geostochastic modelling, the spectral theory of stationary random fields,
Euler characteristic, fractal. dimension

N.K. Bakirov, M.V. Snachev
The test: does the input flow intensity grow in queueing system?

Abstract. The mathematical model of queueing system with Poisson time moments
of inputs is considered. Practically, it’s actual (e.g. in the banking and insurance
industry) to know the answer on the following question: Does the input flow intensity
grow on a certain time interval? In this article the tests for this statistical hypothesis
is proposed and their asymtotic properties is examed.
Keywords: queueing system, Poisson flow, input flow intensity, likelihood ratio test,
least squares method, hypothesis of Poisson flow homogeneity.

R.A.Baladai, B.N. Khabibullin
Three equivalent conjectures on an estimate of integrals

Abstract. We offer a conjecture on sharp estimation of a definite improper integral
depend on a parameter λ ∈ (0,+∞) by means of given estimate of other definite
integral depend on parameters t ∈ [0,+∞) and λ. Such sharp estimate is proved
for λ 6 1. Besides, an estimate is obtained for λ > 1. The last estimate is not
exact seemingly. We give also two conjectures that are equivalent to the original
conjecture. Sources of our conjectures are extremal problems for entire, meromorphic,
and plurisubharmonic functions of several variables.
Keywords: improper integral, estimate, inequality, entire function, meromorphic
function, plurisubharmonic function, Paley problem.
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A.M. Gaisin, Zh.G. Rakhmatullina
Behaviour of the minimum of the modulus of the Dirichlet series on the

system of segments

Abstract. We consider the problem of asymptotic equivalence of the logarithms of
the least upper bound of the modulus of the entire Dirichlet series’ sum on vertical
line and its minimum of the modulus. In general case we take the minimum of the
modulus on some compact that in certain sense is closely approximated by vertical
segment of fixed length.

The required relation takes place everywhere on the positive ray probably except
the set of the finite measure under optimal restrictions on the sequence of indexes of
the series established in this paper.

Keywords: Dirichlet series, minimum of the modulus.

V.I. Lutsenko, R.S. Yulmukhametov
On the accuracy of the asymptotic approximation of subharmonic functions

of the logarithm of the modulus of an entire function

Abstract. We study the degree of possible accuracy of the asymptotic
approximation of subharmonic functions of the logarithm of the modulus of an entire
function. It is proved that if the subharmonic function u is twice differentiable and
satisfies the condition

m ≤ |z|∆u(z) ≤M, |z| > 0,

where M,m > 0, then approximation with accuracy q ln |z| + O(1) with constant
q ∈ (0, 1

4
) possible only outside sets of non-C0-set. On the other hand, it is shown

that the approximation accuracy q ln |z|+O(1) with constant q ≥ 1
4
possible outside

sets, allowing coverage circles B(zk, rk) so that∑
|zk|≤R

rk = O(R
3
4
−q)

when q ∈
[

1
4
, 3

4

]
and ∑

|zk|≥R

rk = O(R
3
4
−q)

when q > 3
4
. In particular, these sets are C0-sets when q > 1

4
. In the second case, the

approximating function is the same for all q ≥ 1
4
, and this function is only a small

modification of functions of sine type, built Yu. Lubarsky and M. Sodin.

Keywords: subharmonic functions, entire functions.

I.Kh. Musin, S.V. Popënov
On a weighted space of infinitely differentiable functions in Rn

Abstract. It is studied the weighted space of infinitely differentiable functions in Rn

constructed with the use of a family ϕ of weight convex functions in Rn which have
fast growth dominating any linear function. It is proved that the closure of linear
span of all polynomials is dense. It is obtained the description of strong dual space
in terms of the Laplace transformation.
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Keywords: approximation by polynomials, the Fourier-Laplace transform of
functionals, entire functions, Paley-Wiener type theorem.

M.D. Ramazanov
New algorithm of asymptotically optimal lattice cubature formulas

Abstract. Lattice cubature formulas are used to approximate computation of
integrals of smooth functions of several variables

∫
Ω

f(x)dx, by linear combinations

hn
∑

k∈Zn,
hk∈Ω

ckf(hk). Asymptotically optimal formula on Wm
2 –space is defined by

sup
f∈Wm

2 (Ω)

∣∣∣∣∫
Ω

f(x)dx− hn
∑
hk∈Ω

cask f(hk)

∣∣∣∣ /
inf
{ck}

sup
f∈Wm

2 (Ω)

∣∣∣∣∫
Ω

f(x)dx− hn
∑
hk∈Ω

ckf(hk)

∣∣∣∣ = 1.

Babenko proposed the concept of unsaturated computational algorithms [7] —
preserving of optimal orders of convergence for all spaces of functions that are the
parameters of the problem.

The paper describes a new algorithm for constructing the lattice cubeture formulas,
unsaturated not only by order, but also by the property of asymptotic optimality on
Wm

2 –spaces, m ∈ (n/2,∞).

Keywords: cubature formulas, optimization, nonsaturated algorithm

A.A. Rumyantseva
Asyptotic of δ-subharmonic functions and their associated measures

Abstract. It is studied the question of the relationship aimptoticheskogo behavior
difference of two subharmonic functions u1 − u2 in a neighborhood of infinity and
the difference of their associated measures µ1 − µ2. The asymptotic behavior of the
difference is considered outside the exceptional sets of "power"is smallness, namely,
outside the set, which for any gamma permit coverage by the circle B(zj, rj), such
that ∑

R/2≤|zj |≤R

rj = o(Rγ+1), R −→∞.

Asymptotics of the difference associated measures is characterized by the behavior
of the function

max
R≤|z|/2

∣∣∣∣∫ R

0

µ1(z, t)− µ2(z, t)

t
dt

∣∣∣∣
at infinity. Shown, for example, that this function behaves likeo(|z|σ), if the difference
|u1(z)− u2(z)| outside an exceptional set of "power"smallness behaves like o(|z|σ). If
σ /∈ N, then converse is also true.
Keywords: subharmonic functions, associated measure, Jensen formula, harmonic
functions, Riesz representation.
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A.A. Talyshev
About symmetries of isobaric motions gaz

Annotation. The paper examines the utility of calculating Lie symmetries for non-
involutive systems of differential equations. For example, group symmetries for system
equations of isobaric motions gas will widen after the system is brought into an
involutive form.
Keywords: Lie symmetries, involutive systems.

S.V. Khabirov
Plane gas motions with the linear field of the velocity without divergence

Annotation. We consider solutions of the gasdynamic equations with the linear feild
of the velocity without divergence as a differentialy invariant submodel. The submodel
from odinery differential equations with one finite overdetermining correlation is
obtained in Lagrange representation. All solutions of this submodel are found in
the plane case.
Keywords: gas dynamics, differential-invariant solution,linear field of velocity.
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