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ОБРАТНАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ
КОНЕЧНОМЕРНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Н.Ф. ВАЛЕЕВ

Аннотация. Рассматривается задача восстановления параметров линейного операто-
ра по конечному числу собственных значений. Предлагается и обосновывается новая
схема ее решения. Метод основан на сведении исходной задачи к задаче о совместном
спектре семейства матричных пучков и позволяет найти все решения исходной задачи.

Ключевые слова: обратная спектральная задача, динамические системы, управление
собственными частотами, математические модели.

1. Введение

Данная статья является первой частью работы, посвященной специальному классу об-
ратных спектральных задач.

Рассматривается задача определения неизвестных параметров линейного оператора по
конечному набору точек спектра — многопараметрическая обратная спектральная зада-
ча (сокращенно МПОСЗ). Естественными источниками нашей постановки обратной спек-
тральной задачи являются, с одной стороны, классические обратные спектральные за-
дачи для дифференциальных операторов, а с другой — прикладные задачи управления
частотно-резонансными характеристиками различных технических устройств, описывае-
мых линейными динамическими системами, и задачи вычислительной диагностики тех-
нических систем по частотам собственных колебаний.

Классическая теория обратных спектральных задач к настоящему времени нашла мно-
гочисленные приложения в задачах математической физики, химии и технических наук.

Исследованиями в этом направлении занимались Н. Левинсон, М.Г. Крейн, Б.М. Леви-
тан, В.А. Марченко, В.А. Садовничий, В.А. Юрко и другие (подробнее см. в [2], [8]).

Тем не менее, классическая теория обратных спектральных задач не в состоянии охва-
тить весь спектр прикладных проблем, в которых требуется по спектру собственных ко-
лебаний восстановить свойства объекта. Речь прежде всего идет о тех случаях, когда мы
располагаем не полным спектром собственных колебаний объекта, а лишь его конечной
частью. К таковым можно отнести задачи, в которых требуется по конечному набору зна-
чений собственных колебаний системы найти параметры динамической системы, провести
диагностику или идентификацию технической системы или же посредством доступных па-
раметров объекта (динамической системы) придать ей те или иные частотно-резонансные
характеристики (см. [3], [5], [12], [14], [21]).

N.F. Valeev, The multiparameter inverse spectral problems for finite-dimensional
operators.
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Все эти задачи, по существу, сводятся к обратным спектральным задачам для линей-
ных операторов, при том необязательно дифференциальных, в которых требуется по ко-
нечному числу собственных чисел оператора найти возможные значения неизвестных па-
раметров системы. Такие задачи уместно называть многопараметрическими обратными
спектральными задачами — МПОСЗ.

Разумеется, такая формулировка задачи является весьма широкой, в частности, в ней
даже не указывается вид зависимости линейного оператора от параметров, не описан класс
этих операторов и т.д. Поэтому мы будем рассматривать конкретные, для выработки еди-
ных подходов исследования, и в то же время содержательные в плане приложений классы
задач.

В данной работе мы рассматриваем МПОСЗ для операторов, действующих в конечно-
мерных пространствах. Обсуждаемые методы исследований, а также результаты, полу-
ченные с помощью этих методов, в дальнейшем можно использовать для исследования
более широких классов МПОСЗ. Также отметим, что основные результаты этой работы
являются новыми и могут быть применены для численных расчетов конкретных задач. В
следующей статье мы намерены привести некоторые литературные ссылки с комментари-
ями.

Пусть в n-мерном евклидовом пространстве En задано семейство m-параметрических
операторов вида

B(~p, λ) = B0(λ) + p1B1(λ) + p2B2(λ) + ... + pm−1Bm−1(λ) + pmBm(λ),

где ~p = (p1, p2, ..., pm) ∈ Cm, линейные операторы Bk(λ) : En → En аналитически зависят
от спектрального параметра λ ∈ C. При этих условиях число λ ∈ C будем называть
собственным значением оператора B(~p, λ), если оператор [B(~p, λ)]−1 не существует.

Постановка многопараметрической обратной спектральной задачи
(МПОСЗ). Требуется найти возможные значения вектора ~p из пространства Cm,
при которых наперед заданные числа λ1, λ2, ..., λm являются собственными значениями
оператора B(~p, λ). При этом набор чисел λ1, λ2, ..., λm будем называть спектральными
данными и обозначать ~λ.

Сформулированная постановка задачи часто возникает в математических моделях ди-
агностики или идентификации технических систем по ее собственным колебаниям. Таким
задачам посвящено большое количество работ, см., например, [21], [4] и библиографию к
ним.

Прямое исследование существования решений, их количества и, тем более, построение
алгоритмов, гарантирующих нахождение всех ее решений, для системы алгебраических
уравнений в общем случае затруднительны. Причиной тому является довольно сложный
вид системы полиномиальных уравнений от переменных pj. В связи с этим для исследо-
вания МПОСЗ требуются специальные методы.

Метод исследования, обсуждаемый в данной работе, близок к идеям, изложенным в
работах [9], [16], [17], [19], [20], [18]. В этих работах рассматривают так называемую мно-
госпектральную задачу, эти задачи возникают при разделении переменных в дифферен-
циальных операторах (см., например, [10], [19]).

Основными результатами данной части работы являются теоремы существования реше-
ний МПОСЗ, заданных в конечномерных пространствах, а также метод построения этих
решений. Данная статья носит в большей степени вспомогательный характер, далее, в
следующей части мы намерены рассмотреть также бесконечномерный случай МПОСЗ и
приложения этой теории.

Тем не менее основные результаты, излагаемые здесь, являются новыми и в некоторой
степени дополняют результаты, полученные в вышеперечисленных работах.



ОБРАТНАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КОНЕЧНОМЕРНЫХ ОПЕРАТОРОВ 5

2. Связь между МПОСЗ и системой совместных прямых спектральных
задач

2.1. Пусть в n-мерном комплексном евклидовом пространстве En задан оператор

B(~p, λ) = B0(λ) + p1B1(λ) + ... + pmBm(λ), (1)

где λ ∈ C — спектральный параметр, ~p ∈ Cm — вектор управления.
Обозначим ~λ = (λ1, ..., λm) — спектральные данные МПОСЗ. Тогда если ~p = (p1, ..., pm)

является решением МПОСЗ, то найдутся такие нетривиальные векторы ~xk ∈ En, что

B0(λk)~xk + p1B1(λk)~xk + ... + pmBm(λm)~xk = 0, k = 1, ...,m.

Обозначим
Bj(λk) = Bj,k, k = 1, ...,m, j = 0, ...,m,

теперь МПОСЗ равносильна следующей задаче.
Требуется найти такой вектор ~p ∈ Cm, чтобы каждое из уравнений системы

B0,k~xk + p1B1,k~xk + ... + pmBm,k~xk = 0, k = 1, ...,m (2)

имело хотя бы одно нетривиальное решение ~xk ∈ En.
Очевидно, последняя задача эквивалентна системе нелинейных алгебраических уравне-

ний относительно неизвестных p1, ..., pm ∈ C , а именно

det(B0,k + p1B1,k + ... + pmBm,k) = 0, k = 1, ...,m. (3)

Система уравнений (3) представляет собой систему полиномиальных относительно
p1, ..., pm ∈ C уравнений. При этом в общем случае обобщенная степень каждого поли-
нома может принимать значения от 0 до n.

Из общей теории систем нелинейных алгебраических уравнений вытекает, что возможны
следующие ситуации:

1) система уравнений (3) не имеет решения,
2) система уравнений (3) имеет

а) только изолированные решения,
б) изолированные и неизолированные решения,
в) только неизолированные решения.

Известно также (см. например [22], [23]), что если система (3) содержит только изоли-
рованные решения, то их количество (с учетом алгебраической кратности) будет равно

N =
m∏

k=1

αk,

где αk — обобщенная степень k-го полинома в (3).
2.2. Наша основная идея построения решений МПОСЗ для оператора (1) состоит в

"разделении"переменных pk, k = 1, ...,m в системе уравнений (3).
Пусть ненулевые векторы {~xk}m

k=1 и ~p = (p1, ..., pm) ∈ Cm удовлетворяют системе урав-
нений (2). Каждое уравнение системы (2) скалярно умножим на произвольный вектор
~yk ∈ En.

Тогда получим систему вида:

(Bk,1~xk, ~yk) p1 + ... + (Bk,m~xk, ~yk) pm = −(B0,k~xk, ~yk), k = 1, ...,m. (4)

Обозначим
bk,j = (Bk,j~xk, ~yk) , b0

k = − (B0,k~xk, ~yk) (5)
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и выпишем систему (4) в матричном виде
b1,1 b1,2 ... b1,m

b2,1 b2,2 ... b2,m

. . . .
bm,1 bm,2 ... bm,m

 ,


p1

p2

.
pm

 =


b0
1

b0
2

.
b0
m

 , (6)

или сокращенно
B~p = ~b0.

Пусть ckj — алгебраическое дополнение bj,k элемента из матрицы (5). Умножив обе части
(6) на матрицу

C̃ =

 c11 c12 . c1m

. . . .
cm1 cm2 . cmm

 ,

получим
∆̂k = (−1)kpk∆̂0, k = 1, ...,m, (7)

где ∆̂0 = det(B),

∆̂k = det


b1,1 . . . b1,k−1 b0

1 b1,k+1 . . . b1,m

b2,1 . . . b2,k−1 b0
2 b2,k+1 . . . b2,m

. . . . . . .
bm,1 . bm,k−1 b0

m bm,k+1 . bm,m

 .

Из вышесказанных рассуждений вытекает следующее простое утверждение.

Теорема 1. Пусть векторы ~xk ∈ En, k = 1, ..,m и вектор ~p = (p1, ..., pm) ∈ Cm удовле-
творяют системе уравнений (2). Тогда координаты pk вектора ~p удовлетворяют систе-
ме уравнений (7) при любых ~yk ∈ En, k = 1, ..,m.

Заметим, что система (7) справедлива при любом наборе (~y1, ..., ~ym) ∈ En, а величи-
ны ∆̂k = ∆̂k(~x1, ..., ~xm; ~y1, ..., ~ym) являются при фиксированных ~x1, ..., ~xm полилинейными
функционалами над пространством

V = En × En × ...× En︸ ︷︷ ︸
m

.

Если же при этом фиксировать еще и все ~yj, кроме одного ~ys, то ∆̂k = ∆̂k(~ys) становится
линейным функционалом над En. В таких случаях известно (см., например, [24]), что
можно сконструировать линейное пространство Hm, над которым ∆̂k будет линейным
функционалом.

2.3. Далее опишем структуру пространства Hm, введем необходимые понятия и обо-
значения. Как правило, в математической литературе обычно ограничиваются описанием
тензорного произведения двух пространств, поэтому мы для удобства чтения тоже начнем
со случая двух пространств.

Введем в рассмотрение тензорное произведение векторов ~x и ~y ∈ En.
Пусть в некотором базисе ~e1, ..., ~en ∈ En рассматриваемые нами векторы имеют вид

~x = (x1, ..., xn), ~y = (y1, ..., yn). Тогда положим

~x⊗ ~y = (x1y1, x1y2, ..., x1yn, x2y1, x2y2, ..., x2yn, ..., xny1, xny2, ..., xnyn).

Таким образом, ~Z = ~x⊗ ~y можно представить в виде ~Z =


x1~y
x2~y
.

xm~y

 и рассматривать как

некоторую точку множества Rn2 .
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Теперь во множестве всех тензорных произведений вида ~x ⊗ ~y, ~x, ~y ∈ En введем
стандартную структуру линейного пространства над числовыми последовательностями
(z1, z2, ..., zn2) и операцию скалярного произведения, полагая

〈~x⊗ ~y, ~u⊗ ~v〉 = (~x, ~u)(~y,~v).

Построенное линейное пространство называется тензорным пространством, обозначим его
H2 = En ⊗ En.

Заметим, что полученное пространство является снова линейным евклидовым простран-
ством размерности n2. В качестве базиса пространства En ⊗ En можно рассматривать си-
стему векторов ~ek ⊗ ~ej.

Перейдем к определению понятия тензорного произведения линейных операторов
A : En → En и B : En → En, обозначаемого далее A⊗B.

Для этого достаточно определить A ⊗ B на базисных векторах ~ek ⊗ ~ej, положив
(A⊗B)(~ek ⊗ ~ej) = A~ek ⊗B~ej, и далее продолжить действие оператора на остальные эле-
менты по линейности.

Если теперь рассматривать матричное представление в базисе ~ek ⊗ ~ej оператора
C = A⊗B, то в соответствии с правилом тензорного произведения двух векторов получим
блочную матрицу размера n2 × n2 следующего вида

A⊗B =


a1,1B a1,2B ... a1,mB
a2,1B a2,2B ... a2,mB

. . . .
am,1B am,2B ... am,mB

 .

Далее всюду, когда речь будет идти о координатном или матричном представлении
тензорных произведений векторов или операторов(в каком-либо фиксированном базисе)
будем всегда придерживаться выше приведенных формул.

По индукции определяются тензорное произведение m экземпляров евклидовых про-
странств En:

V = En × En × ...× En︸ ︷︷ ︸
m

.

Если ~X = ~x1 ⊗ ~x2 ⊗ ...⊗ ~xm ∈ Hm и ~Y = ~y1 ⊗ ~y2 ⊗ ...⊗ ~ym ∈ Hm, то полагая

〈 ~X, ~Y 〉 = (~x1, ~y1)(~x2, ~y2)...(~xm, ~ym), (8)

определяем скалярное произведение в пространстве Hm.
Таким образом, далее через Hm будем обозначать тензорное произведение m экземпля-

ров пространств En со скалярным произведением 〈 ~X, ~Y 〉, определенным формулой (8).
Матричное представление тензорного произведения операторов A1⊗A2⊗ ...⊗Am опре-

деляется тоже по индукции.
При этом заметим, что

(A1 ⊗ A2 ⊗ ...⊗ Am)(~x1 ⊗ ~x2 ⊗ ...⊗ ~xm) = A1~x1 ⊗ ...⊗ Am~xm. (9)

Теперь будем рассматривать функционалы ∆̂k = ∆̂k(~x1, ..., ~xm; ~y1, ..., ~ym) над евклидо-
вым пространством Hm. Пусть Ω — множество всех перестановок чисел 1, 2, ...,m. Если
ω = i1, i2, ..., im ∈ Ω, положим ω(k) = ik, а через I(ω) обозначим количество беспорядков
(инверсий) в перестановке ω.

Рассмотрим оператор ∆0 : Hm → Hm, заданный следующим образом:

∆0 =
∑
ω∈Ω

(−1)I(ω)Bω(1),1 ⊗Bω(2),2 ⊗ ...⊗Bω(m),m. (10)

Теперь заменяя Bk,j на B0,j в формуле (10), определим операторы

∆k : Hk → Hk, k = 1, ...,m. (11)
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Для удобства иногда будем пользоваться также "развернутой" формой представления
∆k:

∆0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
B1,1 B1,2 ... B1,m

B2,1 B2,2 ... B2,m

. . . .
Bm,1 Bm,2 ... Bm,m

∣∣∣∣∣∣∣∣
⊗

,

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣
B1,1 ... Bk−1,1 B0,1 Bk+1,1 ... Bm,1

B2,1 ... Bk−1,2 B0,2 Bk+1,2 ... Bm,2

. ... . . . . .
B1,m ... Bk−1,m B0,m Bk+1,m ... Bm,m

∣∣∣∣∣∣∣∣
⊗

.

Установим связь между функционалами ∆̂k и операторами ∆k. Справедливо следующее
утверждение.

Теорема 2. Для любых ~X = ~x1 ⊗ ~x2 ⊗ ... ⊗ ~xm ∈ Hm и ~Y = ~y1 ⊗ ~y2 ⊗ ... ⊗ ~ym ∈ Hm

справедлива формула
∆̂k =

〈
∆k

~X, ~Y
〉

. (12)

Доказательство. Поскольку все величины ∆k устроены одинаково, покажем справед-
ливость (12) для k = 0.

В формуле (10) рассмотрим какое-либо слагаемое (соответствующее фиксированному
ω) ∆ω

0 = Bω(1),1 ⊗Bω(2),2 ⊗ ...⊗Bω(m),m.
Тогда

〈∆ω
0

~X, ~Y 〉 = 〈(Bω(1),1 ⊗Bω(2),2 ⊗ ...⊗Bω(m),m)~x1 ⊗ ~x2 ⊗ ...⊗ ~xm; ~y1 ⊗ ~y2 ⊗ ...⊗ ~ym〉.
Далее согласно формулам (9), (8) и (4) получим

〈(Bω(1),1~x1 ⊗Bω(2),2~x2 ⊗ ...⊗Bω(m),m)~xm; ~y1 ⊗ ~y2 ⊗ ...⊗ ~ym〉 =

= (Bω(1),1~x1, ~y1)(Bω(2),2~x2, ~y2)...(Bω(m),m~xm, ~ym) = bω(1),1bω(2),2...bω(m),m.

Теперь очевидно, что

〈∆0~x, ~y〉 =
∑

(−1)I(ω)bω(1),1 ⊗ bω(2),2 ⊗ ...⊗ bω(m),m = ∆̂0.

Для остальных k = 1, ...m формулы (12) проверяются аналогично. Теорема доказана.
Сформулируем одно из основных утверждений теории МПОСЗ.

Теорема 3. Пусть ненулевые векторы ~x1, ..., ~xm ∈ En и числа pk ∈ C, k = 1, ...,m,
удовлетворяют системе уравнений (2). Тогда векторы ~X = ~x1 ⊗ ~x2 ⊗ ... ⊗ ~xm и pk ∈ C,
k = 1, ...,m являются решением системы совместных спектральных задач

(∆1 − p1∆0) ~X = 0,

(∆2 + p2∆0) ~X = 0,
. . . . . . . . . . . . .(

∆k + (−1)kpk∆0

)
~X = 0

. . . . . . . . . . . . .

(∆m + (−1)mpm∆0) ~X = 0

(13)

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что если векторы ~x1, ..., ~xm и числа pk ∈ C
являются решением системы (2), тогда для произвольного набора векторов ~y1, ..., ~ym ∈ En

верна система уравнений
∆̂k + (−1)kpk∆̂0 = 0, k = 1, ...,m.
Далее из теоремы 2 получаем, что для тензорного произведения, составленного из ре-

шений ~xk системы (2),
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~X = ~x1 ⊗ ~x2 ⊗ ...⊗ ~xm,

〈(∆k − (−1)k∆0
~X), ~Y 〉 = 0, k = 1, ...,m, (14)

для любых векторов ~Y ∈ Hm вида ~Y = ~y1 ⊗ ~y2 ⊗ ...⊗ ~ym.

Теперь заметим, что система векторов
{

~Y = ~y1 ⊗ ~y2 ⊗ ...⊗ ~ym|~yk ∈ En
}

содержит также
базис пространства Hm. Следовательно, соотношения (14) равносильны системе уравнений
(13). Теорема 3 доказана.

Теорема 3 фактически сводит обратную спектральную задачу, записанную в виде си-
стем уравнений (2), к системе прямых спектральных задач для операторных пучков
∆k + (−1)kpk∆0.

3. Определенная МПОСЗ

В предыдущем пункте мы установили, что если числа p∗1, p
∗
2, ..., p

∗
m являются решением

системы алгебраических уравнений

det(B0,k + p1B1,k + ... + pmBm,k) = 0, k = 1, ...,m,

то эти же числа являются решением системы прямых спектральных задач, то есть най-
дется разложимый тензор ~X ∈ Hm такой, что (∆k + (−1)kp∗k∆0) ~X = 0, k = 1, ...,m.

При этом очевидно, что последняя система является более изученной и, в частности,
удобной отправной точкой для разработки методов численного решения МПОСЗ.

Но заметим, что система совместных спектральных задач (13) содержит также неизвест-
ный вектор ~X ∈ Hm. Попытка заменить систему уравнений (13) на систему алгебраических
уравнений вида

det(∆k + (−1)kp∗k∆0) = 0, k = 1, ...,m

наталкивается на очевидные проблемы:
1) операторный пучок ∆k + (−1)kp∗k∆0 может оказаться иррегулярным, т.е.

dim(Ker∆k ∩Ker∆0) > 0,
2) даже если для всех k = 1, ...,m, , Ker∆k ∩ Ker∆0 = 0, мы не можем утверждать

существование разложимого тензора ~X = ~x1⊗ ~x2⊗ ...⊗ ~xm ∈ Hm, удовлетворяющего всем
уравнениям

(∆k + (−1)kpk∆0) ~X = 0;

и даже если такой вектор ~X = ~x1 ⊗ ~x2 ⊗ ... ⊗ ~xm найдется, обратный переход от системы
(13) к системе (2) не очевиден.

В связи с вышесказанным, МПОСЗ будем называть регулярным или определенным
если

det(∆0) 6= 0.

Рассмотрим специальный класс систем уравнений(2), а именно возмущенную систему
(B0,1 − εJ + p1 (B1,1 + εI) + p2B2,1 + ... + pmBm,1) x1 = 0,
(B0,2 − εJ + p1B1,2 + p2 (B2,2 + εI) + ... + pmBm,2) x2 = 0,

. . . . . . . . . . . . .
(B0,m − εJ + p1B1,m + p2B2,m + ... + pm (Bm,m + εI)) xm = 0,

(15)

где ε ∈ C, J = diag {α1, ..., αn} , αk > 0, αk 6= αj, I — единичный оператор.
Из теоремы 3 следует, что ~p = (p1, ..., pm) и ~xk ∈ En являются решением (иначе говоря

совместным спетром) системы совместных спектральных задач

(∆k(ε) + (−1)kpk(ε)∆0(ε)) ~X(ε) = 0, k = 1, ...,m,
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где

∆0(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
B1,1 + εI B1,2 ... B1,m

B2,1 B2,2 + εI ... B2,m

. . . .
Bm,1 Bm,2 ... Bm,m + εI

∣∣∣∣∣∣∣∣
⊗

, (16)

∆k(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
B1,1 + εJ ... Bk−1,1 B0,1 − εJ Bk+1,1 ... Bm,1

B2,1 ... Bk−1,2 B0,2 − εJ Bk+1,2 ... Bm,2

. ... . . . . .
B1,m ... Bk−1,m B0,m − εJ Bk+1,m ... Bm,m + εJ

∣∣∣∣∣∣∣∣
⊗

. (17)

При этом очевидно, что числа pk = pk(ε), k = 1, ...,m, векторы ~xk(ε) ∈ En, соответствен-
но, вектор ~X = ~x1 ⊗ ~x2 ⊗ ...⊗ ~xm будут функциями от ε ∈ C.

Установим некоторые важные для дальнейшего свойства функций ~xk(ε) и pk(ε),
k = 1, ...,m.

Теорема 4. Существует ε0 > 0 такое, что для ∀ε, |ε| > ε0, rank(∆0(ε)) = nm, т.е.
det(∆0(ε) 6= 0).

Доказательство. Разложим оператор ∆0(ε) по степеням ε. Поскольку, согласно фор-
муле (17) ∆0 устроен так же, как числовой определитель, то легко установить, что

∆0(ε) = εm I ⊗ I ⊗ ...⊗ I︸ ︷︷ ︸
m

+εm−1D1 + ... + εDm−1 + Dm,

где Dk : Hm → Hm некоторые операторы независимые от ε.
Теперь

det(∆0(ε)) = det

[
εm I ⊗ I ⊗ ...⊗ I︸ ︷︷ ︸

m

+ε−1O(1)

]
при ε →∞.

Далее получим

det(∆0(ε)) = εnm

{
det

[
I ⊗ I ⊗ ...⊗ I︸ ︷︷ ︸

m

]
+ ε−1O(1)

}
(18)

при ε →∞.

Заметим, что det

[
I ⊗ I ⊗ ...⊗ I︸ ︷︷ ︸

m

]
= (det I)m = 1. Теперь из представления (18) вытекает

существование искомого ε0.
Обозначим E = {ε ∈ C| det ∆0(ε) = 0} множество нулей полинома det∆0(ε). Таким обра-

зом, E состоит (с учетом порядка нулей) из nm чисел ε1, ..., εnm.
Приведем без доказательства очевидное утверждение.

Теорема 5. Оператор [∆0(ε)]
−1 : Hm → Hm — мероморфная операторозначная функ-

ция от ε, множество полюсов которой совпадает с E.

Все рассматриваемые нами операторы конечномерные и они зависят от ε полиноми-
ально, откуда следует утверждение о характере аналитичности собственных векторов и
вектора управления МПОСЗ (16).

Теорема 6. Пусть ~p = (p1, ..., pm) ∈ Cm и ~x1, ..., ~xm ∈ En решения системы (21), тогда
pk(ε), k = 1, m являются алгебраическими функциями с особыми точками типа полюса
(точка ветвления и полюс) из E. Векторы ~xk(ε) можно подобрать так, что ~xk(ε) будут
алгебраическими функциями.
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Доказательство. Пусть ε /∈ E. Из теоремы 3 вытекает, что если числа pk(ε) и
~xk(ε) ∈ En, k = 1, ...,m, — решения системы (15), то вектор

~X(ε) = ~x1(ε)⊗ ~x2(ε)⊗ ...⊗ ~xm(ε)

является совместным собственным вектором операторных пучков

(∆k(ε) + (−1)kpk(ε)∆0(ε)) ~X(ε) = 0, k = 1, ...,m.

В свою очередь, при условии ε /∈ E det ∆0(ε) 6= 0. Следовательно, pk(ε) является нулем
многочлена det(∆k(ε) + (−1)ks∆0(ε)).

По определению алгебраических функций, любой нуль s(ε) указанного многочлена яв-
ляется алгебраической функцией от ε, т.е. все pk(ε) — алгебраические функции ε.

Особые точки pk(ε) могут возникнуть вследствие наличия у оператора ∆−1
0 (ε)∆k(ε)

кратных собственных значений — точки ветвления и точек полюса. Тогда pk(ε) тоже будут
иметь особую точку типа полюса. Ясно, что полюсы операторов ∆−1

0 (ε)∆k(ε) содержатся
во множестве E .

Отсюда вытекает, что pk(ε) имеет особую точку вида (ε − ε∗)α, где α ∈ Q, если только
ε∗ — полюс оператора ∆−1

0 (ε)∆k(ε).
Теперь осталось доказать часть утверждения для ~xk(ε). Заметим, поскольку pk(ε) —

алгебраические функции, то каждая из систем уравнений (15) может быть представле-
на в виде Bk(ε)~xk(ε) = 0, где Bk(ε) — матрицы с элементами bij(ε) — алгебраическими
функциями.

Решая эти системы методом Гаусса (а решение существует), мы получим решения~(x)k(ε)
в виде алгебраических функций от ε.

Итак, если система (15) имеет решение, то ~p(ε) = (p1(ε), ..., pm(ε)) и ~xk(ε) — алгебраиче-
ские функции.

Теперь сформулируем и докажем утверждения о существовании решений системы (15).
Система уравнений (15) эквивалентна следующей системе полиномиальных уравнений:

f1(~p, ε) = det (B0,1 − εJ + p1 (B1,1 + εI) + p2B2,1 + ... + pmBm,1) = 0,
f2(~p, ε) = det (B0,2 − εJ + p1B1,2 + p2 (B2,2 + εI) + ... + pmBm,2) = 0,

. . . . . . . . . . . . .
fm(~p, ε) = det (B0,m − εJ + p1B1,m + p2B2,m + ... + pm (Bm,m + εI)) = 0.

Эту систему будем также записывать в виде

F (~p, ε) = 0. (19)

Заметим, что при больших |ε| ≈ ∞ систему (19) можно представить в виде:

fk(~p, ε) = εndet
[
(pkI − J + ε−1Dk(~p, ε)

]
, k = ¯1, m. (20)

При |ε| → ∞ операторы Dk(~p, ε) ограничены по норме равномерно по всем ~p из любого
компакта Ω ⊂ Cm. Следовательно, "главной" частью системы (19) при |ε| → ∞ является
более простая система уравнений:

f 0
k (~p) = det(pkI − J), k = ¯1, m, (21)

или в операторной форме
F 0(~p) = 0.

Система уравнений (21) в развернутой форме имеет вид:

f 0
j (~p) =

n∏
k=1

(pj − αk) = 0, j = ¯1, m. (22)

Из (22) вытекает, что F 0(~p) = 0 имеет ровно nm изолированных решений
p∗j =

(
p∗j1 , p∗j2 , ..., p∗jm

)
, где p∗jk принимают произвольные значения из множества {α1, α2, ..., αn}.
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Обозначим через Λ0 множество всех нулей оператора F 0(~p), а через Λ(ε) множество нулей
F (~p, ε). Из (20) и (21) при |ε| → ∞ следует, что

F (~p, ε) = εn
(
F 0(~p) + ε−1D(~p, ε)

)
, (23)

где ‖Dk(~p, ε)‖ < C(Ω) < ∞ для всех ~p из произвольной ограниченной области Ω ⊂ Cm .
Из представления F (~p, ε) в виде (23) вытекает следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть Ω ⊂ Cm — произвольная ограниченная область, Λ0 ⊂ Ω. Тогда для
∀δ > 0 найдется ε0 > 0 такое, что для ∀ |ε| > ε0∥∥Λ0 − Λ(ε)

∥∥ < δ.

Доказательство. Пусть ~p(ε)является произвольным нулем F (~p, ε). Тогда из теоремы 3
следует, что ~p(ε) = (p∗1, ..., p

∗
m) удовлетворяет системе уравнений

det
(
∆k(ε)− (−1)kp∗k(ε)∆0(ε)

)
= 0, k = ¯1, m.

Покажем, что ~p(ε) ограничена при |ε| → ∞. Заметим, что при |ε| → ∞

∆0(ε) = εm
(
I ⊗ I ⊗ ...⊗ I + ε−1O(1)

)
и ∆k(ε) = εmO(1). Поэтому существует число R(c) такое, что

∥∥∆k(ε)∆
−1
0 (ε)

∥∥ < c ≡ const
для всех |ε| > R(c). Отсюда вытекает, что при |ε| > R(ε) любое решение системы
F (~p, ε) = 0 ограничено, т.е. ‖~p(ε)‖ < C .

Из представления (23) вытекает непрерывность оператора F (~p, ε) по ε в окрестности
бесконечности равномерно по ~p ∈ Ω. Следовательно, нули Λ(ε) оператора F (~p, ε) при
|ε| → ∞ тоже являются непрерывными и соответственно стремятся к точкам множества
Λ0.

Отсюда и следует существование искомого ε0 для каждого δ > 0.
Таким образом, уравнение F (~p, ε) = 0 при |ε| → ∞ имеет ровно nm изолированных

решений.
Каждое решение ~p(ε) операторного уравнения F (~p, ε) = 0 является алгебраической

функцией от ε (теорема 2). Система уравнений (19) эквивалентна системе (15). Это озна-
чает, что каждому вектору

~pj(ε) =
(
pj

1(ε), ..., p
j
m(ε)

)
∈ Λ(ε),

удовлетворяющему F (~p, ε) = 0 , соответствует набор ненулевых векторов
~xj

1(ε), ~x
j
2(ε), ..., ~x

j
m(ε) такой, что

(
B0,1 − εJ + pj

1 (B1,1 + εI) + pj
2B2,1 + ... + pj

mBm,1

)
xj

1 = 0,(
B0,2 − εJ + pj

1B1,2 + pj
2 (B2,2 + εI) + ... + pj

mBm,2

)
xj

2 = 0,
. . . . . . . . . . . . .(

B0,k − εJ + pj
1B1,k + ... + pj

k (Bk,k + εI) + ... + pj
mBm,2

)
xj

k = 0,
. . . . . . . . . . . . .(

B0,m − εJ + pj
1B1,m + pj

2B2,m + ... + pj
m (Bm,m + εI)

)
xj

m = 0.

(24)

Далее решения системы 24 будем обозначать Zj =
{
~pj; ~xj

1, ..., ~x
j
m

}
, ~Xj = ~xj

1⊗~xj
2⊗ ...⊗~xj

m,

Z̃j =
{

~pj; ~Xj
}

, j = ¯1, N .

Теорема 3 утверждает, что любое решение Z̃j =
{

~pj; ~Xj
}

является также решением
системы (

∆k(ε)− (−1)kpj
k(ε)∆0(ε)

)
~Xj = 0, k = ¯1, m. (25)

Теперь сформулируем утверждение, обратное в определенном смысле теореме 3.
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Теорема 7. Пусть в системе уравнений (13) det∆0 6= 0 . Тогда решения системы (13)
состоят из N = nm совместных собственных векторов вида ~Xj = ~xj

1 ⊗ ~xj
2 ⊗ ... ⊗ ~xj

m

и соответствующих собственных значений pj
k, j = ¯1, N , k = ¯1, m. При этом каждый

вектор ~pj =
(
pj

1, ..., p
j
m

)
и соответствующие векторы ~xj

1, ..., ~x
j
m являются решением си-

стемы (2).

Доказательство. Рассмотрим возмущенную систему (15). Согласно теореме 3, каждо-
му решению p,j , ~xj

1, ..., ~x
j
m системы (15) соответствует решение вида ~Xj = ~xj

1⊗~xj
2⊗ ...⊗~xj

m,
~pj =

(
pj

1, ..., p
j
m

)
системы (25). Из леммы 1 следует, что при больших |ε| ≈ ∞ система (19),

а тогда соответственно и система (24) имеет ровно N = nm решений.
Поэтому система (

∆k(ε)− (−1)kpk(ε)∆0(ε)
)

~X = 0

согласно теореме 3 имеет не менее чем N решений. Но

∆k(ε)− (−1)kpk(ε)∆0(ε) : Hm → Hm,

dim(Hm) = N . Следовательно, совокупность всех решений каждого уравнения(
∆k(ε)− (−1)kpk(ε)∆0(ε)

)
~X = 0 состоит из N собственных значений p1

k, p
2
k, ..., p

N
k и со-

ответствующих собственных векторов ~X1, ~X2, ..., ~XN . Таким образом, каждое решение си-
стемы

(
∆k(ε)− (−1)kpk(ε)∆0(ε)

)
~X = 0 , k = ¯1, m , состоит только из набора собственных

значений ~pj =
(
pj

1, ..., p
j
m

)
соответствующих собственных векторов ~Xj = ~xj

1⊗ ~xj
2⊗ ...⊗ ~xj

m ,
которые получены из решений системы (24). Тогда справедливы и (25), причем согласно
теореме 6 ~pj(ε) и ~Xj(ε) — алгебраические функции. В (24) и (25) перейдем к пределу ε → 0.
При этом поскольку ∆0 = ∆0(0) — невырожденная матрица, ~pj(ε) и ~Xj(ε) непрерывны в
точке ε = 0 и имеют конечные однозначные пределы ~pj(0) и ~Xj(0), эти же пределы бу-
дут являться решениями исходной МПОСЗ (2) и соответствующей системы совместных
спектральных задач(13). Отсюда и вытекает доказательство теоремы.

Теоремы 3 и 7 при условии, что ∆0 — невырожденная матрица, сводят решение МПОСЗ
к решению системы прямых спектральных задач (13). Заметим, что решение системы
прямых спектральных задач эквивалентно нахождению нулей полиномов вида

det
(
∆k − (−1)kpk(ε)∆0

)
= 0, k = ¯1, m.

Теперь рассмотрим случай, когда det∆0 = 0. Предварительно исследуем свойства ирре-
гулярных пучков.

4. Неопределенная МПОСЗ

Теперь рассмотрим случай, когда det∆0 = 0. Предварительно исследуем свойства ирре-
гулярных пучков.

4.1. В данном разделе мы сформулируем и докажем вспомогательные утверждения, ко-
торые будут использованы в последующих разделах статьи. Обозначения данного раздела
не связаны с предыдущими разделами данной работы.

В n-мерном евклидовом пространстве En рассмотрим однопараметрическое (по пара-
метру ε ∈ C) семейство пучков

L(s, ε) = A(ε) + sB(ε) : En → En, (26)

где s — спектральный параметр, и далее всюду будем предполагать, что

A(ε) =

m1∑
k=0

εkAk, B(ε) =

m2∑
k=0

εkBk. (27)
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Прежде чем формулировать изучаемые в данном пункте вопросы, дадим необходимые
определения, обозначения, а также приведем некоторые свойства пучков вида (26) и (27).
Введем в рассмотрение характеристический определитель изучаемого пучка

F (s, ε) = det L(s, ε). (28)

Непосредственно из вида пучка L(s, ε) вытекает, что F (s, ε) можно представить в виде
следующего полинома

F (s, ε) =
N∑

k=0

fk(s)ε
k, (29)

где N зависит от рангов матриц Bk и Aj .
Следуя [1], будем говорить, что пучок A−sB иррегулярный, если det(A−sB) ≡ 0, в про-

тивном случае будем его называть регулярным. Очевидно, что условие иррегулярности
пучка вида A− sB эквивалентно

ind(A, B) := max
s∈C

rank(A− sB) < n.

Далее, число λ∗ будем называть собственным значением пучка A− λB, если

rank(A− λ∗B) < ind(A, B),

соответственно, вектор ~x∗ /∈ KerA ∩ KerB при условии, что (A − λ∗B) ~x∗ = 0, будем
называть собственным вектором.

Вектор ~x ∈ KerA ∩KerB будем называть вырожденным собственным вектором ир-
регулярного пучка (A− λB).

В случае когда L(s, ε) регулярен в точке ε = 0, исследование возмущений при ε → 0
собственных значений s(ε) и соответствующих собственных векторов ~x(ε) пучка L(s, ε)
можно свести к хорошо развитой аналитической теории возмущений для матриц вида
D(ε) = B−1(ε)A(ε).

Нас будет интересовать поведение при ε → 0 собственных значений и собственных век-
торов в предположении, что пучок L(s, ε) регулярен в некоторой проколотой окрестности
точки ε = 0, а в самой точке ε = 0 пучок L(s, ε) иррегулярен. Иррегулярность пучка
L(s, 0) в нашем случае означает, что V = KerA0∩KerB0 6= ∅. В связи с этим далее будем
считать, что

ind(A0, B0) = m (30)
Пусть sk(ε) и ~xk(ε) — собственное значение и соответствующий собственный вектор пуч-

ка L(s, ε). Согласно (28), sk(ε) является нулем полинома F (s, ε), следовательно, sk(ε) явля-
ется алгебраической функцией от ε. То же самое справедливо и для собственного вектора
~xk(ε), т.е. координаты этого вектора всегда можно выбрать алгебраическими функциями.
В силу свойств алгебраических функций существуют пределы (конечные или бесконечные
sk)

lim
ε→0

sk(ε) = sk, lim
ε→0

~xk(ε) = ~xk,

где ‖~xk(ε)‖ = 1.
Введем в рассмотрение подпространства H0 = (Ker(A0 ∩B0))

⊥ и Ĥ0 = (Ker(A∗0 ∩B∗
0))

⊥

и обозначим через P и P̂ самосопряженные проекторы на подпространства H0 и Ĥ0 соот-
ветственно. Далее положим

L11(s, ε) = P̂L(s, ε)P : H0 → Ĥ0, (31)

L22(s, ε) = (I − P̂ )L(s, ε)(I − P ) : H⊥
0 → Ĥ⊥

0 , (32)

L21(s, ε) = (I − P̂ )L(s, ε)P : H0 → Ĥ⊥
0 , (33)
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L12(s, ε) = P̂L(s, ε)(I − P ) : H⊥
0 → Ĥ0. (34)

При этом оператор L(s, ε) в подходящем базисе пространств En = H0 ⊕ H⊥
0 и

En = Ĥ0 ⊕ Ĥ⊥
0 можно представить в виде блочной матрицы

L(s, ε) =

(
L11(s, ε) L12(s, ε)
L21(s, ε) L22(s, ε)

)
. (35)

В силу (30), имеем dimH0 = dimĤ0 = m < n. Следовательно, матрицы L11(s, ε) и
L22(s, ε) в представлении (35) имеют размеры m×m и (n−m)× (n−m) соответственно.

Замечание 1. Не ограничивая общности, будем считать, что оператор
P̂B0P : H0 → Ĥ0 невырожден. В том случае, когда rankB0 < m, но rank(A0 − sB0) = m
почти всюду, всегда существует µ∗ ∈ C такое, что rank(B0 + µ∗A0) = m. Учитывая,
что A0 − sB0 = (1 + µ∗s)(A0 − s

1+µ∗s
(B0 + µ∗A0)), можно рассматривать операторы вида

Â0 + ŝB̂0, где ŝ = s
1+µ∗s

, B̂0 = B0 + µ∗A0, Â0 = A0.

Теперь опишем поведение характеристического определителя F (s, ε) пучка L(s, ε) при
малых ε.

Теорема 8. Для характеристического определителя пучка L(s, ε) при ε → 0 справед-
ливо следующее представление:

F (s, ε) = εβ[det L11(s, 0) + l1(s, ε)](
n−m∑
r=0

gks
k + l2(s, ε)), (36)

где
∑n−m

k=0 |gk| 6= 0, β ≥ 0 и |lj(s, ε)| → 0 равномерно по s из любой ограниченной области
Ω ⊂ C.

Доказательство. Будем искать F (s, ε) в следующем виде

F (s, ε) = λ1(s, ε)λ2(s, ε)...λn(s, ε), (37)

где λk(s, ε) — нули многочлена det(L(s, ε)− λI) = 0.
Для оценки λk(s, ε) воспользуемся известной теоремой Гершгорина в следующей фор-

мулировке (см. 415 с. в [1]). Каждое собственное значение λ матрицы (35) принадлежит
по крайней мере одной из двух областей:∥∥(L11(s, ε)− λI)−1

∥∥−1
6 ‖(L12(s, ε)‖ , (38)∥∥(L22(s, ε)− λI)−1

∥∥−1
6 ‖(L21(s, ε)‖ . (39)

Из вида (2)–(27), пучка L(s, ε) и Lij(s, ε), определенных в (31)–(34), вытекают следующие
оценки при k 6= j

‖Lkj(s, ε)‖ 6 εl(s, ε),

где l(s, ε) равномерно по s ∈ Ω ограниченная функция. Пусть C1 и C2 такие матрицы, что
1

det(L11(s, ε)− λI)
C1 = (L11(s, ε)− λI)−1

и
1

det(L22(s, ε)− λI)
C2 = (L22(s, ε)− λI)−1.

Тогда при любых s ∈ Ωδ, ограниченном |λ|, и достаточно малых ε справедливы оценки
‖Ck‖ 6 a ≡ const. Теперь при ε → 0 согласно (38) и (39) имеем∥∥(L11(s, ε)− λI)−1

∥∥−1
=

(
‖C1‖

det(L11(s, ε)− λI)

)−1

6 ‖(L12(s, ε)‖ 6 εl(ε, s),
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∥∥(L22(s, ε)− λI)−1
∥∥−1

=

(
‖C2‖

det(L22(s, ε)− λI)

)−1

6 ‖(L21(s, ε)‖ 6 εl(ε, s).

Откуда немедленно получаем, что

|det(L11(s, ε)− λI) + o(1)| 6 |ε| a, (40)

|det(L22(s, ε)− λI) + o(1)| 6 |ε| a. (41)

Таким образом, каждое собственное значение λj(s, ε) матрицы L(s, ε) согласно теореме
Гершгорина содержится в одной из областей задаваемых неравенствами (40) или (41).

Пусть теперь s ∈ Ω такое, что det(L11(s, 0)) 6= 0. Тогда при достаточно малых ε области,
задаваемые неравенствами (40) и (41), не пересекаются.

Исходя из этого, множество всех собственных значений
λ1(s, ε), λ2(s, ε), ..., λn(s, ε) матрицы L(s, ε) можно разбить на две группы, а именно:

пусть первые m собственных значений λk(s, ε) принадлежат объединению областей, удо-
влетворяющих неравенству (40), а остальные n−m собственных значений λk(s, ε) содер-
жатся соответственно в объединении областей (41).

Очевидно, что при ε → 0

λ1(s, ε)λ2(s, ε)...λm(s, ε) = det L11(s, 0) + l1(s, ε), (42)

где l1(s, ε) ⇒ 0 при ε → 0.
Поскольку при ε → 0 ‖L22‖ → 0, то собственные значения из второй группы, являясь

алгебраическими функциями, имеют асимптотику вида

λk(s, ε) = εβk λ̂k(s, ε), (43)

где λ̂k(s, 0) 6= 0, βk ∈ Q+.
Обозначим β =

∑n
k=m+1 βk и введем в рассмотрение функцию g(s, ε) следующим обра-

зом:

εβg(s, ε) =
n∏

k=m+1

λk(s, ε) = εβ

n∏
k=m+1

λ̂k(s, ε). (44)

Покажем, что g(s, 0) является многочленом. Для этого, учитывая (37), (42) и (44), выпи-
шем F (s, ε) = εβg(s, ε)[det L11(s, 0)+l1(s, ε)] и сравним с (29). Пусть в (29) k∗ — наименьшая
степень ε, при котором f ∗k (s) не равна тождественно 0. Тогда легко увидеть, что β = k∗ и

f ∗k (s) ≡ det L11(s, 0)g(s, 0),

откуда немедленно получаем, что g(s, 0) — многочлен. Теперь полагая
g(s, ε) = g(s, 0) + l2(s, ε), где l2(s, ε) ⇒ 0, получим доказательство теоремы.

Обозначим
F0(s, ε) = ε−βF (s, ε), (45)

где F (s, ε) был определен ранее в (36). Из доказанной теоремы вытекает простое следствие.

Теорема 9. Пусть s(ε) конечное при ε → 0 собственное значение пучка L(s, ε), тогда
его предел s(ε)

ε→0
= s∗ является нулем полинома

F0(s, 0) = det(L11(s, 0)(
n−m∑
k=0

gks
k). (46)

И обратно, каждый нуль s∗ полинома F0(s, 0) является пределом какого-либо собствен-
ного значения sk(ε) пучка L(s, ε).
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Последнее утверждение устанавливает взаимно однозначное соответствие между нуля-
ми полинома F0(s, 0) и множеством собственных значений sk(ε) пучка L(s, ε), имеющих
при ε → 0 конечные пределы.

4.2. Теперь приступим к исследованию МПОСЗ, заданной в (2).
Будем называть МПОСЗ неопределенной, если

l = max
k

ind(∆k, ∆0) < nm = N. (47)

Если l = N , но при этом rank∆0 < N , тогда исследование МПОСЗ можно свести к случаю
det(∆0) 6= 0 с помощью простого преобразования.

В самом деле, для определенности предположим, что

l = max
k

ind(∆k, ∆0) = ind(∆k, ∆0).

Тогда существует такое число µ∗ ∈ C, что rank(µ∗∆1 + ∆0) = l. Теперь полагая

pk =
qk

1 + q1s∗
, k = 1, ...,m, (48)

в (2) получим новую МПОСЗ относительно вектора управления ~q = (q1, q2, ..., qm) :

(B0,k + q1(B1,k + s∗B0,k) + q2B2,k + ... + qmB1,k)~xk = 0. (49)

Далее непосредственной проверкой можно убедиться в том, что МПОСЗ для построенного
оператора (50) обладает свойством det ∆0 6= 0. Таким образом, случай, когда

max
k

ind(∆k, ∆0) = nm,

принципиально не отличается от рассмотренного выше случая det ∆0 6= 0.
Пусть теперь

l = max
k

ind(∆k, ∆0) < nm = N.

При этом, не ограничивая общности, будем считать, что l = ind(∆1, ∆0). Далее будем
предполагать, что выполнено условие

rank∆0 = l.

Добиться выполнения этого условия можно с помощью подходящей замены вида (48) ис-
ходного вектора управления ~p на новый вектор управления ~q.

Теорема 10. Пусть s∗ — конечное собственное значение пучка ∆1 − s∗∆0, то
есть rank(∆1 − s∗∆0) < ind(∆1, ∆0), тогда существует такое конечное решение
~p = (p1, p2, ..., pm) МПОСЗ (2), что p1 = s∗.

Доказательство. Введем в рассмотрение возмущенную МПОСЗ
(B0,1 − εJ + p1 (B1,1 + εI) + p2B2,1 + ... + pmBm,1) x1 = 0,
(B0,2 − εJ + p1B1,2 + p2 (B2,2 + εI) + ... + pmBm,2) x2 = 0,

. . . . . . . . . . . . .
(B0,m − εJ + p1B1,m + p2B2,m + ... + pm (Bm,m + εI)) xm = 0,

(50)

и выпишем соответствующую систему прямых спектральных задач.
(∆1(ε)− p1(ε)∆0(ε)) ~X(ε) = 0,

(∆2(ε)− p2(ε)∆0(ε)) ~X(ε) = 0,
. . . . . . . . . . . . .

(∆m(ε)− pm(ε)∆0(ε)) ~X(ε) = 0,

(51)

где ~X(ε) = ~x1(ε)⊗ ~x2(ε)⊗ ...⊗ ~xm(ε).
Согласно теоремам 4–5, det ∆0(ε) 6= 0 за исключением конечного множества точек, по-

этому из теорем 3 и 7 следует, что эти две последние системы эквивалентные.
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Поскольку s∗ собственное значение пучка ∆1 − s∗∆0, то согласно теореме 8 сре-
ди решений системы (51) найдется такое решение ~X(ε) = ~x1(ε)⊗ ~x2(ε)⊗ ...⊗ ~xm(ε),
(p∗1(ε), p

∗
2(ε), ..., p

∗
m(ε)), что

lim
ε→0

p∗1(ε) = s∗.

Пусть при условии ‖ ~X(ε)‖Hm = 1

lim
ε→0

~X∗(ε) = ~X∗,

тогда очевидно, что (∆1−s∗∆0) ~X∗ = 0 и при этом ~X∗ = ~x∗1⊗~x∗2⊗ ...⊗~x∗m. В силу аналитич-
ности ∆k(ε), ~X∗(ε) и p∗1(ε) имеем ∆0

~X∗ 6= 0. Отсюда немедленно следует существование
конечных пределов:

lim
ε→0

p∗k(ε) = p∗k

для всех k. Теперь, учитывая существование конечных пределов величин p∗k(ε) и ~xk(ε),
перейдем к пределу ε → 0 в системе(50), получим:

(B0,1 + p∗1B1,1 + p2B2,1 + ... + p∗mBm,1) x∗1 = 0,
(B0,2 + p∗1B1,2 + p∗2B2,2 + ... + p∗mBm,2) x∗2 = 0,

. . . . . . . . . . . . .
(B0,m + p∗1B1,m + p∗2B2,m + ... + p∗mBm,m) x∗m = 0.

Таким образом, построенный нами вектор ~p = (p∗1, p
∗
2, ..., p

∗
m) является решением МПОСЗ.

Теорема доказана.

5. Заключение

С помощью метода, изложенного выше, можно "конструктивно" решать многопара-
метрические обратные спектральные задачи. Для этого МПОСЗ необходимо привести к
эквивалентной системе совместных спектральных задач, а затем уже решать прямую спек-
тральную задачу для матричных пучков. Последняя задача является хорошо изученной
и для ее решения существуют эффективные численные методы.

В следующей части работы мы введем понятие регулярных решений МПОСЗ и дадим
исчерпывающие для приложений результаты теории МПОСЗ, а также рассмотрим кон-
кретные классы МПОСЗ, возникающих в различных приложениях в технической механике
и электродинамике.
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О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ
СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ С НУЛЕВЫМИ ОБОБЩЕННЫМИ

ИНВАРИАНТАМИ ЛАПЛАСА

Ю.Г. ВОРОНОВА

Аннотация. В работе показано, что решение обобщенной задачи Коши для линейных
гиперболических систем уравнений с нулевыми обобщенными инвариантами Лапласа
сводится к решению задачи Гурса для системы такого же вида. Построено точное
решение задачи Коши для одной двухкомпонентной системы уравнений.

Ключевые слова: преобразования Лапласа, функция Римана, обобщенные инвари-
анты Лапласа, задача Гурсa.

1. Введение

В работах [1], [2] изучены задачи Коши и Гурса для систем уравнений вида

∂ui(x)

∂xi

=
n∑

j=1

aij(x)uj(x) + Ai(x), i = 1, 2, . . . , n,

где x = (x1, x2, . . . , xn), и приведена редукция данных задач к интегральным уравнениям.
В частных случаях в работе [2] функция Римана построена в явном виде.

В настоящей статье рассматривается обобщенная задача Коши для системы линейных
гиперболических уравнений

∂2ui

∂x∂y
+

n∑
j=1

(
aij(x, y)

∂uj

∂x
+ bij(x, y)

∂uj

∂y
+ cij(x, y)uj

)
= fi(x, y), (1.1)

i = 1, 2, . . . , n.
Введем понятие обобщенных инвариантов, предложенное в [3]–[8].

Определение 1. Обобщенными x-инвариантами Лапласа системы (1.1) называются
матрицы Xi, заданные рекуррентными формулами

X1 = H1 =
∂

∂x
a+ ba− c, Xi+1 = Hi+1Xi,

Hi+1 =
∂

∂x
(ai)−

∂

∂y
b+ [b, ai] +Hi,

∂

∂y
(Xi) + aiXi −Xia = 0.

Аналогично, обобщенными y-инвариантами Лапласа системы (1.1) называются мат-
рицы Yi, заданные рекуррентными формулами

Y1 = K1 =
∂

∂y
a+ ab− c, Yi+1 = Ki+1Yi,

Yu.G. Voronova, About problem of Koshi for linear hyperbolic system of the equations
with zero generalized Laplace invariants.

c© Воронова Ю.Г. 2010.
Работа поддержана РФФИ (грант 08-01-00440-а).
Поступила 1 апреля 2010 г.
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Ki+1 =
∂

∂y
(bi)−

∂

∂x
a+ [a, bi] +Ki,

∂

∂x
(Yi) + biYi − Yib = 0,

здесь a0 = a, b0 = b.

В статьях [9], [10] приведен алгоритм построения решения задачи Гурса для линей-
ной гиперболической системы уравнений (1.1) с нулевыми обобщенными инвариантами
Лапласа, который является обобщением ”метода спуска”, предложенного в работе [11].

В настоящей работе показано, что решение обобщенной задачи Коши для таких си-
стем уравнений сводится к решению задачи Гурса для системы уравнений с нулевыми
обобщенными инвариантами Лапласа. Построено точное решение задачи Коши для лине-
аризованной цепочки Тоды серии A2.

2. Метод Римана для линейных гиперболических систем уравнений

В этом параграфе кратко опишем метод Римана для линейных гиперболических систем
уравнений. Рассмотрим систему линейных гиперболических уравнений (1.1), записанную
в виде

L(u) =

[
∂2

∂x∂y
+ a(x, y)

∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y
+ c(x, y)

]
u = f(x, y), (2.1)

где u = (u1, u2, . . . , un)T — неизвестная вектор-функция, a(x, y) = ||aij| |, b(x, y) = ||bij| |,
c(x, y) = ||cij| | — заданные матрицы порядка n, а f = (f1, f2, . . . , fn)T — вектор-функция.
Пусть на плоскости задана кривая ĂB, на которой определены функции ϕ(x, y) и ψ(x, y).
Требуется найти решение системы уравнений (2.1), для которой выполнены условия:

u|ĂB = ϕ(x, y),
∂u

∂n

∣∣∣∣
ĂB

= ψ(x, y), (2.2)

здесь n — нормаль к кривой ĂB.
Будем предполагать, что прямые, параллельные осям координат, пересекают кривую ĂB
не более чем в одной точке. Если это условие нарушено, то решение может не существовать.
Сопряженная система уравнений для однородной системы L(u) = 0 имеет вид:

L∗(v) =
∂2v

∂x∂y
− ∂(va)

∂x
− ∂(vb)

∂y
+ vc = 0, (2.3)

где v = (v1, v2 . . . , vn) — вектор-функция.
Непосредственным дифференцированием можно проверить, что выполняется следую-

щее тождество:

vL(u)− L∗(v)u =
1

2

∂

∂x
[vuy − vyu+ 2vau] +

1

2

∂

∂y
[vux − vxu+ 2vbu)]. (2.4)

Возьмем произвольную точку M0(x0, y0) и проведем через нее характеристики x = x0,

y = y0, пересекающие кривую ĂB соответственно в точках P и Q. Обозначим через Ω
область, ограниченную этими прямыми и дугой PQ, и через Г границу Ω.
Интегрируя обе части тождества (2.4) по области Ω и пользуясь формулой Грина, получим∫∫

Ω

[vL(u)− L∗(v)u]dxdy =

= 1
2

∮
Γ

[vuy − vyu+ 2vau]dy − [vux − vxu+ 2vbu)]dx.
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Откуда нетрудно получить следующую формулу

(vu)M0 =
(vu)P +(vu)Q

2
+

∫
QM0

(vx − vb)udx−
∫

M0P

(vy − va)udy+

+1
2

∫̆
PQ

[vuy − (vy − 2va)u]dy − [vux − (vx − 2vb)u]dx−

−
∫∫

Ω

[vL(u)− L∗(v)u]dxdy.

(2.5)

Далее возьмем v = v(i), i = 1, 2, . . . , n, как решение сопряженного уравнения (2.3), для
которого выполняются условия:

1) v(i)
x − v(i)b = 0 на характеристике QM0,

2) v(i)
y − v(i)a = 0 на характеристике M0P,

3) v(i)
j (x0, y0) =

{
0, i 6= j,
1, i = j,

(2.6)

здесь v(i) = (v
(i)
1 , v

(i)
2 , . . . , v

(i)
n ).

Теперь равенство (2.5) с учетом (2.6) можно переписать в виде:

ui(x0, y0) =
(v(i)u)P +(v(i)u)Q

2
+ 1

2

∫̆
PQ

[v(i)uy − (v
(i)
y − 2v(i)a)u]dy−

−[v(i)ux − (v
(i)
x − 2v(i)b)u]dx−

∫∫
Ω

v(i)fdxdy, i = 1, 2, . . . , n.
(2.7)

Используя условия (2.2), можно определить значение ux, uy на ĂB, а именно:

∂u

∂x

∣∣∣∣
ĂB

=
∂ϕ

∂s
cos(s, x) + ψcos(n, x),

∂u

∂y

∣∣∣∣
ĂB

=
∂ϕ

∂s
cos(s, y) + ψcos(n, y),

где ∂
∂s

— производная по направлению касательной к кривой ĂB.
Решение v(i)(x, y) сопряженного уравнения (2.3), удовлетворяющего условиям (2.6), на-

зывается функцией Римана. Таким образом, решение задачи (2.1), (2.2) находится по фор-
муле (2.7), где v(i) — решение краевых задач (2.3), (2.6), i = 1, 2, . . . , n.

Пусть теперь существуют r, s > 0 такие, что обобщенные инварианты Лапласа системы
уравнений (2.1) Xr = Ys = 0. Тогда решение задачи (2.1), (2.2) сводится к следующей
задаче

∂2(v(i)T )

∂x∂y
− ∂(v(i)a)T

∂x
− ∂(v(i)b)T

∂y
+ (v(i)c)T = 0, (2.8)

∂v(i)T (x, y0)

∂x
= bT (x, y0)v

(i)T (x, y0),

∂v(i)T (x0, y)

∂y
= aT (x0, y)v

(i)T (x0, y), (2.9)

v
(i)T
j (x0, y0) =

{
0, i 6= j,
1, i = j,

i = 1, 2, . . . , n,

здесь v(i)T (x, y) — столбец неизвестных функций. Система уравнений (2.8) является сопря-
женной к исходной системе уравнений (2.1), и из [4] следует, что обобщенные инварианты
Лапласа системы (2.8)

xs = Y T
s = 0, yr = XT

r = 0.

В работе [10] для систем уравнений с нулевыми обобщенными инвариантами Лапласа
приведен алгоритм построения решения задачи Гурса. Таким образом, считая известным
решение задачи (2.8), (2.9), мы получаем решение исходной задачи (2.1), (2.2).
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3. Задача Коши для линеаризованной цепочки Тоды серии A2

В этом параграфе мы приведем пример реализации алгоритма решения обобщенной
задачи Коши для системы уравнений вида

(g1)xy + 2eug1 − evg2 = 0, (g2)xy − eug1 + 2evg2 = 0, (3.1)

g|AB = ϕ(x, y),
∂g

∂n
|AB = ψ(x, y), (3.2)

где g = (g1, g2)
T , u, v — заданные функции, удовлетворяющие системе

uxy + 2eu − ev = 0, vxy − eu + 2ev = 0.

Из выражения (2.7) следует, что решение задачи (3.1), (3.2) определяется по формуле

gi(x0, y0) =
(v(i)g)P +(v(i)g)Q

2
+ 1

2

∫̆
PQ

[v(i)gy − (v
(i)
y − 2v(i)a)g]dy−

−[v(i)gx − (v
(i)
x − 2v(i)b)g]dx, i = 1, 2,

(3.3)

где v(i), i = 1, 2 являются решениями следующих краевых задач:

v(1)T
xy +

(
2eu −eu

−ev 2ev

)
v(1)T = 0, v(1)T (x, y0) = v(1)T (x0, y) =

(
1

0

)
, (3.4)

v(2)T
xy +

(
2eu −eu

−ev 2ev

)
v(2)T = 0, v(2)T (x, y0) = v(2)T (x0, y) =

(
0

1

)
. (3.5)

Рассмотрим более подробно задачу (3.4). Система уравнений (3.4) является сопряженной
к исходной системе (3.1), и согласно [5] обобщенные инварианты

x3 = Y T
3 = 0, y3 = XT

3 = 0.

Тогда одно из представлений решения системы уравнений (3.4) имеет следующий вид [9]:

v(1)T (x, y) = X−1
1

∂

∂x
X1

[
e−u−v ∂

∂x
eu+vw(x)e1 +W (x)e2

]
+

+X−1
1

∂

∂y
X1

[
e−u−v ∂

∂y
eu+vw̄(y)e1 + W̄ (y)e2

]
, (3.6)

где X1 =

(
−2eu eu

ev −2ev

)
, векторы e1 =

(
1
−1

)
, e2 =

(
1
1

)
, w(x),W (x), w̄(y), W̄ (y) — произ-

вольные функции.
Положим в решение (3.6) y = y0:(

1

0

)
= X−1

1 (x, y0)
∂

∂x
X1(x, y0)

[
e−u−v ∂

∂x
eu+vw(x)e1 +W (x)e2

]
+

+ (w̄′′(y0) + w̄′(y0)C1(x, y0) + w̄(y0)C2(x, y0)) e1 +
(
W̄ ′(y0) + W̄ (y0)C3(x, y0)

)
e2,

здесь C1(x, y0), C2(x, y0), C3(x, y0) — известные функции.
Введем обозначение r(x, y0):

r(x, y0) =

(
1

0

)
− (w̄′′(y0) + w̄′(y0)C1(x, y0) + w̄(y0)C2(x, y0)) e1−

−
(
W̄ ′(y0) + W̄ (y0)C3(x, y0)

)
e2, (3.7)

тогда получим следующую систему уравнений

X−1
1 (x, y0)

∂

∂x
X1(x, y0)

[
e−u−v ∂

∂x
eu+vw(x)e1 +W (x)e2

]
= r(x, y0).
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Умножим обе части последнего уравнения на X1(x, y0) слева и далее проинтегрируем в
пределах от x0 до x:

X1(x, y0)

[
e−u(x,y0)−v(x,y0) ∂

∂x
eu(x,y0)+v(x,y0)w(x)e1 +W (x)e2

]
=

=

x∫
x0

X1(t, y0)r(t, y0)dt+X1(x0, y0)w
′(x0)e1+

+X1(x0, y0)(ux(x0, y0) + vx(x0, y0))w(x0)e1 +X1(x0, y0)W (x0)e2.

Положим (
p

q

)
= X−1

1 (x, y0)

 x∫
x0

X1(t, y0)r(t, y0)dt+X1(x0, y0)w
′(x0)e1+

+X1(x0, y0)(u1(x0, y0) + v1(x0, y0))w(x0)e1 +X1(x0, y0)W (x0)e2) (3.8)

и тогда получим следующую систему уравнений
e−u(x,y0)−v(x,y0) ∂

∂x
eu(x,y0)+v(x,y0)w(x) +W (x) = p(x, y0),

−e−u(x,y0)−v(x,y0) ∂

∂x
eu(x,y0)+v(x,y0)w(x) +W (x) = q(x, y0).

Складывая первое и второе уравнение, определим W (x):

W (x) =
1

2
(p(x, y0) + q(x, y0)), (3.9)

а вычитая из первого уравнение второе, получим обыкновенное дифференциальное урав-
нение первого порядка, из которого найдем функцию w(x):

w(x) =
1

2
e−u(x,y0)−v(x,y0)

x∫
x0

eu(t,y0)+v(t,y0)(p(t, y0)− q(t, y0))dt+

+eu(x0,y0)+v(x0,y0)w(x0)e
−u(x,y0)−v(x,y0). (3.10)

Функции w(x) и W (x) зависят от произвольных постоянных w̄′′(y0), w̄′(y0), w̄(y0), W̄ ′(y0),
W̄ (y0), w′(x0), w(x0), W (x0).

Аналогично, полагая в решение (3.6) x = x0, определим функции w̄(y) и W̄ (y):

W̄ (y) =
1

2
(p̄(x0, y) + q̄(x0, y)), (3.11)

w̄(y) =
1

2
e−u(x0,y)−v(x0,y)

y∫
y0

eu(x0,t)+v(x0,t)(p̄(x0, t)− q̄(x0, t))dt+

+eu(x0,y0)+v(x0,y0)w̄(y0)e
−u(x0,y)−v(x0,y), (3.12)

где (
p̄

q̄

)
= X−1

1 (x0, y)

 y∫
y0

X1(x0, t)r̄(x0, t)dt+X1(x0, y0)w̄
′(y0)e1+

+X1(x0, y0)(uy(x0, y0) + vy(x0, y0))w̄(y0)e1 +X1(x0, y0)W̄ (y0)e2
)
,

r(x0, y) =

(
1

0

)
− (w′′(x0) + w′(x0)C4(x0, y) + w(x0)C5(x0, y)) e1−

− (W ′(x0) +W (x0)C6(x0, y)) e2.
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Далее воспользуемся условием согласования, для этого в решение (3.6) положим x = x0,
y = y0: (

1

0

)
= (w′′(x0) + w′(x0)d1 + w(x0)d2 + w̄′′(y0) + w̄′(y0)d4 + w̄(y0)d5) e1+

+
(
W ′(x0) +W (x0)d3 + W̄ ′(y0) + W̄ (y0)d6

)
e2,

где di, i = 1, . . . , 6 — известные постоянные.
Выразим отсюда

w̄′′(y0) =
1

2
− w′′(x0)− d1w

′(x0)− d2w(x0)− d4w̄
′(y0)− d5w̄

′(y0),

W̄ ′(y0) =
1

2
−W ′(x0)− d3W (x0)− d6W̄

′(y0).

C помощью данных формул выражение для r(x, y0) (3.7) перепишется в виде

r(x, y0) = (w′′(x0) + w′(x0)d1 + w(x0)d2 + w̄′(y0)(d4 − C1(x, y0)) + w̄(y0)(d5−
−C2(x, y0))) e1 +

(
W ′(x0) +W (x0)d3 + W̄ (y0)(d6 − C3(x, y0))

)
e2. (3.13)

С учетом условия согласования, искомые функции W (x) и w(x) определяются из формул
(3.9) и (3.10), где функции p(x, y0) и q(x, y0) находятся из выражения (3.8), а функция
r(x, y0) из формулы (3.13). Функции W̄ (y) и w̄(y) определяются из формул (3.11) и (3.12).

В итоге решение задачи (3.4) можно представить в виде

v(1)T (x, y) = X−1
1

∂

∂y
X1

e−u−v ∂

∂y
eu+v

−e−u(x0,y)−v(x0,y)

18

y∫
y0

(
2ev(x0,t)α(x0, t)+

+eu(x0,t)β(x0, t)
)
dt

}
e1 −

1

6

(
2e−u(x0,y)α(x0, y)− e−v(x0,y)β(x0, y)

)
e2

]
+

+ (G1(x, y)w
′′(x0) +G2(x, y)w

′(x0) +G3(x, y)w(x0) +G4(x, y)w̄
′(y0) +G5(x, y)×

×w̄(y0)) e1 +
(
G6(x, y)W

′(x0) +G7(x, y)W (x0) +G8(x, y)W̄ (y0)
)
e2,

здесь Gi(x, y), i = 1, . . . , 8 — известные функции, а

α(x0, y) = 2ux(x0, y) + vx(x0, y)− 2ux(x0, y0)− vx(x0, y0),

β(x0, y) = 2vx(x0, y) + ux(x0, y)− 2vx(x0, y0)− ux(x0, y0).

В силу единственности решения задачи Гурса все функции Gi(x, y) ≡ 0,
i = 1, . . . , 8 и решение задачи (3.4) примет вид

v(1)T (x, y) = X−1
1

∂

∂y
X1

e−u−v ∂

∂y
eu+v

−e−u(x0,y)−v(x0,y)

18

y∫
y0

(
2ev(x0,t)α(x0, t)+

+eu(x0,t)β(x0, t)
)
dt

}
e1 −

1

6

(
2e−u(x0,y)α(x0, y)− e−v(x0,y)β(x0, y)

)
e2

]
. (3.14)

Аналогично находится решение задачи (3.5):

v(2)T (x, y) = X−1
1

∂

∂y
X1

e−u−v ∂

∂y
eu+v

e−u(x0,y)−v(x0,y)

18

y∫
y0

(
ev(x0,t)α(x0, t)+

+2eu(x0,t)β(x0, t)
)
dt

}
e1 +

1

6

(
e−u(x0,y)α(x0, y)− 2e−v(x0,y)β(x0, y)

)
e2

]
. (3.15)

Тогда решение обобщенной задачи Коши (3.1), (3.2) находится из выражения (3.3), где
v(1), v(2) определяются из формул (3.14), (3.15).
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ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ,
ЛАКУНАРНЫЕ В СМЫСЛЕ ФЕЙЕРА

А.М. ГАЙСИН, Ж.Г. РАХМАТУЛЛИНА

Аннотация. Изучаются наиболее часто используемые в теории целых функций и
рядов экспонент характеристики распределения положительных неограниченно воз-
растающих последовательностей.
Доказаны эквивалентные утверждения, интерпретирующие заданную характеристику.

Ключевые слова: целые функции, ряды экспонент, индекс конденсации, считающая
функция.

1. Введение

Пусть {pn} — возрастающая последовательность натуральных чисел, удовлетворяющая
условию

∞∑
n=1

1

pn
<∞ .

В этом случае говорят, что последовательность {pn} имеет лакуны Фейера. Аналогично,
целая функция

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n

имеет лакуны Фейера, если последовательность S(f) = {n > 1: cn 6= 0} имеет лакуны
Фейера.

Хорошо известно, что целая функция с лакунами Фейера принимает каждое комплекс-
ное значение бесконечно много раз [1]. При некоторых дополнительных условиях на кон-
центрацию последовательности {pn} у соответствующей целой функции появляется ряд
других интересных свойств, например, хорошее асимптотическое поведение на веществен-
ной оси (см., например, в [2]).

Здесь будут рассматриваться более общие последовательности Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞),
удовлетворяющие условию

SΛ =
∞∑
n=1

1

λn
<∞ . (1)

В этом случае будем также говорить, что данная последовательность имеет лакуны Фей-
ера.

Отметим ряд фактов, непосредственно связанных с условием (1).
Пусть I — любой отрезок, не параллельный мнимой оси. Для того, чтобы система экс-

понент EΛ = {eλz}λ∈Λ была не полна в C(I), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
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условие (1) (если I — отрезок мнимой оси, неполнота системы EΛ в C(I) может иметь
место и при SΛ = ∞ [3]) [4].

Пусть

F (s) =
∞∑
n=1

ane
λns (s = σ + it) (2)

— ряд Дирихле, сходящийся во всей комплексной плоскости. Если F 6≡ 0, то из (1) следует,
что sup

σ∈R+

|F (σ)| = ∞ [5].

Предположим дополнительно, что
∞∫

1

c(t)

t2
dt <∞ , (3)

где c(t) = max
λn6t

qn, qn = − ln |g′(λn)|,

g(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

λ2
n

)
. (4)

Справедливы утверждения:
1. Для того, чтобы для любой функции F вида (2) при σ → ∞ вне некоторого ис-

ключительного множества E ⊂ R+ нулевой плотности имело место асимптотическое
равенство

lnMF (σ) = (1 + o(1)) ln |F (σ)| ,
необходимо [2] и достаточно [6], чтобы выполнялись условия (1) и (3).

2. Пусть выполняется условие (3). Если
∞∑
n=1

λ−1
n ln

λn
n
<∞ , (5)

то при σ →∞ вне некоторого множества нулевой плотности [6]

lnMF (σ) = (1 + o(1)) ln min
|t|6h

|F (σ + it)| .

Здесь MF (σ) = sup
|t|<∞

|F (σ + it)|.

Цель статьи — в более простых терминах дать интерпретацию наиболее часто встреча-
ющимся в подобных утверждениях характеристикам распределения последовательности
Λ.

2. Предварительные сведения

Приведем все основные определения и обозначения, необходимые в дальнейшем.
Пусть L — класс всех непрерывных на R+ функций l = l(x) таких, что 0 < l(x) ↑ ∞ при

x→∞ (здесь и далее символы ↑ и ↓ означают соответственно возрастание и убывание),

W =

{
w ∈ L :

∞∫
1

w(x)

x2
dx <∞

}
, Ω =

{
w ∈ W :

w(x)

x
↓ при x→∞

}
.

Введем в рассмотрение также множество

Wl =

{
w ∈ W :

∞∫
1

wl(x)

x2
dx <∞ , где wl(x) = w(x) ln+ x

w(x)

}
, a+ = max{0, a}.
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В статье наряду сW иWl будут использованы символыWm иWlm для обозначения клас-
сов неубывающих (не обязательно непрерывных) на R+ функций, для которых конечны
соответствующие интегралы (они те же, что и для классов W и Wl).

Пусть n(t) — считающая функция последовательности Λ (число точек λn, не превосхо-
дящих t). Так что n(t) =

∑
λn6t

1. Заметим, что данная функция неубывающая и непрерывна

справа. Наряду с n(t) обычно рассматривается и функция

N(t) =

t∫
0

n(x)

x
dx .

Через G = {ω} будем обозначать семейства полуинтервалов ω вида [ a, b). Считаем, что
длина |ω| каждого полуинтервала ω из G положительна и конечна. Всякая последователь-
ность Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞) порождает целочисленную считающую меру

µΛ(ω) =
∑
λj∈ω

1 , ω ∈ G .

Пусть µM — аналогичная мера, порожденная последовательностью M = {µn}
(0 < µn ↑ ∞). Тогда включение Λ ⊂M означает, что µΛ(ω) 6 µM(ω) для любого ω ∈ G.

Пусть J = {ωj}∞j=−1 система полуинтервалов ωj, где ω−1 = [ 0, 1), ωj = [ 2j, 2j+1)
(j > 0), ωj = ∅ при j < −1. Через Λ′ обозначим какую-нибудь подпоследователь-
ность Λ. Для любого λ ∈ Λ′ найдется полуинтервал ωk ∈ J , содержащий λ. Обозначим
ω′k = ωk−1 ∪ ωk ∪ ωk+1 (λ ∈ ωk). Пусть J ′ = {ω′k}λ∈Λ′ . Ясно, что в системе J ′ каждый полу-
интервал ω′k может пересекаться не более, чем с четырьмя полуинтервалами из J ′.

Будем говорить, что Λ′ является l-регулярной подпоследовательностью последователь-
ности Λ, если существует функция w ∈ Wl такая, что для любого полуинтервала ω ∈ J ′

µΛ(ω) 6 w
( |ω|

2

)
,

|ω| — длина ω, µΛ(ω) — число точек Λ, попавших в ω.
Пусть g — целая функция экспоненциального типа, определенная формулой (4), кото-

рая, очевидно, имеет минимальный тип при порядке единица. Так как g(0) = 1, то согласно
известной теореме Йенсена

N(r) ≡
r∫

0

n(t)

t
dt =

1

2π

2π∫
0

ln |g(reiϕ)| dϕ 6 lnMg(r) ,

где Mg(r) = max
|z|=r

|g(z)|. Отсюда следует, что n(r) 6 N(er) = lnMg(er), и (см. также в [7],

гл. I, §1.10)

lim
r→∞

n(r)

r
= lim

r→∞

N(r)

r
= lim

r→∞

lnMg(r)

r
= 0 .

Далее, условие (1) равносильно сходимости интеграла [8] (гл. I, §1, следствие из теоре-
мы 1.1.6)

∞∫
1

lnMg(r)

r2
dr .
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Так как

∑
λn6R

1

λn
=

R∫
0

dn(t)

t
=
n(R)

R
+

R∫
0

n(t)

t2
dt =

n(R)

R
+

R∫
0

dN(t)

t
=
n(R)

R
+
N(R)

R
+

R∫
0

N(r)

r2
dr ,

то в предположении (1)
∞∫

0

n(r)

r2
dr =

∞∫
0

N(r)

r2
dr = SΛ <∞ . (6)

Таким образом, при условии (1) функции n(r), N(r) и lnMq(r) принадлежат одному
классу сходимости [7] (гл. I, §1.7).

В дальнейшем нам понадобится следующая элементарная

Лемма 1. Справедливы утверждения:

1) если |a| > 1, то ln(1 + u2) 6 a2 ln
(
1 +

u2

a2

)
для всех u ∈ R;

2) если |a| 6 1, то a2 ln
(
1 +

u2

a2

)
6 ln(1 + u2) для всех u ∈ R;

3) функция ϕ(u) = u ln
a

u
(a > 0) возрастает при 0 < u <

a

e
.

Утверждения 1, 2 есть простая переформулировка известного неравенства Бернулли [9]:
а) если x > −1 и 0 < α 6 1, то (1 + x)α 6 1 + αx;
б) если же α < 0 или α > 1, то (1 + x)α > 1 + αx.

Третье утверждение проверяется непосредственно.

3. Основные свойства характеристик распределения

Пусть Λ — последовательность, удовлетворяющая условию Фейера (1). Справедлива

Теорема 1. Следующие условия эквивалентны:

а) SΛ, l =
∞∑
n=1

λ−1
n ln

λn
n
<∞;

б) IΛ(n) =
∞∫
0

n(t)

t2
ln

t

n(t)
dt <∞;

в) IΛ(N) =
∞∫
0

N(t)

t2
ln

t

N(t)
dt <∞;

г) IΛ(w) =
∞∫
1

w(t)

t2
ln

t

w(t)
dt <∞, где w(t) = lnMg(t).

Данное утверждение не новое (см., например, в [6], [10]). Здесь приведем лишь краткое
обоснование импликаций с уточнением некоторых оценок.

1◦. Равносильность а и б. Проверяется, что для любого n > 1

In =

λn+1∫
λn

n(t)

t2
ln

t

n(t)
dt = n

(
lnλn
λn

− lnλn+1

λn+1

)
− (n− n lnn)

(
1

λn
− 1

λn+1

)
,
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отсюда

IΛ(n) =
∞∑
n=1

In =
∞∑
n=1

(
lnλn
λn

− cn
λn

)
,

где c1 = 1, cn = 1 − ln
nn

(n− 1)n−1
(n > 2). Следовательно, IΛ(n) = SΛ, l +

∞∑
n=1

cn + lnn

λn
. Но

по формуле Стирлинга при больших значениях n

n! =
√

2πnnne−neθ(n) , |θ(n)| < 1

12n
.

Отсюда следует, что cn + lnn = o(1) при n→∞. Значит,

|IΛ(n)− SΛ, l| 6 constSΛ <∞ ,

что означает эквивалентность а и б.
2◦. Из г следует в, из в следует б. Действительно, согласно неравенству Йенсена

n
( t
e

)
6 N(t) 6 w(t) , w(t) = lnMg(t) . (7)

Значит, учитывая утверждение 3 леммы 1, при t > t0 получаем, что

n
( t
e

)
ln

t

n( t
e
)

6 N(t) ln
t

N(t)
6 w(t) ln

t

w(t)
.

Отсюда все и следует.
3◦. Из б следует в. Так как согласно (7) n( t

e
) 6 N(t), достаточно доказать сходимость

интеграла

J1 =

∞∫
λ1

N(t)

t2
ln

t

n(t)
dt =

∞∫
λ1

n(x)

x

( ∞∫
x

1

t2
ln

t

n(t)
dt

)
dx .

Пользуясь определением функции n(t), в [10] показано, что

J2 =

∞∫
x

1

t2
ln

t

n(t)
dt 6

1

x
+

ln x
n(x)

x
(x > λ1) .

Следовательно, учитывая (6), получаем, что

J1 6 SΛ + IΛ(n) <∞ .

4◦. Из в следует г. Для t > 0 имеем

w(t) =

∞∫
0

ln
(
1 +

t2

x2

)
dn(x) .

Отсюда, интегрируя по частям и оценивая сверху интеграл, который берется по отрезку
[ 0, 2t], получаем, что

w(t) 6 2N(2t) + 2

∞∫
2t

K(x, t) dx = 2N(2t) + 2A ,

где K(x, t) =
n(x)

x

t2

x2 + t2
. Но

A =
∞∑
j=2

( 2jt∫
2j−1t

K(x, t) dx

)
6

∞∑
j=2

1

4j−1

2j∫
2j−1

n(x)

x
dx ,
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значит,

w(t) 6 2
∞∑
j=1

1

4j−1

2jt∫
0

n(x)

x
dx = 8

∞∑
j=1

N(2jt)

4j
,

следовательно,

IΛ(w) 6 8
∞∑
j=1

1

4j

( ∞∫
1

N(2jt)

t2
ln

t

w(t)
dt

)
.

Отсюда после замены переменной τ = 2jt получим оценку, которую запишем в виде

IΛ(w) 6 8
∞∑
j=1

1

2j

( ∞∫
2j

N(τ)

τ 2
ln

2jτ

4jw
(
τ
2j

) dτ) . (8)

Воспользуемся теперь леммой 1, полагая a = 2j. Тогда

4j ln
(
1 +

u2

4j

)
> ln(1 + u2) (u > 0) .

Следовательно,

4jw
( τ

2j

)
> w(τ) > N(τ) .

Учитывая (6) и последнюю оценку, из (8) имеем

IΛ(w) 6 8IΛ(N) + 8 ln 2
∞∑
j=1

j

2j
SΛ <∞ .

Значит, из б следует в, и все доказано.
Полезным доплнением к теореме 1 является

Теорема 2. Верны утверждения:
1. Функция w принадлежит W (или Wm) тогда и только тогда, когда функция

Aw(Bt) + C принадлежит W (или Wm). Здесь A, B, C — положительные и ко-
нечные постоянные. Аналогичное утверждение справедливо и для класса Wl (или
Wlm);

2. Функция w ∈ L принадлежит классу W (или Wm) тогда и только тогда, когда
∞∑
j=1

w(2j)

2j
<∞ .

Аналогичное утверждение верно и для класса Wl (или Wlm);
3. Для любой функции w ∈ L интегралы

J(w) =

∞∫
1

w(x)

x2
dx , J(Nw) =

∞∫
1

Nw(x)

x2
dx ,

а также интегралы Il(w) и Il(Nw) сходятся или расходятся попарно одновременно.
Здесь Il(ψ) = J(ψl), ψl(x) = ψ(x) ln+ x

ψ(x)
(ψ ∈ L),

Nw(x) =

x∫
µ1

w(t)

t
dt , µ1 = min{t : w(t) > 1} .
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4. Каждое из условий а–г теоремы 1 эквивалентно утверждению: существует функ-
ция w ∈ Wl такая, что

µΛ(ωj) 6 w(|ωj|) (j > −1) ,

где µΛ(ωj) — число точек λ ∈ Λ из полуинтервала ωj, где ω−1 = [0, 1), ωj = [2j, 2j+1)
при j > 0.

Доказательство. Утверждения 1 и 2 очевидны. В 2 следует только учесть оценки

w(2j)

2j
= 2w(2j)

2j+1∫
2j

dt

t2
6 2

2j+1∫
2j

w(t)

t2
dt 6 2

w(2j+1)

2j+1
.

Предложение 3 есть следствие теоремы 1. Действительно, для любой функции w ∈ L
положим µ(t) = [w(t)] ([a] — целая часть числа a). Тогда µ(t) — считающая функция
последовательности {µn} (0 < µn ↑ ∞), где µn — корень уравнения w(t) = n. Так как
|w(t)− µ(t)| 6 1, |Nw(t)−Nµ(t)| 6 ln t

µ1
, то все следует из теоремы 1 и свойства 1 данной

теоремы.
Наконец, докажем 4. Пусть, например, выполняется условие б теоремы 1, то есть

IΛ(n) < ∞. Тогда найдется функция w1 ∈ L такая, что n(t) 6 w1(t) 6 n(t) + 1. Так что
Il(w1) <∞. Положим w(t) = w1(2t), тогда Il(w) <∞, и µ(ωj) 6 n(2j+1) 6 w(2j) = w(|ωj|)
(|ωj| = 2j). Ясно, что данная оценка верна для всех j > −1. В силу свойства 3 леммы 1 и
утверждения 1 данной теоремы заключаем, что Il(w) <∞, то есть w ∈ Wl.

Обратно, пусть µΛ(ωj) 6 w(|ωj|) (j > −1), w ∈ Wl, тогда

n(2m) =
m∑
j=1

µΛ(ωj) 6
m∑
j=1

w(2j) 6

m+1∫
1

w(2t) dt =
1

ln 2

2m+1∫
2

w(x)

x
dx .

Следовательно, n(2m) 6 cNw(2m+1), c = 1
ln 2

. Значит (это следует из леммы 1),

n(2m) ln
2m

n(2m)
6 cNw(2m+1) ln

2m+1

2cNw(2m+1)
.

Так как Il(w) <∞, то согласно предыдущему свойству IΛ(n) <∞.
Теорема 2 доказана полностью.

Замечание 1. Введенное выше понятие l-регулярности подпоследовательности Λ′ ⊂ Λ
в случае Λ′ = Λ равносильно условиям а–г теоремы 1 и условию 4 теоремы 2. В общем
случае l-регулярность Λ′ есть более слабое требование, чем каждое из условий а–г и 4.

Пусть M = {µn} (0 < µn ↑ ∞) — подпоследовательность всех точек Λ, принадлежащих
множеству

⋃
λ∈Λ′

ω′k, где ω′k = ωk−1∪ωk∪ωk+1, а ωk — тот полуинтервал, который содержит λ.

Тогда последовательность Λ′ l-регулярна тогда и только тогда, когда последовательность
M удовлетворяет условиям а–г теоремы 1 (или условию 4 теоремы 2).

Замечание 2. Условие

J =
∞∑
n=1

ln+ lnλn
λn

<∞

сильнее, чем условие а теоремы 1. Действительно, если J < ∞, то SΛ, l < ∞ (условие а).
Убедимся в этом.

Имеем SΛ, l = S1 + S2, где

S1 =
∑
n∈I1

an, S2 =
∑
n∈I2

an, an = λ−1
n ln

λn
n
, I1 =

{
n :

λn

ln2 λn
6 n

}
, I2 = N \ I1.
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Поскольку ln λn

n
6 2 ln lnλn при n ∈ I1, то S1 6 2J <∞. То, что S2 <∞, очевидно. Значит,

SΛ, l <∞.
Приведем пример последовательности {λn}, для которой SΛ, l <∞, но J = ∞. Для этого

рассмотрим систему отрезков {∆j} (j > 1), где

∆j = [2j, 2j + βj] , βj =
[ 2j

αj

]
, αj =

{
ln j, если j = 2n

2
,

j2, если j 6= 2n
2

(n > 1) ,

[a] — целая часть a. Через {λn} обозначим последовательность всех натуральных чисел
из

⋃
j

∆j, пронумерованных в порядке возрастания. Тогда

∑
λk∈∆j

λ−1
k ln

λk
k

6 [1 + o(1)]
lnαj
αj

= [1 + o(1)]

{
2n−2 lnn, если j = 2n

2
,

2j−2 ln j, если j 6= 2n
2

(n > 1) .

Значит, SΛ, l <∞. Но поскольку для j = 2n
2 (n > 1)∑

λk∈∆j

λ−1
k ln lnλk > [1 + o(1)]

ln j

αj
= 1 + o(1) , j →∞ ,

то J = ∞.

Во многих вопросах теории функций, в том числе задачах аппроксимации линейными
комбинациями экспонент eλz (λ ∈ Λ) на различных множествах комплексной плоскости, в
теории рядов Дирихле особую роль играет бесконечное произведение (произведение Вей-
ерштрасса (4))

g(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

λ2
n

)
,

определяющее целую функцию экспоненциального типа. Поэтому изучение поведения дан-
ной функции представляет собой актуальную задачу.

Функция g может вести себя очень нерегулярно на вещественной оси, даже если выпол-
няется условие (1) (по этому поводу см. в [11]). Поведение g зависит не только от функций
n(r) и N(r), но и от других величин распределения Λ, учитывающих как концентрацию,
так и взаимное расположение (сближаемость) точек последовательности Λ. Одной из та-
ких величин является так называемый индекс конденсации

δ = lim
n→∞

1

λn
ln

∣∣∣ 1

g′(λn)

∣∣∣ .
Заметим, что

δ = lim
n→∞

c(λn)

λn
,

где c = c(t) — наименьшая неубывающая мажоранта последовательности {qn}, где
qn = − ln |g′(λn)|, то есть c(t) = max

λn6t
qn. Ясно, что функция c(t) непрерывна справа. В

зависимости от того, к какому классу монотонных на R+ функций принадлежит данная
функция, можно судить о степени сгущаемости, а также о скорости взаимной сближаемо-
сти точек λ ∈ Λ.

Предположим, что c ∈ Wm, то есть
∞∫

1

c(t)

t2
dt <∞ .

Выясним, в каких более простых терминах можно интерпретировать данное условие.
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Так как g′(λn) = − 2

λn

∏
k 6=n

(
1− λ2

n

λ2
k

)
, то

ln |g′(λn)| =
∑

|λn−λi|6λn
i6=n

ln
∣∣∣1− λn

λi

∣∣∣ +
∑

|λn−λi|6λn
i6=n

ln
(
1 +

λn
λi

)
+

+
∑

|λn−λi|>λn

ln
∣∣∣1− λ2

n

λ2
i

∣∣∣ + ln
2

λn
= I1 + I2 + I3 + ln

2

λn
. (9)

Имеем

I2 =

2λn∫
0

ln
(
1 +

λn
t

)
dn(t) = n(2λn) ln

3

2
+ λn

2λn∫
0

n(t)

t(t+ λn)
dt ,

I3 =

∞∫
2λn

ln
(
1− λ2

n

t2

)
dn(t) = n(2λn) ln

4

3
− 2λ2

n

∞∫
2λn

n(t)

t(t2 − λ2
n)
dt .

Далее, как показано в [12] (см. также [13]),

I1 = −
λn∫
0

µ(λn; t)

t
dt+ n(2λn) ln

1

2
+N(2λn) ,

где µ(λn; t) — число точек λi 6= λn из отрезка {h : |h− λn| 6 t}. Следовательно,

−U(λn)−
λn∫
0

µ(λn; t)

t
dt 6 I1 + I2 + I3 6 2N(2λn)−

λn∫
0

µ(λn; t)

t
dt , (10)

где

U(x) = 2x2

∞∫
2x

m(t)

t(t2 − x2)
dt (x > 0) ,

а m(t) — непрерывная и возрастающая на R+ функция, линейная на отрезках [0, λ1],
[λn, λn+1] (n > 1), причем m(0) = 0, m(λn) = n (n > 1), |m(t)− n(t)| 6 1.

Из условия (1) следует, что (это проверяется непосредственно)
∞∫

1

U(x)

x2
dx <∞ .

Таким образом, из (9), (10) получаем, что∣∣∣∣ln∣∣∣ 1

g′(λn)

∣∣∣− λn∫
0

µ(λn; t)

t
dt

∣∣∣∣ 6 ln 2 + lnλn + 2N(2λn) + U(λn) .

Функция U на R+ возрастает. Действительно, после замены t = τx получим

U(x) = 2

∞∫
2

m(τx)

τ(τ 2 − 1)
dτ .

Осталось учесть возрастание функции ϕ(x) = m(τx).
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Таким образом, видим, что если выполняется условие (1), то найдется функция w ∈ W
такая, что ∣∣∣∣ln∣∣∣ 1

g′(λn)

∣∣∣− λn∫
0

µ(λn; t)

t
dt

∣∣∣∣ 6 w(λn) (n > 1) .

Тем самым доказана

Теорема 3. Пусть последовательность Λ удовлетворяет условию (1).
Для того, чтобы выполнялось условие (3), необходимо и достаточно, чтобы

I(λn) =

λn∫
0

µ(λn; t)

t
dt 6 ψ(λn) (n > 1) , (11)

где ψ — некоторая функция из W .

Следствие 1. Если выполняется условие (11), то справедливы оценки:

1◦. hn > λne
−ψ(λn) (n > 1), где hn = min

j 6=n
|λn − λj|;

2◦. µ(λn; ψ(λn)) 6
ψ(λn)

ln λn

ψ(λn)

(n > 1).

Для того, чтобы убедиться в справедливости оценок 1◦, 2◦, заметим, что

I(λn) =

λn∫
hn

µ(λn; t)

t
dt .

Так как µ(λn; t) > 1 при t > hn, то отсюда имеем оценку ln
λn
hn

6 ψ(λn), то есть

hn > λne
−ψ(λn) (n > 1). Далее, при ψ(λn) > hn

I(λn) >

λn∫
ψ(λn)

µ(λn; t)

t
dt > µ(λn; ψ(λn)) ln

λn
ψ(λn)

(n > 1) .

Поскольку µ(λn; ψ(λn)) = 0 при ψ(λn) < hn, то все доказано.
Приведем примеры последовательностей Λ, для которых реализуются условия (1) и (3).

Предварительно введем следующее

Определение 1. Последовательность {pn} (pn ∈ N) называется интерполяционной,
если найдется функция w ∈ Ω, зависящая только от последовательности {pn}, такая,
что для любой последовательности {bn} комплексных чисел, |bn| 6 1, существует целая
функция экспоненциального типа ϕ(z), обладающая свойствами [14]:

ϕ(pn) = bn (n > 1) , Mϕ(r) = max
|z|6r

|ϕ(z)| 6 ew(r) .

Примерами интерполяционных последовательностей являются следующие последова-
тельности {pn} [14]:

1. Павлова А. И.:
n

pn
↓ ,

∞∑
n=1

1

pn
<∞ ;

2. Ковари Т.: pn > c n lnn (ln lnn)2+η , c > 0 , η > 0 , n > ee .
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В статье [15] доказан следующий критерий: для того, чтобы последовательность {pn}
была интерполяционной, необходимо и достаточно, чтобы существовала функция w ∈ Ω
такая, что:

а) n(t) 6 w(t) ; б) − ln
∏

pn
2 6pk62pn

pk 6=pn

∣∣∣1− pn
pk

∣∣∣ 6 w(pn) (n > 1) .

Здесь n(t) — считающая функция последовательности {pn}, то есть n(t) =
∑
pn6t

1.

Естественное обобщение этого понятия на произвольные последовательности Λ = {λn}
(0 < λn ↑ ∞) дано в статье [16]. Ряд эквивалентных к а условий доказан в [17].

Лемма 2. Интерполяционные в смысле Коревара – Диксона последовательности {pn}
(pn ∈ N) удовлетворяют условиям (1), (3).

Докажем лемму 2. Так как w ∈ Ω, то (1) следует из условия а критерия интерполяци-
онности.

Проверим условие (3). Имеем

|g′(pn)| =
2

pn

∏
k 6=n

∣∣∣1− p2
n

p2
k

∣∣∣ >
∏

pk∈∆n
pk 6=pn

∣∣∣1− pn
pk

∣∣∣ · ∏
pk /∈∆n

∣∣∣1− p2
n

p2
k

∣∣∣ ,
где ∆n = [pn

2
, 2pn]. Учитывая условие б, получаем∣∣∣ 1

g′(pn)

∣∣∣ 6
pn
2
ew(pn)

∏
pk /∈∆n

∣∣∣1− p2
n

p2
k

∣∣∣−1

. (12)

Если обозначить ∆(r) = [ r
2
, 2r], то∏
pk /∈∆(r)

∣∣∣1− r2

p2
k

∣∣∣ >
∏
pk>2r

∣∣∣1− r2

p2
k

∣∣∣ = B ,

причем

lnB =

∞∫
2r

ln
∣∣∣1− r2

t2

∣∣∣ dn(t) =

= n(t) ln
(
1− r2

t2

)∣∣∣∣∞
2r

− 2r2

∞∫
2r

n(t)

t(t2 − r2)
dt > −2r2

∞∫
2r

n(t)

t(t2 − r2)
dt

(подстановка положительна). В последнем интеграле сделаем замену t = rx. Тогда полу-
чаем

lnB > −2

∞∫
2

n(rx) dx

x(x2 − 1)
> −8

3

∞∫
2

n(rx)

x3
dx .

Из условия а имеем: n(rx) 6 w(rx). Значит,

lnB > −8

3

∞∫
2

w(rx)

x3
dx ,

но w ∈ Ω, следовательно, для всех r > R > 1

w(rx)

rx
6
w(r)

r
(x > 2) .
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Значит, w(rx) 6 xw(r), и для r > R

lnB > −8

3
w(r)

∞∫
2

dx

x2
= −4

3
w(r) . (13)

Таким образом, из (12), (13) для всех pn > R получаем∣∣∣ 1

g′(pn)

∣∣∣ 6 eln
pn
2

+w(pn)+ 4
3
w(pn) < eln pn+3w(pn) .

Следовательно, c(t) 6 ln t+ 3w(t), и интеграл (3) сходится.
Приведем еще два примера.

Пример 1. Пусть ∆j =
[
2j −

[ 2j

j ln2 j

]
, 2j

]
— отрезок ([a] — целая часть a), Λ = {λn} —

возрастающая последовательность всех натуральных чисел, попавших в
⋃
j>2

∆j. Так как

∑
λn∈∆j

λ−1
n = (1 + o(1))

1

j ln2 j
, j →∞ ,

то
∞∑
n=1

λ−1
n =

∑
j>2

(1 + o(1))
1

j ln2 j
<∞ .

Покажем, что условие (3) не выполняется. Действительно, полагая mj =
[ 2j

j ln2 j

]
, для

λn = 2j имеем

I(λn) =

λn∫
0

µ(λn; t)

t
dt >

2j∫
mj

µ(λn; t)

t
dt > mj ln

2j

mj

.

Следовательно, при j > j0

I(2j) >
1

2

2j

j ln j
.

Отсюда следует, что ∑
j

α(2j)

2j
= ∞ ,

где α = α(t) — наименьшая неубывающая мажоранта последовательности I(2j). Значит,
из теоремы 2 получаем, что

∞∫
1

α(t)

t2
dt = ∞ .

Это означает, что условие (11) не выполнено. Тогда расходимость интеграла (3) вытекает
из теоремы 3.

Пример 2. Пусть ∆j =
[
2j

2 −
[2j

2

j2

]
, 2j

2
]

— отрезок ([a] — целая часть a), а Λ = {λn} —

соответствующая последовательность натуральных чисел (см. пример 1). Поскольку для
bj = 2j

2

n(bj) >
[2j

2

j2

]
>

bj
ln bj

− 1 , (14)
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то условие а критерия интерполяционности не выполнено. Действительно, для любой
функции w ∈ Ω

w(r)

r
ln r = 2

w(r)

r

r∫
√
r

dt

t
6 2

r∫
√
r

w(t)

t2
dt = o(1) , r →∞ .

Значит, в силу (14), оценка n(t) 6 w(t) ни при какой функции w ∈ Ω невозможна.
Убедимся, что тем не менее условие (3) выполнено. Для этого сначала заметим, что

ряд (1) сходится. Более того, ∑
n

λ−1
n ln

λn
n
<∞ .

Поэтому достаточно проверить условие (11) (теорема 3). Имеем

I(λn) =

n(λn)∫
1

µ(λn; t)

t
dt+

λn∫
n(λn)

µ(λn; t)

t
dt = A+B .

Учитывая оценки µ(λn; t) 6 t (λn ∈ N), µ(λn; t) 6 n(2λn) в первом и втором интегралах
соответственно, получаем, что

A 6 n(λn) , B 6 n(2λn) ln
λn

n(λn)
.

Следовательно,

I(λn) 6 2n(2λn) ln
λn

n(λn)
(n > n0) .

Но из сходимости ряда (5) следует, что (теорема 1)
∞∫

1

n(t)

t2
ln

t

n(t)
dt <∞ .

Значит, найдется функция w ∈ W такая, что I(λn) 6 w(λn) (n > 1).
Таким образом, приведен пример неинтерполяционной последовательности, удовлетво-

ряющей условиям (3), (5) (тем более условию (1)).
Примеры, на наш взгляд, иллюстрируют, насколько эффективна характеристика плот-

ности распределения точек Λ

I(λn) =

λn∫
0

µ(λn; t)

t
dt

для проверки неочевидного условия
∞∫

1

c(t)

t2
dt <∞ .

Преимуществом характеристики I(λn) является то, что она сформулирована в терминах
считающей меры последовательности Λ.
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НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ
РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ

НЕОДНОРОДНОГО ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
В ШАРЕ

Б.Е. КАНГУЖИН, Б.Д. КОШАНОВ

Аннотация. Исследуются вопросы о нахождении необходимых и достаточных усло-
вий разрешимости краевых задач для неоднородного полигармонического уравнения
в шаре.

Ключевые слова: задача Дирихле, задача Неймана, полигармоническое уравнение.

1. Полигармонические функции, фундаментальные решения
полигармонического уравнения

Рассмотрим однородное полигармоническое уравнение

∆mu(x) = 0, ∆m = ∆(∆m−1) (1.1)
в ограниченной области Ω ⊆ Rn с гладкой границей ∂Ω, где ∆ — оператор Лапласа по
переменным x1, x2, ..., xn, представляющим собой декартовы ортогональные координаты
точек (x1, x2, ..., xn) евклидова n-мерного пространства Rn, n ≥ 1.

Определение 1.1. Регулярные решения u(x) уравнения (1.1) называются
m-гармоническими функциями, так как при m = 1 и m = 2 регулярные решения u(x)
уравнения (1.1) представляют собой соответственно гармонические и бигармонические
функции.

Иногда вместо m-гармонических функций будем говорить "полигармонические функ-
ции". В дальнейшем через |x| =

√
x2

1 + x2
2 + ... + x2

n обозначим длину x в Rn. Приведем
следующий известный результат E. Almansi (1899 г.).

Теорема 1.1 (1). Пусть Ω — произвольная область, звездная относительно начала
координат. Полигармоническую функцию u(x) в этой области можно представить в
виде

u(x) =
m−1∑
l=0

|x|2l ul(x), (1.2)

где ul(x) — некоторые гармонические функции. Представление u(x) в виде (1.2) един-
ственно.

B.E. Kanguzhin, B.D. Koshanov, Necessary and sufficient conditions of resolvability
boundary problems for non-uniform polyharmoniсs equations in ball.
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При изучении неоднородного полигармонического уравнения

∆mu(x) = f(x) (1.3)

важную роль играет так называемое фундаментальное решение.

Определение 1.2. Фундаментальным решением уравнения (1.3) называется функ-
ция ε(x) = ε2m,n(x), удовлетворяющая во всем Rn полигармоническому уравнению

∆mε2m,n(x) = δ(x), (1.4)

где δ(x) — дельта-функция Дирака.

Известно [2, 3], что фундаментальное решение задается согласно следующей лемме.

Лемма 1.1. Фундаментальное решение уравнения (1.3):
а) в случае нечетных n > 1 и четных n, для которых n > 2m, задается формулой

ε2m,n(x) = d2m,n|x|2m−n, (1.5)

где

d2m,n =
1

(2m− n)2(m− 1)(2(m− 1)− n)2(m− 2)...(2− n)2 · 2
· 1

(2π)n
;

б) в случае четных n, n ≤ 2m задается формулой

ε2m,n(x) = d2m,n |x|2m−n ln |x|, (1.6)

где

d2m,n =
(−1)

n
2 − 1

Γ(m)Γ(m− n
2

+ 1)22m−1πn/2
.

2. Необходимые условия разрешимости краевых задач
для неоднородного полигармонического уравнения в шаре

В данном пункте устанавливаются необходимые условия корректности различных кра-
евых задач для неоднородного полигармонического уравнения в шаре.

Пусть m — натуральное число и в n-мерном единичном шаре
Ω = {x : |x| < 1} рассмотрим полигармоническое уравнение

∆m
x u(x) = f(x) x ∈ Ω, (2.1)

с краевыми условиями

∂k1

∂n
k1
x

u
∣∣∣
x∈∂Ω

= ϕ1(x), x ∈ S = ∂Ω,

∂k2

∂n
k2
x

u
∣∣∣
x∈∂Ω

= ϕ2(x), x ∈ S,

...
∂km

∂nkm
x

u
∣∣∣
x∈∂Ω

= ϕm(x), x ∈ S,

(2.2)

где 0 ≤ k1 < k2 < ... < km ≤ 2m− 1.

Определение 2.1. Под регулярным решением задачи (2.1)–(2.2) будем понимать
функцию u(x) ∈ C2m+α(Ω), удовлетворяющую уравнению (2.1) и краевым условиям (2.2).
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Известно [1, 4, 5], что для существования регулярного решения на исходные данные
f(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕm(x) накладываются ограничения двух типов:
1) требуется некоторая их гладкость,
2) некоторые условия типа ортогональности к решениям соответствующего однородного
союзного уравнения.

В данной работе основной акцент направлен на выяснение ограничении типа 2, т.е. выяс-
няется каким необходимым и достаточным условиям типа 2 должны удовлетворять функ-
ции f(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕm(x), если их гладкостные свойства стандартны. Итак, пусть
f(x) ∈ Cα(Ω) и ϕs(x) ∈ C2m−ks+α(S), s = 1, m . Надо сформулировать критерий разреши-
мости задачи (2.1)–(2.2) в исходных терминах.

К примеру, при f(x) ∈ Cα(Ω) и ϕ(x) ∈ C1+α(S) известно, что для существования ре-
шения задачи Неймана ∆u = f, ∂

∂n
u

∣∣
x∈S

= ϕ(x) необходимо и достаточно выполнение
условия ∫

S

ϕ(s)ds =

∫
Ω

f(x)dx.

Так как задача (2.1), (2.2) в некотором смысле является обобщением задачи Неймана, то
естественно возникает вопрос:

Каким условиям должен удовлетворять набор функций
f(x), ϕ1(x), ..., ϕm(x) ∈ Cα(Ω)× C2m−k1+α(S)× C2m−k2+α(S)...× C2m−km+α(S), чтобы крае-
вая задача (2.1)–(2.2) была разрешима?

На данный вопрос отвечает основной результат этого пункта.
Пусть ε2m,n(x, y) — фундаментальное решение уравнения (2.1). Тогда известно [3], что

v(x) = ε2m,n ∗ f является решением неоднородного полигармонического уравнения (2.1),
где знак ∗ означает свертку двух функции, то есть ε2m,n ∗ f =

∫
Ω

ε2m,n(x− y)f(y)dy. Если

u(x) — решение задачи (2.1), (2.2), то разность u(x)−v(x) представляет m-гармоническую
функцию в области Ω. Поэтому согласно теореме 1.1 искомое решение ищем в виде

u(x) = ε2m,n ∗ f +
m−1∑
j=0

|x|2juj(x), (2.3)

где ε2m,n(x, y) — фундаментальное решение уравнения (2.1), uj(x), j = 0, m− 1, — неко-
торые гармонические функции в области Ω.

Подставляя правую часть (2.3) в краевые условия (2.2), имеем соотношения

∂ksu0

∂nks
x

+
m−1∑
j=1

[2j(2j − 1) ...(2j − ks + 1)uj +

(
ks

1

)
2j(2j − 1)...(2j − ks + 2)

∂uj

∂nx

+ ...

+

(
ks

1

)
2j

∂ks−1uj

∂nks−1
x

+
∂ksuj

∂nks
x

]
= ϕs(x)− ∂ks

∂nks
x

ε2m,n ∗ f, x ∈ S, s = 1, 2, ...,m, (2.4)

связывающие краевые значения гармонических функций uj(x), j = 0, m− 1, правых ча-
стей ϕs(x), s = 1, m, ε2m,n ∗ f и их нормальных производных на сфере S = {x : |x| = 1 }.

Таким образом, определение решения задачи (2.1), (2.2) сводится к нахождению гармо-
нических в шаре Ω функций uj(x), j = 0, m− 1, по краевым условиям (2.4).

Интегрируя равенства (2.4) по сфере S и учитывая следующие равенства∫
S

∂ks uj

∂nks
x

dSx =

{
ωn uj(0), ks = 0
0 , ks > 0,

(2.5)

где ωn — площадь сферы S, находим, что
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m−1∑
j=[ (ks+1)

2 ]

2j(2j − 1)..(2j − ks + 1)uj(0) =
1

ωn

∫
S

[
ϕks(x)− ∂ks

∂nks
x

ε2m,n ∗ f

]
dSx, (2.6)

s = 1, 2, ...,m.
Теперь найдем условия разрешимости системы уравнений (2.6), которая представляет со-
бой линейную неоднородную систему m уравнений с m неизвестными uj(0), j = 0, m− 1.

Для этого составим матрицу размерности 2m×m по правилу

A =



1 = 0!
01

1 = 2!
2!

1 = 4!
4!

1 = 6!
6!

· · · (2m− 4)!/(2m− 4)! (2m− 2)!/(2m− 2)!
0 2!/1! 4!/3! 6!/5! · · · (2m− 4)!/(2m− 5)! (2m− 2)!/(2m− 3)!
0 2!/0! 4!/2! 6!/4! · · · (2m− 4)!/(2m− 6)! (2m− 2)!/(2m− 4)!
0 0 4!/1! 6!/3! · · · (2m− 4)!/(2m− 7)! (2m− 2)!/(2m− 5)!
...

...
...

... · · · ...
...

0 0 0 0 · · · (2m− 4)!/0! (2m− 2)!/2!
0 0 0 0 · · · 0 (2m− 2)!/1!
0 0 0 0 · · · 0 (2m− 2)!/0!
0 0 0 0 · · · 0 0


,

а также введем вектор размерности m

~U =



u0(0)
u1(0)
u2(0)

...
um−2(0)
um−1(0)


и вектор размерности m

~F =



1
ωn

∫
S

[
ϕ1(x)− ∂k1

∂n
k1
x

ε2m,n ∗ f
]
dSx

1
ωn

∫
S

[
ϕ2(x)− ∂k2

∂n
k2
x

ε2m,n ∗ f
]
dSx

...

...
1

ωn

∫
S

[
ϕm(x)− ∂km

∂nkm
x

ε2m,n ∗ f
]
dSx


.

Через A(k1, k2, ..., km) обозначим матрицу размерности m × m, которая совпадает с мат-
рицей A, в которой сохраняются строки с номерами, равными k1, k2, ..., km.

Таким образом, система (2.6) в новых обозначениях примет вид:

A(k1, k2, ..., km)~U = ~F (2.7)
Отсюда в силу теоремы Кронекера–Капелли вытекает следующая

Теорема 2.1. Пусть f(x) ∈ Cα(Ω), ϕks(x) ∈ C2m−ks+α(S), s = 1, m . Тогда необходи-
мым условием разрешимости краевой задачи (2.1)–(2.2) в классе C2m+α(Ω) при произ-
вольном m и любом наборе 0 ≤ k1 < k2 < ... < km ≤ 2m− 1 является условие:
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rank A(k1, k2, ..., km) = rank
(
A(k1, k2, ..., km), ~F

)
, (2.8)

то есть ранг расширенной матрицы системы (2.7) должен совпадать с рангом матрицы
A(k1, k2, ..., km).

3. Достаточные условия разрешимости краевых задач
для бигармонического уравнения в шаре

В теореме 2.1 получены необходимые условия разрешимости краевой задачи (2.1)–(2.2).
Оказывается, что они являются также достаточными условиями разрешимости краевой
задачи (2.1)–(2.2). Для наглядности подробно рассмотрим случай m = 2.

Случай m = 2, k1 = 1, k2 = 2 (для простоты случай а: n — нечетное или n — четное,
но n > 4).

В этом случае матрицы A(1, 2) и (A(1, 2), ~F ) имеют вид

A(1, 2) =

[
0 2
0 2

]
, (A(1, 2), ~F ) =

[
0 2
0 2

∣∣∣∣ ϕ̃1

ϕ̃2

]
,

где ϕ̃1(x) = ϕ1(x)−
∫

|y|<1

d4,n (4− n) |x− y|2−n(|x| − (x,y)
|x| )f(y)dy,

ϕ̃2(x) = ϕ2(x)−
∫

|y|<1

d4,n (4− n)

[
(2− n) |x− y|−n(|x| − (x, y)

|x|
)2 + |x− y|2−n

]
f(y)dy.

Из условия (2.8) получим, что det

∣∣∣∣ 2 ϕ̃1

2 ϕ̃2

∣∣∣∣ = 0, то есть∫
|x|=1

{ϕ1(x)− ϕ2(x)+

+

∫
|y|<1

d4,n (4− n)
[
(2− n) |x− y|−n(1− (x, y))2 + |x− y|2−n(x, y)

]
f(y)dy}dSx = 0, (3.1)

где

d4,n =
(n

2
− 2)

(2) 16 πn/2
.

Перепишем при m = 2, k1 = 1, k2 = 2 условия (2.4) в виде



∂u0(x)
∂nx

+ 2u1(x) + ∂u1(x)
∂nx

= ϕ1(x)−
∫

|y|<1

d4,n (4− n) |x− y|2−n(|x| − (x,y)
|x| )f(y)dy,

∂2u0(x)
∂n2

x
+ 2u1(x) + 4∂u1(x)

∂nx
+ ∂2u1(x)

∂n2
x

=

= ϕ2(x)−
∫

|y|<1

d4,n (4− n)
[
(2− n) |x− y|−n(|x| − (x,y)

|x| )2 + |x− y|2−n
]
f(y)dy, x ∈ S.

(3.2)
Вычитая второе равенство (3.2) из первого, получим краевое условие Неймана

∂ω(x)

∂nx

= {ϕ1(x)− ϕ2(x)+
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+

∫
|y|<1

d4,n (4− n)
[
(2− n) |x− y|−n(1− (x, y))2 + |x− y|2−n(x, y)

]
f(y)dy} = 0, x ∈ S, (3.3)

где

ω(x) ≡ u0(x)−3u1(x)−(x, grad[u0(x) + u1(x)]) = u0(x)−3u1(x)−(x,∇)[u0(x)+u1(x)] (3.4)

— гармоническая функция в шаре Ω.
Нам известно, что выполнение условия (3.1) необходимо и достаточно для разрешимости

задачи (3.3), (3.4). При соблюдении условия (3.1) функция ω(x) строится в квадратурах

ω(x) =
1

ωn

∫
|x|=1

N(x, y){ϕ1(x)− ϕ2(x)+

+

∫
|y|<1

d4,n (4− n)
[
(2− n) |x− y|−n(1− (x, y))2 + |x− y|2−n(x, y)

]
f(y)dy}dSx + C, (3.5)

где C — произвольная постоянная.
В силу (3.4), (3.5) имеем

u0(x)− 3u1(x)− ∂u0(x)

∂nx

− ∂u1(x)

∂nx

= ω(x), x ∈ S. (3.6)

Складывая первое из равенств (3.2) и (3.6), получим краевое условие Дирихле
ω1(x) = ϕ1(x) + ω(x), x ∈ S для гармонической функции

ω1(x) = u0(x)− u1(x), x ∈ Ω. (3.7)

Построив функцию ω1(x) по формуле Пуассона, из (3.5) и (3.7) находим, что гармони-
ческая функция u0(x) должна быть решением линейной смешанной краевой задачи

u0(x)− ∂u0(x)

∂nx

= −1

2

[
ω(x)− 3ω1(x)− ∂ω1(x)

∂nx

]
, x ∈ S. (3.8)

Решение u0(x) этой задачи очевидно существует и его можно также выписать в квадрату-
рах. После того как функции ω(x), ω1(x), u0(x) построены, из равенства (3.7) определяем
функцию u1(x), и искомое решение задачи (2.1), (2.2) в рассматриваемом случае находим
по формуле

u(x) =

∫
|y|<1

d4,n|x− y|4−nf(y)dy + u0(x) + |x|2u1(x).

Таким образом, доказана достаточность (необходимость уже доказана в теореме 2.1) сле-
дующей теоремы.

Теорема 3.1. Пусть f(x) ∈ Cα(Ω), ϕ1(x) ∈ C3+α(S), ϕ2(x) ∈ C2+α(S). Тогда необхо-
димым и достаточным условием разрешимости следующей краевой задачи

∆2u = f(x), |x| < 1,

∂u
∂nx

= ϕ1(x), |x| = 1,

∂2u
∂n2

x
= ϕ2(x), |x| = 1,

(3.9)
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является условие (3.1), т.е. ∫
|x|=1

{ϕ1(x)− ϕ2(x)+

+

∫
|y|<1

d4,n (4− n)
[
(2− n) |x− y|−n(1− (x, y))2 + |x− y|2−n(x, y)

]
f(y)dy}dSx = 0,

где d4,n =
(n
2
−2)

(2) 16 π
n

/2
.

Случай m = 2, k1 = 1, k2 = 3 (для простоты случай а: n — нечетное или n — четное,
но n > 4).
Перепишем при m = 2, k1 = 1, k2 = 3 условия (2.4) в виде

∂u0(x)
∂nx

+ 2u1(x) + ∂u1(x)
∂nx

= ϕ1(x)− ∂
∂nx

ε4,n ∗ f, x ∈ S,

∂3u0(x)
∂n3

x
+ 3 · 2 ∂u1(x)

∂nx
+ 3 · 2∂2u1(x)

∂n2
x

+ ∂3u1(x)
∂n3

x
=

= ϕ3(x)− ∂3

∂n3
x
ε4,n ∗ f, x ∈ S.

(3.10)

В данном случае необходимое условие разрешимости записывается в виде∫
|x|=1

{ϕ3(x)−
∫

|y|<1

∂3

∂n3
x

ε4,n(x, y)f(y)dy}dSx = 0. (3.11)

Введем гармоническую функцию в шаре Ω по формуле

ω(x) =
∂u2

0(x)

∂n2
x

+ 6 u1 + 6 (x,∇)u1 + 6 (x,∇)2u1,

которая на границе S удовлетворяет условию

∂

∂nx

ω(x) = ϕ3(x)− ∂3

∂n3
x

ε4,n ∗ f.

Последнее соотношение вытекает из второго равенства системы (3.10). Поскольку (3.11)
является необходимым и достаточным условием разрешимости задачи Неймана, то функ-
ция ω(x) строится как решение задачи Неймана. Таким образом, ω(x) строится с точно-
стью до постоянного слагаемого.

Запишем новую систему краевых условий
∂u0(x)
∂nx

+ 2u1(x) + ∂u1(x)
∂nx

= ϕ1(x)− ∂
∂nx

ε4,n ∗ f, x ∈ S,

∂2u0(x)
∂n2

x
+ 6 u1(x) + 6∂u1(x)

∂nx
+ ∂2u1(x)

∂n2
x

= ω(x), x ∈ S,
(3.12)

которая построена с помощью первого соотношения из (3.10) и только что построенного
решения задачи Неймана. Исключая из (3.12) величину u1(x), x ∈ S и обозначая через

ω1(x) = 3u0(x)− 3u1(x)− (x,∇) [u0 + u1]при x ∈ Ω,

видим, что ω1(x) — гармоническая в шаре Ω функция, удовлетворяющая условию Неймана

∂ω1

∂nx

= 3ϕ1(x)− 3
∂

∂nx

ε4,n ∗ f − ω(x), x ∈ S. (3.13)
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Для разрешимости указанной задачи Неймана необходимо и достаточно выполнение усло-
вия ∫

|x|=1

(3ϕ1(x)− 3
∂

∂nx

ε4,n ∗ f − ω(x))dSx = 0. (3.14)

Предположим, соотношение (3.14) выполняется, тогда гармоническая функция ω1(x) на-
ходится с точностью до постоянного слагаемого.
Запишем новую систему краевых условий

∂u0(x)
∂nx

+ 2u1(x) + ∂u1(x)
∂nx

= ϕ1(x)− ∂
∂nx

ε4,n ∗ f, x ∈ S,

3u0(x)− ∂u0(x)
∂nx

− 3u1(x)− ∂u1(x)
∂nx

= ω1(x), x ∈ S,
(3.15)

которая построена с помощью первого соотношения (3.10) и только что построенного ре-
шения задачи Неймана. Из (3.15) сразу же вытекает равенство

3u0 − u1 = ϕ1(x)− ∂

∂nx

ε4,n ∗ f + ω1(x), x ∈ S, (3.16)

обозначаем через ω2(x) = 3u0(x) − u1(x) при x ∈ Ω. Введенная функция ω2(x) является
гармонической и удовлетворяет данным Дирихле (3.16). Отсюда следует, что ω2(x) одно-
значно находится как решение задачи Дирихле. Теперь сравним

ω2(x) = 3u0(x)− u1(x),

(x,∇) ω2 = 3 (x,∇) u0 − (x,∇) u1

и ω1(x) = 3u0(x)− 3u1(x)− (x,∇) [u0 + u1] в шаре Ω. Отсюда можно исключить функцию
u0(x) и ее нормальную производную. В результате имеем соотношение

ω1(x)− ω2(x) +
1

3
(x,∇) ω2 = −2u1(x)− 4

3
(x,∇) u1при x ∈ Ω.

Следовательно, для нахождения гармонической в шаре Ω функции u1(x) достаточно ре-
шить смешанную задачу

2u1(x) +
4

3

∂u1

∂nx

= ω2(x)− ω1(x)− 1

3

∂ω2

∂nx

, x ∈ S.

Известно, что указанная задача имеет единственное решение. Если u1(x) при x ∈ Ω из-
вестны, то по ω2(x) можно однозначно определить u0(x) при x ∈ Ω. Таким образом, раз-
решимость краевой задачи при m = 2, k1 = 1, k2 = 3 доказана при выполнений условий
(3.11) и (3.14). Причем решение находится неоднозначно, так как при решении двух задач
Неймана возникали произвольные постоянные слагаемые.

Покажем, что на самом деле условие (3.14) всегда выполняется. Действительно, из вто-
рого соотношения (3.12) вытекает, что

6

∫
S

u1(x)dSx =

∫
S

ω(x)dSx,

а из первого соотношения (3.12) следует, что

2

∫
S

u1(x)dSx =

∫
S

(ϕ1(x)− ∂

∂nx

ε4,n ∗ f)dSx.
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Из этих двух равенств следует, что соотношение (3.14) всегда выполняется. Отсюда сле-
дует, что необходимое условие (3.11) является также и достаточным для решимости ука-
занной задачи при m = 2, k1 = 1, k2 = 3.

Таким образом, полностью доказана следующая

Теорема 3.2. Пусть f(x) ∈ Cα(Ω), ϕ1(x) ∈ C3+α(S), ϕ3(x) ∈ C1+α(S). Тогда необхо-
димым и достаточным условием разрешимости краевой задачи

∆2u = f(x), |x| < 1,

∂
∂nx

u = ϕ1(x), |x| = 1,
∂3

∂n3
x
u = ϕ3(x), |x| = 1

(3.17)

является условие ∫
|x|=1

(ϕ3(x)− ∂3

∂n3
x

ε4,n ∗ f)dSx = 0.

4. Достаточные условия разрешимости краевых задач для
неоднородного полигармонического уравнения в шаре

Сформулируем основной результат данной статьи.

Теорема 4.1. Пусть f(x) ∈ Cα(Ω), ϕks(x) ∈ C2m−ks+α(S), s = 1, m . Тогда необ-
ходимым и достаточным условием разрешимости краевой задачи (2.1)–(2.2) в классе
C2m+α(Ω) при произвольном m и любом наборе 0 ≤ k1 < k2 < ... < km ≤ 2m− 1 является
условие (2.8), т.е.

rank A(k1, k2, ..., km) = rank
(
A(k1, k2, ..., km), ~F

)
.

Доказательство условий достаточности теоремы 4.1 приведем по следующей схеме.
Вначале запишем краевые условия (2.2) в матрично-векторной форме

A0
~U + A1

∂

∂nx

~U + ... + Akm−1

∂km−1

∂n
km−1
x

~U + Akm

∂km

∂nkm
x

~U = ~F0, x ∈ S, (4.1)

где ~U = (u0(0), u1(0), ..., um−1(0))T ,

~F0 = (ϕk1 −
∂k1

∂nk1
x

ε2m,n ∗ f, ϕk2 −
∂k2

∂nk2
x

ε2m,n ∗ f, ..., ϕkm − ∂km

∂nkm
x

ε2m,n ∗ f)T ,

A0, A1, ..., Akm — числовые матрицы размерности m×m, причем A0 = A(k1, k2, ..., km).
Допустим, что ранг матрицы A0 равен t, где t ≤ m. По определению ранга матрицы это
означает, что существует невырожденная матрица B такая, что последние (m − t) строк
матрицы BA0 линейно независимы между собой. Умножим обе части равенства (4.1) на
матрицу B, тогда имеем

BA0
~U + BA1

∂

∂nx

~U + ... + BAkm−1

∂km−1

∂n
km−1
x

~U + BAkm

∂km

∂nkm
x

~U = B ~F0, x ∈ S, (4.2)

отсюда вытекает, что

[0, Em−t]BA0
~U + ... + [0, Em−t]BAkm

∂km

∂nkm
x

~U = [0, Em−t]B ~F0, x ∈ S, (4.3)
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где Em−t — единичная матрица размерности (m − t). Здесь учтено, что [0, Em−t]BA0 —
нулевая матрица. Обозначим через

ω(x) = [0, Em−t]BA1
~U + [0, Em−t]BA2(x,∇) ~U + ... + [0, Em−t]BAkm ((x,∇))km−1 ~U, x ∈ Ω,

тогда ω(x) является решением следующей задачи Неймана

∆xω(x) = 0,

∂

∂nx

ω = [0, Em−t]B ~F0, x ∈ S.

Необходимым и достаточным условием разрешимости этой задачи является условие

[0, Em−t]B

∫
∂Ω

~F0 dSx = 0,

которое в точности совпадает с условием (2.8). Гармоническая функция ω(x) находится
с точностью до постоянного слагаемого с помощью ядра Неймана. Считая, что функция
ω(x) при x ∈ Ω известной и вычисляя ее значение на границе при x ∈ S, имеем

[0, Em−t]BA1
~U + ... + [0, Em−t]BAkm

∂km−1

∂nkm−1
x

~U = ω(x), x ∈ S. (4.4)

Добавляя полученные краевые значения (4.4) к оставшимся уравнениям системы (4.2),
получим {

[Et, 0]BA0
~U + ... + [Et, 0]BAkm−1

∂km−1

∂nkm−1
x

~U = [Et, 0]B ~F0, x ∈ S,

[0, Em−t]BA1
~U + ... + [0, Em−t]BAkm

∂km−1

∂nkm−1
x

~U = ω(x), x ∈ S.
(4.5)

Заметим, что в системе (4.5) отсутствуют нормальные производные порядка km так как
[Et, 0]BAkm — нулевая матрица.

Таким образом, нам удалось понизить порядок нормальной производной, входящей в
краевые условия. Продолжая указанный процесс, можно исключить все нормальные про-
изводные из краевых условий. Заметим, что для всех последующих краевых задач необ-
ходимые и достаточные условия их разрешимости всегда выполняются. То есть дополни-
тельных условий разрешимости не возникает. Теорема 4.1 полностью доказана.

В качестве примера рассмотрим задачу типа Неймана с краевыми условиями [6]:

∆mu(x) = f(x), |x| < 1, (4.6)

∂i

∂ni
x

u

∣∣∣∣
x∈S

= ϕi(x), x ∈ S, i = 1, 2, ...,m, (4.7)

то есть данной задаче соответствует матрица A(1, 2, ...,m).
В этом случае rank A(1, 2, ...,m) = m− 1, тогда в силу условий (2.8) справедливо следу-

ющее утверждение.

Теорема 4.2. Для разрешимости задачи (4.6), (4.7) необходимо, чтобы ранг соответ-
ствующей расширенной матрицы был равен m− 1, т.е. чтобы имело место равенство
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det(A(1, 2, ...m), ~F ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 ...
∫
S

[ϕ1(x)− ∂
∂nx

ε2m,n ∗ f ] dSx

a21 a22 a23 ...
∫
S

[ϕ2(x)− ∂2

∂n2
x
ε2m,n ∗ f ] dSx

...
...

... . . . ...
ak1 ak2 ak3 ...

∫
S

[ϕk(x)− ∂k

∂nk
x
ε2m,n ∗ f ] dSx

...
am1

...
am2

...
am3

. . .

...

...∫
S

[ϕm(x)− ∂m−

∂nm
x

ε2m,n ∗ f ] dSx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (4.8)

где

akj =

{
0, j = 1, ...,

[
k+1
2

]
− 1,

2j(2j − 1)..(2j − k + 1) , j =
[

k+1
2

]
, ...,m− 1.

5. Необходимые и достаточные условия разрешимости задач для
неоднородного бигармонического уравнения в шаре с однородными

краевыми условиями

Рассмотрим неоднородное бигармоническое уравнение

Lu ≡ ∆2u(x) = f(x) (5.1)
в шаре Ωr = {x : ‖x‖ < r } ⊆ Rn, (для простоты случая а: n — нечетное, а также при
четных n, если n > 4).

В работах [7–9] для уравнения (5.1) было построено решение следующей краевой задачи
К-01, т.е. задачи Дирихле

∂i

∂ni
x

u

∣∣∣∣
x∈∂Ωr

= 0, i = 0, 1. (5.2)

Единственное решение u(x) имеет интегральное представление

u(x) = L−1f (x) =

∫
Ω

G4,n(x, y) f(y)dy, (5.3)

где G4,n(x, y) — функция Грина задачи Дирихле (5.1)–(5.2) может быть записана в виде:

G4,n(x, y) =
1

(4− n)4 · (2− n)
· 1

ωn

[
|x− y|4−n −

∣∣∣∣x− y

|y|2
r2

∣∣∣∣4−n∣∣∣y
r

∣∣∣4−n
]
+

+
1

2 · 4 · (2− n)
· 1

ωn

· r2

(
1−

∣∣∣y
r

∣∣∣2) (
1−

∣∣∣x
r

∣∣∣2) ∣∣∣∣x− y

|y|2
r2

∣∣∣∣2−n∣∣∣y
r

∣∣∣2−n

. (5.4)

Для бигармонического уравнения (5.1) рассмотрим следующую задачу К-12:

Lu ≡ ∆2u(x) = f(x), x ∈ Ωr = {x : ‖x‖ < r } ⊆ Rn, (5.5)

∂i

∂ni
x

u

∣∣∣∣
x∈∂Ωr

= 0, i = 1, 2. (5.6)

Аналогично теореме 3.1 для данной задачи имеет место следующая
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Теорема 5.1. Необходимым и достаточным условием разрешимости задачи К-12,
т.е. задачи (5.5)–(5.6) является условие:∫
|x|=r

∫
|y|<r

[
(2− n) |x− y|−n(r − (x, y)

r
)2 − 2|x− y|2−n(r − (x, y)

r
)

]
f(y)dydSx = 0. (5.7)

Теперь рассмотрим для бигармонического уравнения (5.1) следующую задачу К-13:

Lu ≡ ∆2u(x) = f(x), x ∈ Ωr = {x : |x| < r } ⊆ Rn, (5.8)

∂i

∂ni
x

u

∣∣∣∣
x∈∂Ωr

= 0, i = 1, 3. (5.9)

Аналогично теореме 3.2 имеет место следующая

Теорема 5.2. Необходимым и достаточным условием разрешимости задачи К-13,
т.е. задачи (5.8)–(5.9) является условие

u1(0) =
∫

|x|=r

∫
|y|<r

(4−n)d4,n

2rωn
|x− y|2−n(r − (x,y)

r
)f(y)dydSx,∫

|x|=r

∫
|y|<r

{
−n|x− y|−n−2(r − (x,y)

r
)3 + 3|x− y|−n(r − (x,y)

r
)
}

f(y)dydSx = 0.
(5.10)
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ПОВЕДЕНИЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ РЕШЕНИЙ
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

ВТОРОГО ПОРЯДКА В НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОБЛАСТЯХ

Р.Х. КАРИМОВ, Л.М. КОЖЕВНИКОВА

Аннотация. Для квазилинейных эллиптических уравнений второго порядка в неогра-
ниченных областях Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, рассматривается задача Дирихле. Установлены
оценки сверху, характеризующие зависимость скорости убывания решений на беско-
нечности от геометрии области Ω.

Ключевые слова: убывание, квазилинейное эллиптическое уравнение, задача Дири-
хле, неограниченная область.

1. Введение

Пусть Ω — неограниченная область пространства Rn = {x = (x1, x2, ..., xn)}, n ≥ 2.
Для квазилинейного эллиптического уравнения второго порядка рассматривается задача
Дирихле

n∑
α=1

(aα(x,∇u))xα − a(x, u) =
n∑

α=1

(Φα(x))xα − Φ(x), x ∈ Ω; (1. 1)

u
∣∣∣
∂Ω

= 0. (1. 2)

Предположим, что функции, входящие в уравнение (1.1), удовлетворяют следующим тре-
бованиям. Функции aα(x, ξ), α = 1, n, измеримы по x ∈ Ω и для всех ξ, η ∈ Rn при п.в.
x ∈ Ω подчиняются условиям:

n∑
α=1

(aα(x, ξ)− aα(x, η)) (ξα − ηα) ≥ a|ξ − η|m+1, m ≥ 1; (1. 3)

|a(x, ξ)− a(x, η)| 6 â|ξ − η|(|ξ|+ |η|)m−1, a = (a1, . . . , an); (1. 4)

aα(x,0) = 0, α = 1, n. (1. 5)
Функция a(x, s) измерима по x ∈ Ω и для всех s, t ∈ R при п.в. x ∈ Ω подчиняется

условиям:
(a(x, s)− a(x, t)) (s− t) ≥ b|s− t|q+1, q ≥ 1; (1. 6)

|a(x, s)− a(x, t)| 6 b̂|s− t|(|s|+ |t|)q−1; (1. 7)

a(x, 0) = 0. (1. 8)

Здесь a, â, b, b̂ — положительные числа.

L.M. Kozhevnikova, R.Kh. Karimov, Behavior on infinity of decision quasilinear elliptical
equations in unbounded domain.
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Очевидно, функции aα(ξ) = |ξ|m−1ξα, α = 1, n, a(s) = |s|q−1s удовлетворяют условиям
(1.3)–(1.8) и уравнение (1.1) принимает вид

n∑
α=1

(
|∇u|m−1uxα

)
xα
− |u|q−1u =

n∑
α=1

(Φα(x))xα − Φ(x).

Работа посвящена исследованию скорости убывания на бесконечности решения зада-
чи (1. 1), (1. 2) с финитной правой частью в зависимости от геометрии неограниченной
области Ω.

Изучением поведения на бесконечности решений линейных эллиптических уравнений
занимались О.А. Олейник, Г.А. Иосифьян [1], [3], Е.М. Ландис, Г.П. Панасенко [2], В.А.
Кондратьев, И. Копачек, Д.М. Леквеишвили и другие (подробный обзор результатов при-
веден в [4]).

Для квазилинейных дивергентных эллиптических уравнений высокого порядка в
неограниченных областях с некомпактными границами А.Е. Шишковым в работах [5],
[6] установлены энергетические априорные оценки решений задачи Дирихле. На их осно-
ве доказываются альтернативные теоремы типа Фрагмена–Линделефа о поведении реше-
ний на бесконечности. В качестве геометрической характеристики неограниченной области
Ω ⊂ Rn используется функция нелинейной частоты сечений γ(r):

νm(r) = inf


∫

γ(r)

|∇γg|m+1ds

∣∣∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω),

∫
γ(r)

|g|m+1ds

 , r > 0,

где ∇γg — проекция ∇g на плоскость, касательную к γ(r) (например,
γ(r) = {x ∈ Ω | |x| = r}).

Л.М. Кожевниковой [7] для областей с некомпактными границами предложено новое
понятие, называемое λ-разбиением, которое позволяет получать точные оценки решений
краевых задач для линейных эллиптических и параболических уравнений. Это понятие
является обобщением понятия λ-последовательности, введенного ранее в работах [4], [8]
для областей, расположенных вдоль выделенной оси Ox1 (Ω ⊂ R+

n и сечение γr не пусто
при любом r > 0), где показано, что использование новой геометрической характеристики
дает возможность в ряде случаев устанавливать более сильные результаты, чем ранее
известные. Следует отметить, что в работе [9] О.А. Олейник, Г.А. Иосифьяна авторы,
по существу, использовали прототип такой последовательности для системы уравнений
теории упругости, однако дальнейшего развития этот подход не получил.

В настоящей работе понятие λ-разбиения обобщено на некоторый класс квазилинейных
уравнений второго порядка и в терминах этой геометрической характеристики установле-
ны оценки сверху решения задачи Дирихле (1. 1), (1. 2).

Предполагается, что неограниченная область Ω ⊂ Rn представлена в виде объединения

Ω =
∞⋃

N=0

Ω(N) последовательности вложенных Ω(N) ⊂ Ω(N+1) областей, удовлетворяющих

следующим требованиям. Дополнения Ω
(N)
(N−1) = Ω(N) \ Ω(N−1) распадаются на конечное

число связных компонент ω
(N)
i , i = 1, p(N) : Ω

(N)
(N−1) =

p(N)⋃
i=1

ω
(N)
i , N = 1,∞. Пересечения

(∂Ω(N))
⋂

Ω = S(N), N = 0,∞, представляют собой конечное число липшицевых гиперпо-
верхностей S

(N)
i = ∂ω

(N)
i

⋂
S(N) (S

(N)
i могут быть несвязными), i = 1, p(N), N = 1,∞.
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Определим векторы t(N) = (t
(N)
1 , ..., t

(N)

p(N)) и λ(N) = (λ
(N)
1 , ..., λ

(N)

p(N)) формулами

t
(N)
i = dist(S

(N)
i , S̃

(N−1)
i ), где S̃

(N−1)
i = ∂ω

(N)
i ∩ S(N−1) и

λ
(N)
i = inf


∫

ω
(N)
i

|∇g|m+1 dx

∣∣∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω),

∫
ω

(N)
i

|g|m+1 dx = 1

 ,

i = 1, p(N), N = 1,∞.

(1. 9)

Будем предполагать, что существует число θ > 0 такое, что выполняются неравенства

1 6 θλ
(N)
i (t

(N)
i )m+1, i = 1, p(N), N = 1,∞. (1. 10)

Описанное выше представление Ω =
∞⋃

N=0

Ω(N) при выполнении неравенств (1. 10) бу-

дем называть λ-разбиением области, соответствующим задаче (1. 1), (1. 2) (в дальнейшем
просто λ-разбиением).

Для неограниченных областей, расположенных вдоль выделенной оси Ox1, множества
Ω(N) = ΩzN = {x ∈ Ω | 0 < x1 < zN} можно определить с помощью неограниченной возрас-
тающей последовательности положительных чисел {zN}∞N=0. При этом последовательность

{zN}∞N=0 называется λ-последовательностью, а условие (1.10) для разбиения Ω =
∞⋃

N=0

ΩzN

принимает вид
1 6 θλ(zN−1, zN)∆m+1

N , ∆N = zN − zN−1, N = 1,∞, (1. 11)

λ(r1, r2) = inf


∫

Ω
r2
r1

|∇g|m+1dx

∣∣∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω),

∫
Ω

r2
r1

|g|m+1dx = 1

 . (1. 12)

Здесь и ниже используется обозначение: Ωr2
r1

= {x ∈ Ω | r1 < x1 < r2}, значения параметров
r1 = 0 и r2 = ∞ могут быть опущены.

Приведем простое условие, необходимое и достаточное для существования λ-последова-
тельности (см. следствие к утверждению 3):

для любого r1 > 0 найдется r2 > r1 такое, что λ(r1, r2) > 0. (1. 13)
Чтобы ограничить влияние функций Φ(x) = (Φ1(x), . . . , Φn(x)), Φ(x) на поведение ре-

шения, будем считать, что они имеют компактный носитель:

suppΦ ⊂ Ω(0), supp Φ ⊂ Ω(0). (1. 14)

Теорема 1. Пусть для области Ω существует λ-разбиение Ω =
∞⋃

N=0

Ω(N) и выполнено

условие (1. 14). Тогда найдутся положительные числа κ(θ, â, a, m), M(θ, â, a, b, m, Φ,Φ)
такие, что для решения u(x) задачи (1. 1), (1. 2) при N ≥ 0 справедливы оценки∫

Ω\Ω(N)

|u(x)|q+1dx +

∫
Ω\Ω(N)

|∇u(x)|m+1dx 6 M exp(−κN). (1. 15)

Оценка (1.15) зависит от представления Ω =
⋃

N=0

Ω(N). Задача оптимизации λ-разбиения

достаточно сложная и здесь не решалась, однако для λ-последовательностей этот вопрос
рассмотрен. Для областей, расположенных вдоль оси Ox1, назовем λ-последовательность
{zν}∞ν=0 c θ > 0 оптимальной, если для любой λ-последовательности {zN}∞N=0 c θ > 0 су-
ществует положительная постоянная C(θ) такая, что при N ≥ 1 справедлива импликация

(xL 6 xN) ⇒ (L 6 CN). (1. 16)
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Установлено, что оптимальной является λ-последовательность с минимально возможными
интервалами (zν−1, zν), при которых условия (1. 11) не нарушаются (см. утверждение 4).

Рассмотрим область вращения

Ω(f) = {(x1,x
′) ∈ Rn |x1 > 0, |x′| < f(x1)} (1. 17)

с положительной функцией f(x1). От функции f требуется только, чтобы множество Ω(f)
было областью.

Для областей вращения вида (1.17), не содержащих полупространства x1 > r, ∀r > 0,
утверждение теоремы 1 переформулируем в терминах функции f(x), определяющей
область Ω(f), без привлечения понятия λ-разбиения. Для этого введем понятие Π-
последовательности.

Неограниченную возрастающую последовательность положительных чисел {zj}∞j=0 на-
зовем Π-последовательностью функции f , если справедливы равенства

z0 = 1, zj = sup

{
r
∣∣∣ inf

[zj−1,r)
f(x) ≥ r − zj−1

}
, j = 1,∞. (1. 18)

Отметим, что Π-последовательность функции f можно построить всегда, она является
λ-последовательностью для области Ω(f) (см. утверждение 5).

Следствием теоремы 1 для областей вращения вида (1.17) является следующее утвер-
ждение.

Теорема 2. Существуют положительные постоянные κ, M̃ такие, что для решения
u(x) задачи (1. 1), (1. 2) в области вращения Ω(f) справедлива оценка∫

Ωr(f)

|u(x)|q+1dx +

∫
Ωr(f)

|∇u(x)|m+1dx 6 M̃ exp

−κ

r∫
1

dx

f(x)

 , r ≥ 1. (1. 19)

Если существует постоянная ω ≥ 1 такая, что

sup{f(z) | z ∈ [x− f(x), x + f(x)]} 6 ωf(x), x ≥ 1, (1. 20)

то Π-последовательность {zN}∞N=0 является оптимальной λ-последовательностью для об-
ласти Ω(f) (см. утверждение 6). Кроме того, оценка (1. 19) будет того же порядка, что и
оценка (1. 15).

В области Ω(f1) с функцией f1(x) = 1/e, 0 < x < e, f1(x) = ln x/x, x ≥ e, для решения
задачи (1. 1), (1. 2) справедлива оценка∫

Ωr(f1)

|u(x)|q+1dx +

∫
Ωr(f1)

|∇u(x)|m+1dx 6 M1 exp
(
−κ1r

2/ ln r
)
, r ≥ 1.

В области Ω(f2) с функцией f2(x) = e, 0 < x < e, f2(x) = x/ ln x, x ≥ e, для решения
задачи (1. 1), (1. 2) установлена оценка∫

Ωr(f2)

|u(x)|q+1dx +

∫
Ωr(f2)

|∇u(x)|m+1dx 6 M2 exp
(
−κ2 ln2 r

)
, r ≥ 1.

Для решения задачи Дирихле в случае линейного эллиптического уравнения второго
порядка

n∑
α,β=1

(aαβ(x)uxα)xβ
= Φ(x) (1. 21)
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в классе неограниченных областей, расположенных вдоль оси Ox1, в работе [4] в терминах
λ-последовательности {zN}∞N=0 получены оценки∫

ΩzN

|∇u(x)|2dx 6 M exp(−κN), N ≥ 0. (1. 22)

Кроме того, для широкого класса областей вращения вида (1.17) установлена их точность.
А именно, доказано, что если Π-последовательность {zN}∞N=0 положительной функции
f(x), x > 0, подчиняется неравенствам

ω−1 6
zN+2 − zN+1

zN+1 − zN

6 ω, ω ≥ 1, N = 0,∞,

то для неотрицательного решения задачи (1.21), (1.2) в области Ω(f) существуют поло-
жительные числа K, µ такие, что справедливы неравенства∫

ΩzN
(f)

|∇u(x)|2dx ≥ µ exp(−KN), N ≥ 1.

2. Вспомогательные сведения

Через ‖u‖p,Q будем обозначать норму в Lp(Q). В случае, когда p = 2, Q = Ω, индексы
p, Q опускаем. Пространство

◦
W 1

m+1,q+1(Ω) определим как пополнение пространства C∞
0 (Ω)

по норме ‖∇v‖m+1 + ‖v‖q+1.
Обобщенным решением задачи (1. 1), (1. 2) с Φ(x) ∈ L(q+1)/q(Ω), Φ(x) ∈ L(m+1)/m(Ω)

назовем функцию u(x) ∈
◦

W 1
m+1,q+1(Ω), удовлетворяющую интегральному тождеству∫

Ω

{
n∑

α=1

aα(x,∇u)vxα + a(x, u)v

}
dx =

∫
Ω

{
n∑

α=1

Φαvxα + Φv

}
dx (2. 1)

для любой функции v(x) ∈
◦

W 1
m+1,q+1(Ω).

Используя условия (1.4), (1.5), (1.7), (1.8) для функции u ∈
◦

W 1
m+1,q+1(Ω), выводим нера-

венства

‖a(x,∇u)‖(m+1)/m 6 â

∫
Ω

|∇u|m+1dx

m/(m+1)

= â‖∇u‖m
m+1, (2. 2)

‖a(x, u)‖(q+1)/q 6 b̂

∫
Ω

|u|q+1dx

q/(q+1)

= b̂‖u‖q
q+1. (2. 3)

Определение обобщенного решения корректно, поскольку входящие в (2.1) интегралы
конечны. Действительно, используя неравенство Гельдера, применяя оценки (2.2), (2.3),
для функций u, v ∈

◦
W 1

m+1,q+1(Ω) выводим∫
Ω

n∑
α=1

|aα(x,∇u)||vxα |dx 6
∫
Ω

|a(x,∇u)||∇v|dx 6

6 ‖a(x,∇u)‖(m+1)/m‖∇v‖m+1 6 â‖∇u‖m
m+1‖∇v‖m+1,∫

Ω

|a(x, u)||v|dx 6 ‖a(x, u)‖(q+1)/q‖v‖q+1 6 b̂‖u‖q
q+1‖v‖q+1.
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Утверждение 1. Пусть выполнены условия (1.3)–(1.8), тогда существует обобщен-
ное решение u(x) задачи (1.1), (1.2) с вектор-функцией Φ(x) ∈ L(m+1)/m(Ω) и функцией
Φ(x) ∈ L(q+1)/q(Ω).

Доказательство проводится методом галеркинских приближений аналогично доказа-
тельству соответствующего утверждения в случае ограниченной области Ω (см. [10, гл.4,
§9]).

Утверждение 2. Пусть выполнены условия (1.3)–(1.8), тогда обобщенное решение за-
дачи (1.1), (1.2) единственно. Для решения u(x) с Φ(x) ∈ L(m+1)/m(Ω), Φ(x) ∈ L(q+1)/q(Ω)
справедлива оценка

‖∇u‖m+1
m+1 + ‖u‖q+1

q+1 6 C(m, a, b)
{
‖Φ‖(m+1)/m

(m+1)/m + ‖Φ‖(q+1)/q
(q+1)/q

}
. (2. 4)

Доказательство. Пусть u1, u2 — обобщенные решения задачи (1.1), (1.2). Запишем
тождество (2.1) дважды для u1, u2 и вычтем из первого второе, получим равенство∫

Ω

(
n∑

α=1

{
aα(x,∇u1)− aα(x,∇u2)

}
vxα +

{
a(x, u1)− a(x, u2)

}
v

)
dx = 0,

в котором положим v = u1 − u2 = δu, в результате получим тождество∫
Ω

(
n∑

α=1

{
aα(x,∇u1)− aα(x,∇u2)

}
(δu)xα +

{
a(x, u1)− a(x, u2)

}
δu

)
dx = 0.

Применяя (1.3), (1.6), установим неравенство

a‖∇δu‖m+1
m+1 + b‖δu‖q+1

q+1 6 0,

из которого следует δu = u1 − u2 в Ω.
В интегральном тождестве (2. 1) положим v = u, применяя (1.3), (1.5), (1.6), (1.8),

установим неравенство∫
Ω

{
a|∇u|m+1 + b|u|q+1

}
dx 6

∫
Ω

{|Φ||∇u|+ |Φ||u|} dx.

Далее используя неравенство Гельдера, получим соотношение

a‖∇u‖m+1
m+1 + b‖u‖q+1

q+1 6 ‖Φ‖(m+1)/m‖∇u‖m+1 + ‖Φ‖(q+1)/q‖u‖q+1.

Воспользовавшись неравенством Юнга, выводим соотношение

a‖∇u‖m+1
m+1 + b‖u‖q+1

q+1 6
a

m + 1
‖∇u‖m+1

m+1 +
b

q + 1
‖u‖q+1

q+1+

+
m

(m + 1)a1/m
‖Φ‖(m+1)/m

(m+1)/m +
q

(q + 1)b
1/q
‖Φ‖(q+1)/q

(q+1)/q,

из которого следует оценка (2.4).

3. Оценки сверху

В этом параграфе приводятся доказательства теорем 1, 2.
Доказательство теоремы 1. Выберем κ так, чтобы (m + 1)θ1/(m+1)κeκâ 6 a. Зафик-

сируем натуральное число N ≥ 2. Построим определенную в Ω липшицеву функцию ξ(x),



ПОВЕДЕНИЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ РЕШЕНИЙ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ. . .59

удовлетворяющую условиям

ξ(x) =



0, x ∈ Ω(0);

exp(−κ(N − 1)) min

(
1,

dist(S̃
(0)
i , x)

t
(1)
i

)
, x ∈ ω

(1)
i , i = 1, p(1);

exp(−κ(N + 1− ν)) exp

(
κ min

(
1,

dist(S̃
(ν−1)
i , x)

t
(ν)
i

))
,

x ∈ ω
(ν)
i , i = 1, p(ν), ν = 2, N ;

1, x ∈ Ω\Ω(N).

Нетрудно установить следующие соотношения

|∇ξ| 6 exp(−κ(N − 1))

t
(1)
i

, x ∈ ω
(1)
i , i = 1, p(1); (3. 1)

|∇ξ| 6 κξ

t
(ν)
i

, x ∈ ω
(ν)
i , i = 1, p(ν), ν = 2, N ; (3. 2)

max
ω

(ν)
i

ξ(x) = eκ min
ω

(ν)
i

ξ(x), i = 1, p(ν), ν = 2, N ; (3. 3)

max
Ω

(1)
(0)

ξ(x) = exp(−κ(N − 1)). (3. 4)

В интегральном тождестве (2. 1) положим v(x) = u(x)ξ(x) ∈
◦

W 1
m+1,q+1(Ω), ввиду того,

что Φξ = 0, Φξ ≡ 0, получим равенство∫
Ω

{
n∑

α=1

aα(x,∇u)uxα + a(x, u)u

}
ξdx = −

∫
Ω

n∑
α=1

aα(x,∇u)uξxαdx.

Далее, применяя условия (1.3)–(1.6), (1.8) выводим∫
Ω

ξ
{
a|∇u|m+1 + b|u|q+1

}
dx 6 â

∫
Ω

|u||∇u|m|∇ξ|dx = I. (3. 5)

Используя (3. 1), (3. 2), оценим правую часть последнего неравенства:

I = â

∫
Ω

(1)
(0)

|u||∇u|m|∇ξ|dx + â

N−1∑
ν=1

∫
Ω

(ν+1)
(ν)

|u||∇u|m|∇ξ|dx 6

6 â

p(1)∑
i=1

∫
ω

(1)
i

|u||∇u|m exp(−κ(N − 1))

t
(1)
i

dx + â
N∑

ν=2

p(ν)∑
i=1

∫
ω

(ν)
i

|u||∇u|m κξ

t
(ν)
i

dx. (3. 6)

Установим соотношения∫
ω

(ν)
i

|u||∇u|m

t
(ν)
i

dx 6 θ1/(m+1)

∫
ω

(ν)
i

|∇u|m+1dx, i = 1, p(ν), ν = 1, N. (3. 7)

Для этого достаточно воспользоваться неравенством Юнга и определением λ-разбиения
(1. 9), (1. 10), тогда для i = 1, p(ν), ν = 1,∞ имеем∫

ω
(ν)
i

|u || ∇u|m

t
(ν)
i

dx 6
∫

ω
(ν)
i

mε1/m|∇u|m+1

m + 1
dx +

∫
ω

(ν)
i

|u|m+1

(m + 1)(t
(ν)
i )m+1ε

dx 6
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6
∫

ω
(ν)
i

mε1/m|∇u|m+1

m + 1
dx +

∫
ω

(ν)
i

θλ
(ν)
i |u|m+1

(m + 1)ε
dx 6

6
1

m + 1

∫
ω

(ν)
i

(
mε1/m +

θ

ε

)
|∇u|m+1dx.

Выбрав ε = θm/(m+1), получаем (3. 7). Ввиду (3. 3), из (3. 7) выводим неравенства∫
ω

(ν)
i

ξ|u||∇u|m

t
(ν)
i

dx 6 eκθ1/(m+1)

∫
ω

(ν)
i

ξ|∇u|m+1dx, i = 1, p(ν), ν = 2, N.

Пользуясь (3. 6), (3. 7) и последним соотношением, нетрудно привести (3. 5) к виду∫
Ω

ξ
{
a|∇u|m+1 + b|u|q+1

}
dx 6 âθ1/(m+1) exp(−κ(N − 1))

∫
Ω

(1)
(0)

|∇u|m+1dx+

+âκθ1/(m+1)eκ

∫
Ω

(N)
(1)

ξ|∇u|m+1dx.

Благодаря выбору числа κ последнее неравенство можно переписать в виде∫
Ω\Ω(N)

{
am

m + 1
|∇u|m+1 + b|u|q+1

}
dx 6 âθ1/(m+1) exp(−κ(N − 1))

∫
Ω

(1)
(0)

|∇u|m+1dx.

Применив к оценке правой части соотношение (2. 4), устанавливаем неравенство (1. 15).
При N = 0, 1, оценка (1. 15) также справедлива ввиду ограниченности соответственно
сверху левой и снизу правой частей.

Доказательство теоремы 2. Для Π-последовательности {zj}∞j=0, ввиду (1. 18), спра-
ведливы неравенства

zj∫
zj−1

dx

f(x)
6

∆j

inf
[zj−1,zj)

f(x)
6 1, j = 1,∞,

суммируя которые по j = 1, N + 1 выводим
zN+1∫
1

dx

f(x)
6 N + 1, N ≥ 0. (3. 8)

Пусть λ-разбиение определяется Π-последовательностью {zN}∞N=0. Соединяя (3. 8), (1. 15),
получаем оценку∫

ΩzN
(f)

|u|q+1dx +

∫
ΩzN

(f)

|∇u|m+1dx 6 Meκ exp

−κ

zN+1∫
1

dx

f(x)

 , N ≥ 0. (3. 9)

Выберем произвольное r ≥ 1, зафиксируем N ≥ 0 такое, что r ∈ [zN , zN+1), из (3. 9)
выводим соотношение (1. 19).
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4. λ-последовательности

В этом параграфе для областей, расположенных вдоль оси Ox1, доказывается необ-
ходимое и достаточное условие существования λ-последовательности, приводится способ
построения λ-последовательности, являющейся оптимальной.

Лемма 1. Пусть z, a, b, c такие действительные числа, что 0 < z 6 a < b 6 c,
4 = (z, a) ∪ (b, c), |4| = a− z + c− b, тогда для любой функции g(x) ∈ C∞

0 (R) при k ≥ 1
справедливо неравенство

‖g‖k,4 6

(
c− z

b− a

)1/k

‖g‖k,(a,b) + (c− z)‖g′‖k,(z,c). (4. 1)

Доказательство. Из формулы Ньютона–Лейбница следует неравенство

|g(x)| 6 |g(y)|+
x∫

y

|g′(t)|dt, a 6 y < x 6 c. (4. 2)

Используя неравенство Гельдера, оценим интеграл
x∫

y

1 · |g′(t)|dt 6 (x− y)(k−1)/k‖g′‖k,(y,x),

тогда неравенство (4. 2) можем записать в виде

|g(x)| 6 |g(y)|+ (x− y)(k−1)/k‖g′‖k,(y,x) 6
6 |g(y)|+ (c− a)(k−1)/k‖g′‖k,(a,c), a 6 y < x 6 c.

(4. 3)

Применив интегральное неравенство Минковского по x ∈ (b, c) и y ∈ (a, b), будем иметь

(b− a)1/k‖g‖k,(b,c) 6 (c− b)1/k
{
‖g‖k,(a,b) + (c− a)(k−1)/k(b− a)1/k‖g′‖k,(a,c)

}
. (4. 4)

Аналогично устанавливается неравенство

(b− a)1/k‖g‖k,(z,a) 6 (a− z)1/k
{
‖g‖k,(a,b) + (b− z)(k−1)/k(b− a)1/k‖g′‖k,(z,b)

}
. (4. 5)

Объединив (4. 4) и (4. 5), можем записать

(b− a)1/k‖g‖k,∆ 6 |∆|1/k
{
‖g‖k,(a,b) + (c− z)(k−1)/k(b− a)1/k‖g′‖k,(z,c)

}
.

Учитывая то, что |4| < c− z, из последнего выводим (4. 1).
Утверждение 3. Пусть 0 < z 6 a < b 6 c, k = m + 1, m ≥ 1, тогда

λ−1/k(z, c) 6

(
c− z

b− a
+ 1

)1/k

λ−1/k(a, b) + (c− z). (4. 6)

Если дополнительно выполнено условие

2 6 λ(a, b)(b− a)(c− z)m, (4. 7)

то
1 6 2k(c− z)kλ(z, c). (4. 8)

Доказательство. Применим неравенство (4.1) к интервалам (a, b) ⊂ (z, c) и функции
g(x1,x

′) ∈ C∞
0 (Ω), продолженной нулем вне Ω, по переменной x1 в следующем виде

‖g(x′)‖k,∆ 6

(
c− z

b− a

)1/k

‖g(x′)‖k,(a,b) + (c− z)‖Dx1g(x′)‖k,(z,c), x′ ∈ Rn−1.
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Применяя интегральное неравенство Минковского по x′ ∈ Rn−1, находим, что

‖g‖k,Ωa
z∪Ωc

b
6

(
c− z

b− a

)1/k

‖g‖k,Ωb
a
+ (c− z)‖∇g‖k,Ωc

z
.

Используя неравенство Минковского для сумм, выводим

‖g‖k,Ωc
z

6

(
c− z

b− a
+ 1

)1/k

‖g‖k,Ωb
a
+ (c− z)‖∇g‖k,Ωc

z
.

Применив определение (1.12), получим неравенство (4.6).
Учитывая что c− z > b− a, из (4.6) имеем

λ−1/k(z, c) 6

[(
2

λ(a, b)(b− a)(c− z)k−1

)1/k

+ 1

]
(c− z).

Из последнего неравенства и условия (4.7) следует (4.8).
Следствие. Если область удовлетворяет условию (1. 13), то λ-последовательность

{zN}∞N=0 существует при произвольном z0 > 0 с числом θ ≥ 2m+1.
Доказательство. Пусть zN−1 — элемент λ-последовательности с числом θ ≥ 2m+1,

и по предположению (1.13) λ(zN−1, z∗) > 0. В качестве следующего элемента λ-
последовательности можно взять произвольное zN ≥ z∗, удовлетворяющее неравенству
2 6 λ(zN−1, z∗)(z∗ − zN−1)(zN − zN−1)

m. Тогда соотношение (1.11) следует из утверждения
3 при a = z = zN−1, b = z∗, c = zN .

Построим специальную λ-последовательность {zν}∞ν=0 с числом θ ≥ 2m+1 и покажем, что
она является оптимальной. Для этого сначала докажем справедливость неравенства

lim
r→r2

λ(r1, r) 6 λ(r1, r2). (4. 9)

Для произвольного ε > 0 выберем ненулевую функцию g(x) ∈ C∞
0 (Ω) такую, что

(λ(r1, r2) + ε)‖g(x)‖m+1
m+1,Ω

r2
r1

≥ ‖∇g(x)‖m+1
m+1,Ω

r2
r1

.

Пользуясь абсолютной непрерывностью интеграла Лебега, нетрудно установить существо-
вание такого числа δ > 0, что

(λ(r1, r2) + 2ε)‖g(x)‖m+1
m+1,Ωr

r1
≥ ‖∇g(x)‖m+1

m+1,Ωr
r1

при всех r таких, что |r − r2| < δ. Отсюда следует, что

λ(r1, r) 6 λ(r1, r2) + 2ε, r : |r − r2| < δ.

Таким образом, неравенство (4.9) установлено.
Пусть построен элемент zν−1, положим

zν = inf{x > zν−1 | 1 6 θλ(zν−1, x)(x− zν−1)
m+1}.

Непустота множества под знаком inf при θ ≥ 2m+1 вытекает из следствия. Благодаря (4.9)
имеем неравенство

1 6 θλ(zν−1, zν)(zν − zν−1)
m+1. (4. 10)

Кроме того, при любом c ∈ (zν−1, zν) выполнено противоположное неравенство

1 > θλ(zν−1, c)(c− zν−1)
m+1. (4. 11)

Утверждение 4. Пусть {zj}∞j=0 — произвольная λ-последовательность с θ > 0,
{zν}∞ν=0 — специальная λ-последовательность с θ ≥ 2m+1. Тогда найдется число C(θ) > 0
такое, что справедлива импликация (1.16).

Доказательство. Достаточно установить неравенство

zν − zν−1 6 D(zj − zj−1) (4. 12)
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для вложенных отрезков [zj−1, zj] ⊂ [zν−1, zν). Действительно, на промежутке [zν−1, zν)
расположится не более [D] целых отрезков [zj−1, zj] и, возможно, два нецелых отрезка
на концах. Всего отрезок [z0, zN ] будет содержать не более (D + 1)N отрезков [zj−1, zj],
поэтому справедливо (1.16). Для доказательства неравенства (4.12) установим оценку

c− zν−1 6 D(zj − zj−1) (4. 13)

при некотором c ≥ zν .
Положим D = (2θ)

1
m , выберем число c1 из равенства

c1 − zν−1

zj − zj−1

= D, (4. 14)

обеспечивающего (4.13). Тогда, пользуясь определением λ-последовательности (1. 11), вы-
водим

(c1 − zν−1)
m

θ(zj − zj−1)m
= 2 ≥ 2

θλ(zj−1, zj)(zj − zj−1)m+1
,

и условие (4.7) выполнено при z = zν−1, a = zj−1, b = zj, c = max(c1, zj). Применим
утверждение 3, из (4.8) следует, что точка zν специальной λ-последовательности должна
удовлетворять неравенству zν 6 c. Поскольку zj < zν , то c = c1 и (4.13) справедливо.
Утверждение доказано.

5. Π-последовательности

В этом параграфе доказывается, что Π-последовательность является λ-последовательностью,
а при дополнительном требовании на функцию f — оптимальной λ-последовательностью.

Лемма 2. Рассмотрим область Πb+
a = {(x, y) ∈ R2 | a < x < b, y > 0} и функцию

g(x, y) ∈ C∞
0 (R2), равную нулю в окрестности луча {(x, y) ∈ R2 | x = a, y > h}. При

k ≥ 1 справедливо обобщенное неравенство Фридрихса–Стеклова

‖g‖k,Πb+
a

6 31/k(b− a)‖Dxg‖k,Πb+
a

+ 2h‖Dyg‖k,Πb+
a

. (5. 1)

Доказательство. Ввиду того, что g(a, y) = 0 при y > h, неравенство (4.3) запишем в
виде

|g(x, y)| 6 (b− a)(k−1)/k‖Dxg(y)‖k,(a,b), a 6 x 6 b.

Из последнего неравенства выводим:

‖g‖k,(a,b)×(h,∞) 6 (b− a)‖Dxg‖k,(a,b)×(h,∞). (5. 2)

Далее, при каждом x, x ∈ (a, b), из неравенства (4. 1) при z = 0, a = h, b = c = 2h
получаем

‖g(x)‖k,(0,h) 6 21/k‖g(x)‖k,(h,2h) + 2h‖Dyg(x)‖k,(0,2h).

Пользуясь интегральным неравенством Минковского по x ∈ (a, b), выводим

‖g‖k,(a,b)×(0,h) 6 21/k‖g‖k,(a,b)×(h,2h) + 2h‖Dyg‖k,(a,b)×(0,2h). (5. 3)

Объединяя неравенства (5. 2) и (5. 3), пользуясь неравенством Минковского для сумм,
установим неравенство (5. 1).

Утверждение 5. Π-последовательность {zj}∞j=0 функции f(x) является
λ-последовательностью для области вращения Ω(f).

Доказательство. Для каждого s = 2, n рассмотрим область типа слоя

Ω[f, s] = {(x1,x
′) ∈ Rn | x1 > 0, |xs| < f(x1)},

с положительной функцией f(x1).
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Зафиксируем номер j ∈ N. Функцию g(x1,x
′) ∈ C∞

0 (Ω[f, s]) продолжим на все Rn нулем
за пределы Ω[f, s]. Пусть точка ẑj ∈ [zj−1, zj] такая, что inf

[zj−1,zj ]
f(x) = f(ẑj), тогда из

(1. 18) следует
f(ẑj) 6 ∆j. (5. 4)

Введем обозначения:
Πb

a = {(x1, xs) ∈ R2 | a < x1 < b},
Πb±

a = {(x1, xs) ∈ R2 | a < x1 < b, ±xs > 0}.
Воспользовавшись неравенством (5. 1) при k = m + 1, m ≥ 1, для полуполосы Π

ẑj+
zj−1 ,

получим
‖g(x′′)‖

k,Π
ẑj+
zj−1

6 2∆j‖Dx1g(x′′)‖
k,Π

ẑj+
zj−1

+ 2f(ẑj)‖Dxsg(x′′)‖
k,Π

ẑj+
zj−1

,

x′′ = (x2, ..., xs−1, xs+1, ..., xn) ∈ Rn−2. Применив (5. 4), выводим

‖g(x′′)‖k

k,Π
ẑj+
zj−1

6 4k∆k
j‖∇g(x′′)‖

k,Π
ẑj+
zj−1

.

Установив аналогичные неравенства для областей Π
ẑj−
zj−1 , Π

zj+

ẑj
, Π

zj−
ẑj

, сложив эти четыре
неравенства и проинтегрировав по x′′, получим соотношение

‖g‖k

k,Ω
zj
zj−1

[f,s]
6 4k∆k

j‖∇g‖k

k,Ω
zj
zj−1

[f,s]
.

Из него следует оценка
1 6 4m+1∆m+1

j λ(zj−1, zj; Ω[f, s]).

Поскольку Ω(f) ⊂ Ω[f, s], то λ(a, b; Ω[f, s]) 6 λ(a, b; Ω(f)). Это следует из того, что для Ω(f)
сужается множество, по которому берется инфимум в (1. 12). Утверждение доказано.

Утверждение 6. Если выполнено условие (1. 20), то Π-последовательность {zν}∞ν=0

функции f(x) является оптимальной λ-последовательностью для Ω(f). При этом для
области Ω(f) вида (1. 17) оценка (1.19) решения задачи (1. 1), (1. 2) будет того же по-
рядка, что и оценка (1. 15).

Доказательство. При доказательстве утверждения Π-последовательность {zν}∞ν=0 и
связанные с ней атрибуты будем помечать чертой сверху. Сначала установим для Π-
последовательности импликацию (1. 16). Зафиксируем натуральное ν. Обозначим через ẑν

любую точку отрезка [zν−1, zν ] такую, что inf
[zν−1,zν ]

f(x) = f(ẑν). Применяя условие (1.20),

находим вблизи ẑν точку z∗ν ∈ [zν−1, zν) такую, что

f(z∗ν) 6 ωf(ẑν). (5. 5)

Из определения Π-последовательности следуют неравенства

∆ν 6 inf
[zν−1,zν)

f(x) 6 f(z∗ν), (5. 6)

f(ẑν) 6 ∆ν . (5. 7)
Соединяя (5. 6) и (5. 5), выводим

∆ν 6 ωf(ẑν). (5. 8)
Пользуясь (5. 6), из неравенства (1. 20) при x = z∗ν находим, что

sup{f(z) | z ∈ [z∗ν −∆ν , z
∗
ν + ∆ν ]} 6 ωf(z∗ν).

Ввиду включений [zν−1, zν ] ⊂ [z∗ν −∆ν , z
∗
ν + ∆ν ], применяя (5. 5), устанавливаем справед-

ливость неравенств

f(ẑν) 6 f(x) 6 ωf(z∗ν) 6 ω2f(ẑν), x ∈ [zν−1, zν ]. (5. 9)
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Далее, для любого отрезка [a, b] ⊂ [zν−1, zν ] докажем неравенства
δ1

fm+1(ẑν)
6 λ(a, b; Ω(f)) 6

δ2

fm+1(ẑν)
, (5. 10)

с положительными числами δ1, δ2, не зависящими от ν.
Положим h = ω2f(ẑν), тогда из (5. 9) следуют неравенства λ(a, b; Ω(f)) ≥ λ(a, b; Ω[f, s]) ≥

≥ λ(a, b; Ω[h, s]), s = 2, n. Совершая замену переменных xs = hys, полагая
v(x1, ..., ys, ..., xn) = g(x1, ..., xs, ..., xn), получим

λ(a, b; Ω[h, s]) ≥ inf
v(x1,...,ys,...,xn)∈C∞0 (Ω[1,s])

∫
Ωb

a[1,s]

|Dysv|m+1dx1...dys...dxn

hm+1
∫

Ωb
a[1,s]

|v|m+1dx1...dys...dxn

=
δ1

fm+1(ẑν)
.

Чтобы доказать правое неравенство (5.10), положим h = f(ẑν), тогда справедливы нера-
венства

λ(a, b; Ω(f)) 6 λ(a, b; Ω(h)).

Далее, нетрудно показать, что

λ(a, b; Ω(h)) = inf
g(x)∈C∞0 (Ω(h))

∫
Ωb

a(h)

|∇g|m+1dx∫
Ωb

a(h)

|g|m+1dx
= inf

g(x′)∈C∞0 (B(h,0′))

∫
Rn−1

|∇′g|m+1dx′∫
Rn−1

|g|m+1dx′
.

Cовершая замену переменных x′ = hy′, полагая v(y′) = g(x′), оценим величину

λ(a, b; Ω(h)) =
1

hm+1
inf

v(y′)∈C∞0 (B(1,0′))

∫
Rn−1

|∇′v|m+1dy′∫
Rn−1

|v|m+1dy′
=

δ2

hm+1
,

где ∇′v = (Dy2v, ..., Dynv). Неравенства (5. 10) доказаны.
Пусть {zj}∞j=0 — произвольная λ-последовательность с θ > 0. Для вложенных отрезков

[zj−1, zj] ⊂ [zν−1, zν ] из определения λ-последовательности (1. 11) и неравенств (5. 10),
(5. 8) вытекают оценки

∆m+1
j ≥ 1

θλ(zj−1, zj)
≥ fm+1(ẑν)

θδ2

≥ ∆
m+1

ν

θδ2ωm+1
,

из которых следуют неравенства ∆ν 6 D∆j. Таким образом, для рассматриваемой Π-
последовательности {zν}∞ν=0 и произвольной λ-последовательности {zj}∞j=0 справедливо
неравенство (4. 12). Повторяя рассуждения утверждения 4, устанавливаем импликацию
(1. 16).

Для доказательства второй части утверждения достаточно установить неравенства

α1

r∫
1

dx

f(x)
6 N 6 α2

r∫
1

dx

f(x)
, (5. 11)

при r ∈ [zN , zN+1), N ≥ 1. Левая часть неравенства (5.11) следует из (3.8). Применяя
(5. 9), (5. 7), выводим

zν∫
zν−1

dx

f(x)
≥ ∆ν

ω2f(ẑν)
≥ 1

ω2
, ν = 1,∞. (5. 12)

Просуммировав по ν = 1, N последние неравенства, устанавливаем правую часть (5. 11).
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БАЗИСЫ "ПО ОТНОСИТЕЛЬНО МАЛЫМ ГРУППАМ"

А.С. КРИВОШЕЕВ

Аннотация. Изучаются базисы в инвариантном подпространстве, составленные из
линейных комбинаций собственных и присоединенных функций оператора дифферен-
цирования, показатели которых разбиты на относительно малые группы.

Ключевые слова: экспонента, базис, инвариантное подпространство, целая функция.

Пусть D — выпуклая область в комплексной плоскости C. Через H(D) будем обозначать
пространство функций, аналитических в D, с топологией равномерной сходимости на ком-
пактах. Пусть W — нетривиальное (W 6= H(D) и W 6= {0}) замкнутое подпространство
в H(D), инвариантное относительно оператора дифференцирования, т.е. вместе с каждой
функцией g подпространство W содержит и ее производную g′. В работе изучаются бази-
сы в W , составленные из линейных комбинаций собственных и присоединенных функций
этого оператора, показатели которых разбиты на относительно малые группы.

Собственными функциями оператора дифференцироания в H(D) являются exp(λz),
а его собственные числа λ заполняют всю комплексную плоскость. В подпространстве
W спектр оператора дифференцирования является уже не более чем счетным множе-
ством. При этом если он бесконечен, то единственная его предельная точка ∞. Пояс-
ним сказанное. Пусть µ̂(λ) обозначает преобразование Лапласа функционала µ ∈ H∗(D):
µ̂(λ) = µ(exp(λz)). Функция µ̂(λ) является целой и имеет экспоненциальный тип, т.е. для
некоторых A,B > 0 верно неравенство |µ̂(λ)| 6 A exp(B|λ|), λ ∈ C. Более того, известно
(см., например, [1]), что преобразование Лапласа устанавливает алгебраический и тополо-
гический изоморфизм пространств H∗(D) и PD, где PD есть индуктивный предел Бана-
ховых пространств,

Ps = {f ∈ H(C) : ||f ||s = sup
λ∈C

|f(λ)| exp(−HKs(λ)) <∞}.

Поскольку подпространство W ⊂ H(D) нетривиально, то существует ненулевой анали-
тический функционал µ в области D, аннулирующий W (µ(g) = 0 ∀g ∈ W ). В частности,
он обращается в ноль на всех собственных функциях оператора дифференцирования в
W , т. е. на всех экспонентах, принадлежащих подпространству W . Другими словами, если
exp(λz) — одна из таких функций, то по определению преобразования Лапласа µ̂(λ) = 0.
Нулевое множество целой функции µ̂(λ) не более чем счетно. Если оно бесконечно, то
единственной его предельной точкой является ∞. Таким образом, верно сказанное выше
относительно спектра оператора дифференцирования в W . Пусть J обозначает множество
преобразований Лапласа всех функционалов µ ∈ H∗(D), аннулирующих подпространство
W . Тогда J — замкнутое линейное подпространство в PD.

Пусть {λk} — набор общих нулей всех функций из J . Уже отмечено, что в случае, ко-
гда exp(λz) — собственная функция оператора дифференцирования в W , ее показатель
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λ совпадает с одним из чисел λk. Обратно, пусть функция exp(λz) не принадлежит под-
пространству W . Тогда в силу замкнутости последнего найдется функционал µ ∈ H∗(D),
аннулирующий W и такой, что µ̂(λ) = µ(exp(λz)) 6= 0. Следовательно, λ не входит в число
общих нулей функций из J . Таким образом, множество {λk} является спектром оператора
дифференцирования в подпространстве W .

Наша основная задача — найти представление функций из W при помощи некоторых
простых (с точки зрения их определения) функций этого подпространства. Таковыми несо-
мненно являются собственные функции оператора дифференцирования. Однако одних
лишь собственных функций недостаточно для такого представления даже в случае, когда
W есть пространство решений линейного дифференциального уравнения с постоянными
коэффициентами. Фундаментальный принцип Л. Эйлера утверждает, что это простран-
ство совпадает с линейной оболочкой всех собственных и присоединенных функций опе-
ратора дифференцирования в W . Последние, как известно, имеют вид zn exp(λz).

Пусть E — множество всех собственных и присоединенных функций оператора диф-
ференцирования в W . Опишем его. Поскольку подпространство W инвариантно относи-
тельно дифференцирования, то вместе с каждой функцией zn exp(λz) оно содержит и все
функции вида zm exp(λz), где 0 6 m 6 n. Поэтому с учетом сказанного ранее заключаем,
что E есть совокупность функций {zn exp(λkz)}, где {λk} — набор общих нулей функ-
ций из J , и 0 6 n < nk. При этом для каждого номера k число nk конечно и совпадает
с кратностью общего нуля λk. Последняя определяется из условий: 1) ϕ(n)(λk) = 0 для
любого n = 0, 1, . . . , nk − 1 и любой функции ϕ ∈ J , 2) существует ϕk ∈ J такая, что
ϕ

(nk)
k (λk) 6= 0. Действительно, дифференцируя равенство из определения преобразования

Лапласа по λ, получаем: µ̂(n)(λ) = (µ, zn exp(λz)). Следовательно, если функция zn exp(λz)
принадлежит W , то λ совпадает с одним из чисел λk и n < nk. Обратно, если zn exp(λz)
не принадлежит W , то, как и выше, найдется функционал µ ∈ H∗(D), аннулирующий W
и такой, что µ̂(n)(λ) = (µ, zn exp(λz)) 6= 0. Таким образом, E = {zn exp(λkz)}, где {λk, nk}
— совокупность общих нулей и их кратностей всех функций из J .

Очевидно, что необходимым условием представления функций из подпространства W
посредством собственных и присоединенных функций оператора дифференцирования в W
является полнота множества E в W . Если это имеет место, то говорят, что подпростран-
ство W допускает спектральный синтез. В связи с этим в дальнейшем мы будем рассмат-
ривать только подпространства W ⊂ H(D), которые допускают спектральный синтез. К
настоящему времени проблема спектрального синтеза в выпуклых областях комплексной
плоскости достаточно хорошо изучена. К примеру, в очень важном частном случае, когда
W является пространством решений однородного уравнения свертки

Mµ(g)(w) = µ(g(z − w)) = 0, g ∈ H(D), µ ∈ H∗(D),

спектральный синтез всегда имеет место (см. [2]). Заметим, что, по крайней мере, для
некоторых выпуклых областей D замкнутые подпространства в H(D), инвариантные от-
носительно оператора дифференцирования, совпадают с пространствами решений систе-
мы однородных уравнений свертки (см., например, [3, 4]). Следовательно, наиболее общим
примером инвариантных подпространств W можно считать пространства решений систе-
мы уравнений

Mµ1(g)(w) = µ1(g(z − w)) = 0, . . . ,Mµl
(g)(w) = µl(g(z − w)) = 0.

В этом случае есть простые достаточные условия наличия спектрального синтеза в W . Он
имеет место, если существует функция ϕ ∈ J , которая делится на характеристическую
функцию µ̂j каждого оператора свертки Mµj

, j = 1, . . . , l (см. [5, 6]). Для общих инвари-
антных подпространств также имеются необходимые и достаточные условия допустимости
спектрального синтеза (см. [5, 6]).
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В дальнейшем для удобства обозначений мы ограничимся рассмотрением замкнутых
инвариантных подпространств, допускающих спектральный синтез и имеющих бесконеч-
ный спектр, поскольку в противном случае инвариантное подпространство W совпадает с
пространством решений линейного дифференциального уравнения с постоянными коэф-
фициентами. Такое пространство представляет собой линейную оболочку собственных и
присоединенных функций оператора дифференцирования в W . Этот факт составляет со-
держание фундаментального принципа Л. Эйлера, который полностью решает проблему
представления функций из W в этом случае.

Из сказанного выше следует, что любое нетривиальное замкнутое инвариантное относи-
тельно оператора дифференцирования подпространство в H(D), допускающее спектраль-
ный синтез, можно получить следующим образом. Выберем последовательность {λk, nk},
где λk — комплексные, а nk — натуральные числа, удовлетворяющую условию: система
E = {zn exp(λkz)} не полна в H(D). По теореме Хана – Банаха последнее равносильно
существованию ненулевого аналитического функционала µ ∈ H∗(D), который обращается
в ноль на функциях системы E. Другими словами, найдется функция ϕ ∈ PD (преобра-
зование Лапласа функционала µ), которая обращается в ноль в точках λk с кратностью
не меньшей, чем nk. В качестве W возьмем теперь замыкание в H(D) линейной оболочки
системы E. Полученное подпространство, как нетрудно видеть, является нетривиальным
замкнутым инвариантным относительно оператора дифференцирования и допускает спек-
тральный синтез. Таким образом можно получить любое указанное подпространство.

Лемма 1. Пусть D — выпуклая область в C, W — нетривиальное за-
мкнутое инвариантное относительно дифференцирования подпространство в H(D),
E = {zn exp(λkz)}∞,nk−1

k=1,n=0 — семейство собственных и присоединенных функций оператора
дифференцирования в W . Тогда следующие утверждения эквивалентны:
1) подпространство W допускает спектральный синтез,
2) множество J совпадает с множеством функций ϕ ∈ PD, которые обращаются в ноль
в точках λk с кратностью не меньшей, чем nk, k = 1, 2, . . .

Доказательство. 1 ⇒ 2. Предположим, что утверждение 1 имеет место и пусть ϕ ∈ J .
Если µ — аналитический функционал в D, преобразованием Лапласа которого является
функция ϕ, то по определению множества J функционал µ аннулирует подпространство
W . В частности, он обращается в ноль на всех функциях системы E. Поэтому ϕ = µ̂
обращается в ноль во всех точках λk с кратностью не меньшей, чем nk. Пусть теперь
ϕ ∈ PD обращается в ноль во всех точках λk с кратностью не меньшей, чем nk, и µ ∈ H∗(D)
такой, что ϕ = µ̂. Тогда µ обращается в ноль на всех функциях системы E. Поскольку E
полна в W , то отсюда с учетом непрерывности функционала µ следует, что он аннулирует
подпространство W . Поэтому согласно определению множества J оно содержит функцию
ϕ.

2 ⇒ 1. Предположим, что утверждение 2 верно, но тем не менее подпространство W не
допускает спектральный синтез, т.е. система E не полна в W . Через W̃ обозначим замы-
кание в H(D) линейной оболочки множества E. Тогда найдется функция g ∈ W , которая
не принадлежит W̃ . По теореме Хана – Банаха существует функционал µ ∈ H∗(D), анну-
лирующий подпространство W̃ и такой, что µ(g) 6= 0. Последнее означает, что функция
µ̂ ∈ PD не принадлежит множеству J . С другой стороны, функционал µ аннулирует W̃
и, в частности, обращается в ноль на всех функциях системы E. Это означает, что µ̂
обращается в ноль во всех точках λk с кратностью не меньшей, чем nk. Тогда согласно
утверждению 2 функция µ̂ принадлежит множеству J . Полученное противоречие завер-
шает доказательство леммы.

Элементы инвариантного подпространства W с бесконечным спектром в отличие от
случая конечного спектра не всегда могут быть представлены как линейные комбинации
собственных и присоединенных функций оператора дифференцирования в W и даже как
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ряды по таким функциям. Как уже было отмечено во введении, такому представлению
может помешать излишняя концентрация точек спектра, т.е. сильное сближение точек λk

друг с другом при k → ∞. Некоторые элементы системы E в такой ситуации, являясь
линейно независимыми, будут тем не менее слишком схожи по поведению. В результа-
те появляются ряды по функциям системы E, которые расходятся, но после подходящей
расстановки скобок в них становятся сходящимися. Это приводит к тому, что некоторые
функции изW (суммы "рядов со скобками") не могут быть представлены рядами по функ-
циям системы E. Иногда удается исправить ситуацию с представлением, заменив функции
системы E другими функциями. Для этого нужно провести процедуру, схожую (но лишь
по смыслу) с процессом ортогонализации полной системы в гильбертовом пространстве,
после которой новая полная система становится базисом. К осуществлению подобной про-
цедуры мы сейчас и приступим.

Пусть W — нетривиальное замкнутое инвариантное относительно дифференцирования
подпространство в H(D), допускающее спектральный синтез, и E = {zn exp(λkz)}∞,nk−1

k=1,n=0

— система собственных и присоединенных функций оператора дифференцирования в W .
Функции новой системы, которая должна стать базисом в W , будем искать как линейные
комбинации элементов системы E, разбитой на "относительно малые группы". Пусть по-
следовательность {λk} разбита на группы Um,m = 1, 2, . . . Сделаем перенумерацию членов
этой последовательности. Точки λk, попавшие в группу Um, будем обозначать λm,l, а их
кратности — nm,l. Здесь первый индекс m совпадает с номером группы, а второй индекс
меняется в пределах от 1 до Mm, где Mm — число точек спектра, попавших в группу
Um. Будем говорить, что группы Um, m = 1, 2, . . . , относительно малы, если выполнено
следующее:

lim
m→∞

max
16j,l6Mm

|λm,j − λm,l|
|λm,1|

= 0.

Заметим, что числа λm,1 здесь можно заменить любыми другими представителями λm,j

групп Um. Это сразу следует из соотношения

lim
m→∞

max
16j,l6Mm

|λm,j|
|λm,1|

6 lim
m→∞

max
16j,l6Mm

|λm,j − λm,1|
|λm,1|

+ lim
m→∞

|λm,1|
|λm,1|

= 1.

В новых обозначениях система собственных и присоединенных функций выглядит следу-
ющим образом: E = {zn expλm,lz}

∞,Mm,nm,l−1

m=1,l=1,n=0 . Пусть Nm — число точек спектра, попавших

в группу Um, m = 1, 2, . . . , с учетом их кратности, т.е. Nm =
Mm∑
l=1

. По системе E построим

систему функций Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1. Положим

em,j(z) =
Mm∑
l=1

nm,l−1∑
n=0

cm,j,l,nz
n exp(λm,lz), m = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , Nm.

Наша ближайшая задача — подходящим образом определить коэффициенты cm,j,l,n.
Фиксируем номер m ≥ 1. Пусть Wm — линейная оболочка функций zn exp(λm,lz),
l = 1, 2, . . . ,Mm, n = 0, 1, . . . , nm,l − 1. Множество Wm — конечномерное (а значит, и за-
мкнутое) подпространство в H(D) размерности Nm. Предполагается, что система Ẽ бу-
дет базисом в W . Поэтому набор функций em,j(z), j = 1, 2, . . . , Nm должен быть базисом
в Wm. Сопряженное к Wm пространство W ∗

m можно отождествить со стандартным под-
пространством Q(Nm − 1) многочленов степени не выше Nm − 1. Поэтому проще всего
искать базис в Wm как базис, биортогональный к базису в этом подпространстве. Для
дальнейшего нам удобно поподробнее описать процесс отождествления W ∗

m с Q(Nm − 1).
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ПосколькуH(D) является пространством Фреше – Шварца, аWm — его замкнутое подпро-
странство, то (см., например, [7]) W ∗

m алгебраически и топологически изоморфно фактор-
пространству H∗(D)/W 0

m, где W 0
m — замкнутое подпространство в H∗(D), состоящее из

функционалов, аннулирующих Wm. Используя преобразование Лапласа, мы как следствие
получаем также изоморфизм W ∗

m
∼= PD/Jm, где Jm — замкнутое подпространство в PD,

состоящее из преобразований Лапласа элементов W 0
m. Поскольку Wm — линейная обо-

лочка функций zn exp(λm,lz), l = 1, . . . ,Mm, n = 0, . . . , nm,l − 1, то функционал из H∗(D)
принадлежит подпространству W 0

m тогда и только тогда, когда он обращается в ноль на
всех этих функциях. Следовательно, множество Jm состоит из тех и только тех функ-
ций ϕ ∈ PD, которые обращаются в ноль в точках λm,l с кратностью не меньшей, чем
nm,l, l = 1, 2, . . . ,Mm. Поэтому функция ω ∈ PD принадлежит классу эквивалентности
[ψ] ∈ PD/Jm, порожденному функцией ψ, тогда и только тогда, когда выполнены ра-
венства ω(n)(λm,l) = ψ(n)(λm,l), l = 1, 2, . . . ,Mm, n = 0, 1, . . . , nm,l − 1. Пространство PD

содержит в себе все многочлены. Кроме того, существует единственный многочлен q(λ)
степени не выше Nm − 1, который в точках λm,l, l = 1, 2, . . . ,Mm вместе со своими произ-
водными до порядка nm,l−1 включительно принимает заданные значения am,l ∈ C. Таким
образом, имеет место изоморфизм между пространствами W ∗

m и Q(Nm−1), определяемый
равенствами ν(zn exp(λm,lz)) = q(n)(λm,l), l = 1, 2, . . . ,Mm, n = 0, 1, . . . , nm,l − 1 где ν ∈ W ∗

m

и q ∈ Q(Nm − 1).
Чтобы обеспечить подходящие оценки на функции em,j(z), мы несколько модифициру-

ем стандартный базис в пространстве многочленов Q(Nm − 1). В качестве базиса в этом
пространстве возьмем систему Θm = { (λ−λm,1)j

j!
}Nm−1

j=0 . Теперь мы можем определить ба-
зис в пространстве Wm как систему функций Ẽm = {em,j(z)}Nm

j=1, биортогональную к Θm.
Пусть νm,j — функционал из W ∗

m, соответствующий многочлену (λ−λm,1)j−1

(j−1)!
при указан-

ном изоморфизме. Положим bm,j,l,n = νm,j(z
n exp(λm,lz)), j = 1, 2, . . . , Nm, l = 1, 2, . . . ,Mm,

n = 0, 1, . . . , nm,l − 1. Биортогональность систем Ẽm и Θm обеспечивают равенства

Mm∑
l=1

nm,l−1∑
n=0

cm,j,l,nbm,j,l,n = 1,
Mm∑
l=1

nm,l−1∑
n=0

cm,j,l,nbm,j,l,n = 0, k 6= j.

Следовательно, вектор, составленный из коэффициентов cm,j,l,n, l = 1, 2, . . . ,Mm,
n = 0, 1, . . . , nm,l − 1, является j-й строкой квадратной матрицы порядка Nm × Nm, об-
ратной к матрице, j-м столбцом которой является вектор, составленный из чисел bm,j,l,n,
l = 1, 2, . . . ,Mm, n = 0, 1, . . . , nm,l − 1. Заметим, что в частном случае, когда группа Um

состоит лишь из одной точки λm,1 (и тогда Nm = nm,1), указанные матрицы являются
единичными. В этом случае система Ẽm имеет вид Ẽm = {zj−1 exp(λm,1z)}Nm

j=1.
Таким образом, мы построили систему функций Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1, обладающую сле-
дующим свойством: для каждого m = 1, 2, . . . набор элементов Ẽ = {em,j(z)}Nm

j=1 является
базисом в пространстве Wm, биортогональным к базису Θm = { (λ−λm,1)j

j!
}Nm−1

j=0 в простран-
стве Q(Nm − 1). При этом действие функционала из W ∗

m, определяемого многочленом
(λ−λm,1)j

J !
, на функцию zn exp(λm,lz) задается как значение n-й производной этого много-

члена, вычисленной в точке λm,l.
Отметим, что построенная система функций Ẽ обладает биортогональной последова-

тельностью функционалов {µm,j}∞,Nm

m=1,j=1 ⊂ H∗(D). Действительно, любая неполная вH(D)

система функций E = {zn exp(λm,lz)}
∞,Mm,nm,l−1

m=1,l=1,n=0 (это имеет место в нашем случае, по-
скольку W — собственное подпространство в H(D)) обладает биортогональной последо-
вательностью функционалов из H∗(D) (см., например, [3, гл.2, ] или [8]). Для каждого
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m = 1, 2, . . . функционалы µm,j, j = 1, . . . , Nm можно определить как линейные комбина-
ции элементов последней последовательности. Коэффициенты этих линейных комбинаций
являются строками указанной выше матрицы, составленной из производных многочле-
нов (λ−λm,1)j

j!
, вычисленных в точках λm,l. Таким образом, коэффициенты любого ряда∑

dm,jem,j(z), сходящегося равномерно на компактах в области D к функции g ∈ H(D),
однозначно определяются по формулам dm,j = µm,j(g), m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Приведем теперь другое представление функций em,j(z), удобное для их оценок. Пусть
Γm — контур, охватывающий точки λm,l, l = 1, 2, . . . ,Mm, группы Um, и ωm(λ) — многочлен
с этими нулями с учетом их кратности и со старшим коэффициентом, равным единице,
т.е.

ωm =
Mm∏
l=1

(λ− λm,l)
nm,l , m = 1, 2, . . .

Для функции f(ς), аналитической на контуре Γm и внутри него, положим

qm(λ, f) =
1

2πi

∫
Γm

f(ς)(ωm(ς)− ωm(λ))

(ς − λ)ωm(ς)
dς, m = 1, 2, . . . (1)

В случае, когда f(ς) = exp(zς), вместо qm(λ, exp(zς)) будем использовать обозначение
qm(λ, z). Формула (1) определяет известный интерполяционный многочлен степени не вы-
ше Nm − 1, который в точках λm,l вместе со своими производными до порядка nm,l − 1
включительно принимает значения, совпадающие с соответствующими значениями функ-
ции f(ς) и ее производных, т.е.

q(n)
m (λm,l, f) = f (n)(λm,l), l = 1, 2, . . . ,Mm, n = 0, 1, . . . , nm,l − 1. (2)

Если f ∈ PD, то из последних равенств вытекает, что класс эквивалентности [f ] ∈ PD/Jm,
порожденный функцией f , содержит многочлен qm(λ, f). Поэтому f и qm(λ, f) определяют
один и тот же функционал из W ∗

m. Функция exp(zς) является преобразованием Лапласа
δ-функции, сосредоточенной в точке z: exp(zς) = δz(exp(wς)). Следовательно, многочлен
qm(λ, z) определяет функционал δz. Разложим qm(λ, z) по элементам системы Θm:

qm(λ, z) =
Nm−1∑
j=0

qm,j(z)
(λ− λm,1)

j

j!
.

С учетом биортогональности систем Θm и Ẽm находим отсюда, что при p = 1, . . . , Nm

em,p(z) = δz(em,p) = (qm(λ, z), em,p) =
Nm−1∑
j=0

qm,j(z)(
(λ− λm,1)

j

j!
, em,p) = qm,p−1(z). (3)

Таким образом, в каждой точке z функция em,p(z) совпадает с (p − 1)-й производной
многочлена qm(λ, z), вычисленной в точке λm,1. Используя интегральную формулу Коши
для производных, получаем:

em,p(z) =
(p− 1)!

2πi

∫
|λ−λm,1|=1

qm(λ, z)dλ

(λ− λm,1)p
, p = 1, . . . , Nm. (4)

Это представление позволяет установить оценки сверху на функции системы Ẽ. Но
прежде введем еще некоторые обозначения и докажем вспомогательные результаты. Пусть
D — выпуклая область в C. Положим
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X(D) = {ξ ∈ C : HD(ξ) = +∞}.
Из выпуклости и однородности функции HD(ξ) следует, что дополнение C \ X(D) —
конус. Другими словами, C \ X(D) является углом раствора не более чем π, за ис-
ключением четырех следующих случаев: 1) C \ X(D) — вся плоскость (X(D) =),
если D ограничена; 2) C\X(D) совпадает с началом координат, если D = C; 3) C\X(D) —
луч, если D — полуплоскость; 4) C \ X(D) — прямая, если D — полоса. Таким образом,
в случае, когда D — неограниченная область, реализуется одна из четырех следующих
возможностей: 1) X(D) = C \ {0}, если D = C; 2) X(D) — плоскость без луча, если
D — полуплоскость; 3) X(D) — плоскость без прямой, если D — полоса; 4) X(D) — угол
раствора не меньше π.

Пусть T — подмножество S — единичной окружности с центром в начале координат.
Для последовательности Λ = {λm,l, nm,l}∞,Mm

m=1,l=1 через Λ(T ) обозначим ее подпоследователь-
ность {λmp,l, nmp,l}, состоящую из всех членов Λ = {λm,l, nm,l} таких, что λm,l/|λm,l| ∈ T .
Положим N(Λ(T )), если Λ(T ) содержит лишь конечное число элементов, и

N(Λ(T )) = lim
p→∞

Nmp

|λmp,1|
в противном случае. Легко видеть, что

N(Λ(T1)) 6 N(Λ(T2)), если T1 ⊆ T2.

В частности, N(Λ(T )) 6 N(Λ(S)) = N(Λ) для всех T ⊆ S. В ситуации, в которой мы
находимся, каждая точка λm,l является нулем кратности не меньшей, чем nm,l любой це-
лой функции f ∈ J . Поскольку f имеет экспоненциальный тип, и последовательность Λ
разбита на относительно малые группы, то, например, из теоремы 2.3 в книге [3, гл. 1]
легко следует, что N(Λ) < +∞. Пусть F — компактное подмножество S. Если область D
отлична от всей плоскости, положим

NF (Λ) = inf
T⊃F

N(Λ(T )), ND(Λ) = sup
F⊂(S\X(D))

,

где инфимум берется по всем открытым на S множествам T , содержащим F , а супремум —
по всем компактным подмножествам F ⊂ (S \X(D)).

Пусть {Kp}∞p=1 — последовательность выпуклых компактов, исчерпывающая область D,
т.е. выполнено следующее: 1) Kp ⊂ intKp+1 для всех p ≥ 1 (int обозначает внутренность
множества), 2) D =

⋃∞
p=1Kp. Пусть HM(z) обозначает опорную функцию множества M

(точнее говоря, комплексно сопряженного с M множества):

HM(z) = sup
w∈M

Re(zw), z ∈ C.

Тогда из условия 1 следует, что для каждого p ≥ 1 существует число αp > 0 такое, что

HKp(z) + αp|z| 6 HKp+1(z), z ∈ C. (5)

Лемма 2. Пусть D — выпуклая область в C и последовательность Λ = {λm,l, nm,l}∞,Mm

m=1,l=1

такова, что ND(Λ) = 0. Тогда для каждого p = 1, 2, . . . существуют номера s > p и m0,
для которых выполнены неравенства

max
06n6Nm−1

‖ ln
n!

|λm,1|n
‖ 6 HKs(λm,1)−HKp(λm,1), m ≥ m0.
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Доказательство. Выше мы отметили, чтоN(Λ) < +∞. Следовательно, для некоторого
β > 1, не зависящего от номера m, верно неравенство Nm 6 β|λm,1|. Пусть m = 1, 2, . . . и
n = 0, 2, . . . , Nm − 1. Имеем

n!

|λm,1|n
6

nn

|λm,1|n
6 (

Nm

|λm,1|
)n 6 (

β|λm,1|
|λm,1|

)n = βn 6 βNm . (6)

Кроме того, учитывая, что n! ≥ 3−nnn при всех n = 1, 2, . . ., функция x−1 ln(3x) убывает,
когда ln(3x) > 1, и x−1 ln(3x) < 2 для всех x > 0, имеем:

ln(|λm,1|n/n!)

|λm,1|
6

ln(3n|λm,1|n/nn)

|λm,1|
=
n ln(3|λm,1|/n)

|λm,1|
6
Nm ln(3|λm,1|/Nm)

|λm,1|
, (7)

если ln(3|λm,1|/Nm) > 1, и

ln(|λm,1|n/n!)

|λm,1|
< 2. (8)

Предположим, что утверждение леммы неверно. Тогда для некоторого p = 1, 2, . . . и
каждого s > p найдется номер m(s) такой, что m(s) →∞ при s→∞ и

max
06n6Nm(s)−1

‖ ln
n!

|λm(s),1|n
‖ ≥ HKs(λm(s),1)−HKp(λm(s),1). (9)

Выделим подпоследовательность номеров s(r), r = 1, 2, . . . такую, что λm(s(r)),1/|λm(s(r)),1|
при r →∞ сходится к некоторой точке ξ ∈ S. Пусть вначале ξ ∈ S \X(D). По условию с
учетом определения величины ND(Λ) получаем NF (Λ) = 0, где F = {ξ}. Тогда согласно
определению NF (Λ) для каждого ε > 0 на окружности S найдем окрестность T точки ξ,
для которой выполнено неравенство N(Λ(T )) < ε/2. Оно означает, что начиная с некото-
рого номера r = r0 верна оценка

Nm(s(r))

|λm(s(r)),1|
< ε. (10)

Выберем ε ∈ (0, 1) такое, что ε ln β < αp и −ε ln(ε/3) < αp, где αp — число из соотношения
(5). Тогда в силу (6), (7) и (10) с учетом (5) получаем

max
06n6Nm(s(r))−1

| ln n!

|λm(s(r)),1|n
| 6 αp|λm(s(r)),1| 6 HKp+1(λm(s(r)),1)−HKp(λm(s(r)),1), r ≥ r0.

Это противоречит (9), так как HKs ≥ HKp+1 при s ≥ p+ 1.
Пусть теперь ξ ∈ S ∩X(D). Положим

H = max
η∈S

HKp(η).

Согласно определениям множества X(D) и опорной функции HD с учетом того, что ком-
пакты Kl, l = 1, 2, . . ., исчерпывают область D, найдем номер l, удовлетворяющий усло-
виям:

HKl
(ξ) > H + β ln β, HKl

(ξ) > H + 2.

В силу непрерывности опорной функции компакта эти оценки продолжаются в окрест-
ность V точки ξ:

HKl
(η) > H + β ln β, HKl

(η) > H + 2, η ∈ V.
Тогда из (6), (8) и неравенства Nm 6 β|λm,1|, m = 1, 2, . . ., получаем:
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max
06n6Nm−1

| ln n!

|λm,1|n
| < (HKl

(η)−H)|λm,1|, η ∈ V, m = 1, 2, . . .

Выберем номер r1 такой, что при r ≥ r1 точка λm(s(r)),1/|λm(s(r)),1| принадлежит множеству
V . С учетом определения H и однородности опорной функции из предыдущего имеем:

max
06n6Nm(s(r))−1

‖ ln
n!

|λm(s(r)),1|n
‖ ≥ HKl

(λm(s(r)),1)−HKp(λm(s(r)),1), r ≥ r1.

Как и выше, это противоречит (9). Лемма доказана.
Замечание. Если N(Λ) = 0, то из неравенств (6) и (7) легко следует, что

lim
m→∞

|λm,1|−1 max
06n6Nm−1

| ln n!

|λm,1|n
| = 0.

Лемма 3. Пусть D — выпуклая область в C, последовательность Λ = {λm,l, nm,l}∞,Mm

m=1,l=1

такова, что ND(Λ) = 0, и a ≥ 1. Тогда для каждого p = 1, 2, . . . существуют номера s > p
и m0, для которых выполнены неравенства

Nm ln a 6 HKs(λm,1)−HKp(λm,1), m ≥ m0.

Доказательство. Заметим лишь, что после получения оценки (6) в лемме 2 мы, по
сути, доказывали утверждение данной леммы.

В дальнейшем символом B(η, τ) будем обозначать открытый круг с центром в точке η
и радиуса τ .

Лемма 4. Пусть H(λ) — вещественнозначная, положительно однородная порядка
один функция. Пусть далее F ⊂ S, ε > 0 и τ ∈ (0, 1/3) такие, что

|H(λ)−H(η)| 6 ε/3, ∀η ∈ F, λ ∈ B(η, τ), (11)

тогда верно неравенство

sup
y∈B(z,τ |z|)

H(y) 6 inf
y∈B(z,τ |z|)

H(y) + ε inf
y∈B(z,τ |z|)

|y|, ∀z : z/|z| ∈ F. (12)

Доказательство. Пусть z/|z| ∈ F и y, x ∈ B(z, τ |z|). В силу положительной однород-
ности функции H(λ) и неравенства (11) имеем:

|H(y)−H(x)| 6 |H(y)−H(z)|+|H(x)−H(z)| 6 |z||H(y/|z|)−H(z/|z|)|+|z||H(x/|z|)−H(z/|z|)| 6
6 3−12ε|z|.

Следовательно,

sup
y∈B(z,τ |z|)

H(y) 6 inf
y∈B(z,τ |z|)

H(y) + 3−12ε|z|, ∀z : z/|z| ∈ F.

Заметим, что |z| = (1 − τ)−1 infy∈B(z,τ |z|) |y|, ∀z 6= 0. Поэтому, учитывая включение
τ ∈ (0, 1/3), из предыдущего легко получаем (12). Лемма доказана.

Теперь мы можем получить оценки сверху на функции системы Ẽ. Эти оценки являются
частным случаем следующего более общего результата. Для функции f , аналитической на
контуре Γm и внутри него через qm,j(f), j = 0, 1, . . . , Nm − 1, обозначим коэффициенты
разложения многочлена qm(λ, f) по функциям системы Θm, т.е.

qm(λ, f) =
Nm−1∑
j=0

qm,j(f)
(λ− λm,1)

j

j!
.
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Лемма 5. Пусть D — выпуклая область в C, последовательность Λ = {λm,l, nm,l}∞,Mm

m=1,l=1

с относительно малыми группами Um = {λm,l, nm,l}Mm
l=1 такова, что ND(Λ) = 0, δ > 0 и

p = 1, 2, . . . Существуют постоянная Cp и номер s > p такие, что для каждой функ-
ции f , аналитической в круге B(λm,1, δ|λm,1|), а также на контуре Γm и внутри него,
m = 1, 2, . . ., и удовлетворяющей условию

|f(ξ)| 6 C expHKp(ξ), ξ ∈ Γm ∪B(λm,1, δ|λm,1|), m = 1, 2, . . . ,

выполнены неравенства

|qm,j(f)| 6 CCp expHKs(λm,1), m = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . , Nm − 1.

Доказательство. Пусть αp — число из неравенства (5). В силу равномерной непрерыв-
ности функции HKp на окружности S найдется τ ∈ (0, δ/4) такое, что

|HKp(η)−HKp(λ)| < αp/3, ∀η ∈ S, λ ∈ B(η, 4τ). (13)

Поскольку группы Um, m = 1, 2, . . ., относительно малы, то начиная с некоторого номе-
ра m0 группа Um целиком лежит в круге B(λm,1, τ |λm,1|). Тогда согласно интегральной
теореме Коши контур Γm в определении функции qm(λ, f) при m ≥ m0 можно заменить
контуром S(λm,1, 3τ |λm,1|) — окружностью с центром в точке λm,1 и радиуса 3τ |λm,1|, т.е.

qm(λ, f) =
1

2πi

∫
S(λm,1,3τ |λm,1|)

f(ξ)(ωm(ς)− ωm(ξ))

(ξ − λ)ωm(ξ)
ξ, m ≥ m0.

Для конечного числа номеров m = 1, 2, . . . ,m0 − 1 при оценке интегралов, определяющих
числа qm,j(f), воспользуемся тем, что функция (ωm(ξ)−ωm(λ))

(ξ−λ)
аналитична. Для такихm легко

получаем требуемое неравенство:

|qm,j(f)| 6 CC_p expHKp+1(λm,1),

где постоянная C ′
p зависит от функции HKp+1 , но не зависит от f . Пусть теперь m ≥ m0.

Учитывая оценку на |f(ς)| из условия леммы и то, что Um ⊂ B(λm,1, τ |λm,1|), из последнего
представления получаем:

max
λ∈B(λm,1,2τ |λm,1|)

|qm(λ, f)| 6 2π3τ |λm,1|
2π

max
λ∈B(λm,1,2τ |λm,1|)

max
ξ∈S(λm,1,3τ |λm,1|)

|f(ξ)||ωm(ξ)− ωm(λ)|
|ξ − λ||ωm(ξ)|

6

6 C max
ξ∈S(λm,1,3τ |λm,1|)

expHKp(ξ)
2(3τ |λm,1|)Nm3τ |λm,1|
(2τ |λm,1|)Nmτ |λm,1|

= 6C(
3

2
)Nm max

ξ∈S(λm,1,3τ |λm,1|)
expHKp(ξ).

Можно считать, что круги B(λm,1, 4τ |λm,1|) при m ≥ m0 не содержат начала координат.
Тогда с учетом (13) по лемме 4 имеем:

max
λ∈B(λm,1,2τ |λm,1|)

|qm(λ, f)| 6 6C(
3

2
)Nm exp(HKp(λm,1) + αp|λm,1|).

Используя неравенство (5), получаем отсюда

max
λ∈B(λm,1,2τ |λm,1|)

|qm(λ, f)| 6 6C(
3

2
)Nm exp(HKp+1(λm,1).

Перейдем теперь к оценке производных функции qm(λ, f). Имеем:
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qm,j(f) =
j!

2πi

∫
|λ−λm,1|=1

qm(λ, f)dλ

(λ− λm,1)j+1
=

j!

2πi

∫
|λ−λm,1|=τ |λm,1|

qm(λ, f)λ

(λ− λm,1)j+1
.

Из последней оценки следует, что

|qm,j(f)| 6 j!

(τ |λm,1|)j
6C(

3

2
)Nm expHKp+1(λm,1), m ≥ m0, j = 0, 1, . . . , Nm − 1.

В силу леммы 2 найдутся номер l > p+ 1 и число C ′′ > 0 такие, что

j!

|λm,1|
6 C ′′ exp(HKl

(λm,1)−HKp+1(λm,1)), m ≥ m0, j = 0, 1, . . . , Nm − 1.

Можно считать, что τ < 1. Поэтому τ−j 6 τNm , j = 0, 1, . . . , Nm − 1. Тогда по лемме 3
найдем номер s > l и число C ′′′ > 0, для которых верна оценка

τ−j(
3

2
)Nm 6 (

3

2τ
)Nm 6 C ′′′ exp(HKs(λm,1)−HKl

(λm,1)), m ≥ m0, j = 0, 1, . . . , Nm − 1.

Таким образом, из последних соотношений получаем

|qm,j(f)| 6 6CC ′′C ′′′ expHKs(λm,1), m ≥ m0, j = 0, 1, . . . , Nm − 1.

Остается заметить, что постоянные C ′′ и C ′′′ зависят от последовательности Λ, номера p
и номера l (который зависит от p), но не зависят от функции f . Лемма доказана.

Замечание. Поскольку Γm — произвольный контур, охватывающий группу Um, то усло-
вие аналитичности функции f на Γm и внутри него можно заменить на условие аналитич-
ности f в какой-нибудь односвязной области, содержащей точки группы Um.

Следствие. Пусть D — выпуклая область в C, последовательность Λ = {λm,l, nm,l}∞,Mm

m=1,l=1

с относительно малыми группами Um = {λm,l, nm,l}Mm
l=1 такова, что ND(Λ) = 0. Для

каждого p = 1, 2, . . . существуют постоянная Cp и номер s > p такие, что

sup
w∈Kp

|em,j(w)| 6 Cp expHKs(λm,1), m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Доказательство. Пусть w ∈ Kp. Тогда по определению опорной функции имеем:

| exp(wξ)| 6 expHKp(ξ), ξ ∈ C.
Отсюда по лемме 3.5 получаем требуемое утверждение. Следствие доказано.

Замечание. Мы показали, что при условииND(Λ) = 0, для системы Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1

выполнен пункт 1 из определения почти экспоненциальной последовательности в работе
[9].

Приведем результат, сводящий решение проблемы базисности системы Ẽ в W к реше-
нию специальной интерполяционной задачи в пространстве целых функций экспоненци-
ального типа PD. Но прежде введем некоторые обозначения и докажем вспомогательные
результаты.

Лемма 6. Для каждого α > 0 сходится ряд

∞∑
m=1

Nm exp(−α|λm,1|).

Доказательство. Пусть Λ′ = {ξk} — последовательность, составленная из всех точек
λm,l, m = 1, 2, . . ., l = 1, . . . ,Mm, причем каждая λm,l встречается в ней ровно nm,l раз.
Поскольку все точки λm,l являются нулями кратности не меньшей, чем nm,l целой функции
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экспоненциального типа (из таких функций состоит множество J), то (см., например, [3]),
последовательность Λ′ имеет конечную верхнюю плотность, т.е. lim

k→∞
k/ξk. Отсюда следует,

что =(Λ′) = 0. Тогда по лемме 2 из работы [9] для каждого α > 0 сходится ряд

∞∑
k=1

exp(−α|ξk|) =

∞,Mm∑
m=1,l=1

nm,l exp(−α|λm,l|) <∞.

Так как группы Um относительно малы, то при m ≥ m0 выполнено неравенство
2−1|λm,l| 6 |λm,1|. Следовательно, для каждого α > 0

∞∑
m=m0

Nm exp(−α|λm,1|) 6
∞,Mm∑

m=m0,l=1

nm,l exp(−2−1α|λm,1|) <∞.

Лемма доказана.
Замечание. С учетом леммы 2 в работе [9] утверждение леммы 6 означает, что =(Λ̃) = 0

(величина =(Λ̃) определена в работе [9]), где Λ̃ — последовательность, составленная из
точек λm,1, m = 1, 2, . . ., причем каждая λm,1 встречается в ней ровно Nm раз.

Для каждого p = 1, 2, . . . введем банаховы пространства последовательностей

Qp(Λ) = {d = {dm,j} : ||d||p = sup
m,j

(|dm,j| exp(HKp(λm,1))) <∞},

Rp(Λ) = {b = {bm,j} : ||b||p = sup
m,j

(|bm,j| exp(−HKp(λm,1))) <∞},

здесь m = 1, 2, . . . и j = 1, . . . , Nm. Пусть Q(Λ, D) — проективный предел пространств
Qp(Λ), а R(Λ, D) — индуктивный предел пространств Rp(Λ). Определим оператор U, дей-
ствующий на пространстве Q∗(Λ, D), сопряженном к Q(Λ, D), по правилу: функционалу
ν ∈ Q∗(Λ, D) поставим в соответствие последовательность b = {bm,j}, составленную из зна-
чений ν на координатных векторах, т.е. bn,l = ν(Tn,l), где Tn,l = {dm,j} — элемент Q(Λ, D)
такой, что dm,j = 1, если m = n, j = l, и dm,j = 0 в противном случае.

Лемма 7. Пространство Q(Λ, D) рефлексивно. Оператор U является изоморфизмом
линейных топологических пространств Q∗(Λ, D) и R(Λ, D). Если ν ∈ Q∗(Λ, D), то

ν(d) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jbm,j, ∀d = {dm,j} ∈ Q(Λ, D),

где b = {bm,j} = U(ν).
Доказательство. Пусть ν — произвольный функционал из Q∗(Λ, D). Поскольку

Q(Λ, D) является проективным пределом, то найдется номер p = 1, 2, . . . такой, что
ν ∈ Q∗

p(Λ). Через ||ν||′p обозначим норму функционала ν в пространстве Q∗
p(Λ). Тогда

имеем:

|bn,l| = |ν(Tn,l)| 6 ||ν||′p||Tn,l||p = ||ν||′p exp(HKp(λn,1)), n = 1, 2, . . . , l = 1, . . . , Nn.

Следовательно, ||U(ν)||p = ||b||p 6 ||ν||′p. Это означает, что оператор U непрерывным
образом переводит пространство Q∗(Λ, D) в пространство R(Λ, D). Покажем теперь, что
он инъективен и сюръективен.

Заметим, что координатные векторы Tm,j образуют базис в пространстве Q(Λ, D). Дей-
ствительно, для любого d = {dm,j} ∈ Q(Λ, D) и каждого p = 1, 2, . . . с учетом (5) имеем:
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||
∞,Nm∑

m=m0,j=j0

dm,jTm,j||p = sup
m≥m0,j≥j0

(|dm,j| exp(HKp(λm,1))) =

= sup
m≥m0,j≥j0

(|dm,j| exp(HKp+1(λm,1)) exp(−HKp+1(λm,1)) exp(HKp(λm,1))) 6

6 sup
m≥m0,j≥j0

(|dm,j| exp(HKp+1(λm,1)) exp(−α|λm,1|)) 6

6 sup
m≥m0,j≥j0

(|dm,j| exp(HKp+1(λm,1))) sup
m≥m0

(exp(−αp|λm,1|)) 6

6 ||d||p sup
m≥m0

(exp(−αp|λm,1|)) → 0, m0 →∞.

Таким образом, верно представление

d =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jTm,j.

Причем ряд сходится в топологии пространства Q(Λ, D). Тогда для любого функционала
ν ∈ Q∗(Λ, D) имеем:

ν(d) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jν(Tm,j), d = {dm,j} ∈ Q(Λ, D).

Следовательно, совпадение значений функционалов ν1, ν2 ∈ Q∗(Λ, D) на координатных
векторах влечет за собой их равенство, т.е. U — инъективный оператор.

Пусть теперь b = {bm,j} — произвольный элемент пространства R(Λ, D). Согласно его
определению найдется номер p = 1, 2, . . . такой, что b ∈ Rp(Λ), т.е. ||b||p < ∞. Определим
функционал ν по формуле

ν(d) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jbm,j, d = {dm,j} ∈ Q(Λ, D).

Поскольку ||d||p+1 <∞, то с учетом (5) и леммы 6 верно неравенство

|ν(d)| 6
∞,Nm∑

m=1,j=1

|dm,jbm,j| 6
∞,Nm∑

m=1,j=1

||d||p+1 exp(−HKp+1(λm,1))||b||p exp(HKp(λm,1)) 6

6 ||d||p+1||b||p
∞∑

m=1

Nm exp(−αp|λm,1|) 6 C||d||p+1||b||p.

Это означает, что ν ∈ Q∗
p+1(Λ), причем ||ν||′p 6 C||b||p. Следовательно, U — сюръективный

оператор, а его обратный U−1 непрерывен.
Мы показали, что U осуществляет изоморфизм пространств Q∗(Λ, D) и R(Λ, D). Ана-

логично доказывается, что сопряженный к U оператор U∗ осуществляет изоморфизм про-
странств R∗(Λ, D) и Q(Λ, D). Лемма доказана.

На фактор-пространстве PD/J определим оператор G, действующий следующим обра-
зом. Каждому классу эквивалентности [f ] ∈ PD/J поставим в соответствие последователь-
ность b = {bm,j}, определяемую по формуле: bm,j = qm,j−1(f), m = 1, 2, . . ., j = 1, . . . , Nm.
Оператор G корректно определен, т.е. любой другой представитель ϕ-класса эквивалент-
ности [f ] порождает ту же последовательность b = {bm,j}, что и функция f . Действитель-
но, пусть ϕ ∈ [f ]. Тогда (ϕ− f) ∈ J . Следовательно, функция ϕ− f обращается в ноль во
всех точках λm,l вместе со своими производными до порядка nm,l− 1 включительно. Этим



80 А.С. КРИВОШЕЕВ

же свойством обладает и многочлен qm(λ, ϕ−f),m = 1, 2, . . . Поскольку его степень не пре-
восходитNm−1, то qm(λ, ϕ−f) ≡ 0. Отсюда вытекает, что qm,j(ϕ−f) = qm,j(ϕ)−qm,j(f) = 0,
m = 1, 2, . . ., j = 0, . . . , Nm − 1.

Теорема 1. Пусть D — выпуклая область в C, W — нетривиальное замкнутое
инвариантное относительно дифференцирования подпространство в H(D), допуска-
ющее спектральный синтез, E = {zn exp(λm,lz)}

∞,Mm,nm,l−1

m=1,l=1,n=0 — система собственных
и присоединенных функций оператора дифференцирования в W , последовательность
Λ = {λm,l, nm,l}∞,Mm

m=1,l=1 с относительно малыми группами Um = {λm,l, nm,l}Mm
l=1 такова,

что ND(Λ) = 0. Тогда следующие утверждения эквивалентны.
1) Система функций Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1 является почти экспоненциальным базисом
в W (см. [9]) с показателями λm,1, m = 1, 2, . . . (точнее говоря, с показателями λ′m,j, где
λ′m,j = λm,1, j = 1, . . . , Nm).

2) Для каждой последовательности b = {bm,j} из пространства R(Λ, D) существует
функция f ∈ PD такая, что bm,j = qm,j−1(f), m = 1, 2, . . ., j = 1, . . . , Nm.

3) Оператор G является изоморфизмом пространств PD/J и R(Λ, D).
Доказательство. 1⇒2. Пусть b ∈ R(Λ, D). По лемме 7 найдем функционал

ν ∈ Q∗(Λ, D), для которого выполнены равенства bm,j = ν(Tm,j),m = 1, 2, . . ., j = 1, . . . , Nm.
Тогда согласно утверждению 1 и теореме 3 существует функционал µ ∈ W ∗ такой, что

µ(em,j) = bm,j, m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm. (14)

Поскольку µ — непрерывный функционал, то найдутся номер p и постоянная C, удовле-
творяющие условию

|µ(g)| 6 C sup
z∈Kp

|g(z)|, ∀g ∈ W.

По теореме Хана – Банаха µ продолжается как линейный функционал на все пространство
H(D) с сохранением последней оценки. Она означает, что µ продолжается и как непре-
рывный функционал. Пусть f ∈ PD — преобразование Лапласа функционала µ ∈ H∗(D) и
χ — функция, ассоциированная по Борелю с f . Она аналитична в окрестности бесконечно
удаленной точки, а все ее особенности лежат в области D. Имеет место представление (см.
[3])

µ(g) =
1

2πi

∫
L

g(z)χ(z)z, g ∈ H(D),

где L — контур в области D, охватывающий особенности функции χ. В частности,

f(ς) = µ(exp(ςz)) =
1

2πi

∫
L

exp(ςz)χ(z)dz.

Отсюда с учетом (4), (14) и определения чисел qm,j(f) получаем:

qm,j(f) =
j!

2πi

∫
|λ−λm,1|=1

qm(λ, f)dλ

(λ− λm,1)j+1
=

j!

(2πi)2

∫
|λ−λm,1|=1

∫
Γm

f(ς)(ωm(ς)− ωm(λ))

(λ− λm,1)j+1(ς − λ)ωm(ς)
dςdλ =

=
j!

(2πi)3

∫
|λ−λm,1|=1

∫
Γm

∫
L

exp(ςz)χ(z)(ωm(ς)− ωm(λ))

(λ− λm,1)j+1(ς − λ)ωm(ς)
dzdςλ =
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=
j!

(2πi)2

∫
|λ−λm,1|=1

∫
L

qm(λ, z)χ(z)

(λ− λm,1)j+1
zdλ =

1

2πi

∫
L

em,j+1(z)χ(z)dz = µ(em,j+1) = bm,j+1,

m = 1, 2, . . ., j = 0, . . . , Nm − 1. Таким образом, импликация 1⇒2 доказана.
2⇒3. Пусть [f1], [f2] ∈ PD/J . Предположим, что G[f1] = G[f2]. Тогда для каждого

m = 1, 2, . . . коэффициенты многочленов qm(λ, f1) и qm(λ, f2) в базисе Θm = { (λ−λm,1)j

j!
}Nm−1

j=0 ,
а вместе с ними и сами многочлены, совпадают. Выше было отмечено, что во всех точках
λm,l значения многочлена qm(λ, f) и функции f , а также их соответствующих производ-
ных до порядка nm,l−1 включительно, равны. Следовательно, разность f1−f2 обращается
в ноль во всех точках λm,l вместе со своими производными до порядка nm,l − 1 включи-
тельно. По условию подпространство W допускает спектральный синтез. Тогда по лемме
1 функция f1 − f2 принадлежит множеству J , т.е. [f1] = [f2]. Это означает, что оператор
G инъективен. Согласно утверждению 2 он еще и сюръективен.

Пусть k = 1, 2, . . . По лемме 5 существуют постоянная Ck и номер s > k такие, что для
каждой функции ∈ Pk верно неравенство

|qm,j(f)| 6 ||f ||kCk expHKs(λm,1), m = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . , Nm − 1.

Поскольку каноническое отображение PD → PD/J открыто, то отсюда вытекает, что опе-
ратор G : PD/J → R(Λ, D) непрерывен. Тогда по теореме об открытом отображении (см.
[10], приложение 1, теорема 2) для отделимых пространств, покрываемых счетным семей-
ством своих подпространств Фреше (каковыми, очевидно, являются пространства PD/J и
R(Λ, D)), оператор G есть изоморфизм линейных топологических пространств.

3⇒1. Для доказательства утверждения 1 достаточно проверить выполнение условий
теоремы 4 из работы [9]. Согласно следствию из леммы 5 и замечанию к лемме 6 для
последовательности Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1 выполнены все условия леммы 3 из работы [9].
Поэтому в силу этой леммы для каждого элемента d = {dm,j} ∈ Q(Λ, D) ряд

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jem,j(z)

сходится равномерно на компактах в областиD. Другими словами, оператор B : Q(Λ, D) → W
из работы [9] определен на всем пространстве Q(Λ, D).

Выше было отмечено, что для системы функций Ẽ существует биортогональная после-
довательность функционалов из H∗(D). Таким образом, с учетом замечания к лемме 6
остается показать, что B — сюръективный оператор, т.е. любая функция g ∈ W раскла-
дывается в ряд по системе Ẽ, сходящийся равномерно на компактах из D.

Пусть g ∈ W . Функция g определяет линейный непрерывный функционал на простран-
стве W ∗, сопряженном к W . Поскольку H(D) является пространством Фреше – Шварца,
а W — его замкнутое подпространство, то (см., например, [7]) W ∗ алгебраически и тополо-
гически изоморфно фактор-пространству H∗(D)/W 0, где W 0 — множество всех функцио-
налов µ из H∗(D), аннулирующих подпространство W . С учетом преобразования Лапласа
имеет место также изоморфизм между пространствами W ∗ и PD/J . Пусть σ — линейный
непрерывный функционал на пространстве PD/J , такой, что

(σ, [f ]) = ([µ], g), ∀[µ] ∈ H∗(D)/W 0,

где f — преобразование Лапласа функционала µ ∈ H∗(D). Поскольку утверждение 3
верно, то найдется функционал ρ ∈ R∗(Λ, D), для которого
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(ρ,G([f ])) = (σ, [f ]) = ([µ], g),∀[µ] ∈ H∗(D)/W 0.

По лемме 7 существует элемент d = {dm,j} пространства Q(Λ, D) такой, что

([µ], g) = (σ, [f ]) = (ρ,G([f ])) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jqm,j−1(f), ∀[µ] ∈ H∗(D)/W 0.

В качестве функционала µ ∈ H∗(D) в этих равенствах возьмем δ-функцию, сосредоточен-
ную в точке z ∈ D. Тогда с учетом (3) имеем:

g(z) = ([δz], g) = (σ, [exp(λz)]) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jqm,j−1(z) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jem,j(z), z ∈ D.

Остается показать, что последний ряд сходится равномерно на компактах в области D.
Пусть K — компакт в D. Поскольку последовательность {Kp} исчерпывает область D, то
найдется номер p такой, что K ⊂ Kp. Пусть z ∈ Kp. Тогда exp(λz) ∈ Pp ⊂ PD, причем
|| exp(λz)||p 6 1. Следовательно, с учетом определения топологии на фактор-пространстве
и утверждения 3 данной теоремы найдутся номер s и постоянная C > 0, для которых
верно неравенство

||G(exp(λz))||s 6 C, ∀z ∈ Kp.

Отсюда, пользуясь непрерывностью функционала ρ на пространстве R(Λ, D), а значит, и
на пространстве Rs+1(Λ), и неравенством (5), получаем:

sup
z∈Kp

|
∞,Nm∑

m=m0,j=j0

dm,jem,j(z)| 6 sup
z∈Kp

C ′ sup
m≥m0,j≥j0

(|em,j(z)| exp(−HKs+1(λm,1))) =

= C ′ sup
z∈Kp

sup
m≥m0,j≥j0

(|em,j(z)| exp(−HKs(λm,1))) exp(−HKs+1(λm,1)) exp(−HKs(λm,1)) 6

6 C ′ sup
z∈Kp

sup
m≥m0,j≥j0

(|em,j(z)| exp(−HKs(λm,1))) exp(−αs|λm,1|) 6

6 C ′ sup
z∈Kp

sup
m≥m0,j≥j0

(|em,j(z)| exp(−HKs(λm,1))) sup
m≥m0,j≥j0

(exp(−αs|λm,1|)) 6

6 C ′ sup
z∈Kp

||G(exp(λz))||s sup
m≥m0

exp(−αs|λm,1|) 6 C ′C sup
m≥m0

exp(−αs|λm,1|) → 0,

когда m0 → ∞. Таким образом, требуемый ряд сходится равномерно на компактах в
области D. Теорема полностью доказана.

Теорема 1 сводит решение проблемы существования базиса в подпространстве W к ре-
шению специальной интерполяционной задачи в пространстве целых функций экспонен-
циального типа PD. Однако в теореме 1 мы имеем дело только с конкретной системой
функций Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1. Естественно возникает вопрос о наличии в W других, от-
личных от Ẽ базисов по относительно малым группам (т.е. базисов, подобных Ẽ). Далее
мы дадим ответ на этот вопрос. Покажем, что при дополнительном условии на систему Ẽ
из существования базиса по относительно малым группам в подпространстве W следует
базисность системы Ẽ в W . Кроме того, опираясь на систему Ẽ, дадим описание всех
возможных базисов по относительно малым группам в подпространстве W .
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Будем говорить, что система функций Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1 обладает групповым свой-
ством Кете, если для любого номера p существуют номер s и постоянная C, удовлетворя-
ющие следующему условию: для каждого m = 1, 2, . . . и каждой функции h вида

h(z) =
Nm∑
j=1

am,jem,j(z)

выполнено неравенство

Nm∑
j=1

|am,j| sup
z∈Kp

|em,j(z)| 6 C sup
z∈Ks

|h(z)|.

Заметим, что любая функция h ∈ Wm является линейной комбинацией элементов системы
Ẽm = {em,j(z)}Nm

j=1, так как эта система биортогональна к базису Θm в пространствеQ(Nm−
1).

Наряду с системой Ẽ рассмотрим и другие системы функций Ẽ ′ = {e′m,j(z)}
∞,Nm

m=1,j=1,
построенные по относительно малым группам. Элементы любой такой системы можно
разложить по базисам Ẽm в Wm. Положим

e′m,j(z) =
Nm∑
k=1

am,jem,k(z), m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Будем говорить, что система E ′ нормирована, если для всех m = 1, 2, . . .

max
16k6Nm

|am,j,k| = 1, j = 1, . . . , Nm.

Лемма 8. Пусть Ẽ = {em,j(z)}Nm
j=1 — почти экспоненциальная последовательность в

области D с показателями λm,1, обладающая групповым свойством Кете. Тогда любая
нормированная система E ′ = {e′m,j(z)}Nm

j=1 является почти экспоненциальной последова-
тельностью в D с показателями λm,1.

Доказательство. Фиксируем p ≥ 1. Поскольку Ẽ — почти экспоненциальная последо-
вательность, то существуют постоянная a > 0 и номер s такие, что

sup
w∈Kp

|em,j(w)| 6 a exp(HKs(λm,1)), m = 1, 2, . . . ; j = 1, . . . , Nm.

Отсюда, учитывая, что E ′ — нормированная система, получаем

sup
w∈Kp

|e′m,j(w)| 6
Nm∑
k=1

sup
w∈Kp

|am,j,kem,k(w)| 6 Nma exp(HKs(λm,1)).

Пусть αs — число из неравенства (5). В силу леммы 6 имеем оценку

Nm 6 exp(αs|λm,1|), m = 1, 2, . . .

Следовательно, согласно (5)

sup
w∈Kp

|e′m,j(w)| 6 a exp(αs|λm,1|) exp(HKs(λm,1)) 6 a exp(HKs+1(λm,1)).

Это дает нам пункт 1 из определения почти экспоненциальной последовательности в ра-
боте [9]. Проверим теперь пункт 2 этого определения. Фиксируем p ≥ 1. Поскольку Ẽ —
почти экспоненциальная последовательность, то существуют постоянная b > 0 и номер s
такие, что
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b exp(HKp(λm,1)) 6 sup
w∈Kp

|em,j(w)|, m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Кроме того, Ẽ обладает групповым свойством Кете. Следовательно, существуют номер n
и постоянная C, для которых верна оценка

Nm∑
k=1

|am,j,k| sup
z∈Ks

|em,k(z)| 6 C sup
z∈Kn

|e′m,j(z)|, m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

По условию система E ′ нормирована. Поэтому для каждых m = 1, 2, . . . и j = 1, . . . , Nm

имеется коэффициент am,j,k с модулем, равным единице. Тогда в силу предыдущих нера-
венств

b exp(HKp(λm,1)) 6 sup
z∈Ks

|em,k(z)| 6
Nm∑
k=1

|am,j,k| sup
z∈Ks

|em,k(z)| 6 C sup
z∈Kn

|e′m,j(z)|.

Это дает нам необходимую оценку. Лемма доказана.
Замечание 1. Пусть E ′ = {e′m,j(z)}

∞,Nm

m=1,j=1 является базисом в подпространстве W ,
т.е. каждая функция из W единственным образом раскладывается в ряд по системе E ′,
который сходится равномерно на компактах в области D. Поделив каждый элемент e′m,j(z)
этой системы на самый большой по модулю коэффициент am,j,k, k = 1, . . . , Nm, мы получим
нормированный базис в W . При выполнении условий леммы 8 этот базис становится почти
экспоненциальным.

Теорема 2. Пусть Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1 — почти экспоненциальная последователь-
ность в области D с показателями λm,1, обладающая групповым свойством Кете. Если
в подпространстве W существует базис по относительно малым группам, то система
Ẽ также является базисом в W .

Доказательство. Пусть Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1 — базис в подпространствеW , т.е. каждая
функция g ∈ W имеет единственное представление

g(z) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,je
′
m,j(z),

причем ряд сходится равномерно на компактах в области D. Можно считать, что система
E ′ нормирована. Тогда по лемме 8 она является почти экспоненциальным базисом в W .
Следовательно, с учетом замечания к лемме 6 согласно следствию из леммы 3 в работе [9]
для каждого номера s ≥ 1 сходится ряд

∞,Nm∑
m=1,j=1

|dm,j| sup
z∈Ks

|e′m,j(z)| <∞. (15)

Используя определение функций e′m,j, из предыдущего разложения получаем:

g(z) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,je
′
m,j(z) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,j

Nm∑
k=1

am,j,kem,k(z) =

=

∞,Nm∑
m=1,k=1

em,k(z)
Nm∑
j=1

dm,jam,j,k =

∞,Nm∑
m=1,k=1

bm,kem,k(z).

Таким образом, мы имеем разложение функции g(z) по системе Ẽ. Оно является един-
ственным, так как Ẽ обладает биортогональной системой функционалов. Поскольку g(z) —
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произвольная функция из подпространства W , то для установления базисности системы Ẽ
в W достаточно доказать, что последний ряд сходится равномерно на компактах в области
D.

Фиксируем p ≥ 1. Имеем:

∞,Nm∑
m=1,k=1

|bm,k| sup
z∈Kp

|em,k(z)| 6=

∞,Nm∑
m=1,k=1

sup
z∈Kp

|em,k(z)|
Nm∑
j=1

||dm,jam,j,k| =

=

∞,Nm∑
m=1,j=1

|dm,j|
Nm∑
k=1

|am,j,k| sup
z∈Kp

|em,k(z)|.

По условию система Ẽ обладает групповым свойством Кете. Следовательно, существуют
номер s и постоянная C такие, что

Nm∑
k=1

|am,j,k| sup
z∈Kp

|em,k(z)| 6 C sup
z∈Ks

|e′m,j(z)|, m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Отсюда с учетом (15) получаем

∞,Nm∑
m=1,k=1

|bm,k| sup
z∈Kp

|em,k(z)| 6 C

∞,Nm∑
m=1,j=1

|dm,j| sup
z∈Ks

|e′m,j(z)| <∞.

Это означает, что рассматриваемый ряд сходится равномерно на компактах Kp,
p = 1, 2, . . .. Поскольку эти компакты исчерпывают область D, то мы получаем требуе-
мое утверждение. Теорема доказана.

Теорема 2 проблему существования базиса по относительно малым группам в подпро-
странстве W сводит к проверке базисности системы Ẽ в этом подпространстве. В заклю-
чение работы дадим описание всех возможных базисов в W .

Для каждого m = 1, 2, . . . через Am = {am,j,k} обозначим матрицу, составленную из
коэффициентов разложения функций e′m,j(z) по базису Ẽm = {em,j(z)}Nm

j=1. Пусть Am —
невырожденная и A−1

m = (bm,j,k) — матрица, обратная к Am. Если T — открытое подмно-
жество единичной окружности S, то символом A(T ) будем обозначать подпоследователь-
ность {Am(l)}∞l=1 последовательности A = {Am}, состоящую из всех матриц A таких, что
точка λm,1/|λm,1| попадает в T . Положим a(A(T )) = 0, если A(T ) содержит лишь конечное
число элементов, и

a(A(T )) = lim
j→∞

max
16j,k6Nm(l)

ln |bm(l),j,k|
|λm(l),1|

в противном случае. Для T = S вместо a(A(T )) будем использовать обозначение a(A).
Пусть F — компактное подмножество S. Если область D отлична от всей плоскости,

положим

aF (A) = inf
E⊃F

a(A(T )), aD(A) = sup
F⊂(S\X(D))

aF (A),

где инфимум берется по всем открытым на S множествам T , содержащим F , а супремум —
по всем компактным подмножествам F ⊂ (S \X(D)).

Лемма 9. Пусть D — выпуклая область в C. Соотношения aD(A) = 0 и a(A) < ∞
имеют место тогда и только тогда, когда для каждого p = 1, 2, . . . существуют номер
s > p и постоянная γ > 0 такие, что выполнены неравенства

ln |bm,j,k| 6 HKs(λm,1)−HKp(λm,1) + γ, m = 1, 2, . . . , j, k = 1, . . . , Nm. (16)
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Доказательство. Пусть aD(A) = 0 и a(A) < ∞. Предположим, что неравенство (16)
неверно. Тогда для некоторого p = 1, 2, . . . и каждого s > p найдется номер m(s) такой,
что m(s) →∞ при s→∞ и

max
16j,k6Nm(s)

ln |bm(s),j,k| ≥ HKs(λm(s),1)−HKp(λm(s),1). (17)

Выделим подпоследовательность номеров s(r), r = 1, 2, . . . такую, что λm(s(r)),1/|λm(s(r)),1|
при r → ∞ сходится к некоторой точке ξ ∈ S. Пусть вначале ξ ∈ S \ X(D). По условию
с учетом определения величины aD(A) получаем aF (A) = 0, где F = {ξ}. Тогда согласно
определению aF (A) для каждого ε > 0 на окружности S найдем окрестность T точки ξ, для
которой выполнено неравенство a(A(T )) < ε/2. Оно означает, что начиная с некоторого
номера r = r0 верна оценка

max
16j,k6Nm(s(r))

ln |bm(s(r)),j,k|
|λm(s(r)),1|

< ε.

Выберем ε > 0 такое, что ε < αp, где αp — число из соотношения (5). Тогда из последнего
неравенства с учетом (5) получаем

max
16j,k6Nm(s(r))

ln |bm(s(r)),j,k| 6 αp|λm(s(r)),1| 6 HKp+1(λm(s(r)),1)−HKp(λm(s(r)),1), r ≥ r0.

Это противоречит (17), так как HKs ≥ HKp+1 при s ≥ p+ 1.
Пусть теперь ξ ∈ S ∩ X(D). Так как a(A) < ∞, то по определению величины a(A)

найдется постоянная β > 0 такая, что

max
16j,k6Nm

ln |bm,j,k| 6 β|λm,1|, m = 1, 2, . . . (18)

Положим H = maxη∈SHKp(η). Согласно определениям множества X(D) и опорной функ-
цииHD с учетом того, что компактыKl, l = 1, 2, . . ., исчерпывают областьD, найдем номер
l, удовлетворяющий условию: HKl

(ξ) > H + β. В силу непрерывности опорной функции
компакта эта оценка продолжается в окрестность V точки ξ: HKl

(η) > H+β, η ∈ V . Тогда
из (18) получаем:

max
16j,k6Nm

ln |bm,j,k| 6 β|λm,1| < (HKl
(η)−H)|λm,1|, η ∈ V, m = 1, 2, . . .

Выберем номер r1 такой, что при r ≥ r1 точка λm(s(r)),1/|λm(s(r)),1| принадлежит множеству
V . С учетом определения H и однородности опорной функции из предыдущего имеем:

max
1,6j,k6Nm(s(r))

ln |bm(s(r)),j,k| < HKl
(λm(s(r)),1)−HKp(λm(s(r)),1), r ≥ r1.

Как и выше, это противоречит (17). Таким образом, наше допущение неверно, т.е. (16)
имеет место.

Предположим теперь, что выполнено неравенство (16). Согласно ему найдем номер s > 1
и постоянную γ > 0, удовлетворяющие условию

ln |bm,j,k| 6 HKs(λm,1)−HK1(λm,1) + γ, m = 1, 2, . . . , j, k = 1, . . . , Nm.

Положим H2 = maxη∈SHKs(η) и H1 = minK1(η). Тогда с учетом однородности опорной
функции получаем:

ln |bm,j,k| 6 H2|λm,1| −H1|λm,1|, m = 1, 2, . . . , j, k = 1, . . . , Nm.
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Следовательно, a(A) 6 H2−H1 <∞. Остается показать, что aD(A) = 0. Для этого согласно
определению величины aD(A) достаточно установить равенство aF (A) = 0, где F — про-
извольное компактное подмножество S \X(D). Фиксируем ε > 0 и компакт F ⊂ S \X(D).
Поскольку последовательность {Kp} исчерпывает область D и HD(ς) 6= ∞, то с уче-
том определения опорной функции для каждого ς ∈ F найдется номер p(ς) такой, что
HKp(ς)

> HD(ς)− ε. По предположению выполнено (16). Поэтому для каждого p(ς), ς ∈ F ,
существуют номер s(ς) > p(ς) и постоянная γ(ς) > 0 такие, что

ln |bm,j,k| 6 HKs(ς)
(λm,1)−HKp(ς)

(λm,1) + γ(ς), m = 1, 2, . . . , j, k = 1, . . . , Nm. (19)

Компакт Ks для всех s = 1, 2, . . . лежит в области D. Это влечет за собой неравенство
HD 6 HKs(ς)

. Следовательно, в силу выбора номера p(ς) получаем: HKp(ς)
(ς) > HKs(ς)

(ς)−ε.
По непрерывности последнее неравенство продолжается в окрестность V (ς) точки ς:

HKp(ς)
(η) > HKs(ς)

(η)− ε, η ∈ V (ς). (20)

Из покрытия V (ς), ς ∈ F , компакта F выделим конечное подпокрытие V (ς(1)), . . . , V (ς(t)).
Положим T = S∩(

⋃
16i6t V (ς(i))) и γ0 = max16i6t γ(ς(i)). Пусть A(T ) = {Am(l)}. Используя

однородность опорной функции из (19) и (20), получаем:

ln |bm(l),j,k| 6 ε|λm(l),1|+ γ0, l ≥ 1.

Если A(T ) содержит лишь конечное число элементов, то по определению a(A(T )) = 0. В
противном случае |λm(l),1| → ∞ при l →∞. Тогда из последнего неравенства следует, что
a(A(T )) 6 ε. Поскольку ε > 0 произвольно, то aF (A) = 0. Лемма доказана.

Теорема 3. Пусть Ẽ = {em,j(z)}∞,Nm

m=1,j=1 — почти экспоненциальный базис с показа-
телями λm,1 в подпространстве W , а Ẽ ′ = {e′m,j(z)}

∞,Nm

m=1,j=1 — нормированная последова-
тельность. Система E ′ является базисом в W тогда и только тогда, когда aD(A) = 0,
a(A) <∞.

Доказательство. По условию Ẽ — почти экспоненциальный базис в W . Тогда с учетом
замечания к лемме 6 по следствию из теоремы 3 в работе [9] система Ẽ является базисом
Кете в W , т.е. для любого p ≥ 1 существуют номер l и β > 0, не зависящие от g ∈ W ,
такие, что

∞,Nm∑
m=1,j=1

|dm,j| sup
z∈Kp

|em,j(z)| 6 β sup
z∈Kl

|g(z)|, (21)

где g(z) =
∞,Nm∑

m=1,j=1

dm,jem,j(z). В частности, последнее неравенство выполнено для любой

функции g ∈ Wm,m = 1, 2, . . .. Это означает, что система Ẽ обладает групповым свойством
Кете. Следовательно, по лемме 8 E ′ — почти экспоненциальная последовательность в D
с показателями λm,1. Предположим, что система E ′ является базисом в подпространстве
W . Тогда E ′ = {e′m,j(z)}

∞,Nm

m=1,j=1 — базис в Wm. Поэтому для каждого m = 1, 2, . . . суще-
ствует матрица A−1

m = (bm,j,k), обратная к Am. Кроме того, по тем же соображениям, что
и для Ẽ, система E ′ обладает групповым свойством Кете. В частности, для любого l ≥ 1
существуют номер r и постоянная β > 0, не зависящие от m = 1, 2, . . . и j = 1, . . . , Nm,
такие, что

Nm∑
k=1

|bm,j,k| sup
z∈Kl

|e′m,k(z)| 6 β sup
z∈Kr

|em,j(z)|,
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где em,j(z) =
∑Nm

k=1 bm,j,ke
′
m,k(z). Отсюда следует, что

ln |bm,j,k| 6 ln sup
z∈Kr

|em,j(z)| − ln sup
z∈Kl

|e′m,k(z)|+ ln β, m = 1, 2, . . . , j, k = 1, . . . , Nm.

Поскольку последовательность E ′ почти экспоненциальная, то для каждого p ≥ 1 суще-
ствуют постоянная b > 0 и номер l такие, что

b exp(HKp(λm,1)) 6 sup
w∈Kl

|e′m,k(w)|, m = 1, 2, . . . , k = 1, . . . , Nm.

Последовательность Ẽ также является почти экспоненциальной. Поэтому для каждого
r ≥ 1 существуют постоянная a > 0 и номер s такие, что

sup
w∈Kr

|em,j(w)| 6 exp(HKs(λm,1)), m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Из последних неравенств получаем:

ln |bm,j,k| 6 HKs(λm,1)−HKp(λm,1) + ln β − ln b+ ln a, m = 1, 2, . . . , j, k = 1, . . . , Nm.

Тогда по лемме 9 имеют место соотношения aDA = 0 и a(A) <∞.
Предположим теперь, что aDA = 0 и a(A) < ∞, и покажем, что в этом случае система

E ′ является базисом в W . Пусть g — произвольная функция из подпространства W . По
условию Ẽ — базис в W . Следовательно, верно представление

g(z) =

∞,Nm∑
m=1,j=1

dm,jem,j(z).

Отсюда как и в теореме 2 получаем

g(z) =

∞,Nm∑
m=1,k=1

bm,ke
′
m,k(z),

где bm,k =
∑Nm

j=1 dm,jbm,j,k. Разложение функции g по системе E ′ единственное, так как по-
следняя обладает биортогональной последовательностью функционалов {µ′m,k}. Действи-
тельно, как было отмечено ранее, биортогональной последовательностью функционалов
{µm,j} обладает система Ẽ. Положим µ′m,k =

∑Nm

j=1 bm,j,kµm,j. Тогда последовательность
{µ′m,k} биортогональна к E ′. Остается показать, что ряд для функции g по системе E ′

сходится равномерно на компактах в области D. Поскольку выполнено (21), то чтобы
установить этот факт, как и в теореме 2 достаточно доказать, что для каждого номера p
существуют номер s и постоянная C такие, что

Nm∑
k=1

|bm,j,k| sup
z∈Kp

|e′m,k(z)| 6 C sup
z∈Ks

|em,j(z)|, m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm. (22)

Фиксируем p = 1, 2, . . . В силу того, что E ′ — почти экспоненциальная последовательность,
найдутся a > 0 и номер l, для которых верна оценка

sup
w∈Kp

|e′m,k(w)| 6 a exp(HKl
(λm,1)), m = 1, 2, . . . , k = 1, . . . , Nm.

По лемме (9) существуют номер r и постоянная γ такие, что

ln |bm,j,k| 6 HKr(λm,1)−HKl
(λm,1) + γ, m = 1, 2, . . . , j, k = 1, . . . , Nm.
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Таким образом, имеем:

Nm∑
k=1

|bm,j,k| sup
z∈Kp

|e′m,k(z)| 6 aNm exp(HKr(λm,1)−HKl
(λm,1) + γ) exp(HKl

(λm,1)) =

= aNm exp(HKr(λm,1) + γ), m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Согласно лемме 6 выберем d > 0 такое, что Nm exp(−αr) 6 d, m = 1, 2, . . ., где αr — число
из неравенства (5). Тогда из предыдущего с учетом этого неравенства получаем:

Nm∑
k=1

|bm,j,k| sup
z∈Kp

|e′m,k(z)| 6 a exp(HKr+1(λm,1) + γ), m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Последовательность Ẽ является почти экспоненциальной. Поэтому для каждого существу-
ют постоянная b > 0 и номер s такие, что

b exp(HKr+1(λm,1) 6 sup
w∈Ks

|em,j(w)|, m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , Nm.

Объединяя две последних оценки, получаем (22). Теорема доказана.
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СВОЙСТВА АДАМАРОВСКИХ КОМПОЗИЦИЙ
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Аннотация. Для целых и аналитических в единичном круге функций исследованы
сходимость и рост адамаровских композиций их производных Гельфонда–Леонтьева.
Изучено поведение максимальных членов таких композиций.

Ключевые слова: аналитическая функция, производная Гельфонда – Леонтьева,
композиция Адамара, максимальный член.

1. Введение

Для степенного ряда

f(z) =
∞∑

k=0

fkz
k (1)

с радиусом сходимости R[f ] = R ∈ [0,∞] и степенного ряда l(z) =
∑∞

k=0 lkz
k с

R[f ] = R ∈ [0,∞] и lk > 0 для всех k ≥ 0 степенной ряд

D
(n)
l f(z) =

∞∑
k=0

lk
lk+n

fk+nz
k (2)

называется [1] производной Гельфонда – Леонтьва n-го порядка. Если l(z) = ez, то
D

(n)
l f(z) = f (n)(z) является обычной производной n-го порядка.
Cтепенной ряд

(f ∗ g)(z) =
∞∑

k=0

fkgkz
k (3)

называется адамаровской композицией ряда (1) и g(z) =
∞∑

k=0

gkz
k. Известно [2], что

R[f ∗ g] ≥ R[f ]R[g] и обратное неравенство может не выполняться. Свойства адамаров-
ских композиций используются для исследования аналитических продолжений функций
(например, см. [3]–[4]).

Если R[f ] > 0, то для 0 ≤ r < R[f ] пусть M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r},
µ(r, f) = max{|fk|rk : k ≥ 0} — максимальный член ряда (1), а
ν(r, f) = max{n : |fk|rk = µ(r, f)} — его центральный индекс. Связь между ростом мак-
симального члена производной (f ∗ g)(n) адамаровской композиции f ∗ g целых функций

L.L. Luhova, O.M. Mulyava, M.M. Sheremeta, Properties of Hadamard’s compositions of
Gelfond-Leont’ev derivatives for analytic functions.

c© Луговая Л.Л., Мулява О.М., Шеремета М.Н. 2010.
Поступила 1 марта 2010 г.
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f и g и ростом максимального члена адамаровской композиции f (n) ∗ g(n) их производ-
ных исследовал М. Сен [5]–[6]. В частности, в [6] доказано, что если функция f ∗ g имеет
нижний порядок λ и порядок %, то для любого ε > 0 и всех r ≥ r0(ε)

r(n+2)λ−1−ε ≤ µ(r, f (n+1) ∗ g(n+1))

µ(r, (f ∗ g)n)
≤ r(n+2)%−1+ε.

Мы продолжим исследования М. Сена, рассматривая вместо обычных производных про-
изводные Гельфонда-Леонтьева и кроме целых функций аналитические в единичном круге
функции.

2. Аналитичность адамаровской композиции производных
Гельфонда–Леонтьева

Естественно, что не всегда радиус сходимости производной Гельфонда – Леонтьева ря-
да (1) совпадает с радиусом сходимости этого ряда. Однако, используя формулу Коши-
Адамара, нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения.

Лемма 1. Для того, чтобы для любого ряда (1) равенства R[f ] = +∞ и
R[D

(n)
l f ] = +∞ были равносильными, необходимо и достаточно, чтобы

0 < q = lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 ≤ lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 = Q < +∞, (4)

а для эквивалентности равенств R[f ] = 1 и R[D
(n)
l f ] = 1 необходимым и достаточным

является условие
lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 = 1. (5)

Доказательство. Начнем с первой части леммы. Используя формулу Коши – Адамара,
легко показать, что для радиусов сходимости рядов (1) и (2) в силу (4) справедливы
неравенства qR[D1

l f ] ≤ R[f ] ≤ QR[D1
l f ], откуда следует, что равенства R[f ] = +∞ и

R[D1
l f ] = +∞ равносильные.

Предположим теперь, что lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 = +∞, т. е. не выполняется второе из усло-
вий (4). Тогда существуют возрастающая последовательность (kn) натуральных чисел и
последовательность (κn) положительных чисел такие, что κn → +∞ при n → +∞ и
lkn/lkn+1 = κkn

n для n ≥ 1. Положим fkn+1 = κ−(kn+1)/2
n и fk = 0 для k 6= kn + 1. Тогда

lim
k→∞

k
√
|fk| = lim

n→∞
kn+1
√
|fkn+1| = lim

n→∞
κ−1/2

n = 0, т. е. f ∈ A(+∞), а с другой стороны,

kn

√
lkn

lkn+1

fkn+1 = κ(kn−1)/(2kn)
n → +∞ при n → +∞, т. е. D1

l f 6∈ A(+∞).

Если же не выполняется первое из условий (4), т. е. существует возрастающая после-
довательность (kj) натуральных чисел такая, что kj

√
lkj

/lkj+1 = εj → 0 (j → ∞), то по-
ложим fkj+1 = ε

−(kn+1)/2
j и fk = 0 для k 6= kj + 1. Тогда kj+1

√
|fkj+1| = ε

−1/2
j → +∞ и

kj

√
lkj

lkj+1

|fkj+1| → 0 при j → ∞, т. е. D1
l f ∈ A(+∞) и f 6∈ A(+∞). Первая часть леммы

доказана.

Докажем вторую часть. При выполнении условия (5)
1

R[D1
l f ]

= lim
k→∞

k

√
lk

lk+1

|fk+1| =

= lim
k→∞

k
√
|fk+1| =

1

R[f ]
, так что это условие является достаточным. Если же оно не выпол-

няется, то существует возрастающая последовательность (kn) натуральных чисел такая,
что kn

√
lkn/lkn+1 → q 6= 1 при n → ∞. Полагая fkn+1 = 1 и fk = 0 для k 6= kn + 1 (n ≥ 1),

получаем R[f ] = 1 и R[D1
l f ] = 1/q 6= 1, а если положим fkn+1 = lkn+1/lkn и fk = 0 для
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k 6= kn + 1 (n ≥ 1), то получим R[D1
l f ] = 1 и R[f ] = q 6= 1, т. е. условие (5) является также

необходимым. Лемма 1 доказана полностью.
Несмотря на общность, условия (4) и (5) в лемме 1 являются достаточными для одно-

временной аналитичности производной Гельфонда-Леонтьева адамаровской композиции

D
(n)
l (f ∗ g)(z) =

∞∑
k=0

lk
lk+n

fk+ngk+nz
k (6)

функций f и g и адамаровской композиции

(D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)(z) =

∞∑
k=0

(
lk

lk+n

)2

fk+ngk+nz
k. (7)

их производных Гельфонда – Леонтьева. Другими словами, справедлива следующая лем-
ма.

Лемма 2. При выполнении условия (4) равносильными являются равенства
R[D

(n)
l f ∗D

(n)
l g] = +∞ и R[D

(n)
l (f ∗ g)] = +∞, а при выполнении условия (5) такими

являются равенства R[D
(n)
l f ∗D

(n)
l g] = 1 и R[D

(n)
l (f ∗ g)] = 1.

Доказательство. Используя формулу Коши – Адамара и свойства верхнего и нижнего
предела, имеем

1

R[D
(n)
l f ∗D

(n)
l g]

= lim
k→∞

((
lk

lk+n

)2

|fk+n||gk+n|

)1/k

≤

≤ 1

R[D
(n)
l (f ∗ g)]

lim
k→∞

(
lk

lk+n

)1/k

и
1

R[D
(n)
l f ∗D

(n)
l g]

≥ 1

R[D
(n)
l (f ∗ g)]

lim
k→∞

(
lk

lk+n

)1/k

,

откуда легко вытекает справедливость леммы 2.

3. Рост производных Гельфонда – Леонтьева

Наиболее употребительными характеристиками роста целой функции f являются ее
нижний порядок λ[f ] и порядок %[f ], определенные формулами

λ[f ] = lim
r→+∞

ln ln M(r, f)

ln r
, %[f ] = lim

r→+∞

ln ln M(r, f)

ln r
.

Имеет место следующая хорошо известная лемма:

Лемма 3. Для каждой целой функции (1)

lim
r→+∞

ln ν(r, f)

ln r
= λ[f ], lim

r→+∞

ln ν(r, f)

ln r
= %[f ].

Для порядка эту лемму доказал Ж. Валирон ([7], С. 33), а для нижнего порядка —
Дж. Уиттекер [8].

Для функций, аналитических в круге D = {z : |z| < 1}, нижний порядок λ∗[f ] и порядок
%∗[f ] определяются формулами

λ∗[f ] = lim
r↑1

ln+ ln M(r, f)

− ln (1− r)
, %∗[f ] = lim

r↑1

ln+ ln M(r, f)

− ln (1− r)
.
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Лемма 4. [9]. Для каждой аналитической в D функции (1) справедливы неулучшаемые
оценки

λ∗[f ] ≤ lim
r↑1

ln+ ν(r, f)

− ln (1− r)
≤ λ∗[f ] + 1, %∗[f ] ≤ lim

r↑1

ln+ ν(r, f)

− ln (1− r)
≤ %∗[f ] + 1.

Следующая лемма устанавливает связь между ростом целой функции и ее производной
Гельфонда – Леонтьева.

Лемма 5. При выполнении условия (4) для целой функции (1) имеют место равен-
ства λ[D

(n)
l f ] = λ[f ] и %[D

(n)
l f ] = %[f ].

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай n = 1. Из условия (4) вытекает су-
ществование чисел 0 < q1 ≤ q2 < +∞ таких, что qk

1 ≤ lk/lk+1 ≤ qk
2 для всех k ≥ 0.

Поэтому rµ(r, D1
l f) = max

{
lk

lk+1

|fk+1|rk+1 : k ≥ 0

}
≤ 1

q2

max{|fk+1|(q2r)
k+1 : k ≥ 0} ≤

≤ µ(q2r, f)

q2

и, аналогично, rµ(r, D1
l f) ≥ µ(q1r, f)

q1

для всех достаточно больших r, так как

µ(r, f) → +∞ при r → +∞. Отсюда, учитывая, что для целых трансцендентных функций
ln r = o(ln µ(r, f)) при r → +∞, получаем асимптотические неравенства

(1 + o(1)) ln µ(q1r, f) ≤ ln µ(r, D1
l f) ≤ (1 + o(1)) ln µ(q2r, f), r → +∞. (8)

С другой стороны, в силу неравенства Коши

µ(r, f) ≤ M(r, f) ≤
∞∑

k=0

|fk|(2r)k2−k ≤ 2µ(2r, f). (9)

Из (8)–(9) легко следует справедливость леммы 5.

Следствие 1. Если f и g — целые функции, то при выполнении условия (4)
λ[D

(n)
l f ∗D

(n)
l g] = λ[D

(n)
l (f ∗ g)] = λ[f ∗ g] и %[D

(n)
l f ∗D

(n)
l g] = %[D

(n)
l (f ∗ g)] = %[f ∗ g].

Действительно, равенства λ[D
(n)
l (f ∗ g)] = λ[f ∗ g] и %[D

(n)
l (f ∗ g)] = %[f ∗ g] вытекают

непосредственно из леммы 5. Чтобы доказать равенства λ[D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)] = λ[D

(n)
l (f ∗ g)] и

%[D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)] = %[D

(n)
l (f ∗ g)], достаточно заметить, что, как при доказательстве леммы

5, можно получить неравенства qn
1 µ(r, D

(n)
l (f ∗ g)) ≤ µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g) ≤ qn

2 µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

и использовать (9).

В отличие от целых функций, для которых условие (4) является достаточным для равен-
ства порядков функции и ее производной Гельфонда – Леонтьева, в случае аналитических
в D функций условие (5) недостаточно для равности таких порядков. Например, функ-
ция f(z) = 1/(1 − z) имеет нулевой порядок, а ее производная Гельфонда – Леонтьева
∞∑

k=0

(lk/lk+1)z
k в силу произвольности коэффициентов lk/lk+1 может иметь даже бесконеч-

ный порядок. Однако если lk = 1/k!, то справедлива следующая лемма.

Лемма 6. Для каждой аналитической в D функции f имеют место равенства
λ∗[f ] = λ∗[f ′] и %∗[f ] = %∗[f ′].

Доказательство. Из интегральной формулы Коши f ′(z) =

=
1

2πi

∫
|τ−z|=(1−|z|)/2

f(τ)dτ

(τ − z)2
получаем неравенство M(r, f ′) ≤ 2

1− r
M

(
1 + r

2
, f

)
, а в силу

формулы Лейбница – Ньютона f(z) =
z∫
0

f ′(τ)dτ + f(0) имеет место неравенство M(r, f) ≤

≤ M(r, f ′) + |f(0)|, откуда легко вытекают равенства λ∗[f ′] = λ∗[f ] и %∗[f ′] = %∗[f ].
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Поскольку lk/lk+1 = k + 1, если D1
l f = f ′, то естественно предположить правильным

аналог леммы 6 при условии

0 < lim
k→∞

lk
(k + 1)lk+1

≤ lim
k→∞

lk
(k + 1)lk+1

< +∞, (10)

т. е. справедлива следующая лемма.

Лемма 7. При выполнении условия (10) для аналитической в D функции (1)
λ∗[D

(n)
l f ] = λ∗[f ] и %∗[D

(n)
l f ] = %∗[f ].

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай n = 1. Из (10) вытекает существо-
вание чисел 0 < h1 ≤ h2 < +∞ таких, что h1(k + 1) ≤ lk/lk+1 ≤ h2(k + 1) для всех
k ≥ 0. Поэтому µ(r, D1

l f) ≤ h2 max{(k + 1)|fk+1|rk : k ≥ 0} = h2µ(r, f ′) и, аналогично,
µ(r, D1

l f) ≥ h1µ(r, f ′). Так как для аналитической в D функции (1)

µ(r, f) ≤ M(r, f) ≤
∞∑

k=0

|fk|
(

1 + r

2

)k (
2r

1 + r

)k

≤ 1 + r

1− r
µ

(
1 + r

2
, f

)
, (11)

то отсюда и леммы 6 следует лемма 7.

Следствие 2. Если f и g — аналитические в D функции, то при выполнении условия
(10) λ∗[D

(n)
l f∗D(n)

l g] = λ∗[D
(n)
l (f∗g)] = λ∗[f∗g] и %∗[D

(n)
l f∗D(n)

l g] = %∗[D
(n)
l (f∗g)] = %∗[f∗g].

Действительно, согласно лемме 7 достаточно доказать равеноства λ∗[D
(n)
l f ∗ D

(n)
l g)] =

= λ∗[D
(n)
l (f ∗ g)] и %∗[D

(n)
l f ∗D

(n)
l g)] = %∗[D

(n)
l (f ∗ g)], а для этого достаточно заметить, что

при условии (10) µ(r, D
(n)
l f∗D(n)

l g) ≤ hn
2 max

{
(k + 1) . . . (k + n)

lk
lk+n

|fk+n||gk+n|rk : k ≥ 0

}
=

= hn
2µ(r, F (n)), где

F (z) =
∞∑

k=0

lk
lk+n

fk+ngk+nz
k+n = znD

(n)
l (f ∗ g)(z),

и, аналогично, µ(r, D
(n)
l f ∗ D

(n)
l g) ≥ hn

1µ(r, F (n)). Отсюда, используя (11), нетрудно полу-
чить равенства λ∗[D

(n)
l f ∗ D

(n)
l g] = λ∗[F ] = λ∗[D

(n)
l (f ∗ g)] и %∗[D

(n)
l f ∗ D

(n)
l g] = %∗[F ] =

= λ∗[D
(n)
r (f ∗ g)], что и требовалось доказать.

4. Поведение максимальных членов адамаровских композиций целых
функций

Используя формулу Адамара для нахождения порядка, можно показать, что
1/%[f ∗ g] ≥ 1/%[f ] + 1/%[g]. Противоположное неравенство, вообще говоря, неверно: воз-
можны даже равенства %[f ] = %[g] = +∞ и %[f ∗g] = 0. Поэтому далее рост максимальных
членов µ(r, D

(n)
l (f ∗ g)) и µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g) будем изучать в терминах порядка и нижнего

порядка функции f ∗ g. Начнем со следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть f и g — целые функции, λ[f ∗ g] = λ и %[f ∗ g] = %, тогда:
1) если выполнено условие (4) с q > 1, то

lim
r→+∞

1

ln r
ln ln

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= λ, lim
r→+∞

1

ln r
ln ln

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= %;

2) если выполнено условие (10), то

lim
r→+∞

1

ln r
ln

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= nλ, lim
r→+∞

1

ln r
ln

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= n%;
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3) если
0 < p1 ≤ lk/lk+1 ≤ p2 < +∞ (k ≥ 0), (12)

то µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g) � µ(r, D

(n)
l (f ∗ g)) при r → +∞.

Доказательство. Сначала покажем, что
l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

≤ µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤
l
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)

l
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)+n

. (13)

Действительно, с одной стороны,

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g)) =

=
l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

|f
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

||g
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

|rν(r,D
(n)
l (f∗g)) =

=
l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

(
l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

)2

|f
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

||g
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

|×

×rν(r,D
(n)
l (f∗g)) ≤

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g),

а с другой стороны,
µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g) =

=

(
l
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)

l
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)+n

)2

|f
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)+n
||g

ν(r,D
(n)
l f∗D(n)

l g)+n
|×

×rν(r,D
(n)
l f∗D(n)

l g) ≤
l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g)),

так что неравенства (12) доказаны.
Из (4) с q > 1 вытекает существование чисел 1 < q1 ≤ q2 < +∞ таких, что

qkn
1 ≤ lk/lk+n ≤ qkn

2 для всех k ≥ k0. Поэтому из (13) имеем

nν(r, D
(n)
l (f ∗ g)) ln q1 ≤ ln

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤ nν(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g) ln q2, (14)

для r ≥ r0. По лемме 3

lim
r→+∞

ln ν(r, D
(n)
l (f ∗ g)

ln r
= λ[D

(n)
l (f ∗ g)], lim

r→+∞

ln ν(r, D
(n)
l (f ∗ g))

ln r
= %[D

(n)
l (f ∗ g)] (15)

и эти равенства остаются в силе, если вместо D
(n)
l (f∗g) поставить D

(n)
l f∗D(n)

l g, а поскольку
0 < n ln q1 ≤ n ln q2 < +∞, то из (14) в силу следствия 1 легко получаем утверждение 1
теоремы 1.

Если же выполняется условие (10), то существуют числа 0 < h1 ≤ h2 < +∞ такие, что
h1k

n ≤ lk/lk+n ≤ h2k
n для всех k ≥ 0. Поэтому из (13) для всех r ≥ r0 имеем

h1ν
n(r, D

(n)
l (f ∗ g)) ≤ µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤ h2ν
n(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g), (16)

откуда, как при доказательстве утверждения 1, получаем утверждение 2.
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Наконец, при выполнении условия (12) pn
1 ≤ lk/lk+n ≤ pn

2 для всех k ≥ 0, а из (13)

следует, что pn
1 ≤

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤ pn
2 для всех r > 0, что указывает на справедливость

утверждения 3. Теорема 1 полностью доказана.
В следующей теореме указана связь между µ(r, D

(m)
l (f ∗ g)) и µ(r, D

(n)
l (f ∗ g)).

Теорема 2. Пусть f и g — целые функции, λ[f ∗g] = λ и %[f ∗g] = %, тогда для n ∈ Z+,
m ∈ N и n < m:

1) если выполняется условие (4) с q > 1, то

lim
r→+∞

1

ln r
ln ln

µ(r, D
(m)
l (f ∗ g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= λ, lim
r→+∞

1

ln r
ln ln

µ(r, D
(m)
l (f ∗ g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= %;

2) если выполняется условие (10), то

lim
r→+∞

1

ln r
ln

rm−nµ(r, D
(m)
l (f ∗ g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= (m− n)λ

и

lim
r→+∞

1

ln r
ln

rm−nµ(r, D
(m)
l (f ∗ g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= (m− n)%;

3) если выполняется условие (12), то rm−nµ(r, D
(m)
l (f ∗ g)) � µ(r, D

(n)
l (f ∗ g)) при r →

+∞.

Доказательство. Сначала покажем, что для всех достаточно больших r > 0 имеют
место неравенства

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g)+n−m

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

≤ rm−nµ(r, D
(n+1)
l (f ∗ g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤
l
ν(r,D

(m)
l (f∗g)

l
ν(r,D

(m)
l (f∗g)+m−n

. (17)

Действительно, с одной стороны,

µ(r, D
(m)
l (f ∗ g)) =

l
ν(r,D

(m)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(n+1)
l (f∗g))+m

×

×|f
ν(r,D

(m)
l (f∗g))+m

||g
ν(r,D

(m)
l (f∗g))+m

|rν(r,D
(m)
l (f∗g)) =

=
l
ν(r,D

(m)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(m)
l (f∗g))+m−n

l
ν(r,D

(m)
l (f∗g))+m−n

l
ν(r,D

(m)
l (f∗g))m−n+n

×

×|f
ν(r,D

(m)
l (f∗g))m−n+n

||g
ν(r,D

(m)
l (f∗g))+m−n+n

|rν(r,D
(m)
l (f∗g))+m−nrn−m ≤

≤
l
ν(r,D

(m)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(m)
l (f∗g))m−n

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

rm−n
,

откуда следует правое неравенство (17). Если r > 0 настолько большое, что
ν(r, D

(n)
l (f ∗ g)) ≥ m− n, то, меняя в последнем неравенстве местами m и n, получаем

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g)) ≤

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n−m

µ(r, D
(m)
l (f ∗ g))

rn−m
,

откуда следует левое неравенство (17).
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Если теперь выполняется условие (4) с q > 1, то, как при доказательстве теоремы 1, из
(17) для всех достаточно больших r > 0 имеем

(m− n)ν(r, D
(n)
l (f ∗ g)) ln q1 ≤ ln

rm−nµ(r, D
(n+1)
l (f ∗ g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤

≤ (m− n)ν(r, D
(m)
l (f ∗ g)) ln q2,

откуда, используя (15) и следствие 1, получаем утверждение 1 теоремы 2.
Если же выполняется условие (10), то, при доказательсте утверждения 2 теоремы 1, для

всех достаточно больших r > 0 имеем

h1ν
m−n(r, D

(n)
l (f ∗ g)) ≤ rm−nµ(r, D

(n+1)
l (f ∗ g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤ h2ν
m−n(r, D

(m)
l (f ∗ g)),

откуда, как выше, получаем утверждение 2 теоремы 2.
Наконец, доказательство утверждения 3 теоремы 2 такое же, как доказательство утвер-

ждения 3 теоремы 1. Теорема 2 полностью доказана.

Взяв в доказательстве неравенств (17) D
(m)
l f ∗D

(m)
l g и D

(n)
l f ∗D

(n)
l g вместо D

(m)
l (f ∗ g) и

D
(n)
l (f ∗ g) и учитывая, что ряд (7) отличается от ряда (6) только тем, что вместо lk/lk+n

стоит (lk/lk+n)2, легко доказать неравенства(
l
ν(r,D

(n)
l (f∗g)+n−m

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

)2

≤ rm−nµ(r, D
(n+1)
l (f ∗ g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤

(
l
ν(r,D

(m)
l (f∗g)

l
ν(r,D

(m)
l (f∗g)+m−n

)2

для всех достаточно больших r > 0, откуда, как при доказательстве теоремы 2, получим
следующую теорему.

Теорема 3. Пусть f и g — целые функции, λ[f ∗g] = λ и %[f ∗g] = %, тогда для n ∈ Z+,
m ∈ N и n < m:

1) если выполняется условие (4) с q > 1, то

lim
r→+∞

1

ln r
ln ln

µ(r, D
(m)
l f ∗D

(m)
l g)

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

= λ, lim
r→+∞

1

ln r
ln ln

µ(r, D
(m)
l f ∗D

(m)
l g)

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

= %;

2) если выполняется условие (10), то

lim
r→+∞

1

ln r
ln

rm−nµ(r, D
(m)
l f ∗D

(m)
l g)

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g))

= 2(m− n)λ

и

lim
r→+∞

1

ln r
ln

rm−nµ(r, D
(m)
l f ∗D

(m)
l g)

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g))

= 2(m− n)%;

3) если выполняется условие (11), то rm−nµ(r, D
(m)
l f ∗D

(m)
l g) � µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g) при

r → +∞.

Комбинируя доказательства теорем 1 и 2 (или теорем 1 и 3), можно установить связь
между µ(r, D

(m)
l f ∗D

(m)
l g) и µ(r, D

(n)
l (f ∗g)). Здесь мы остановимся только на случае, когда

m = n+1, и докажем следующую теорему, обобщающую указанный во введении результат
М. Сена.

Теорема 4. Пусть f и g — целые функции, λ[f ∗ g] = λ и %[f ∗ g] = %, тогда:
1) если выполняется условие (4) с q > 1, то

lim
r→+∞

1

ln r
ln ln

µ(r, D
(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= λ,
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и

lim
r→+∞

1

ln r
ln ln

µ(r, D
(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= %;

2) если выполняется условие (10), то

lim
r→+∞

1

ln r
ln

µ(r, D
(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= (n + 2)λ− 1,

и

lim
r→+∞

1

ln r
ln

µ(r, D
(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= (n + 2)%− 1;

3) если выполняется условие (11), то rµ(r, D
(n+1)
l f ∗ D

(n+1)
l g) � µ(r, D

(n)
l (f ∗ g)) при

r → +∞.

Доказательство. Поскольку

µ(r, D
(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

=
µ(r, D

(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n+1)
l (f ∗ g))

µ(r, D
(n+1)
l (f ∗ g))

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

,

то в силу (13) и (17) имеем

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))

l
ν(r,D

(n)
l (f∗g))+n

(
l
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)−1

l
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)

)2

≤ rµ(r, D
(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤

≤
l
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)

l
ν(r,D

(n)
l f∗D(n)

l g)+n

(
l
ν(r,D

(n+1)
l f∗D(n+1)

l g)

l
ν(r,D

(n+1)
l f∗D(n+1)

l g)+1

)2

,

откуда, используя следствие 1, как выше, получаем утверждения 1–3 теоремы 4.
Упомянутый результат М. Сена вытекает из утверждения 2 теоремы 4, если выбрать

lk = 1/k!.
Замечание 1. Условие q > 1 в утверждении 1 теорем 1–4 существенно. Остано-

вимся только на теореме 1. Пусть f(z) = g(z) =
∞∑

k=0

zk/
√

k!, а lk/lk+1 = qk. То-

гда (f ∗ g)(z) = ez, lk/lk+n = qnk+n(n−1)/2, D
(n)
l (f ∗ g)(z) =

1

qn(n−1)/2zn

∞∑
k=n

(zqn)k

k!
и

(D
(n+1)
l f ∗ D

(n+1)
l g)(z) =

1

qn(n−1)zn

∞∑
k=n

(zq2n)k

k!
. Поэтому для всех достаточно больших r

имеют место равенства µ(r, D
(n)
l (f ∗ g)) =

1

qn(n−1)/2rn
µ(rqn

1 ) и µ(r, D
(n+1)
l f ∗ D

(n+1)
l g) =

=
1

qn(n−1)rn
µ(rq2n), где µ(r) — максимальный член степенного разложения функции ez.

Ясно, что λ[f ∗ g] = %[f ∗ g] = 1, а µ(r, D
(n)
l (f ∗ g)) = µ(r, D

(n+1)
l f ∗ D

(n+1)
l g), если q = 1,

и
µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

=
µ(rq2n)

qn(n−1)/2µ(rqn)
→ 0 при r → +∞, если q < 1 (см. [10], c.12), т. е.

утверждение 1 теоремы 1 неверно.



СВОЙСТВА АДАМАРОВСКИХ КОМПОЗИЦИЙ ПРОИЗВОДНЫХ ГЕЛЬФОНДА–ЛЕОНТЬЕВА... 99

5. Поведение максимальных членов адамаровских композиций
аналитических в D функций

Аналоги теорем 1–4 для функций, аналитических в единичном круге, отличаются от
этих теорем тем, что в силу леммы 4 вместо равенств теперь будем иметь неравенства.
Кроме того, утверждения 1 из теорем 1–4 не могут иметь аналогов согласно сделаному
в п. 3 замечанию. Наконец, из равенства R[f ] = R[g] = 1 вытекает только неравенство
R[f ∗ g] ≥ 1, и поэтому в условиях дальнейших утверждений будем требовать, чтобы
R[f ∗ g] = 1.

Теорема 5. Пусть f и g — аналитические в D функции, R[f ∗ g] = 1, λ∗[f ∗ g] = λ∗ и
%∗[f ∗ g] = %∗, тогда:

1) если выполняется условие (10), то

nλ∗ ≤ lim
r↑1

1

− ln (1− r)
ln+ µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= n(λ∗ + 1)

и

n%∗ ≤ lim
r↑1

1

− ln (1− r)
ln+ µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= n(%∗ + 1);

2) если выполняется условие (12), то µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g) � µ(r, D

(n)
l (f ∗ g)) при r ↑ 1.

Доказательство. Если выполняется условие (10), то из (13), как видно из доказатель-
ства теоремы 1, вытекает (16). По лемме 4

λ∗[D
(n)
l (f ∗ g)] ≤ lim

r↑1

ln+ ν(r, D
(n)
l (f ∗ g))

− ln (1− r)
≤ λ∗[D

(n)
l (f ∗ g)] + 1,

%∗[D
(n)
l (f ∗ g)] ≤ lim

r↑1

ln+ ν(r, D
(n)
l (f ∗ g))

− ln (1− r)
≤ %∗[D

(n)
l (f ∗ g)] + 1,

и эти неравенства имеют место, если вместо D
(n)
l (f ∗ g) поставить D

(n)
l f ∗D

(n)
l g. Поэтому

в силу следствия 2 утверждение 1 теоремы 5 доказано.
Утверждение 2 также легко вытекет из (13).
Следующие три теоремы доказываются аналогично к доказательству теорем 2–5.

Теорема 6. Пусть f и g — аналитические в D функции, R[f ∗ g] = 1, λ∗[f ∗ g] = λ∗ и
%∗[f ∗ g] = %∗, тогда для n < m:

1) если выполняется условие (10), то

(m− n)λ∗ ≤ lim
r↑1

1

− ln (1− r)
ln+ µ(r, D

(m)
l (f ∗ g))

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= (m− n)(λ∗ + 1)

и

(m− n)%∗ ≤ lim
r↑1

1

− ln (1− r)
ln+ µ(r, D

(m)
l (f ∗ g))

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= (m− n)(%∗ + 1);

2) если выполняется условие (12), то µ(r, D
(m)
l (f ∗ g)) � µ(r, D

(n)
l (f ∗ g)) при r ↑ 1.

Теорема 7. Пусть f и g — аналитические в D функции, R[f ∗ g] = 1, λ∗[f ∗ g] = λ∗ и
%∗[f ∗ g] = %∗, тогда для n < m:

1) если выполняется условие (10), то

2(m− n)λ∗ ≤ lim
r↑1

1

− ln (1− r)
ln+ µ(r, D

(m)
l f ∗D

(m)
l g)

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

= 2(m− n)(λ∗ + 1)
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и

2(m− n)%∗ ≤ lim
r↑1

1

− ln (1− r)
ln+ µ(r, D

(m)
l f ∗D

(m)
l g)

µ(r, D
(n)
l f ∗D

(n)
l g)

= 2(m− n)(%∗ + 1);

2) если выполняется условие (12), то µ(r, D
(m)
l f ∗D

(m)
l g) � µ(r, D

(n)
l f ∗D

(n)
l g) при r ↑ 1.

Теорема 8. Пусть f и g — аналитические в D функции, R[f ∗ g] = 1, λ∗[f ∗ g] = λ∗ и
%∗[f ∗ g] = %∗, тогда:

1) если выполняется условие (10), то

(n + 2)λ∗ ≤ lim
r↑1

1

− ln (1− r)
ln+ µ(r, D

(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= (n + 2)(λ∗ + 1)

и

(n + 2)%∗ ≤ lim
r↑1

1

− ln (1− r)
ln+ µ(r, D

(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

= (n + 2)(%∗ + 1);

2) если выполняется условие (12), то µ(r, D
(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g) � µ(r, D

(n)
l (f ∗g)) при r ↑ 1.

Замечание 2. Из утверждения 1 теоремы 8 следует, что если функция f ∗ g имеет
нижний порядок λ∗ > 0 и порядок %∗ < +∞, то для любых ε > 0 и n ∈ Z+ и всех
r ∈ [rn(ε), 1) имеет место следующий аналог неравенств М. Сена(

1

1− r

)(n+2)λ∗−ε

≤ µ(r, D
(n+1)
l f ∗D

(n+1)
l g)

µ(r, D
(n)
l (f ∗ g))

≤
(

1

1− r

)(n+2)(%∗+1)+ε

.
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УДК 517.968

ON SOLVABILITY OF SOME CLASSES OF URYSOHN
NONLINEAR INTEGRAL EQUATIONS WITH NONCOMPACT

OPERATORS

KH.A. KHACHATRYAN

Abstract. In present paper the classes of nonlinear integral equations with non completely
continuous operators are considered.
It is assumed that conservative nonlinear operator of Wiener-Hopf-Hankell-Hammerstein
type is a linear minorant to the initial Urysohn operator. The alternative theorems of
the existence of positive solutions of above-mentioned class equations are proved. The
asymptotic behavior of the obtained solutions at infinity is investigated. The article is
finalized by the presentation of some examples arising in applications.

Keywords: Wiener-Hopf operator, eighen-value, limit of solution, one parameter family of
positive solutions, asymptotic properties, Caratede’ory condition.

1. Introduction

The present work is devoted to the solvability and investigation of asymptotic behavior of
solutions of the following classes nonlinear integral equations of Urysohn’s type

ϕ(x) =

∞∫
0

U(x, t, ϕ(t))dt, x ∈ R+ (1.1)

in regard to unknown measurable real function ϕ(x). Here U(x, t, τ) is defined on R+×R+×R
real function, satisfying the following conditions:
a) There exists number A > 0, such that U(x, t, τ) ↑ by τ on [A,+∞), for each fixed pairs
(x, t) ∈ R+ × R+.
b) The function U(x, t, τ) satisfies Caratede’ory condition on set ∆A = R+×R+× [A,+∞) by
τ, i.e. for each fixed τ ∈ [A,+∞), U(x, t, τ) is measurable by (x, t) ∈ R+ × R+ and for almost
all (x, t) ∈ R+ × R+, U(x, t, τ) is continuous by τ on [A,+∞).

c) Let
◦
K(x) is defined on R and summerable function of the following structure:

◦
K(x) =

b∫
a

e−|x|sdσ(s), (1.2)

where

σ ↑ [a, b), 0 < a < b 6 +∞, 2

b∫
a

dσ(s)

s
= 1. (1.3)

Хачатур Агавардович Хачатрян, О разрешимости некоторых классов нелинейных инте-
гральных уравнений Урысона с некомпактными операторами.
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Let ω is the measurable function on R, and

ω ∈ L1(0,+∞) ∩ C(0,+∞) m1(ω) ≡
∞∫

0

xω(x)dx < +∞, (1.4)

ω(x) ≥ 0, x ∈ [A,+∞), ω ↓ by x on [A,+∞). (1.5)

We also assume, that function U(x, t, τ) satisfies the following inequality: there exists non
negative function K∗(x), x ∈ R+, K∗(x) <

◦
K(x), x ∈ R+ and number p > 1, such that

U(x, t, τ) ≥ (
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))(τ − ω(t+ τ)), (1.6)

for all (x, t, τ) ∈ ∆A.
Historically Urysohn equation was studied in case when limit of integration is finite, and

corresponding Urysohn operator is completely continuous in considered banach spaces (see for
example and [1]-[6]).

Equation (1.1), besides independent mathematical interest, has an important applications
in different fields of mathematical physics (see [7]-[9]). In particular case, i) when
U(x, t, τ) =

◦
K(x− t)(τ − ω(τ + t)) equation (1.1) was studied in works [10]-[12], ii) when in

(1.6) K∗ ≡ 0 equation (1.1) was considered in works [12]-[14].
In present work putting additional condition on function U the alternative theorems of

existence of positive solution is proved. Asymptotic property of the obtained solutions at infinity
is also investigated. At the end of the work the obtained results are illustrated by examples.

2. Auxiliary Facts and Denotations

Let E–be one of the following Banach spaces Lp(0,+∞), 1 6 p < +∞, M(0,+∞),
CM(0,+∞), C0(0,+∞). We denote by Ω the class of Wiener-Hopf integral operators: K ∈ Ω
if function K ∈ L1(R) exists, such that

(Kf)(x) =

∞∫
0

K(x− t)f(t)dt, f ∈ E. (2.1)

Operators K ∈ Ω act in Banach spaces E, still these operators are not completely continuous
in E (see [15],[17]).

It is known that in each of space E, the norm of operators K ∈ Ω is estimated (upper) by
the mentioned below form.

‖K‖E 6

+∞∫
−∞

|K(z)|dz. (2.2)

We also introduce the following class of Henkell operators: K∗ ∈ Ω∗ measurable function

K∗ ∈ L1(0,+∞), m1(K
∗) ≡

∞∫
0

xK∗(x)dx < +∞, such that

(K∗f)(x) =

∞∫
0

K∗(x+ pt)f(t)dt, p ≥ 1, (2.3)

f ∈ E. (2.4)
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In contradistinction to Wiener-Hopf operators, the Henkell integral operators are completely
continuous in E. Let Ω± ⊂ Ω–are class of the following lower and upper Vollteryan type integral
operators: V± ∈ Ω+ if functions v± ∈ L1(0,+∞) exist such that

(V−f)(x) =

∞∫
x

v−(t− x)f(t)dt, (V+f)(x) =

x∫
0

v+(x− t)f(t)dt, f ∈ E. (2.5)

Let kernel
◦
K of Wiener-Hopf integral operator is given by formulae (1.6). From the results of

the work [16] it follows that operator I −
◦
K permits the following factorization

I −
◦
K = (I − V+)(I −H)(I − V+). (2.6)

It means as an equality of integral operators acting in E. Here I–is an unite operator, V± ∈ Ω±

are operators of the following simple structures:

(V−f)(x) = a

∞∫
x

e−a(t−x)f(t)dt, (V+f)(x) = a

x∫
0

e−a(x−t)f(t)dt, (2.7)

f ∈ E, and H ∈ Ω, kernel of H is the form of

h(x) =

b∫
a

e−|x|s
(

1− a2

s2

)
dσ(s) (2.8)

From (2.8) it follows that

h(x) ≥ 0, x ∈ R+,

+∞∫
−∞

h(x)dx = 1− 2a2

b∫
a

dσ(s)

s3
≡ ρ < 1. (2.9)

Taking into account (2.2) we state that operator H ∈ Ω, in contradistinction to initial operator
◦
K ∈ Ω, is contractive in each spaces E with contraction coefficient ρ < 1.

We denote by I + Φ± resolvent operators of Volteryan operators I − V± giving by (2.7). It
is easy to check that

(Φ−ϕ)(x) = a

∞∫
x

ϕ(t)dt, (Φ+f)(x) = a

x∫
0

f(t)dt

ϕ ∈ L1(0,+∞), f ∈ E. (2.10)

The following Lemma will be used in future:

Lemma 1. Let K∗(x) is the kernel of operator K∗ ∈ Ω∗, satisfying condition
0 6 K∗(x) <

◦
K(x). Then

Φ−K∗ ∈ Ω∗, K∗Φ+ ∈ Ω∗.

Proof. For example we prove the second statement. For arbitrary function f ∈ E we have

(K∗Φ+)f(x) = a

∞∫
0

K∗(x+ pt)

t∫
0

f(τ)dτdt.

Changing the order of integration in last formulae we get

(K∗Φ+f)(x) = a

∞∫
0

f(τ)

∞∫
τ

K∗(x+ pt)dtdτ =
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=
a

p

∞∫
0

f(τ)

∞∫
x+pτ

K∗(z)dzdτ ≡
∞∫

0

T ∗(x+ pτ)f(τ)dτ,

where

T ∗(x) =
a

p

∞∫
x

K∗(τ)dτ. (2.11)

To finish the proving of the theorem we have to show that

mj(T
∗) =

∞∫
0

xjT ∗(x)dx < +∞, j = 0, 1. (2.12)

Let r > 0–is the arbitrary number. We estimate the integral
r∫

0

xjT ∗(x)dx =
a

p

r∫
0

xj

r∫
x

K∗(τ)dτdx+

+
a

p

r∫
0

xj

∞∫
r

K∗(τ)dτdx 6
a

p(j + 1)

 r∫
0

τ j+1K∗(τ)dτ +

∞∫
r

τ j+1K∗(τ)dτ

 =

=
a

p(j + 1)

∞∫
0

τ j+1K∗(τ)dτ < +∞.

Thus lemma has been proved.
Corollary. From lemma 1 it immediately follows, that if K∗ satisfy condition (1.6), then
Φ−K∗Φ+ ∈ Ω∗.

Below using lemma 1 the operator I−
◦
K+K∗ we represent the form of products of five factors

I−
◦
K+K∗ = (I−V−)(I−H)(I−V+)+K∗ = (I−V−)(I−H+(I+Φ−)K∗(I+Φ+))(I−V+) =

= (I − V−)(I −H + T )(I − V+).

As operator H ∈ Ω is contractive in E, then I −H permits the factorization (see [13]):

I −H = (I − U−)(I − U+), (2.13)

where U± ∈ Ω± are contractive operators of the form:

(U−f)(x) =

∞∫
x

u(t− x)f(t)dt,

(U+f)(x) =

x∫
0

u(x− t)f(t)dt, f ∈ E, (2.14)

0 6 u ∈ L1(0,+∞), γ =

∞∫
0

u(τ)dτ < 1. (2.15)

Taking into account (2.13) and lemma 2.1 we obtain

I −
◦
K+K∗ = (I − V−)(I − U−)(I +W )(I − U+)(I − V+), (2.16)

where
W ≡ (I − U−)−1T (I − U+)−1 ∈ Ω∗. (2.17)
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In next paragraph we’ll study the construction of nontrivial monotonic solution and
investigation of asymptotic properties of the following linear equation.

S(x) =

∞∫
0

◦
K(x− t)S(t)dt−

∞∫
0

K∗(x+ pt)S(t)dt. (2.18)

3. Asymptotic Behavior of Nontrivial Solution of Equation (2.18)

Using factorization (2.16) the solution of equation (2.18) will be written in the form of

(I − V−)(I − U−)(I +W )(I − U+)(I − V+)S = 0. (3.1)

The solution of equation (3.1) is equivalent to the sequence solation of the following coupled
equations:

(I − V−)S0 = 0, (3.2)

(I − U−)S1 = S0, (3.3)

(I +W )S2 = S1, (3.4)

(I − U+)S3 = S2, (3.5)

(I − V+)S = S3. (3.6)

The following two possibilities will be discussed separately.
a) ε = −1 is the eighen-value for the operator W
b) ε = −1 is not eighen-value for the operator W.
First we consider case a).
a) From the definition of operator V− it immediately follows that S0(x) ≡ 1 satisfies

equation (3.2). Substituting in (3.3) we come to the following Volltera equation

S1(x) = 1 +

∞∫
x

u(t− x)S1(t)dt, x ∈ R+. (3.7)

In factorization (2.13) passing to equality of symbols at point 0 we obtain

1− ρ = (1− γ)2, γ ≡
∞∫

0

u(τ)dτ < 1, (3.8)

or
γ = 1−

√
1− ρ. (3.9)

By direct checking it is confirmed that function

S1(x) =
1√

1− ρ
(3.10)

satisfies equation (3.7).
Now let consider the equation (3.4)

S2(x) =
1√

1− ρ
−

∞∫
0

W (x+ pt)S2(t)dt, x ∈ R+. (3.11)

As ε = −1 is not eighen-value for completely continuous operator W ∈ Ω∗, then equation (3.11)
has bounded solution S2(x).
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Taking into account the well known inequality ||a| − |b|| 6 |a − b| and from the following
simple estimation:∣∣∣∣ 1√

1− ρ
− S2(x)

∣∣∣∣ 6 sup
x>0

|S2(x)| −
1

p

∞∫
x

W (τ)dτ ∈ L1(0,+∞)

we have
1√

1− ρ
− S2(x) ∈ L1(0,+∞) (3.12)

lim
x→∞

∣∣∣∣ 1√
1− ρ

− S2(x)

∣∣∣∣ = lim
x→∞

∣∣∣∣ 1√
1− ρ

− |S2(x)|
∣∣∣∣ = 0. (3.13)

Now we consider the equation (3.5):

S3(x) = S2(x) +

x∫
0

u(x− t)S3(t)dt, x ∈ R+. (3.14)

Denote
1

1− ρ
− S3(x) ≡ ψ(x), x ∈ R+. (3.15)

Then equation (3.14) takes the form of

ψ(x) =
1

1− ρ
− 1

1− ρ

x∫
0

u(τ)dτ − S2(x) +

x∫
0

u(x− t)ψ(t)dt. (3.16)

Note that

g(x) ≡ 1

1− ρ
− 1

1− ρ

x∫
0

u(τ)dτ − S2(x) ∈ L1(0,+∞)

lim
x→∞

g(x) = 0. (3.17)

Really we get

|g(x)| 6
∣∣∣∣ 1

1− ρ
− S2(x)

∣∣∣∣ +
1

1− ρ

∞∫
x

u(τ)dτ. (3.18)

From (3.18) it follows that lim
x→∞

g(x) = 0.

On the other hand in (2.13) passing from equality of integral operators to equality of kernels
we get to Yengibaryan’s nonlinear factorization equation:

u(x) = h(x) +

∞∫
0

u(t)u(x+ t)dt, x ∈ R+. (3.19)

As

ν+ ≡
∞∫

0

xh(x)dx < +∞,

then from (3.19) we obtain
∞∫

0

xu(x)dx 6
ν+

1− γ
. (3.20)
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From estimation (3.20) it follows that
∞∫
x

u(τ)dτ ∈ L1(0,+∞). Therefore from (3.18) and

formulae (3.12) it follows that g belongs to space L1(0,+∞). Taking into account (3.8) from
(3.17) we conclude that equation (3.16) in space L1(0,+∞) has unique solution, besides

lim
x→∞

ψ(x) = 0. (3.21)

Therefore

lim
x→∞

(
1

1− ρ
− S3(x)

)
= lim

x→∞

(
1

1− ρ
− |S3(x)|

)
= 0 (3.22)

1

1− ρ
− S3(x) ∈ L1(0,+∞). (3.23)

Finally solving equation (3.6) we come to the following formulae:

S(x) = S3(x) + a

x∫
0

S3(t)dt. (3.24)

We have
|S(x)| 6 1

1− ρ
(1 + ax), lim

x→∞

|S(x)|
1 + ax

=
1

1− ρ
. (3.25)

b) In this case as a S0(x) we choose trivial solution of equation (3.2). Inserting it in (2.14)
and using contractility of operator U− we obtain S1(x) ≡ 0. As ε = −1 is the eighen-value for
a operator W, then homogeneous equation

S2(x) = −
∞∫

0

W (x+ pt)S2(t)dt, x ∈ R+, (3.26)

has nontrivial bounded solution. From estimation

|S2(x)| 6 sup
x>0

|S2(x)|
1

p

∞∫
x

W (τ)dτ

it follows that
S2 ∈ L1(0,+∞), lim

x→∞
S2(x) = 0. (3.27)

Let’s pass to the consideration of equation (3.5). As γ < 1, then from (3.27) follows that
equation (3.5) in L1(0,+∞), has in unique solution S3(x) ∈ L1(0,+∞), moreover

lim
x→∞

S3(x) = 0. (3.28)

Thus solution of equation (3.6) has another asymptotic

S ∈ CM(0,+∞), lim
x→∞

S(x) =

∞∫
0

S3(τ)dτ. (3.29)

The following lemma holds

Lemma 2. Let the conditions (1.2), (1.3) are fulfilled, and 0 6 K∗(x) <
◦
K(x), x ∈ R,

p ≥ 1, then equation (2.18) has positive monotonic increasing solution, moreover
a) if ε = −1 is not eighen-value for operator W, then solution has asymptotic

lim
x→∞

S∗(x)

1 + ax
=

1

1− ρ

b) if ε = −1 the eighen-value for operator W, then solution is the bounded function.
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It should be noted, that in both cases

inf S∗(x) > 0.

Proof. a) We consider the following iteration

S(n+1)(x) =

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))S(n)(t)dt, (3.30)

S(0)(x) =
1

1− ρ
(1 + ax), n = 0, 1, 2, . . . .

First we prove that sequence of functions {S(n)(x)}∞0 monotonic decreases by n.
Really, we have

S(1)(x) 6
1

1− ρ

∞∫
0

◦
K(x− t)(1 + at)dt =

=
1

1− ρ

 +∞∫
−∞

◦
K(z)(1 + a(x− z))dz −

∞∫
x

◦
K(z)(1 + a(x− z))dz

 =

=
1 + ax

1− ρ
−

∞∫
x

◦
K(z)(1 + a(x− z))dz 6

1

1− ρ
(1 + ax) = S(0)(x),

because

(1 + ax)

∞∫
x

◦
K(z)dz ≥ a

∞∫
x

◦
K(z)zdz, x ∈ R+.

We assume that S(n)(x) 6 S(n−1)(x).
Taking into account that

K(x, t) ≡
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt) > 0, (x, t) ∈ R+ × R+,

from (3.30) we obtain S(n+1)(x) 6 S(n)(x). Now we prove that S(n)(x) ≥ |S(x)|, where S(x) is
nontrivial solution of equation (2.18). For n = 0 inequality follows from (3.25). Assume that
S(n)(x) ≥ |S(x)| then from (3.30) we have

S(n+1)(x) ≥
∞∫

0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))|S(t)|dt ≥

≥

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

◦
K(x− t)−K∗(x+ pt)S(t)dt

∣∣∣∣∣∣ = |S(x)|.

Therefore sequence {S(n)(x)}∞0 has pointwise limit

lim
n→∞

S(n)(x) ≡ S∗(x) ≥ 0, S∗(x) 6≡ 0.

From B. Levi’s theorem (see [18]) it follows that S∗(x) satisfies equation (2.18). Moreover,
function S∗(x) satisfies the following double inequalities:

|S(x)| 6 S∗(x) 6
1

1− ρ
(1 + ax). (3.31)
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Taking into account (3.25) from (3.31) we obtain

lim
x→∞

S∗(x)

1 + ax
=

1

1− ρ
. (3.32)

Now we show that S∗(x) ↑ by x. First we convince that S(n)(x) ↑ by x. In case when n = 0 it
is obvious. Assume that S(n)(x) ↑ by x. Then for arbitrary x1, x2 > 0, x1 > x2 we have

S(n+1)(x1)− S(n+1)(x2) ≥

≥
x2∫

−∞

◦
K(τ)(S(n)(x1 − τ)− S(n)(x2 − τ))dτ +

1

p

∞∫
x2

K∗(τ)(S(n)(τ − x2)− S(n)(τ − x1))dτ ≥ 0,

i.e. S(n+1)(x) ↑ by x. Therefore S∗(x) ↑ by x.
Below we show that

ζ ≡ inf
x>0

S∗(x) > 0. (3.33)

Really, as S∗(x) ≥ 0, S∗(x) 6≡ 0 then there exist at least point x0 ≥ 0, such that

α0 ≡ S∗(x0) > 0 (3.34)

We fixe this point. Then from (2.18) we have

S∗(x) ≥
∞∫

x0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))S∗(t)dt ≥

≥ α0

p

 −x0∫
−∞

◦
K(τ)dτ −

∞∫
x0

K∗(τ)dτ

 =
α0

p

 ∞∫
x0

[
◦
K(τ)−K∗(τ)]dτ

 > 0.

Therefore

ζ ≥ α0

p

∞∫
x0

(
◦
K(τ)−K∗(τ))dτ > 0.

b) In this case we consider the iteration:

S(n+1)(x) =

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))S(n)(t)dt, (3.35)

S(0)(x) ≡ sup
x>0

|S(x)| ≡ l0, n = 0, 1, 2, . . . .

and making analogous discussion we have proved statement b) of lemma 2.
Lemma is proved.

4. Some A’priori Upper Estimations for Corresponding Linear
Nonhomogeneous Equations

Let’s consider the following nonhomogeneous integral equation:

f(x) = 2ω(x+ A) +

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))f(t)dt, x ∈ (0,+∞), (4.1)

where ω–satisfies conditions (1.4), (1.5).
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Together with equation (4.1) we consider the following Wiener-Hopf integral equation

f̃(x) = 2ω(x+ A) +

∞∫
0

◦
K(x− t)f̃(t)dt, x ∈ R+. (4.2)

Using factorization (2.6) and properties of function ω in work [17] has been proved, that equation
(4.2) has nonnegative and bounded solution f̃(x).
We consider the following iteration:

f (n+1)(x) = 2ω(x+ A) +

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))f (n)(t)dt, n = 0, 1, 2, . . . , (4.3)

f (0)(x) = 2ω(x+ A), x ∈ R+.

Using nonnegativity of kernel K(x, t) by induction it is easy to check that {f (n)(x)} possesses
the following properties

f (n)(x) ↑ by n, f (n)(x) ≥ 2ω(x+ A), n = 0, 1, 2, . . . , (4.4)

f (n)(x) 6 f̃(x), n = 0, 1, 2, . . . .

Therefore there exists
lim

n→∞
f (n)(x) = f(x) 6 f̃(x) (4.5)

and function f(x) satisfies equation (4.1).
We introduce function λ(x) defined on (0,+∞)

λ(x) ≡ λc(x) = 1− ω(x+ Sc(x))

Sc(x)
, x ∈ R+, (4.6)

where
Sc(x) = cS∗(x), (4.7)

c ∈ Π ≡
[
max

(
max(æ, γ0)

ζ
, A

)
,+∞

)
(4.8)

Here c–is the fixed number, γ0 ≥ A–some number for

ω(γ0) < γ0, (4.9)

and
æ = sup

x∈R+

f(x). (4.10)

We note, that if c ∈ Π, then
Sc(x) ≥ æ. (4.11)

The last inequality follows from the chain of inequalities:

Sc(x) = cS∗(x) ≥ cζ ≥ max(æ, γ0) ≥ æ. (4.12)

From (4.6) we immediately obtain the following properties of function λ(x) :

j1) 0 < 1− ω(γ0)

γ0

6 λ(x) 6 1, x ∈ R+, (4.13)

j2) (1− λ(x))xj ∈ L1(R+), j = 0, 1, (4.14)

j3) λ(x) ↑ by x and lim
x→∞

λ(x) = 1. (4.15)

The inequality (4.11) and properties of function λ(x) will be of use in future.
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Now the following more general nonhomogeneous integral equation is considered:

Q(x) = 2ω(x+ Sc(x)) + λ(x)

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))Q(t)dt, x ∈ R+, (4.16)

in regard to function Q(x).
We introduce the following iteration

Q(n+1)(x) = 2ω(x+ Sc(x)) + λ(x)

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))Q(n)(t)dt, (4.17)

n = 0, 1, 2, . . . , Q(0)(x) ≡ 2ω(x+ Sc(x)), x ∈ R+.

From estimation (3.16) it follows that Sc(x) ≥ γ0 ≥ A, therefore

ω(x+ Sc(x)) 6 ω(x+ A), x ∈ R+. (4.18)

Using inequalities (4.18), (4.13) by induction it is easy to check that

Q(n)(x) ↑ by n, Q(n)(x) 6 f(x), n = 0, 1, 2, . . . , (4.19)

Q(n)(x) ≥ 2ω(x+ Sc(x)), n = 0, 1, 2, . . . .

Thus there exists the limit of sequence {Q(n)(x)}∞0 :

lim
n→∞

Q(n)(x) = Q(x) 6 f(x). (4.20)

From B. Levi’s theorem it follows that Q(x) is the solution of equation (4.16).
Finally we get to the following chain of inequalities:

Q(x) 6 f(x) 6 f̃(x), x ∈ R+. (4.21)

5. On Solution of Corresponding Homogeneous Equation

By direct checking it is easy to convince that the function

Ẽc = 2Sc(x)−Q(x), c ∈ Π (5.1)

satisfies the following homogeneous equation:

E(x) = λ(x)

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))E(t)dt, x ∈ R+. (5.2)

Note that
Ẽc(x) ≥ Sc(x), c ∈ Π, x ∈ R+. (5.3)

Really, from (4.11), (4.21) it follows that

Ẽc(x) ≥ 2Sc(x)− f(x) ≥ Sc(x). (5.4)

Consider the following iteration:

E(n+1)(x) = λ(x)

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))E(n)(t)dt,

E(0)(x) = 2Sc(x), n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R+, c ∈ Π. (5.5)

By induction it is easy to check that

• E(n)(x) ↓ by n, • E(n)(x) ≥ Ẽc(x), n = 0, 1, 2, . . . , (5.6)

• E(n)(x) 6 2λ(x)Sc(x), n = 1, 2, 3 . . . (5.7)
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From (5.6) it immediately follows that there exists limit of sequence {E(n)(x)}∞0 , i.e.
lim

n→∞
E(n)(x) = E(x). Moreover we have the following chain of inequalities:

Sc(x) 6 Ẽ(x) 6 E(x) 6 2λ(x)Sc(x), x ∈ R+. (5.8)

It should be noted that if E(x) satisfies equation (5.2) and inequality (5.8), then the function

Y (x) =
E(x)

λ(x)
, x ∈ R+ (5.9)

will satisfy the equation

Y (x) =

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))λ(t)Y (t)dt (5.10)

and inequality
Sc(x) 6 Ẽ(x) 6 E(x) 6 Y (x) 6 2Sc(x). (5.11)

Using (5.1), (5.11), (4.7) in case a) we obtain

lim
x→∞

Y (x)

1 + ax
= 2 lim

x→∞

Sc(x)

1 + ax
=

2c

1− ρ
, (5.12)

and in case b) Y ∈M(0,+∞).

6. One Parameter Family of Positive Solutions for One Class
Wiener-Hopf-Hammershtein Nonlinear Integral Equation

We consider the following class Wiener-Hopf-Hammershtein type nonlinear integral equation.

N(x) =

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))(N(t)− ω(t+N(t)))dt, x ∈ R+ (6.1)

in regard to unknown function N(x).
We introduce the following special iteration:

N (m+1)(x) =

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))(N (m)(t)− ω(t+N (m)(t)))dt,

N (0)(x) = 2Sc(x), m = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R+, c ∈ Π.

By induction it is easy to prove the truthfulness of the following statements.

• N (m)(x) ↓ by m, • N (m)(x) ≥ Y (x), m = 0, 1, 2, . . . , (6.2)

• if c1, c2 ∈ Π, c1 > c2 − arbitrary numbers, then
N (m)

c1
(x)−N (m)

c2
(x) ≥ 2(Sc1(x)− Sc2(x)) ≥ 2(c1 − c2)ζ, m = 0, 1, 2, . . . (6.3)

For example we prove (6.3). In case when m = 0 it is obvious. Assuming that inequality is true
for m ∈ N, we prove it for m+ 1 : We have

N (m+1)
c1

(x)−N (m+1)
c2

(x) =

∞∫
0

(
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))(N (m)

c1
(t)−N (m)

c2
(t))dt+

+

∞∫
0

(
◦
K(x−t)−K∗(x+pt))(ω(t+Nm

c2
(t))−ω(t+N (m)

c1
(t)))dt ≥ 2(Sc1(x)−Sc2(x)) ≥ 2(c1−c2)ζ.
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From (6.2) it follows that sequence has pointwise limit

lim
m→∞

Nm(x) = N(x) ≥ Y (x), (6.4)

and
Sc(x) 6 Ẽ(x) 6 E(x) 6 Y (x) 6 N(x) 6 2Sc(x), x ∈ R+. (6.5)

Using B.Levi’s theorem we conclude that N(x) satisfies the equation (6.1). In inequality (6.3)
passing m→∞, we conclude that for different values of parameter c ∈ Π correspond different
solutions of equation (6.1). Using (5.12) and taking into account (6.5) for case a) we obtain.

lim
x→∞

Nc(x)

1 + ax
=

2c

1− ρ
, c ∈ Π, (6.6)

and in case b) we have Nc(x) ∈M(0,+∞).
Thus we come to the following result.

Theorem 1. Let the conditions (1.2)-(1.5) are fulfilled, and 0 6 K∗(x) <
◦
K(x), p ≥ 1.

Then equation (6.1) possesses one parameter family of positive solutions {Nc(x)}c∈Π besides
a) if ε = −1 is the eighen-value for operator W, then functions Nc(x) have asymptotic (6.6)
b) if ε = −1 is not eighen-value for operator W, then Nc(x) ∈M(0,+∞).

7. Solvability of Basic Equation (1.1)

First we consider the case a). The following theorem holds.

Theorem 2. Let conditions (1.2)-(1.6) are fulfilled and there exists a number

δ ≥ 2

1− ρ

(
max

(
max(æ, γ0)

ζ
, A

))
such that

1

1 + ax

∞∫
0

U(x, t, δ(1 + ax))dt 6 δ, x ∈ R+. (7.1)

Then if ε = −1 is the eighen-value for operator W, then equation (1.1) has positive solution
ϕδ(x) with asymptotic

lim
x→∞

ϕδ(x)

1 + ax
= δ.

Proof. Let’s consider the following iteration to equation (1.1):

ϕ(n+1)(x) =

∞∫
0

U(x, t, ϕ(n)(t))dt, ϕ(0)(x) = δ(1 + ax), (7.2)

n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R+.

From definition of number δ it follows that

c∗ =
δ(1− ρ)

2
∈ Π. (7.3)

Therefore from theorem 1 it follows that there is positive solution of equation (6.1) with
asymptotic

Nc∗(x) = δ + δax+ o(x), x→∞. (7.4)

Note that
Nc∗(x) 6 2Sc∗(x) 6

2c∗(1 + ax)

1− ρ
= δ(1 + ax) (7.5)

Nc∗(x) ≥ Sc∗(x) ≥ c∗ζ ≥
{

max(æ, γ0) ≥ γ0 ≥ A, ζ < 1,
Aζ ≥ A, ζ > 1.
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Thus

A 6 Nc∗(x) 6 δ(1 + ax), lim
x→∞

Nc∗(x)

1 + ax
= δ. (7.6)

Below by induction we prove that

Nc∗(x) 6 ϕ(n)(x) 6 δ(1 + ax), n = 0, 1, 2 . . . . (7.7)

If n = 0 then estimation (7.7) follows from (7.6) and (7.2). Let (7.7) is true for n = m ∈ N.
We prove it for n = m+ 1. From (7.1) it follows

ϕ(m+1)(x) 6

∞∫
0

U(x, t, δ(1 + at))dt 6 δ(1 + ax)

and from condition (1.6) we obtain

ϕ(m+1)(x) ≥
∞∫

0

U(x, t,Nc∗(t))dt ≥
∞∫

0

(
◦
K(x−t)−K∗(x+pt))(Nc∗(t)−ω(t+Nc∗(t)))dt = Nc∗(x).

It is easy also to convince, that
ϕ(n)(x) ↓ by n. (7.8)

Therefore sequence of functions {ϕ(n)(x)}∞0 has limit

lim
n→∞

ϕ(n)(x) = ϕ(x), (7.9)

besides
Nc∗(x) 6 ϕ(x) 6 δ(1 + ax), x ∈ R+ (7.10)

and ϕ(x) satisfies the basic equation (1.1). From (7.10) and (7.6) we conclude that

lim
x→∞

ϕδ(x)

1 + ax
= δ.

Theorem is proved.
Analogously is proved the following:

Theorem 3. We assume that conditions (1.2)-(1.6) are fulfilled and there exists a number

η ≥ 2l0 max

(
max(æ, γ0)

ζ
, A

)
, such that

∞∫
0

U(x, t, η)dt 6 η, x ∈ R+, (7.11)

where l0 = sup
x>0

|S∗(x)|. If ε = −1 is eighen-value for operator W, then equation (1.1) has

positive and bounded solution ϕη(x), besides ϕη(x) 6 η, x ∈ R+.

8. Some Examples of Function U(x, t, τ)

For the following class of function U(x, t, τ) the conditions of formulated theorem 2 are
fulfilled.
1) U(x, t, τ) = (

◦
K(x− t)−K∗(x+ pt))(τ − ω(t+ τ)),

2) U(x, t, τ) =
◦
K(x − t)Q(t, τ), where Q(t, τ)– is defined on R+ × R real and measurable

function, satisfying conditions
• there exist number A1 > 0, such that τ − ω(t+ τ) 6 Q(t, τ) 6 τ, (t, τ) ∈ R+ × [A1,+∞),
• Q(t, τ) ↑ by τ on [A0,+∞), for each t > 0 and some A0 > 0.
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• Q(t, τ) ∈ Carat(R+ × [A,+∞)), A = max(A0, A1).
As Q(t, τ) we can take, for example the following functions

Q(t, τ) = (τ 2 − τω(t+ τ))
1
2 , Q(t, τ) =

2(τ 2 − ω(t+ τ)τ)

2τ − ω(t+ τ)

The following particular types of function U(x, t, τ) are the examples for theorem 3.
3) U(x, t, τ) = K̃(x, t)(G0(τ)− ω(t+ τ)), where

K̃(x, t) ≥
◦
K(x− t)−K∗(x+ pt), (x, t) ∈ R+ × R+, and

∞∫
0

K̃(x, t)dt 6 1, x ∈ R+

and G0 ∈ C[A, η], G0(x) ≥ x, x ∈ [A, η], G0 ↑ [A, η] and G0(η) = ζ.

4) U(x, t, τ) = K̃(x, t)(G0(τ)− ω0(t, τ)),
where ω0(t, τ)–is real function defined on set R+ × R and satisfying condition

0 6 ω0(t, τ) 6 ω(t+ τ), (t, τ) ∈ R+ × [A1,+∞).

• ω0(t, τ) ↓ by τ on [A0,+∞) for each t > 0,
• ω0 ∈ Carat(R+ × [A1,+∞)), A = max(A0, A1).

Below we reduce simple example of nonlinear integral equation with concrete mentioned one
parameter family of positive solutions. Let

U(x, t, τ) = K0(x− t)(τ − ω0(τ + t)), (8.1)

K0(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R, ω0(z) = e−z, z ∈ R+. (8.2)

We have ρ = 0, a = 1, æ = 4, γ0 = (0, 1
2
], ζ = 1, A = 0. Then from (4.8) we obtain the

following set of parameter
c ∈ [4,+∞). (8.3)

Taking into account (8.1), (8.2), the equation (1.1) is reduced to the following nonlinear
differential equation

ϕ′′(x) = e−(x+ϕ(x)). (8.4)

One parameter family of positive solutions has a form

ϕc(x) = ln
[2(c+ 1)2e(c+1)x + 1]2

4(c+ 1)4e(c+1)x
− x > 0, c ∈ [4,+∞), (8.5)

with asymptotic lim
x→∞

ϕc(x)

1 + x
= c.
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