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РАЗЛОЖЕНИЕ ПОВТОРНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ

ИНТЕГРАЛОВ СТРАТОНОВИЧА, ОСНОВАННОЕ

НА ОБОБЩЕННЫХ КРАТНЫХ РЯДАХ ФУРЬЕ

Д.Ф. КУЗНЕЦОВ

Аннотация. Посвящена разложению повторных стохастических интегралов Страто-
новича кратностей 1–4 на основе метода обобщенных кратных рядов Фурье. Доказа-
на среднеквадратическая сходимость полученных разложений для случая полиномов
Лежандра, а также для случая тригонометрических функций. Рассмотренные разло-
жения содержат только одну операцию предельного перехода в отличие от существу-
ющих аналогов. Это свойство очень удобно для среднеквадратической аппроксимации
повторных стохастических интегралов. Хорошо известно, что перспективный подход
к численному решению стохастических дифференциальных уравнений Ито, которые
являются адекватными математическими моделями динамических систем различной
физической природы под влиянием случайных возмущений, это подход, основанный на
стохастических аналогах формулы Тейлора для решения этих уравнений. Рассмотрен-
ные в статье повторные стохастические интегралы Стратоновича являются частью так
называемого разложения Тейлора–Стратоновича, которое является одной из версий
упомянутых стохастических аналогов формулы Тейлора. Поэтому результаты статьи
могут быть применены к построению сильных численных методов порядков сходи-
мости 1.0, 1.5 и 2.0 для стохастических дифференциальных уравнений Ито. Рассмот-
ренный в статье метод обобщенных кратных рядов Фурье не приводит к разбиению
интервала интегрирования повторных стохастических интегралов Стратоновича. Эта
особенность существенна из-за малости указанного интервала интегрирования, так как
этот интервал играет роль шага интегрирования в численных методах для стохасти-
ческих дифференциальных уравнений Ито.

Ключевые слова: повторный стохастический интеграл Стратоновича, кратный ряд
Фурье, полином Лежандра, разложение, среднеквадратическая сходимость.
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1. Введение

Пусть задано фиксированное вероятностное пространство (Ω, F, P), неубывающая со-
вокупность 𝜎-алгебр {F𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} на нем и F𝑡-измеримый при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 𝑚-мерный

стандартный винеровский процесс f 𝑡 с независимыми компонентами f
(𝑖)
𝑡 ; 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, при-

чем процесс f𝑡+Δ − f𝑡 при всех 𝑡 ≥ 0, ∆ > 0 не зависит от событий 𝜎-алгебры F𝑡. Будем
считать, что 𝜎-алгебра F является полной относительно меры P, а 𝜎-алгебра F0 — содер-
жит все события вероятности ноль.

D.F. Kuznetsov, Expansion of iterated Stratonovich stochastic integrals based on

generalized multiple Fourier series.
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Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение (СДУ) Ито

x𝑡 = x0 +

𝑡∫︁
0

a(x𝜏 , 𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
0

𝐵(x𝜏 , 𝜏)𝑑f𝜏 , x0 = x(0, 𝜔), 𝜔 ∈ Ω, (1)

где x𝜏 , 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] — 𝑛-мерный случайный процесс, являющийся сильным решением СДУ
Ито (1); второй интеграл в правой части (1) понимается как стохастический интеграл Итo;
a : ℜ𝑛 × [0, 𝑇 ] → ℜ𝑛, 𝐵 : ℜ𝑛 × [0, 𝑇 ] → ℜ𝑛×𝑚 — неслучайные функции, для которых суще-
ствует правая часть (1) и которые удовлетворяют стандартным условиям существования
и единственности сильного решения x𝜏 , 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] СДУ Ито (1) [1]; x0 и f𝜏 − f0 (𝜏 > 0)
считаются независимыми, причем x0 — 𝑛-мерная F0-измеримая случайная величина, для
которой M{|x0|2} <∞; M — оператор математического ожидания.
Известно [2]–[4], что одним из перспективных подходов к численному интегрированию

СДУ Ито является подход, основанный на стохастических аналогах формулы Тейлора для
решений данных уравнений. Этот подход использует конечную дискретизацию временнoй
переменной и предполагает численное моделирование решения СДУ Ито в дискретные
моменты времени с помощью стохастических аналогов формулы Тейлора.
Важнейшей отличительной особенностью стохастических аналогов формулы Тейлора

[2]–[11] для решений СДУ Ито является присутствие в них, так называемых, повторных
стохастических интегралов (ПСИ) Ито или Стратоновича, которые являются функциона-
лами сложной структуры относительно компонент векторного винеровского процесса.
В одной из наиболее общих форм записи в данной статье указанные ПСИ Ито и Стра-

тоновича имеют соответственно следующий вид:

𝐽 [𝜓(𝑘)]𝑇,𝑡 =

𝑇∫︁
𝑡

𝜓𝑘(𝑡𝑘) . . .

𝑡2∫︁
𝑡

𝜓1(𝑡1)𝑑w
(𝑖1)
𝑡1 . . . 𝑑w

(𝑖𝑘)
𝑡𝑘
, (2)

𝐽*[𝜓(𝑘)]𝑇,𝑡 =

*𝑇∫︁
𝑡

𝜓𝑘(𝑡𝑘) . . .

*𝑡2∫︁
𝑡

𝜓1(𝑡1)𝑑w
(𝑖1)
𝑡1 . . . 𝑑w

(𝑖𝑘)
𝑡𝑘
, (3)

где 𝜓𝑙(𝜏) (𝑙 = 1, . . . , 𝑘) — непрерывные на промежутке [𝑡, 𝑇 ] неслучайные функции; w𝜏 —

случайный вектор с 𝑚 + 1 компонентой вида: w
(𝑖)
𝜏 = f

(𝑖)
𝜏 при 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 и w

(0)
𝜏 = 𝜏 ;

величины 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 принимают значения 0, 1, . . . ,𝑚; f
(𝑖)
𝜏 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚) — независимые

стандартные винеровские процессы; 𝑘 — кратность ПСИ. В (2) и (3), а также в дальней-
шем для простоты записи вместо 𝐽 [𝜓(𝑘)]𝑖1...𝑖𝑘𝑇,𝑡 и 𝐽*[𝜓(𝑘)]𝑖1...𝑖𝑘𝑇,𝑡 пишем 𝐽 [𝜓(𝑘)]𝑇,𝑡 и 𝐽*[𝜓(𝑘)]𝑇,𝑡
соответственно.
Отметим, что классические стохастические аналоги формулы Тейлора (так называемые

разложения Тейлора-Ито и Тейлора-Стратоновича) [2]–[6] содержат соответственно ПСИ
Ито и Стратоновича вида (2) и (3) при 𝜓1(𝜏), . . . , 𝜓𝑘(𝜏) ≡ 1 и 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚.
Преобразованные аналоги упомянутых разложений (так называемые унифицирован-

ные разложения Тейлора-Ито и Тейлора-Стратоновича) [7], [8] содержат соответственно
ПСИ Ито и Стратоновича вида (2) и (3) при 𝜓𝑙(𝜏) ≡ (𝑡 − 𝜏)𝑞𝑙 , 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑇 ] и 𝑖𝑙 = 1, . . . ,𝑚;
𝑞𝑙 = 0, 1, 2 . . . ; 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
Ввиду сказанного выше, системы ПСИ Ито и Стратоновича играют исключительно

важную роль при решении проблемы численного интегрирования СДУ Ито.
На первый взгляд может показаться, что ПСИ можно аппроксимировать повторны-

ми интегральными суммами. Однако, такой подход подразумевает дробление промежутка
интегрирования [𝑡, 𝑇 ] ПСИ (его длина 𝑇 − 𝑡 и без того является достаточно малой вели-
чиной, поскольку играет роль шага интегрирования в численных методах для СДУ Ито),
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что ведет, как показывают численные эксперименты [9], к неприемлемо большим вычис-
лительным затратам.
В [3] предложено использовать сходящиеся в среднеквадратическом смысле тригономет-

рические разложения Фурье для винеровских процессов, по которым строится ПСИ. В [3]
данным методом получены разложения ПСИ Ито вида (2) при 𝑘 = 2 и 𝜓1(𝜏), 𝜓2(𝜏) ≡ 1;
𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, . . . ,𝑚.
Попытка развития этой идеи для ПСИ Стратоновича вида (3) при 𝑘 = 3 и

𝜓1(𝜏), 𝜓2(𝜏), 𝜓3(𝜏) ≡ 1; 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, . . . ,𝑚 была предпринята в [2], [10].
В [11] был предложен более общий метод среднеквадратической аппроксимации ПСИ

Стратоновича вида (3), основанный на обобщенных повторных рядах Фурье, который поз-
воляет использовать полные ортонормированные системы полиномов Лежандра и триго-
нометрических функций в пространстве 𝐿2([𝑡, 𝑇 ]) (метод [3], в силу своих особенностей,
допускает применение только тригонометрических базисных функций).
Методы, использующие ряды Фурье и предложенные в [2]–[4], [10], [11], оказались су-

щественно более эффективными для среднеквадратической аппроксимации ПСИ Страто-
новича и Ито, нежели методы, основанные на интегральных суммах [9]. Однако, методы
Фурье, рассмотренные в [2]–[4], [10], [11], приводят к повторным рядам из стандартных
гауссовских случайных величин (операция предельного перехода выполняются итератив-
но), в противоположность кратным рядам (операция предельного перехода выполняется
один раз). Это обстоятельство является существенным и накладывает ряд ограничений
на применение методов [2]–[4], [10], [11] к ПСИ вида (2) и (3) кратности 3 и выше (здесь
имеется ввиду не менее, чем трехкратное интегрирование по винеровским процессам в
ПСИ).
В [9] предложен метод среднеквадратической аппроксимации ПСИ Ито вида (2) (далее

теорема 1), основанный на кратных (не повторных) обобщенных рядах Фурье по различ-
ным полным ортонормированным системам базисных функций в пространстве 𝐿2([𝑡, 𝑇 ]𝑘).
В результате, в указанном методе операция предельного перехода выполняется только
один раз, что ведет к корректному выбору длин последовательностей стандартных гауссов-
ских случайных величин, необходимых для построения аппроксимаций ПСИ Ито. Кроме
того, метод Фурье [9] дает новые возможности для оценки и точного вычисления средне-
квадратических погрешностей аппроксимаций ПСИ Ито.
Настоящая статья посвящена адаптации метода Фурье [9] разложения ПСИ Ито вида

(2) применительно к ПСИ Стратоновича вида (3). В работе (далее теоремы 2–4) показы-
вается, что разложения ПСИ Стратоновича вида (3), полученные с помощью метода [9],
оказываются существенно проще (без дополнительных и довольно сложных добавочных
членов) своих аналогов, изначально полученных в [9] для ПСИ Ито вида (2).

2. Формулировка основных результатов

Приведем формулировку метода Фурье [9].
Пусть {𝜑𝑗(𝑥)}∞𝑗=0 — полная ортонормированная система функций в пространстве

𝐿2([𝑡, 𝑇 ]), а 𝜓1(𝜏), . . . , 𝜓𝑘(𝜏) — непрерывные на промежутке [𝑡, 𝑇 ] неслучайные функции.
Введем в рассмотрение следующую функцию

𝐾(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)1{𝑡1<...<𝑡𝑘}; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘 ∈ [𝑡, 𝑇 ]; 𝑘 ≥ 2 (4)

и 𝐾(𝑡1) = 𝜓1(𝑡1); 𝑡1 ∈ [𝑡, 𝑇 ], где 1{𝐴} — индикатор множества 𝐴.
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Функция 𝐾(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) кусочно-непрерывна в гиперкубе [𝑡, 𝑇 ]𝑘, поэтому кратный ряд Фу-
рье функции 𝐾(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ 𝐿2([𝑡, 𝑇 ]𝑘) в гиперкубе [𝑡, 𝑇 ]𝑘 сходится в смысле среднего квад-
ратического, т.е.:

lim
𝑝1,...,𝑝𝑘→∞

∫︁
[𝑡,𝑇 ]𝑘

(︂
𝐾(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) −

𝑝1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑝𝑘∑︁
𝑗𝑘=0

𝐶𝑗𝑘...𝑗1

𝑘∏︁
𝑙=1

𝜑𝑗𝑙(𝑡𝑙)

)︂2

𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = 0, (5)

где

𝐶𝑗𝑘...𝑗1 =

∫︁
[𝑡,𝑇 ]𝑘

𝐾(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)
𝑘∏︁

𝑙=1

𝜑𝑗𝑙(𝑡𝑙)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 (6)

и имеет место равенство Парсеваля:∫︁
[𝑡,𝑇 ]𝑘

𝐾2(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = lim
𝑝1,...,𝑝𝑘→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑝𝑘∑︁
𝑗𝑘=0

(𝐶𝑗𝑘...𝑗1)
2 .

Рассмотрим разбиение {𝜏𝑗}𝑁𝑗=0 промежутка [𝑡, 𝑇 ] такое, что

𝑡 = 𝜏0 < . . . < 𝜏𝑁 = 𝑇, ∆𝑁 = max
0≤𝑗≤𝑁−1

∆𝜏𝑗 → 0 при 𝑁 → ∞, ∆𝜏𝑗 = 𝜏𝑗+1 − 𝜏𝑗. (7)

Теорема 1. [9] Пусть {𝜑𝑗(𝑥)}∞𝑗=0 — полная ортонормированная система непрерывных

функций в пространстве 𝐿2([𝑡, 𝑇 ]), а 𝜓𝑖(𝜏); 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 — непрерывные на промежутке

[𝑡, 𝑇 ] функции. Тогда ПСИ Ито 𝐽 [𝜓(𝑘)]𝑇,𝑡 вида (2) разлагается в сходящийся в среднеквад-
ратическом смысле кратный ряд

𝐽 [𝜓(𝑘)]𝑇,𝑡 = l.i.m.
𝑝1,...,𝑝𝑘→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑝𝑘∑︁
𝑗𝑘=0

𝐶𝑗𝑘...𝑗1

(︂ 𝑘∏︁
𝑙=1

𝜁
(𝑖𝑙)
𝑗𝑙

−

− l.i.m.
𝑁→∞

∑︁
(𝑙1,...,𝑙𝑘)∈𝐺𝑘

𝜑𝑗1(𝜏𝑙1)∆w(𝑖1)
𝜏𝑙1

. . . 𝜑𝑗𝑘(𝜏𝑙𝑘)∆w(𝑖𝑘)
𝜏𝑙𝑘

)︂
, (8)

где l.i.m. — предел в среднеквадратическом смысле,

𝐺𝑘 = 𝐻𝑘∖𝐿𝑘, 𝐻𝑘 = {(𝑙1, . . . , 𝑙𝑘) : 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1},
𝐿𝑘 = {(𝑙1, . . . , 𝑙𝑘) : 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1; 𝑙𝑔 ̸= 𝑙𝑟 (𝑔 ̸= 𝑟); 𝑔, 𝑟 = 1, . . . , 𝑘},

𝜁
(𝑖)
𝑗 =

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗(𝑠)𝑑w
(𝑖)
𝑠

— независимые стандартные гауссовские случайные величины при различных 𝑖 или 𝑗

(если 𝑖 ̸= 0), ∆w
(𝑖)
𝜏𝑗 = w

(𝑖)
𝜏𝑗+1 −w

(𝑖)
𝜏𝑗 (𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚), {𝜏𝑗}𝑁𝑗=0 — разбиение промежутка [𝑡, 𝑇 ],

удовлетворяющее условию (7).

Нетрудно показать, что частные случаи (8) при 𝑘 = 1, . . . , 4 запишутся в виде:

𝐽 [𝜓(1)]𝑇,𝑡 = l.i.m.
𝑝1→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
, (9)

𝐽 [𝜓(2)]𝑇,𝑡 = l.i.m.
𝑝1,𝑝2→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

𝑝2∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1

(︁
𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2

− 1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}1{𝑗1=𝑗2}

)︁
, (10)

𝐽 [𝜓(3)]𝑇,𝑡 = l.i.m.
𝑝1,...,𝑝3→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑝3∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗2𝑗1

(︂
𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

−
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− 1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}1{𝑗1=𝑗2}𝜁
(𝑖3)
𝑗3

− 1{𝑖2=𝑖3 ̸=0}1{𝑗2=𝑗3}𝜁
(𝑖1)
𝑗1

− 1{𝑖1=𝑖3 ̸=0}1{𝑗1=𝑗3}𝜁
(𝑖2)
𝑗2

)︂
, (11)

𝐽 [𝜓(4)]𝑇,𝑡 = l.i.m.
𝑝1,...,𝑝4→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑝4∑︁
𝑗4=0

𝐶𝑗4...𝑗1

(︂ 4∏︁
𝑙=1

𝜁
(𝑖𝑙)
𝑗𝑙

−

−1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}1{𝑗1=𝑗2}𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

− 1{𝑖1=𝑖3 ̸=0}1{𝑗1=𝑗3}𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

−

−1{𝑖1=𝑖4 ̸=0}1{𝑗1=𝑗4}𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

− 1{𝑖2=𝑖3 ̸=0}1{𝑗2=𝑗3}𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

−

−1{𝑖2=𝑖4 ̸=0}1{𝑗2=𝑗4}𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

− 1{𝑖3=𝑖4 ̸=0}1{𝑗3=𝑗4}𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2

+

+1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}1{𝑗1=𝑗2}1{𝑖3=𝑖4 ̸=0}1{𝑗3=𝑗4} + 1{𝑖1=𝑖3 ̸=0}1{𝑗1=𝑗3}1{𝑖2=𝑖4 ̸=0}1{𝑗2=𝑗4}+

+ 1{𝑖1=𝑖4 ̸=0}1{𝑗1=𝑗4}1{𝑖2=𝑖3 ̸=0}1{𝑗2=𝑗3}

)︂
. (12)

Сформулируем основные результаты настоящей работы (теоремы 2–4), которые пока-
зывают, что аналоги разложений (10)–(12), полученные для ПСИ Стратоновича вида (3),
оказываются существенно проще, нежели разложения (10)–(12).

Теорема 2. Пусть {𝜑𝑗(𝑥)}∞𝑗=0 — полная ортонормированная система полиномов Ле-

жандра или система тригонометрических функций в пространстве 𝐿2([𝑡, 𝑇 ]). Пусть,
кроме того, функция 𝜓2(𝜏) — непрерывно дифференцируема на отрезке [𝑡, 𝑇 ], а функция
𝜓1(𝜏) — дважды непрерывно дифференцируема на этом отрезке. Тогда для ПСИ Стра-

тоновича 𝐽*[𝜓(2)]𝑇,𝑡 2 кратности вида (3) при 𝑖1, 𝑖2 = 1, . . . ,𝑚 справедливо следующее,

сходящееся в среднеквадратическом смысле, разложение

𝐽*[𝜓(2)]𝑇,𝑡 = l.i.m.
𝑝1,𝑝2→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

𝑝2∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
,

где сохранен смысл обозначений теоремы 1.

Теорема 3. Пусть {𝜑𝑗(𝑥)}∞𝑗=0 — полная ортонормированная система полиномов Ле-

жандра или система тригонометрических функций в пространстве 𝐿2([𝑡, 𝑇 ]). Пусть,
кроме того, функция 𝜓2(𝑠) — непрерывно дифференцируема на отрезке [𝑡, 𝑇 ], а функции
𝜓1(𝑠), 𝜓3(𝑠) — дважды непрерывно дифференцируемы на этом отрезке. Тогда для ПСИ

Стратоновича 𝐽*[𝜓(3)]𝑇,𝑡 3 кратности вида (3) при 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 1, . . . ,𝑚 справедливо следу-

ющее, сходящееся в среднеквадратическом смысле, разложение

𝐽*[𝜓(3)]𝑇,𝑡 = l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗2,𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗2𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
, (13)

где сохранен смысл обозначений теоремы 1.

Теорема 4. Пусть {𝜑𝑗(𝑥)}∞𝑗=0 — полная ортонормированная система полиномов Ле-

жандра или система тригонометрических функций в пространстве 𝐿2([𝑡, 𝑇 ]). Пусть,
кроме того, 𝜓1(𝑠), . . . , 𝜓4(𝑠) ≡ 1. Тогда для ПСИ Стратоновича 𝐽*[𝜓(4)]𝑇,𝑡 4 кратности

вида (3) при 𝑖1, . . . , 𝑖4 = 0, 1, . . . ,𝑚 справедливо следующее, сходящееся в среднеквадрати-

ческом смысле, разложение

𝐽*[𝜓(4)]𝑇,𝑡 = l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗2𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4
, (14)

где сохранен смысл обозначений теоремы 1.
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3. Доказательство теоремы 2

В соответствии со стандартной связью стохастических интегралов Стратоновича и Ито
[2] с вероятностью 1 (далее с в. 1):

𝐽*[𝜓(2)]𝑇,𝑡 = 𝐽 [𝜓(2)]𝑇,𝑡 +
1

2
1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}

𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡1)𝑑𝑡1. (15)

Согласно (10), (15) теорема 2 будет доказана, если мы покажем, что

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡1)𝑑𝑡1 =
∞∑︁

𝑗1=0

𝐶𝑗1𝑗1 . (16)

Рассмотрим функцию

𝐾*(𝑡1, 𝑡2) = 𝐾(𝑡1, 𝑡2) +
1

2
1{𝑡1=𝑡2}𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡1), (17)

где 𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝑡, 𝑇 ], а 𝐾(𝑡1, 𝑡2) имеет вид (4) при 𝑘 = 2.
Разложим функцию 𝐾*(𝑡1, 𝑡2) по переменной 𝑡1 (𝑡2 фиксировано) в ряд Фурье на интер-

вале (𝑡, 𝑇 ) :

𝐾*(𝑡1, 𝑡2) =
∞∑︁

𝑗1=0

𝐶𝑗1(𝑡2)𝜑𝑗1(𝑡1) (𝑡1 ̸= 𝑡, 𝑡1 ̸= 𝑇 ), (18)

где

𝐶𝑗1(𝑡2) =

𝑇∫︁
𝑡

𝐾*(𝑡1, 𝑡2)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1 = 𝜓2(𝑡2)

𝑡2∫︁
𝑡

𝜓1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1.

Равенство (18) выполняется в каждой точке интервала (𝑡, 𝑇 ) по переменной 𝑡1 (𝑡2 фик-
сировано) согласно кусочной гладкости функции 𝐾*(𝑡1, 𝑡2) по переменной 𝑡1 [12]–[14]. От-
метим также, что согласно хорошо известным свойствам рядов Фурье [12]–[14], ряд (18)
сходится при 𝑡1 = 𝑡, 𝑡1 = 𝑇 . При получении (18) мы также использовали тот факт [12]–[14],
что правая часть (18) сходится при 𝑡1 = 𝑡2 (точка конечного разрыва функции 𝐾

*(𝑡1, 𝑡2))
к величине

1

2
(𝐾*(𝑡2 − 0, 𝑡2) +𝐾*(𝑡2 + 0, 𝑡2)) =

1

2
𝜓1(𝑡2)𝜓2(𝑡2) = 𝐾*(𝑡2, 𝑡2).

Функция 𝐶𝑗1(𝑡2) является непрерывно дифференцируемой. Разложим ее в ряд Фурье на
интервале (𝑡, 𝑇 ):

𝐶𝑗1(𝑡2) =
∞∑︁

𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1𝜑𝑗2(𝑡2) (𝑡2 ̸= 𝑡, 𝑡2 ̸= 𝑇 ), (19)

где 𝐶𝑗2𝑗1 имеет вид (6) при 𝑘 = 2, а равенство (19) выполненяется в любой точке интервала
(𝑡, 𝑇 ) (правая часть (19) сходится при 𝑡2 = 𝑡, 𝑡2 = 𝑇 ) [12]–[14].
Подставим (19) в (18):

𝐾*(𝑡1, 𝑡2) =
∞∑︁

𝑗1=0

∞∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1𝜑𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗2(𝑡2), (𝑡1, 𝑡2) ∈ (𝑡, 𝑇 )2. (20)

Нетрудно видеть, что, полагая 𝑡1 = 𝑡2 в (20), мы получим:

1

2
𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡1) =

∞∑︁
𝑗1=0

∞∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1𝜑𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗2(𝑡1). (21)
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С помощью (21) мы формально можем записать:

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡1)𝑑𝑡1 =

𝑇∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=0

∞∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1𝜑𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗2(𝑡1)𝑑𝑡1 =

=
∞∑︁

𝑗1=0

∞∑︁
𝑗2=0

𝑇∫︁
𝑡

𝐶𝑗2𝑗1𝜑𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗2(𝑡1)𝑑𝑡1 =

= lim
𝑝1→∞

lim
𝑝2→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

𝑝2∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗2(𝑡1)𝑑𝑡1 =

= lim
𝑝1→∞

lim
𝑝2→∞

𝑝1∑︁
𝑗1=0

𝑝2∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗11{𝑗1=𝑗2} = lim
𝑝1→∞

lim
𝑝2→∞

min{𝑝1,𝑝2}∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗2𝑗1 =
∞∑︁

𝑗1=0

𝐶𝑗1𝑗1 . (22)

Далее, через 𝐶,𝐾,𝐶0, 𝐾0, 𝐶1, 𝐾1, . . . договоримся обозначать постоянные.
Поясним переход от первой ко второй строке в (22) (дальнейшие рассуждения в (22)

следуют из ортонормированности функций 𝜑𝑗(𝑠) на промежутке [𝑡, 𝑇 ]). Имеем:⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1 −
𝑝1∑︁

𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝐶𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
≤

≤
𝑇∫︁
𝑡

|𝜓2(𝑡1)𝐺
𝑝1(𝑡1)| 𝑑𝑡1 ≤ 𝐶

𝑇∫︁
𝑡

|𝐺𝑝1(𝑡1)| 𝑑𝑡1, (23)

где

𝐺𝑝(𝜏)
def
=

∞∑︁
𝑗=𝑝+1

𝜏∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠)𝜑𝑗(𝑠)𝑑𝑠𝜑𝑗(𝜏).

Рассмотрим случай полиномов Лежандра. Тогда

|𝐺𝑝1(𝑡1)| =
1

2

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

(2𝑗1 + 1)

𝑧(𝑡1)∫︁
−1

𝜓1(𝑢(𝑦))𝑃𝑗1(𝑦)𝑑𝑦𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1))

⃒⃒⃒⃒
, (24)

где

𝑢(𝑦) =
𝑇 − 𝑡

2
𝑦 +

𝑇 + 𝑡

2
, 𝑧(𝑠) =

(︂
𝑠− 𝑇 + 𝑡

2

)︂
2

𝑇 − 𝑡
, (25)

а {𝑃𝑗(𝑠)}∞𝑗=0 — полная ортонормированная система полиномов Лежандра в пространстве
𝐿2([−1, 1]).
На протяжении настоящей статьи для рационального 𝑞 полагаем

𝐽𝑞(𝑡, 𝑇 )
def
=

𝑇∫︁
𝑡

𝑑𝑠

(1 − 𝑧2(𝑠))𝑞
, 𝐼𝑞(𝑥)

def
=

𝑥∫︁
−1

𝑑𝑦

(1 − 𝑦2)𝑞
, 𝑓𝑞(𝑥)

def
=

1

(1 − 𝑧2(𝑥))𝑞
.

Из (24) и формулы [12]

𝑃 ′
𝑗+1(𝑥) − 𝑃 ′

𝑗−1(𝑥) = (2𝑗 + 1)𝑃𝑗(𝑥); 𝑗 = 1, 2, . . . , (26)

где штрих означает производную по 𝑥, следует, что

|𝐺𝑝1(𝑡1)| =
1

2

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

{︂
(𝑃𝑗1+1(𝑧(𝑡1)) − 𝑃𝑗1−1(𝑧(𝑡1)))𝜓1(𝑡1) −

𝑇 − 𝑡

2
×
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×
𝑧(𝑡1)∫︁
−1

(𝑃𝑗1+1(𝑦) − 𝑃𝑗1−1(𝑦))𝜓′
1(𝑢(𝑦))𝑑𝑦

}︂
𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1))

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐶0

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

(𝑃𝑗1+1(𝑧(𝑡1))𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1)) − 𝑃𝑗1−1(𝑧(𝑡1))𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1)))

⃒⃒⃒⃒
+

+
𝑇 − 𝑡

4

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

{︂
𝜓′
1(𝑡1)

(︂
1

2𝑗1 + 3
(𝑃𝑗1+2(𝑧(𝑡1)) − 𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1)))−

− 1

2𝑗1 − 1
(𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1)) − 𝑃𝑗1−2(𝑧(𝑡1)))

)︂
− 𝑇 − 𝑡

2
×

×
𝑧(𝑡1)∫︁
−1

(︂
1

2𝑗1 + 3
(𝑃𝑗1+2(𝑦) − 𝑃𝑗1(𝑦)) − 1

2𝑗1 − 1
(𝑃𝑗1(𝑦) − 𝑃𝑗1−2(𝑦))

)︂
×

×𝜓′′
1(𝑢(𝑦))𝑑𝑦

}︂
𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1))

⃒⃒⃒⃒
, (27)

где 𝜓′
1, 𝜓

′′
1 — производные функции 𝜓1(𝑠) по переменной 𝑢(𝑦).

Из (27) и оценки для полиномов Лежандра [12]

|𝑃𝑛(𝑦)| < 𝐾√
𝑛+ 1(1 − 𝑦2)1/4

, 𝑦 ∈ (−1, 1), 𝑛 ∈ 𝑁 (28)

при 𝑡1 ∈ (𝑡, 𝑇 ) получим:

|𝐺𝑝1(𝑡1)| < 𝐶0

⃒⃒⃒⃒
lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗1=𝑝1+1

(𝑃𝑗1+1(𝑧(𝑡1))𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1)) − 𝑃𝑗1−1(𝑧(𝑡1))𝑃𝑗1(𝑧(𝑡1)))

⃒⃒⃒⃒
+

+𝐶1

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗21

(︀
𝑓1/2(𝑡1) + 𝐼1/4(𝑧(𝑡1))𝑓1/4(𝑡1)

)︀
<

< 𝐶0

⃒⃒⃒
lim
𝑛→∞

(𝑃𝑛+1(𝑧(𝑡1))𝑃𝑛(𝑧(𝑡1)) − 𝑃𝑝1(𝑧(𝑡1))𝑃𝑝1+1(𝑧(𝑡1)))
⃒⃒⃒
+

+𝐶1

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗21

(︀
𝑓1/2(𝑡1) + 𝐶2𝑓1/4(𝑡1)

)︀
< 𝐶3 lim

𝑛→∞

(︂
1

𝑛
+

1

𝑝1

)︂
𝑓1/2(𝑡1)+

+𝐶1

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗21

(︀
𝑓1/2(𝑡1) + 𝐶2𝑓1/4(𝑡1)

)︀
≤

≤ 𝐶4

(︂(︂
1

𝑝1
+

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗21

)︂
𝑓1/2(𝑡1) +

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗21
𝑓1/4(𝑡1)

)︂
≤

≤ 𝐾

𝑝1

(︀
𝑓1/2(𝑡1) + 𝑓1/4(𝑡1)

)︀
, (29)

где мы использовали неравенство:

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗21
≤

∞∫︁
𝑝1

𝑑𝑥

𝑥2
=

1

𝑝1
. (30)
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Из (23) и (29) следует, что⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1 −
𝑝1∑︁

𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝐶𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
<
𝐾1

𝑝1

(︀
𝐼1/2(1) + 𝐼1/4(1)

)︀
→ 0

при 𝑝1 → ∞.
Таким образом,

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡1)𝑑𝑡1 =

𝑇∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1 =

=
∞∑︁

𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝐶𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1 =
∞∑︁

𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1𝜑𝑗2(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1 =

=
∞∑︁

𝑗1=0

∞∑︁
𝑗2=0

𝑇∫︁
𝑡

𝐶𝑗2𝑗1𝜑𝑗2(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1 =
∞∑︁

𝑗1=0

𝐶𝑗1𝑗1 . (31)

В (31) мы использовали тот факт, что ряд Фурье-Лежандра

∞∑︁
𝑗2=0

𝐶𝑗2𝑗1𝜑𝑗2(𝑡1)

гладкой функции 𝐶𝑗1(𝑡1) сходится равномерно к этой функции на любом отрезке [𝑡+𝜀, 𝑇−𝜀]
∀ 𝜀 > 0, сходится к этой функции в каждой точке интервала (𝑡, 𝑇 ) и сходится к 𝐶𝑗1(𝑡+ 0)
и 𝐶𝑗1(𝑇 − 0) при 𝑡1 = 𝑡 и 𝑡1 = 𝑇 соответственно [12], [14]. Соотношение (16) доказано для
случая полиномов Лежандра.
Пусть теперь {𝜑𝑗(𝑥)}∞𝑗=0 — полная ортонормированная система тригонометрических

функций в пространстве 𝐿2([𝑡, 𝑇 ]). Имеем⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1 −
𝑝1∑︁

𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝐶𝑗1(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

𝜓2(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)

𝑡1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
=

=
2

𝑇 − 𝑡

⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑡

𝜓2(𝑡1)
∞∑︁

𝑗1=𝑝1+1

(︂ 𝑡1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠)sin
2𝜋𝑗1(𝑠− 𝑡)

𝑇 − 𝑡
𝑑𝑠 sin

2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡
+

+

𝑡1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠)cos
2𝜋𝑗1(𝑠− 𝑡)

𝑇 − 𝑡
𝑑𝑠 cos

2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡

)︂
𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
=

=
1

𝜋

⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑡

(︂
𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡1)

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗1
sin

2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡
+

+
𝑇 − 𝑡

2𝜋
𝜓2(𝑡1)

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗21

(︂
𝜓′
1(𝑡1) − 𝜓′

1(𝑡)cos
2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡
−
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−
𝑡1∫︁
𝑡

sin
2𝜋𝑗1(𝑠− 𝑡)

𝑇 − 𝑡
𝜓′′
1(𝑠)𝑑𝑠 sin

2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡
−

−
𝑡1∫︁
𝑡

cos
2𝜋𝑗1(𝑠− 𝑡)

𝑇 − 𝑡
𝜓′′
1(𝑠)𝑑𝑠 cos

2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡

)︂)︂
𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐶1

⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑡

𝜓2(𝑡1)
∞∑︁

𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗1
sin

2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡
𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
+
𝐶2

𝑝1
=

= 𝐶1

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗1

𝑇∫︁
𝑡

𝜓2(𝑡1)sin
2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡
𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
+
𝐶2

𝑝1
, (32)

где последний шаг следует из равномерной сходимости (по признаку Дирихле-Абеля) ряда
[13]

∞∑︁
𝑗1=1

1

𝑗1
sin

2𝜋𝑗1(𝑡1 − 𝑡)

𝑇 − 𝑡
.

Из (32) получим ⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

𝜓2(𝑡1)𝜑𝑗1(𝑡1)

𝑡1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐶3

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑗1=𝑝1+1

1

𝑗21

(︂
𝜓2(𝑇 ) − 𝜓2(𝑡) −

𝑇∫︁
𝑡

cos
2𝜋𝑗1(𝑠− 𝑡)

𝑇 − 𝑡
𝜓′
2(𝑠)𝑑𝑠

)︂⃒⃒⃒⃒
+
𝐶2

𝑝1
≤ 𝐾

𝑝1
. (33)

Дальнейшее рассмотрение данного случая аналогично доказательству соотношения (16)
для случая полиномов Лежандра. Теорема 2 доказана.

4. Доказательство теоремы 3

Сначала рассмотрим случай полиномов Лежандра. Из формулы (11) при 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝3 = 𝑝
и стандартных соотношений между стохастическими интегралами Ито и Стратоновича [2]
следует, что теорема 3 верна, если:

l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗1𝑗1𝜁
(𝑖3)
𝑗3

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜓1(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑f
(𝑖3)
𝑠 , (34)

l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗3𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)𝜓2(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠1)𝑑f
(𝑖1)
𝑠1

𝑑𝑠, (35)

l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗1𝑗3𝑗1𝜁
(𝑖2)
𝑗3

= 0. (36)

Докажем (34). По теореме 1 при 𝑘 = 1 (см. также (9)):

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜓1(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑f
(𝑖3)
𝑠 =

1

2
l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝜁
(𝑖3)
𝑗3
,
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где

𝐶𝑗3 =

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠)𝜓3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜓1(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠.

Далее имеем:

𝐸𝑝
def
= M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗1𝑗1𝜁
(𝑖3)
𝑗3

− 1

2

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝜁
(𝑖3)
𝑗3

)︂2}︂
=

= M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗3𝑗1𝑗1 −
1

2
𝐶𝑗3

)︂
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

)︂2}︂
=

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗3𝑗1𝑗1 −
1

2
𝐶𝑗3

)︂2

=

=

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗1(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1𝑑𝑠−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠1)𝜓2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠

)︂2

=

=

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗1(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2−

−1

2
𝜓1(𝑠1)𝜓2(𝑠1)

)︂
𝑑𝑠1𝑑𝑠

)︂2

. (37)

Положив 𝑡1 = 𝑡2 = 𝑠1 в (18), получим, что для любого 𝑠1 ∈ (𝑡, 𝑇 ):

∞∑︁
𝑗1=0

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗1(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2 =
1

2
𝜓1(𝑠1)𝜓2(𝑠1). (38)

Из (37) и (38) следует, что

𝐸𝑝 =

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗1(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1𝑑𝑠

)︂2

. (39)

Из (39) и (29) получим

𝐸𝑝 < 𝐶1

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

|𝜑𝑗3(𝑠)|
1

𝑝

(︀
𝐼1/2(𝑧(𝑠)) + 𝐼1/4(𝑧(𝑠))

)︀
𝑑𝑠

)︂2

<

<
𝐶2

𝑝2

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

|𝜑𝑗3(𝑠)|𝑑𝑠
)︂2

≤ 𝐶2(𝑇 − 𝑡)

𝑝2

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑2
𝑗3

(𝑠)𝑑𝑠 =
𝐶3𝑝

𝑝2
→ 0

при 𝑝→ ∞. Равенство (34) доказано.
Докажем (35). По формуле Ито:

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)𝜓2(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠1)𝑑f
(𝑖1)
𝑠1

𝑑𝑠 =
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜓2(𝑠)𝑑𝑠𝑑f
(𝑖1)
𝑠1

с. в. 1.
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По теореме 1 при 𝑘 = 1 (см. также (9)):

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠)

𝑇∫︁
𝑠

𝜓3(𝑠1)𝜓2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑f
(𝑖1)
𝑠 =

1

2
l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1=0

𝐶*
𝑗1
𝜁
(𝑖1)
𝑗1
,

где

𝐶*
𝑗1

=

𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)

𝑇∫︁
𝑠

𝜓3(𝑠1)𝜓2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠. (40)

Имеем:

𝐸 ′
𝑝

def
= M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗3𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1

− 1

2

𝑝∑︁
𝑗1=0

𝐶*
𝑗1
𝜁
(𝑖1)
𝑗1

)︂2}︂
=

= M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

(︂ 𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗3𝑗1 −
1

2
𝐶*

𝑗1

)︂
𝜁
(𝑖1)
𝑗1

)︂2}︂
=

𝑝∑︁
𝑗1=0

(︂ 𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗3𝑗1 −
1

2
𝐶*

𝑗1

)︂2

, (41)

𝐶𝑗3𝑗3𝑗1 =

𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

=

𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)

𝑇∫︁
𝑠2

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1𝑑𝑠2. (42)

Из (40)–(42) находим:

𝐸 ′
𝑝 =

𝑝∑︁
𝑗1=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)

𝑇∫︁
𝑠2

(︂ 𝑝∑︁
𝑗3=0

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠−

−1

2
𝜓3(𝑠1)𝜓2(𝑠1)

)︂
𝑑𝑠1𝑑𝑠2

)︂2

. (43)

Покажем, что для всех 𝑠1 ∈ (𝑡, 𝑇 ) выполнено равенство:

∞∑︁
𝑗3=0

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠 =
1

2
𝜓2(𝑠1)𝜓3(𝑠1). (44)

Обозначим

𝐾*
1(𝑡1, 𝑡2) = 𝜓2(𝑡1)𝜓3(𝑡2)1{𝑡1<𝑡2} +

1

2
1{𝑡1=𝑡2}𝜓2(𝑡1)𝜓3(𝑡1); 𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝑡, 𝑇 ].

Разложим функцию𝐾*
1(𝑡1, 𝑡2) по переменной 𝑡2 (𝑡1 фиксировано) в ряд Фурье–Лежандра

на интервале (𝑡, 𝑇 ) :

𝐾*
1(𝑡1, 𝑡2) =

∞∑︁
𝑗3=0

𝜓2(𝑡1)

𝑇∫︁
𝑡1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠 𝜑𝑗3(𝑡2) (𝑡2 ̸= 𝑡, 𝑡2 ̸= 𝑇 ). (45)

Полагая 𝑡1 = 𝑡2 = 𝑠1 в (45), получим (44) (см. также вывод формулы (38)).
Из (43) и (44) получим

𝐸 ′
𝑝 =

𝑝∑︁
𝑗1=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)

𝑇∫︁
𝑠2

∞∑︁
𝑗3=𝑝+1

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1𝑑𝑠2

)︂2

. (46)
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Используя метод вывода оценки (29), получим для дважды непрерывно дифференци-
руемой функции 𝜓3(𝑠) следующее неравенство:⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁

𝑗3=𝑝+1

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
<
𝐶

𝑝

(︀
𝑓1/2(𝑠1) + 𝑓1/4(𝑠1)

)︀
, (47)

где 𝑠1 ∈ (𝑡, 𝑇 ). Дальнейшее доказательство (35) аналогично выводу (34).
Докажем (36). Имеем

𝐸 ′′
𝑝

def
= M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝐶𝑗1𝑗3𝑗1𝜁
(𝑖2)
𝑗3

)︂2}︂
=

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝐶𝑗1𝑗3𝑗1

)︂2

, (48)

𝐶𝑗1𝑗3𝑗1 =

𝑇∫︁
𝑡

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

=

𝑇∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1. (49)

Подставим (49) в (48):

𝐸 ′′
𝑝 =

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1

)︂2

. (50)

Пусть �̃�(𝑡1, 𝑡2) = 𝜓1(𝑡1)1{𝑡1<𝑡2}; 𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝑡, 𝑇 ]. Разложим функцию �̃�(𝑡1, 𝑡2) по переменной
𝑡1 (𝑡2 фиксировано) в ряд Фурье–Лежандра на интервале (𝑡, 𝑇 ) :

�̃�(𝑡1, 𝑡2) =
∞∑︁

𝑗1=0

𝑡2∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠 𝜑𝑗1(𝑡1) (𝑡1 ̸= 𝑡2). (51)

Используя (51), получим:

𝑝∑︁
𝑗1=0

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)

(︂ 𝑝∑︁
𝑗1=0

𝜑𝑗1(𝑠)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃

)︂
𝑑𝑠

=

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)

(︂ ∞∑︁
𝑗1=0

𝜑𝑗1(𝑠)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃 −
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

𝜑𝑗1(𝑠)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃

)︂
𝑑𝑠 =

=

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜓1(𝑠)1{𝑠<𝑠1}𝑑𝑠−
𝑇∫︁

𝑠1

𝜓3(𝑠)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

𝜑𝑗1(𝑠)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝑠 =

= −
𝑇∫︁

𝑠1

𝜓3(𝑠)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

𝜑𝑗1(𝑠)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝑠. (52)

Подставим (52) в (50):

𝐸 ′′
𝑝 =

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

𝜑𝑗1(𝑠)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝑠𝑑𝑠1

)︂2

=
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=

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑙=0

𝜓2(𝑢
*
𝑙 )𝜑𝑗3(𝑢

*
𝑙 )

𝑇∫︁
𝑢*
𝑙

𝜓3(𝑠)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

𝜑𝑗1(𝑠)

𝑢*
𝑙∫︁

𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝑠∆𝑢𝑙

)︂2

=

=

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑙=0

𝜓2(𝑢
*
𝑙 )𝜑𝑗3(𝑢

*
𝑙 )

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

𝑇∫︁
𝑢*
𝑙

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠

𝑢*
𝑙∫︁

𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃∆𝑢𝑙

)︂2

, (53)

где 𝑡 = 𝑢0 < 𝑢1 < . . . < 𝑢𝑁 = 𝑇 ; ∆𝑢𝑙 = 𝑢𝑙+1 − 𝑢𝑙; 𝑢
*
𝑙 — точка минимума функции

(1 − (𝑧(𝑠))2)−𝛼 (0 < 𝛼 < 1) на интервале [𝑢𝑙, 𝑢𝑙+1]; max
0≤𝑙≤𝑁−1

∆𝑢𝑙 → 0 при 𝑁 → ∞;

𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. Последний шаг в (53) сделан на основании равномерной сходимости
ряда Фурье–Лежандра функции �̃�(𝑠, 𝑢*𝑙 ) на отрезке [𝑢*𝑙 + 𝜀, 𝑇 − 𝜀] ∀ 𝜀 > 0 (�̃�(𝑠, 𝑢*𝑙 ) ≡ 0
при 𝑠 ∈ [𝑢*𝑙 , 𝑇 ]) [12], [14].
Далее имеем

𝑥∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠 =

√︀
(𝑇 − 𝑡)(2𝑗1 + 1)

2

𝑧(𝑥)∫︁
−1

𝑃𝑗1(𝑦)𝜓(𝑢(𝑦))𝑑𝑦 =

=

√
𝑇 − 𝑡

2
√

2𝑗1 + 1

(︂
(𝑃𝑗1+1(𝑧(𝑥)) − 𝑃𝑗1−1(𝑧(𝑥)))𝜓1(𝑥)−

−𝑇 − 𝑡

2

𝑧(𝑥)∫︁
−1

((𝑃𝑗1+1(𝑦) − 𝑃𝑗1−1(𝑦))𝜓1
′(𝑢(𝑦))𝑑𝑦

)︂
, (54)

где 𝑥 ∈ (𝑡, 𝑇 ); 𝑗1 ≥ 𝑝 + 1; 𝑧(𝑥) и 𝑢(𝑦) определяются равенствами (25); 𝜓1
′ — производная

функции 𝜓1(𝑠) по переменной 𝑢(𝑦).
Отметим, что в (54) мы использовали известное свойство полиномов Лежандра:

𝑃𝑗+1(−1) = −𝑃𝑗(−1); 𝑗 = 0, 1, 2, . . . и (26).
Из (28) и (54) находим⃒⃒⃒⃒ 𝑥∫︁

𝑡

𝜓1(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
<
𝐶

𝑗1

(︀
𝑓1/4(𝑥) + 𝐶1

)︀
; 𝑥 ∈ (𝑡, 𝑇 ). (55)

Аналогично (55) и учитывая, что 𝑃𝑗(1) = 1; 𝑗 = 0, 1, 2, . . . получим для интеграла
(подобного тому, что стоит в левой части (55), но с пределами интегрирования 𝑥 и 𝑇 )
оценку вида (55).
Объединяя оценку (55) и еe аналог для интеграла с пределами интегрирования 𝑥 и 𝑇 ,

получим: ⃒⃒⃒⃒ 𝑥∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠

𝑇∫︁
𝑥

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
<
𝐾

𝑗21

(︀
𝑓1/2(𝑥) +𝐾1

)︀
; 𝑥 ∈ (𝑡, 𝑇 ). (56)

Оценим правую часть (53), используя (56):

𝐸 ′′
𝑝 ≤ 𝐶

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑙=0

|𝜑𝑗3(𝑢
*
𝑙 )|

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

𝑗21

(︀
𝑓1/2(𝑢

*
𝑙 ) +𝐾1

)︀
∆𝑢𝑙

)︂2

≤

≤ 𝐶1

𝑝2

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑙=0

(︀
𝑓3/4(𝑢

*
𝑙 ) +𝐾1𝑓1/4(𝑢

*
𝑙 )
)︀

∆𝑢𝑙

)︂2

≤
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≤ 𝐶1

𝑝2

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

(︀
𝐽3/4(𝑡, 𝑇 ) +𝐾1𝐽1/4(𝑡, 𝑇 )

)︀)︂2

=

=
𝐶1

𝑝2

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︀
𝐽3/4(𝑡, 𝑇 ) +𝐾1𝐽1/4(𝑡, 𝑇 )

)︀2
=

=
𝐶1(𝑇 − 𝑡)2𝑝

4𝑝2
(︀
𝐼3/4(1) +𝐾1𝐼1/4(1)

)︀2 ≤ 𝐶2

𝑝
→ 0 (57)

при 𝑝 → ∞. Соотношение (36) доказано. Теорема 3 доказана для случая полиномов Ле-
жандра.
Перейдем теперь к рассмотрению доказательства теоремы 3 для случая тригонометри-

ческих функций. Аналогично неравенству (33) получим:⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑠2

∞∑︁
𝑗3=𝑝+1

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐾1

𝑝
, (58)

где 𝑠2 — фиксировано. Используя (33) и (39), имеем:

𝐸𝑝 ≤ 𝐾

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

⃒⃒⃒⃒ 𝑠∫︁
𝑡

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗1(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠

)︂2

=

= 𝐾

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑙=0

⃒⃒⃒⃒ 𝑢*
𝑙∫︁

𝑡

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

𝜓2(𝑠1)𝜑𝑗1(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜓1(𝑠2)𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1

⃒⃒⃒⃒
∆𝑢𝑙

)︂2

≤ 𝐾

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑙=0

𝐾1

𝑝
∆𝑢𝑙

)︂2

≤ 𝐾2

𝑝2

𝑝∑︁
𝑗3=0

(𝑇 − 𝑡)2 ≤ 𝐶

𝑝
→ 0 (59)

при 𝑝 → ∞; 𝑡 = 𝑢0 < 𝑢1 < . . . < 𝑢𝑁 = 𝑇 ; ∆𝑢𝑙 = 𝑢𝑙+1 − 𝑢𝑙; 𝑢
*
𝑙 ∈ [𝑢𝑙, 𝑢𝑙+1]; max

0≤𝑙≤𝑁−1
∆𝑢𝑙 → 0

при 𝑁 → ∞; 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.
Аналогично, используя (58) и (46), получим, что 𝐸 ′

𝑝 → 0 при 𝑝→ ∞.
Нетрудно видеть, что в рассматриваемом случае справедлива оценка:⃒⃒⃒⃒ 𝑥∫︁

𝑡

𝜓1(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠

𝑇∫︁
𝑥

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
<
𝐾

𝑗21
, 𝑗1 ̸= 0. (60)

Используя (53) и (60), имеем:

𝐸 ′′
𝑝 ≤ 𝐾1

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑙=0

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑢*
𝑙

𝜓3(𝑠)𝜑𝑗1(𝑠)𝑑𝑠

𝑢*
𝑙∫︁

𝑡

𝜓1(𝜃)𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
∆𝑢𝑙

)︂2

≤

≤ 𝐾2

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂
lim

𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑙=0

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

𝑗21
∆𝑢𝑙

)︂2

≤ 𝐾2

𝑝2

𝑝∑︁
𝑗3=0

(𝑇 − 𝑡)2 ≤ 𝐶

𝑝
→ 0

при 𝑝 → ∞; смысл других обозначений такой же, как в (59). Теорема 3 доказана для
тригонометрического случая. Теорема 3 доказана.
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5. Доказательство теоремы 4

Из (12) следует, что

l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗2𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

= 𝐽 [𝜓(4)]𝑇,𝑡+

+1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}𝐴
(𝑖3𝑖4)
1 + 1{𝑖1=𝑖3 ̸=0}𝐴

(𝑖2𝑖4)
2 + 1{𝑖1=𝑖4 ̸=0}𝐴

(𝑖2𝑖3)
3 + 1{𝑖2=𝑖3 ̸=0}𝐴

(𝑖1𝑖4)
4 +

+1{𝑖2=𝑖4 ̸=0}𝐴
(𝑖1𝑖3)
5 + 1{𝑖3=𝑖4 ̸=0}𝐴

(𝑖1𝑖2)
6 − 1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}1{𝑖3=𝑖4 ̸=0}𝐵1−

− 1{𝑖1=𝑖3 ̸=0}1{𝑖2=𝑖4 ̸=0}𝐵2 − 1{𝑖1=𝑖4 ̸=0}1{𝑖2=𝑖3 ̸=0}𝐵3, (61)

где 𝐽 [𝜓(4)]𝑇,𝑡 имеет вид (2) при 𝜓1(𝑠), . . . , 𝜓4(𝑠) ≡ 1 и 𝑖1, . . . , 𝑖4 = 0, 1, . . . ,𝑚;

𝐴
(𝑖3𝑖4)
1 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗1=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗1𝑗1𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4
,

𝐴
(𝑖2𝑖4)
2 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗2=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗2𝑗3𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖4)
𝑗4
,

𝐴
(𝑖2𝑖3)
3 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗2=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗2𝑗4𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
,

𝐴
(𝑖1𝑖4)
4 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗1=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗3𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖4)
𝑗4
,

𝐴
(𝑖1𝑖3)
5 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗1=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗4𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
,

𝐴
(𝑖1𝑖2)
6 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗2,𝑗1=0

𝐶𝑗3𝑗3𝑗2𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
,

𝐵1 = lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗4=0

𝐶𝑗4𝑗4𝑗1𝑗1 , 𝐵2 = lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

𝐶𝑗3𝑗4𝑗3𝑗4 ,

𝐵3 = lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗3𝑗4 .

Используя замену порядка интегрирования в интегралах Римана, теорему 1 при 𝑘 = 2
(см. (10)), соотношение (16), равенство Парсеваля и формулу Ито, получим

𝐴
(𝑖3𝑖4)
1 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗1=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

(︂ 𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2

𝑑𝑠1𝑑𝑠𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑝∑︁
𝑗1=0

(︂ 𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2

𝑑𝑠1𝑑𝑠𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

(︂
(𝑠1 − 𝑡) −

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

(︂ 𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2)︂
𝑑𝑠1𝑑𝑠

×𝜁(𝑖3)𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

=
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= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)(𝑠1 − 𝑡)𝑑𝑠1𝑑𝑠𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

− ∆
(𝑖3𝑖4)
1 =

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑡

(𝑠1 − 𝑡)𝑑w(𝑖3)
𝑠1
𝑑w(𝑖4)

𝑠 +

+
1

2
1{𝑖3=𝑖4 ̸=0} lim

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)(𝑠1 − 𝑡)𝑑𝑠1𝑑𝑠− ∆
(𝑖3𝑖4)
1 =

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑡

𝑠1∫︁
𝑡

𝑑𝑠2𝑑w
(𝑖3)
𝑠1
𝑑w(𝑖4)

𝑠 +
1

4
1{𝑖3=𝑖4 ̸=0}

𝑇∫︁
𝑡

(𝑠1 − 𝑡)𝑑𝑠1 − ∆
(𝑖3𝑖4)
1 c в. 1, (62)

где

∆
(𝑖3𝑖4)
1 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗4=0

𝑎𝑝𝑗4𝑗3𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4
,

𝑎𝑝𝑗4𝑗3 =
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

(︂ 𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2

𝑑𝑠1𝑑𝑠. (63)

Рассмотрим 𝐴
(𝑖2𝑖4)
2 :

𝐴
(𝑖2𝑖4)
2 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗2=0

(︂
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

(︂ 𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2
𝑠∫︁

𝑡

𝜑𝑗2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠1)

(︂ 𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2

𝑑𝑠1𝑑𝑠−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠3)

(︂ 𝑠∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2

𝑑𝑠3𝑑𝑠

)︂
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗2=0

(︂
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)(𝑠− 𝑡)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠1)(𝑠1 − 𝑡)𝑑𝑠1𝑑𝑠−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠3)(𝑠− 𝑡+ 𝑡− 𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠

)︂
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

−

− ∆
(𝑖2𝑖4)
2 + ∆

(𝑖2𝑖4)
1 + ∆

(𝑖2𝑖4)
3 = −∆

(𝑖2𝑖4)
2 + ∆

(𝑖2𝑖4)
1 + ∆

(𝑖2𝑖4)
3 с в. 1, (64)

где

∆
(𝑖2𝑖4)
2 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗2=0

𝑏𝑝𝑗4𝑗2𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖4)
𝑗4
, ∆

(𝑖2𝑖4)
3 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗2=0

𝑐𝑝𝑗4𝑗2𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖4)
𝑗4
,
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𝑏𝑝𝑗4𝑗2 =
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)
∞∑︁

𝑗3=𝑝+1

(︂ 𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2
𝑠∫︁

𝑡

𝜑𝑗2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠,

𝑐𝑝𝑗4𝑗2 =
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠3)
∞∑︁

𝑗3=𝑝+1

(︂ 𝑠∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2

𝑑𝑠3𝑑𝑠.

Рассмотрим 𝐴
(𝑖1𝑖3)
5 :

𝐴
(𝑖1𝑖3)
5 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗4(𝑠2)

𝑇∫︁
𝑠2

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗4(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝑑𝑠3×

×𝜁(𝑖1)𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑠3

𝜑𝑗4(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1𝑑𝑠𝑑𝑠3𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗1=0

(︂
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

(︂ 𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗4(𝑠)𝑑𝑠

)︂2
𝑇∫︁

𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠3−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠)

(︂ 𝑠∫︁
𝑠3

𝜑𝑗4(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2

𝑑𝑠𝑑𝑠3−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠2)

(︂ 𝑇∫︁
𝑠2

𝜑𝑗4(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2

𝑑𝑠2𝑑𝑠3

)︂
𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗1=0

(︂
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)(𝑇 − 𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠3−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠)(𝑠− 𝑠3)𝑑𝑠𝑑𝑠3−
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠2)(𝑇 − 𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠3

)︂
𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

− ∆
(𝑖1𝑖3)
4 + ∆

(𝑖1𝑖3)
5 + ∆

(𝑖1𝑖3)
6 = −∆

(𝑖1𝑖3)
4 + ∆

(𝑖1𝑖3)
5 + ∆

(𝑖1𝑖3)
6 с в. 1, (65)

где

∆
(𝑖1𝑖3)
4 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗1=0

𝑑𝑝𝑗3𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
, ∆

(𝑖1𝑖3)
5 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗1=0

𝑒𝑝𝑗3𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
,

𝑑𝑝𝑗3𝑗1 =
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)
∞∑︁

𝑗4=𝑝+1

(︂ 𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗4(𝑠)𝑑𝑠

)︂2
𝑇∫︁

𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠3,

𝑒𝑝𝑗3𝑗1 =
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠)
∞∑︁

𝑗4=𝑝+1

(︂ 𝑠∫︁
𝑠3

𝜑𝑗4(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2

𝑑𝑠𝑑𝑠3,

∆
(𝑖1𝑖3)
6 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗1=0

𝑓𝑝
𝑗3𝑗1

𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
,
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𝑓𝑝
𝑗3𝑗1

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠2)
∞∑︁

𝑗4=𝑝+1

(︂ 𝑇∫︁
𝑠2

𝜑𝑗4(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2

𝑑𝑠2𝑑𝑠3 =

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠2)
∞∑︁

𝑗4=𝑝+1

(︂ 𝑇∫︁
𝑠2

𝜑𝑗4(𝑠1)𝑑𝑠1

)︂2
𝑠2∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠2.

Кроме того,

𝐴
(𝑖2𝑖3)
3 + 𝐴

(𝑖2𝑖3)
5 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗2=0

(𝐶𝑗4𝑗3𝑗2𝑗4 + 𝐶𝑗4𝑗3𝑗4𝑗2) 𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗2=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠2)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠2𝑑𝑠1𝑑𝑠𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗2=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠2)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠2

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗4(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗2=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠2)

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗4(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠2𝑑𝑠1−

−
𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠2)

(︂ 𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗4(𝑠)𝑑𝑠

)︂2

𝑑𝑠2𝑑𝑠1

)︂
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗2=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠2)

(︂
(𝑇 − 𝑠1) −

𝑝∑︁
𝑗4=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3

)︂2)︂
𝑑𝑠2𝑑𝑠1×

×𝜁(𝑖2)𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3

= 2∆
(𝑖2𝑖3)
6 с в. 1.

Поэтому

𝐴
(𝑖2𝑖3)
3 = 2∆

(𝑖2𝑖3)
6 − 𝐴

(𝑖2𝑖3)
5 = ∆

(𝑖2𝑖3)
4 − ∆

(𝑖2𝑖3)
5 + ∆

(𝑖2𝑖3)
6 с в. 1. (66)

Рассмотрим 𝐴
(𝑖1𝑖4)
4 :

𝐴
(𝑖1𝑖4)
4 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3,𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑠∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠2)

𝑠∫︁
𝑠2

𝜑𝑗3(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝑑𝑠3𝑑𝑠×

×𝜁(𝑖1)𝑗1
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗1=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑠∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2

𝑑𝑠3𝑑𝑠𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

=

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗1=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)(𝑠− 𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

− ∆
(𝑖1𝑖4)
3 =

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑡

(𝑠− 𝑠3)𝑑w
(𝑖1)
𝑠3
𝑑w(𝑖4)

𝑠 +



РАЗЛОЖЕНИЕ ПОВТОРНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛОВ СТРАТОНОВИЧА. . . 69

+
1

2
1{𝑖1=𝑖4 ̸=0} lim

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)(𝑠− 𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠− ∆
(𝑖1𝑖4)
3 =

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝑠2∫︁
𝑡

𝑠1∫︁
𝑡

𝑑w(𝑖1)
𝑠 𝑑𝑠1𝑑w

(𝑖4)
𝑠2

+
1

2
1{𝑖1=𝑖4 ̸=0}

(︂ ∞∑︁
𝑗4=0

𝑇∫︁
𝑡

(𝑠− 𝑡)𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠−

−
∞∑︁

𝑗4=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

(𝑠3 − 𝑡)𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠

)︂
− ∆

(𝑖1𝑖4)
3 =

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝑠2∫︁
𝑡

𝑠1∫︁
𝑡

𝑑w(𝑖1)
𝑠 𝑑𝑠1𝑑w

(𝑖4)
𝑠2

− ∆
(𝑖1𝑖4)
3 с в. 1. (67)

Рассмотрим 𝐴
(𝑖1𝑖2)
6 :

𝐴
(𝑖1𝑖2)
6 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗2,𝑗1=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗2(𝑠2)

𝑇∫︁
𝑠2

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝑑𝑠3𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗2=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗2(𝑠2)

𝑝∑︁
𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑠2

𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠

)︂2

𝑑𝑠2𝑑𝑠3𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗2=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗2(𝑠2)(𝑇 − 𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠3𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2

− ∆
(𝑖1𝑖2)
6

= l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗2=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠2)(𝑇 − 𝑠2)

𝑠2∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠2𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2

− ∆
(𝑖1𝑖2)
6

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

(𝑇 − 𝑠2)

𝑠2∫︁
𝑡

𝑑w(𝑖1)
𝑠3
𝑑w(𝑖2)

𝑠2
+

+
1

2
1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}

∞∑︁
𝑗2=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠2)(𝑇 − 𝑠2)

𝑠2∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠2 − ∆
(𝑖1𝑖2)
6 =

=
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝑠1∫︁
𝑡

𝑠2∫︁
𝑡

𝑑w(𝑖1)
𝑠 𝑑w(𝑖2)

𝑠2
𝑑𝑠1 +

1

4
1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}

𝑇∫︁
𝑡

(𝑇 − 𝑠2)𝑑𝑠2 − ∆
(𝑖1𝑖2)
6 с в. 1. (68)

Перейдем к рассмотрению 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 :

𝐵1 = lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗4=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠1)

(︂ 𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2

𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

= lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠1)(𝑠1 − 𝑡)𝑑𝑠1𝑑𝑠− lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4=0

𝑎𝑝𝑗4𝑗4 =
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=
1

4

𝑇∫︁
𝑡

(𝑠1 − 𝑡)𝑑𝑠1 − lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4=0

𝑎𝑝𝑗4𝑗4 . (69)

Далее

𝐵2 = lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

(︂
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠3)

(︂ 𝑠3∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)𝑑𝑠

)︂2
𝑠3∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠3−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠2)

(︂ 𝑠2∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3

)︂2

𝑑𝑠2𝑑𝑠1−

−1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠)

(︂ 𝑠1∫︁
𝑠

𝜑𝑗4(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2

𝑑𝑠𝑑𝑠1

)︂
=

=

𝑝∑︁
𝑗3=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠3)(𝑠3 − 𝑡)

𝑠3∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠3 − lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑏𝑝𝑗3𝑗3−

−
𝑝∑︁

𝑗3=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

(𝑠2 − 𝑡)𝜑𝑗3(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1 + lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3−

−
𝑝∑︁

𝑗3=0

1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠)(𝑠1 − 𝑡+ 𝑡− 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1 + lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 =

= lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3 + lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 − lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑏𝑝𝑗3𝑗3 . (70)

Кроме того,

𝐵2 +𝐵3 = lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

(𝐶𝑗3𝑗4𝑗3𝑗4 + 𝐶𝑗3𝑗4𝑗4𝑗3) =

= lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠2)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠2𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

= lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠2)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠2

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1 =

= lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4,𝑗3=0

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠2)𝑑𝑠2

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠3𝑑𝑠1−

−
𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)

(︂ 𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠

)︂2

𝑑𝑠3𝑑𝑠1

)︂
=

=
∞∑︁

𝑗4=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠1)(𝑇 − 𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠1−
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−
∞∑︁

𝑗4=0

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠1)(𝑇 − 𝑠1)

𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠3)𝑑𝑠3𝑑𝑠1 + 2 lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4=0

𝑓𝑝
𝑗4𝑗4

= 2 lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗4=0

𝑓𝑝
𝑗4𝑗4

.

Поэтому

𝐵3 = 2 lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑓𝑝
𝑗3𝑗3

− lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3 − lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 + lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑏𝑝𝑗3𝑗3 . (71)

После подстановки соотношений (62)–(71) в (61) получим

l.i.m.
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4=0

𝐶𝑗4𝑗3𝑗2𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

=

= 𝐽 [𝜓(4)]𝑇,𝑡 +
1

2
1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}

𝑇∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑡

𝑠1∫︁
𝑡

𝑑𝑠2𝑑w
(𝑖3)
𝑠1
𝑑w(𝑖4)

𝑠 +

+
1

2
1{𝑖2=𝑖3 ̸=0}

𝑇∫︁
𝑡

𝑠2∫︁
𝑡

𝑠1∫︁
𝑡

𝑑w(𝑖1)
𝑠 𝑑𝑠1𝑑w

(𝑖4)
𝑠2

+
1

2
1{𝑖3=𝑖4 ̸=0}

𝑇∫︁
𝑡

𝑠1∫︁
𝑡

𝑠2∫︁
𝑡

𝑑w(𝑖1)
𝑠 𝑑w(𝑖2)

𝑠2
𝑑𝑠1+

+
1

4
1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}1{𝑖3=𝑖4 ̸=0}

𝑇∫︁
𝑡

𝑠1∫︁
𝑡

𝑑𝑠2𝑑𝑠1 +𝑅 = 𝐽*[𝜓(4)]𝑇,𝑡 +𝑅 с в. 1, (72)

где

𝑅 = −1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}∆
(𝑖3𝑖4)
1 + 1{𝑖1=𝑖3 ̸=0}

(︁
−∆

(𝑖2𝑖4)
2 + ∆

(𝑖2𝑖4)
1 + ∆

(𝑖2𝑖4)
3

)︁
+

+1{𝑖1=𝑖4 ̸=0}

(︁
∆

(𝑖2𝑖3)
4 − ∆

(𝑖2𝑖3)
5 + ∆

(𝑖2𝑖3)
6

)︁
− 1{𝑖2=𝑖3 ̸=0}∆

(𝑖1𝑖4)
3 +

+1{𝑖2=𝑖4 ̸=0}

(︁
−∆

(𝑖1𝑖3)
4 + ∆

(𝑖1𝑖3)
5 + ∆

(𝑖1𝑖3)
6

)︁
− 1{𝑖3=𝑖4 ̸=0}∆

(𝑖1𝑖2)
6 +

+1{𝑖1=𝑖2 ̸=0}1{𝑖3=𝑖4 ̸=0} lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3−

−1{𝑖1=𝑖3 ̸=0}1{𝑖2=𝑖4 ̸=0}

(︂
lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3 + lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 − lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑏𝑝𝑗3𝑗3

)︂
−

−1{𝑖1=𝑖4 ̸=0}1{𝑖2=𝑖3 ̸=0}×

×
(︂

2 lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑓𝑝
𝑗3𝑗3

− lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3 − lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 + lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑏𝑝𝑗3𝑗3

)︂
. (73)

Из (72) и (73) следует, что теорема 4 будет доказана, если

∆
(𝑖𝑗)
𝑘 = 0 с в. 1 и

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3 → 0,

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑏𝑝𝑗3𝑗3 → 0,

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 → 0,

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑓𝑝
𝑗3𝑗3

→ 0 (74)

при 𝑝→ ∞, где 𝑘 = 1, 2, . . . , 6; 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚.

Рассмотрим случай полиномов Лежандра. Докажем, что ∆
(𝑖3𝑖4)
1 = 0 с в. 1. Имеем:

M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗3,𝑗4=0

𝑎𝑝𝑗4𝑗3𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

)︂2}︂
=

𝑝∑︁
𝑗′3=0

𝑗′3−1∑︁
𝑗3=0

(︂
2𝑎𝑝𝑗3𝑗3𝑎

𝑝
𝑗′3𝑗

′
3
+
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+
(︁
𝑎𝑝𝑗3𝑗′3

)︁2
+ 2𝑎𝑝𝑗3𝑗′3

𝑎𝑝𝑗′3𝑗3
+
(︁
𝑎𝑝𝑗′3𝑗3

)︁2)︂
+ 3

𝑝∑︁
𝑗′3=0

(︁
𝑎𝑝𝑗′3𝑗′3

)︁2
=

=

(︂ 𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3

)︂2

+

𝑝∑︁
𝑗′3=0

𝑗′3−1∑︁
𝑗3=0

(︁
𝑎𝑝𝑗3𝑗′3

+ 𝑎𝑝𝑗′3𝑗3

)︁2
+ 2

𝑝∑︁
𝑗′3=0

(︁
𝑎𝑝𝑗′3𝑗′3

)︁2
(𝑖3 = 𝑖4 ̸= 0), (75)

M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗3,𝑗4=0

𝑎𝑝𝑗4𝑗3𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

)︂2}︂
=

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗4=0

(︀
𝑎𝑝𝑗4𝑗3

)︀2
(𝑖3 ̸= 𝑖4, 𝑖3 ̸= 0, 𝑖4 ̸= 0), (76)

M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗3,𝑗4=0

𝑎𝑝𝑗4𝑗3𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

)︂2}︂
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(𝑇 − 𝑡)

𝑝∑︀
𝑗4=0

(︀
𝑎𝑝𝑗4,0

)︀2
при 𝑖3 = 0, 𝑖4 ̸= 0

(𝑇 − 𝑡)
𝑝∑︀

𝑗3=0

(︀
𝑎𝑝0,𝑗3

)︀2
при 𝑖4 = 0, 𝑖3 ̸= 0

(𝑇 − 𝑡)2 (𝑎𝑝00)
2 при 𝑖3 = 𝑖4 = 0

. (77)

Рассмотрим случай 𝑖3 = 𝑖4 ̸= 0:

𝑎𝑝𝑗4𝑗3 =
(𝑇 − 𝑡)2

√︀
(2𝑗4 + 1)(2𝑗3 + 1)

32
×

×
1∫︁

−1

𝑃𝑗4(𝑦)

𝑦∫︁
−1

𝑃𝑗3(𝑦1)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

(2𝑗1 + 1)

(︂ 𝑦1∫︁
−1

𝑃𝑗1(𝑦2)𝑑𝑦2

)︂2

𝑑𝑦1𝑑𝑦 =

=
(𝑇 − 𝑡)2

√︀
(2𝑗4 + 1)(2𝑗3 + 1)

32
×

×
1∫︁

−1

𝑃𝑗3(𝑦1)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

1

2𝑗1 + 1
(𝑃𝑗1+1(𝑦1) − 𝑃𝑗1−1(𝑦1))

2

1∫︁
𝑦1

𝑃𝑗4(𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑦1 =

=
(𝑇 − 𝑡)2

√
2𝑗3 + 1

32
√

2𝑗4 + 1

1∫︁
−1

𝑃𝑗3(𝑦1) (𝑃𝑗4−1(𝑦1) − 𝑃𝑗4+1(𝑦1))×

×
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

1

2𝑗1 + 1
(𝑃𝑗1+1(𝑦1) − 𝑃𝑗1−1(𝑦1))

2 𝑑𝑦1 (𝑗4 ̸= 0),

𝑎𝑝𝑗4𝑗3 =
(𝑇 − 𝑡)2

√
2𝑗3 + 1

32
×

×
1∫︁

−1

𝑃𝑗3(𝑦1)(1 − 𝑦1)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

1

2𝑗1 + 1
(𝑃𝑗1+1(𝑦1) − 𝑃𝑗1−1(𝑦1))

2 𝑑𝑦1 (𝑗4 = 0).

Из (28) и оценки |𝑃𝑗4−1(𝑦) − 𝑃𝑗4+1(𝑦)| ≤ 2, 𝑦 ∈ [−1, 1] получим

|𝑎𝑝𝑗4𝑗3 | ≤
𝐶0√
𝑗4

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

𝑗21
𝐼3/4(1) ≤ 𝐶1

𝑝
√
𝑗4

(𝑗4 ̸= 0), (78)

|𝑎𝑝0,𝑗3| ≤ 𝐶

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

𝑗21
𝐼3/4(1) ≤ 𝐶1

𝑝
, |𝑎𝑝00| ≤ 𝐶

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

𝑗21
𝐼1/2(1) ≤ 𝐶1

𝑝
. (79)

Принимая во внимание (75)–(79), запишем:

M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗3,𝑗4=0

𝑎𝑝𝑗4𝑗3𝜁
(𝑖3)
𝑗3
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

)︂2}︂
=

(︂
𝑎𝑝00 +

𝑝∑︁
𝑗3=1

𝑎𝑝𝑗3𝑗3

)︂2

+

𝑝∑︁
𝑗′3=1

(︁
𝑎𝑝0,𝑗′3

+ 𝑎𝑝𝑗′3,0

)︁2
+
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+

𝑝∑︁
𝑗′3=1

𝑗′3−1∑︁
𝑗3=1

(︁
𝑎𝑝𝑗3𝑗′3

+ 𝑎𝑝𝑗′3𝑗3

)︁2
+ 2

(︂ 𝑝∑︁
𝑗′3=1

(︂
𝑎𝑝𝑗′3𝑗′3

)︂2

+ (𝑎00)
2

)︂
≤ 𝐾0

(︂
1

𝑝
+

1

𝑝

𝑝∑︁
𝑗3=1

1√
𝑗3

)︂2

+
𝐾1

𝑝
+𝐾2

𝑝∑︁
𝑗′3=1

𝑗′3−1∑︁
𝑗3=1

1

𝑝2

(︃
1√︀
𝑗′3

+
1√
𝑗3

)︃2

≤ 𝐾0

(︂
1

𝑝
+

1

𝑝

𝑝∫︁
0

𝑑𝑥√
𝑥

)︂2

+
𝐾1

𝑝
+
𝐾3

𝑝

𝑝∑︁
𝑗3=1

1

𝑗3
≤

≤ 𝐾0

(︂
1

𝑝
+

2
√
𝑝

)︂2

+
𝐾1

𝑝
+
𝐾3

𝑝

(︂
1 +

𝑝∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥

)︂
≤ 𝐾4

𝑝
+
𝐾3 (ln𝑝+ 1)

𝑝
→ 0

при 𝑝→ ∞ (𝑖3 = 𝑖4 ̸= 0).
Аналогичный результат для случаев (76), (77) также следует из оценок (78), (79). По-

этому

∆
(𝑖3𝑖4)
1 = 0 с. в. 1. (80)

Нетрудно видеть, что формулы

∆
(𝑖2𝑖4)
2 = 0, ∆

(𝑖1𝑖3)
4 = 0, ∆

(𝑖1𝑖3)
6 = 0 с. в. 1 (81)

могут быть получены аналогично доказательству соотношения (80).
Более того, из оценок (78), (79) получим

lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3 = 0. (82)

Аналогично выводу (82), найдем

lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑏𝑝𝑗3𝑗3 = 0 lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑓𝑝
𝑗3𝑗3

= 0. (83)

Рассмотрим ∆
(𝑖2𝑖4)
3 :

∆
(𝑖2𝑖4)
3 = ∆

(𝑖2𝑖4)
4 + ∆

(𝑖2𝑖4)
6 − ∆

(𝑖2𝑖4)
7 = −∆

(𝑖2𝑖4)
7 с. в. 1, (84)

где

∆
(𝑖2𝑖4)
7 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗2,𝑗4=0

𝑔𝑝𝑗4𝑗2𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖4)
𝑗4
,

𝑔𝑝𝑗4𝑗2 =

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠1)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

(︂ 𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

𝑇∫︁
𝑠

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂
𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

=
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑇∫︁
𝑠

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠1)

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1𝑑𝑠. (85)

Равенство (85) следует из оценки:

⃒⃒
𝑔𝑝𝑗4𝑗2

⃒⃒
≤ 𝐾

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

𝑗21

1∫︁
−1

𝐼1/2(𝑦)

(1 − 𝑦2)1/2
𝑑𝑦 ≤ 𝐾1

𝑝
.

Заметим, что

𝑔𝑝𝑗4𝑗4 =
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

1

2

(︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑇∫︁
𝑠

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠

)︂2

, (86)
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𝑔𝑝𝑗4𝑗2 + 𝑔𝑝𝑗2𝑗4 =
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑇∫︁
𝑠

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠)

𝑇∫︁
𝑠

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠 (87)

и, кроме того, при 𝑗4, 𝑗2 ≤ 𝑝

𝑔𝑝𝑗4𝑗2 =
(𝑇 − 𝑡)2

√︀
(2𝑗4 + 1)(2𝑗2 + 1)

16

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

2𝑗1 + 1
×

×
1∫︁

−1

𝑃𝑗4(𝑦1) (𝑃𝑗1−1(𝑦1) − 𝑃𝑗1+1(𝑦1))

𝑦1∫︁
−1

𝑃𝑗2(𝑦) (𝑃𝑗1−1(𝑦) − 𝑃𝑗1+1(𝑦)) 𝑑𝑦𝑑𝑦1.

В силу ортонормированности полиномов Лежандра получим

𝑔𝑝𝑗4𝑗2 + 𝑔𝑝𝑗2𝑗4 =
(𝑇 − 𝑡)2

√︀
(2𝑗4 + 1)(2𝑗2 + 1)

16

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

2𝑗1 + 1
×

×
1∫︁

−1

𝑃𝑗4(𝑦1) (𝑃𝑗1−1(𝑦1) − 𝑃𝑗1+1(𝑦1)) 𝑑𝑦1

1∫︁
−1

𝑃𝑗2(𝑦) (𝑃𝑗1−1(𝑦) − 𝑃𝑗1+1(𝑦)) 𝑑𝑦 =

=
(𝑇 − 𝑡)2(2𝑝+ 1)

16

1

2𝑝+ 3

(︂ 1∫︁
−1

𝑃 2
𝑝 (𝑦1)𝑑𝑦1

)︂2

·

{︃
1 𝑗2 = 𝑗4 = 𝑝

0 иначе
=

=
(𝑇 − 𝑡)2

4(2𝑝+ 3)(2𝑝+ 1)
·

{︃
1 при 𝑗2 = 𝑗4 = 𝑝

0 иначе
, (88)

𝑔𝑝𝑗4𝑗4 =
1

2

(︀
𝑔𝑝𝑗4𝑗2 + 𝑔𝑝𝑗2𝑗4

)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒
𝑗2=𝑗4

=
(𝑇 − 𝑡)2

8(2𝑝+ 3)(2𝑝+ 1)
·

{︃
1 при 𝑗4 = 𝑝

0 иначе
. (89)

Из (75), (88) и (89) получим:

M

{︂(︂ 𝑝∑︁
𝑗2,𝑗4=0

𝑔𝑝𝑗4𝑗2𝜁
(𝑖2)
𝑗2
𝜁
(𝑖4)
𝑗4

)︂2}︂
=

(︂ 𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑔𝑝𝑗3𝑗3

)︂2

+

𝑝∑︁
𝑗′3=0

𝑗′3−1∑︁
𝑗3=0

(︁
𝑔𝑝𝑗3𝑗′3

+ 𝑔𝑝𝑗′3𝑗3

)︁2
+

+2

𝑝∑︁
𝑗′3=0

(︁
𝑔𝑝𝑗′3𝑗′3

)︁2
≤
(︂

(𝑇 − 𝑡)2

8(2𝑝+ 3)(2𝑝+ 1)

)︂2

+ 0 + 2

(︂
(𝑇 − 𝑡)2

8(2𝑝+ 3)(2𝑝+ 1)

)︂2

→ 0

при 𝑝→ ∞ (𝑖2 = 𝑖4 ̸= 0).
Рассмотрим теперь случай 𝑖2 ̸= 𝑖4, 𝑖2 ̸= 0, 𝑖4 ̸= 0. Нетрудно видеть, что

𝑔𝑝𝑗4𝑗2 =

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝜑𝑗2(𝑠1)𝐹
𝑝(𝑠, 𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

∫︁
[𝑡,𝑇 ]2

𝐾𝑝(𝑠, 𝑠1)𝜑𝑗4(𝑠)𝜑𝑗2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠

является коэффициентом Фурье двойного ряда Фурье–Лежандра функции

𝐾𝑝(𝑠, 𝑠1) = 1{𝑠1<𝑠}𝐹
𝑝(𝑠, 𝑠1), (90)

где

𝐹 𝑝,𝑛(𝑠, 𝑠1)
def
=

𝑛∑︁
𝑗1=𝑝+1

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

𝑇∫︁
𝑠

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2, 𝐹
𝑝,∞(𝑠, 𝑠1)

def
= 𝐹 𝑝(𝑠, 𝑠1)
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Равенство Парсеваля в данном случае имеет вид:

lim
𝑝1→∞

𝑝1∑︁
𝑗4,𝑗2=0

(︀
𝑔𝑝𝑗4𝑗2

)︀2
=

∫︁
[𝑡,𝑇 ]2

(𝐾𝑝(𝑠, 𝑠1))
2 𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑡

(𝐹 𝑝(𝑠, 𝑠1))
2 𝑑𝑠1𝑑𝑠. (91)

Из (28) получим: ⃒⃒⃒⃒ 𝑇∫︁
𝑠1

𝜑𝑗1(𝜃)𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
=

1

2

√︀
2𝑗1 + 1

√
𝑇 − 𝑡

⃒⃒⃒⃒ 1∫︁
𝑧(𝑠1)

𝑃𝑗1(𝑦)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
=

=

√
𝑇 − 𝑡

2
√

2𝑗1 + 1
|𝑃𝑗1−1(𝑧(𝑠1)) − 𝑃𝑗1+1(𝑧(𝑠1))| ≤

𝐾

𝑗1
𝑓1/4(𝑠1), 𝑠1 ∈ (𝑡, 𝑇 ). (92)

Используя (30) и (92), имеем

(𝐹 𝑝(𝑠, 𝑠1))
2 ≤ 𝐶

𝑝2
𝑓1/2(𝑠)𝑓1/2(𝑠1); 𝑠, 𝑠1 ∈ (𝑡, 𝑇 ). (93)

Из (93) следует, что |𝐹 𝑝(𝑠, 𝑠1)| ≤ 𝐾/𝑝 в области 𝐷𝜀 = {(𝑠, 𝑠1) : 𝑠 ∈ [𝑡 + 𝜀, 𝑇 − 𝜀],
𝑠1 ∈ [𝑡+ 𝜀, 𝑠]}, где 𝜀 > 0 — достаточно малое фиксированное число. Тогда имеем рав-
номерную сходимость

𝐹−1,𝑝(𝑠, 𝑠1) → 𝐹−1(𝑠, 𝑠1) (94)

на множестве 𝐷𝜀 при 𝑝 → ∞. В силу непрерывности левой части (94) мы получим
непрерывность предельной функции в правой части (94) на множестве 𝐷𝜀. Используя
этот факт и (93), получим:

𝑇∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑡

(𝐹 𝑝(𝑠, 𝑠1))
2 𝑑𝑠1𝑑𝑠 = lim

𝜀→+0

𝑇−𝜀∫︁
𝑡+𝜀

𝑠∫︁
𝑡+𝜀

(𝐹 𝑝(𝑠, 𝑠1))
2 𝑑𝑠1𝑑𝑠 ≤

≤ 𝐶

𝑝2
lim
𝜀→+0

𝑇−𝜀∫︁
𝑡+𝜀

𝑓1/2(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡+𝜀

𝑓1/2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠 =
𝐶

𝑝2

𝑇∫︁
𝑡

𝑓1/2(𝑠)

𝑠∫︁
𝑡

𝑓1/2(𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

=
𝐶(𝑇 − 𝑡)2

4𝑝2

1∫︁
−1

𝐼1/2(𝑦)

(1 − 𝑦2)1/2
𝑑𝑦 <

𝐾1

𝑝2
. (95)

Из (95) и (91) имеем:

0 ≤
𝑝∑︁

𝑗2,𝑗4=0

(︀
𝑔𝑝𝑗4𝑗2

)︀2 ≤ lim
𝑝1→∞

𝑝1∑︁
𝑗2,𝑗4=0

(︀
𝑔𝑝𝑗4𝑗2

)︀2
=

∞∑︁
𝑗2,𝑗4=0

(︀
𝑔𝑝𝑗4𝑗2

)︀2 ≤ 𝐾1

𝑝2
→ 0 (96)

при 𝑝→ ∞. Случай 𝑖2 ̸= 𝑖4, 𝑖2 ̸= 0, 𝑖4 ̸= 0 доказан.
Нетрудно получить аналогичный результат и для случаев 𝑖2 = 0, 𝑖4 ̸= 0; 𝑖4 = 0, 𝑖2 ̸= 0 и

𝑖2 = 0, 𝑖4 = 0. Тогда ∆
(𝑖2𝑖4)
7 = 0 и ∆

(𝑖2𝑖4)
3 = 0 с в. 1.

Рассмотрим ∆
(𝑖1𝑖3)
5 :

∆
(𝑖1𝑖3)
5 = ∆

(𝑖1𝑖3)
4 + ∆

(𝑖1𝑖3)
6 − ∆

(𝑖1𝑖3)
8 с. в. 1,

где

∆
(𝑖1𝑖3)
8 = l.i.m.

𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3,𝑗1=0

ℎ𝑝𝑗3𝑗1𝜁
(𝑖1)
𝑗1
𝜁
(𝑖3)
𝑗3
, ℎ𝑝𝑗3𝑗1 =

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠3)

𝑇∫︁
𝑠3

𝜑𝑗3(𝑠)𝐹
𝑝(𝑠3, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠3.
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Аналогично предыдущим рассуждениям мы получим, что ∆
(𝑖1𝑖3)
8 = 0 с в. 1. Здесь мы

используем функцию 𝐾𝑝(𝑠, 𝑠3) = 1{𝑠3<𝑠}𝐹
𝑝(𝑠3, 𝑠) и соотношение

ℎ𝑝𝑗3𝑗1 =

∫︁
[𝑡,𝑇 ]2

𝐾𝑝(𝑠, 𝑠3)𝜑𝑗1(𝑠3)𝜑𝑗3(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠3 (𝑖1 ̸= 𝑖3, 𝑖1 ̸= 0, 𝑖3 ̸= 0).

В случае 𝑖1 = 𝑖3 ̸= 0 мы используем для ℎ𝑝𝑗1𝑗1 и ℎ
𝑝
𝑗3𝑗1

+ ℎ𝑝𝑗1𝑗3 правые части формул (86) и
(87) соответственно, в которых следует заменить 𝑗1 на 𝑗4 и 𝑗2 на 𝑗3 соответственно.
Покажем, что

lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 = 0. (97)

Имеем

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 = 𝑓𝑝
𝑗3𝑗3

+ 𝑑𝑝𝑗3𝑗3 − 𝑔𝑝𝑗3𝑗3 . (98)

Аналогично второму равенству в (83) получим

lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑑𝑝𝑗3𝑗3 = 0.

Из (89) следует, что

0 ≤ lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑔𝑝𝑗3𝑗3 ≤ lim
𝑝→∞

(𝑇 − 𝑡)2

8(2𝑝+ 3)(2𝑝+ 1)
= 0,

т.е. (97) выполнено. Равенства (74) доказаны для случая полиномов Лежандра.
Рассмотрим тригонометрический случай. Согласно (63):

𝑎𝑝𝑗4𝑗3 =
1

2

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗3(𝑠1)
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

(︂ 𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2

)︂2
𝑇∫︁

𝑠1

𝜑𝑗4(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑠1.

Кроме того, ⃒⃒⃒⃒ 𝑠1∫︁
𝑡

𝜑𝑗(𝑠2)𝑑𝑠2

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐾0

𝑗
(𝑗 ̸= 0),

𝑇∫︁
𝑠1

𝜑0(𝑠)𝑑𝑠 =
𝑇 − 𝑠1√
𝑇 − 𝑡

,

|𝑎𝑝𝑗4𝑗3| ≤
𝐾1

𝑗4

∞∑︁
𝑗1=𝑝+1

1

𝑗21
≤ 𝐾1

𝑝𝑗4
(𝑗4 ̸= 0), |𝑎𝑝0,𝑗3| ≤

𝐾1

𝑝
. (99)

Из (75)–(77) и (99) получим, что ∆
(𝑖3𝑖4)
1 = 0 с в. 1. Аналогично ∆

(𝑖2𝑖4)
2 = 0, ∆

(𝑖1𝑖3)
4 = 0,

∆
(𝑖1𝑖3)
6 = 0 с в. 1 и

lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑎𝑝𝑗3𝑗3 = 0, lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑏𝑝𝑗3𝑗3 = 0, lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑓𝑝
𝑗3𝑗3

= 0.

Рассмотрим ∆
(𝑖2𝑖4)
3 . В этом случае при 𝑖2 = 𝑖4 ̸= 0 мы будем использовать (84)–(87).

Имеем:

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑇∫︁
𝑠

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠 =

√
2
√
𝑇 − 𝑡

2𝜋𝑗1

𝑇∫︁
𝑡

⎧⎨⎩𝜑𝑗4(𝑠)
(︁

1 − cos2𝜋𝑗1(𝑠−𝑡)
𝑇−𝑡

)︁
𝑑𝑠

𝜑𝑗4(𝑠)
(︁
−sin2𝜋𝑗1(𝑠−𝑡)

𝑇−𝑡

)︁
𝑑𝑠

,
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где 𝑗1 ≥ 𝑝+1, 𝑗4 = 0, 1, . . . , 𝑝. В силу ортонормированности тригонометрических функций,
получим:

𝑇∫︁
𝑡

𝜑𝑗4(𝑠)

𝑇∫︁
𝑠

𝜑𝑗1(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠 =

√
2(𝑇 − 𝑡)

2𝜋𝑗1

{︃
1 или 0 при 𝑗4 = 0

0 иначе
; 𝑗1 ≥ 𝑝+ 1. (100)

Из (100) и (85) – (87) следует, что

𝑔𝑝𝑗4𝑗2 + 𝑔𝑝𝑗2𝑗4 =
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

(𝑇 − 𝑡)2

2𝜋2𝑗21

{︃
1 или 0 при 𝑗2 = 𝑗4 = 0

0 иначе
≤ 𝐾1/𝑝, (101)

𝑔𝑝𝑗4𝑗4 =
∞∑︁

𝑗1=𝑝+1

(𝑇 − 𝑡)2

4𝜋2𝑗21

{︃
1 или 0 при 𝑗4 = 0

0 иначе
≤ 𝐾1/𝑝. (102)

Из (101), (102) и (75) получим ∆
(𝑖2𝑖4)
7 = 0 и ∆

(𝑖2𝑖4)
3 = 0 с в. 1 (𝑖2 = 𝑖4 ̸= 0). Аналогично

полиномиальному случаю ∆
(𝑖2𝑖4)
7 = 0 и ∆

(𝑖2𝑖4)
3 = 0 с в. 1 (𝑖2 ̸= 𝑖4, 𝑖2 ̸= 0, 𝑖4 ̸= 0). Те же

аргументы доказывают, что ∆
(𝑖1𝑖3)
5 = 0 с в. 1.

Принимая во внимание (98) и соотношения

lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑓𝑝
𝑗3𝑗3

= lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑑𝑝𝑗3𝑗3 = 0,

которые следуют из оценок: |𝑓𝑝
𝑗𝑗| + |𝑑𝑝𝑗𝑗| ≤ 𝐾1/𝑝𝑗, |𝑓𝑝

00| + |𝑑𝑝00| ≤ 𝐾1/𝑝, мы получим:

lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑐𝑝𝑗3𝑗3 = − lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑔𝑝𝑗3𝑗3 , 0 ≤ lim
𝑝→∞

𝑝∑︁
𝑗3=0

𝑔𝑝𝑗3𝑗3 ≤ lim
𝑝→∞

𝐾1

𝑝
= 0.

Таким образом, приходим к (97) для тригонометрического случая. Соотношения (74)
доказаны для тригонометрического случая. Теорема 4 доказана.

6. Заключение

Полученные в работе результаты (теоремы 2–4) могут быть применены к реализации
сильных [2], [4] численных методов порядков точности 1.0 (метод Мильштейна [3]), 1.5
и 2.0 для СДУ Ито вида (1) (случай многомерного винеровского процесса и функции
𝐵(x, 𝑡), допускающей зависимость не только от 𝑡, но и от x), основанных на разложении
Тейлора–Стратоновича [2], [6], [8]. Следует также отметить, что набор ПСИ Стратонови-
ча кратностей 1–4 вида (3), используемый при построении указанных численных мето-
дов, универсален как для явных одношаговых численных методов, так и для их неявных,
многошаговых и конечно-разностных (типа Рунге–Кутта) модификаций.
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