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О ФУНКЦИИ ГРИНА АНАЛОГА ТРЕТЬЕЙ КРАЕВОЙ

ЗАДАЧИ ДЛЯ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Б.Х. ТУРМЕТОВ

Аннотация. Предлагается метод построения функций Грина некоторых краевых за-
дач для полигармонического уравнения в многомерном единичном шаре. Рассматрива-
емые задачи являются аналогами третьей краевой задачи для неоднородного полигар-
монического уравнения. Для исследования разрешимости этих задач сначала в классе
гладких в шаре функций приводятся свойства некоторых интегро-дифференциальных
операторов. Затем, используя свойства этих операторов, рассматриваемые задачи сво-
дятся к эквивалентной задаче Дирихле со специальной правой частью. Далее, ис-
пользуя известные утверждения относительно задачи Дирихле, для основных за-
дач доказаны теоремы о существования и единственности решения. Получены так-
же интегральные представления решений этих задач через решения задачи Дирих-
ле. Используя явный вид функции Грина, найдено интегральное представление зада-
чи Дирихле со специальной правой частью. Полученное интегральное представление
в дальнейшем используется для построения функции Грина аналогов третьей кра-
евой задачи. Далее, приводится методика построения функции Грина основных за-
дач. Для построения функции Грина этих задач изучены дифференциальные свой-
ства фундаментального решения полигармонического оператора. Полученные свой-
ства фундаментального решения применены для исследования свойств функции Гри-
на задачи Дирихле. Построены представления функции Грина аналогов третьей кра-
евой задачи. При нахождении функции Грина этой задачи существенно использует-
ся явный вид функции Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения.
А именно, функция Грина этих задач представлена в виде суммы функция Грина за-
дачи Дирихле и некоторого интегрального члена. Полученные представления функции
Грина согласуются с результатами, полученными ранее для уравнения Лапласа.

Ключевые слова: полигармоническое уравнение, краевая задача, задача Дирихле,
аналог третьей краевой задачи, функция Грина, интегральное представление.

Mathematics Subjects Classifications: 35J40, 31B30

1. Введение

Пусть Ω = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 1} – 𝑛-мерный единичный шар, 𝑛 ≥ 2, 𝜕Ω = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| = 1} –
единичная сфера, 𝜈 − вектор внешней нормали к 𝜕Ω.
Задача Дирихле для неоднородного полигармонического уравнения

(−∆)𝑚𝑣(𝑥) = 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ Ω,
𝜕𝑘𝑣(𝑥)

𝜕𝜈𝑘
= 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1,𝑚 ≥ 1 (1)

в области Ω является классической и хорошо исследованной задачей.
Если функция 𝐹 (𝑥) гладкая, то решение задачи (1) существует, единственно и пред-

ставляется с помощью функции Грина в виде:

B.Kh. Turmetov, Green function for analogue of Robin problem for polyharmonic equation.
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𝑣(𝑥) =

∫︁
Ω

𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)𝐹 (𝑦)𝑑𝑦. (2)

Явный вид функции Грина задачи Дирихле построен различными способами в работах
[1]–[5]. Например, в работе [1] показано, что функция 𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦) имеет вид

𝐺𝐷,𝑚 (𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛|𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛

𝑔(𝑥,𝑦)∫︁
1

(𝑡2 − 1)
𝑚−1

𝑡1−𝑛𝑑𝑡, (3)

где

𝑔(𝑥, 𝑦) =
1

|𝑥− 𝑦|

⃒⃒⃒⃒
𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑥|

⃒⃒⃒⃒
, 𝐾𝑚,𝑛 =

1

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2𝑛𝑒𝑛
, 𝑒𝑛 =

𝜋𝑛/2

Γ
(︀
1 + 𝑛

2

)︀ .
Для коэффициента 𝐾𝑚,𝑛 легко получить следующее представление (например, см. [6])

𝐾𝑚,𝑛 =
1

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2𝜔𝑛

, (4)

где 𝜔𝑛 = 2𝜋𝑛/2/Γ(𝑛/2) − площадь единичной сферы.
В случае 𝑚 = 1, т.е. для уравнения Пуассона наряду с задачей Дирихле, классической

и хорошо исследованной является задача Робена (третья краевая задача):

−∆𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝜈
+ 𝑎𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,

где 0 < 𝑎 − действительное число.
Явный вид функции Грина этой задачи построен в работах [7]–[9].

Пусть 𝑟 = |𝑥|, 𝑟 𝜕
𝜕𝑟

=
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗
. Рассмотрим операторы

Γ𝑎 =

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂
, Γ(𝑘)

𝑎 =

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂𝑘

≡ Γ𝑎 · . . . · Γ𝑎⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑘 ≥ 2.

Свойства и применение операторов типа Γ
(𝑘)
𝑎 в классе гармонических функций были изу-

чены в работах [10, 11]. В настоящей работе мы исследуем метод построения функции
Грина следующего аналога третьей краевой задачи

(−∆)𝑚𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, Γ(𝑘)
𝑎 [𝑢](𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚. (5)

Решением данной задачи назовем функцию 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶2𝑚(Ω) ∩ 𝐶𝑚(Ω̄), удовлетворяющую
условиям задачи (5) в классическом смысле.

2. Вспомогательные утверждения

В данном пункте мы приведем некоторые свойства решения задачи Дирихле (1), изло-
жим метод сведения задачи (5) к вспомогательной задаче Дирихле и докажем утвержде-
ние о существовании и единственности решения этой задачи.
Рассмотрим оператор

Γ−1
𝑎 [𝑢](𝑥) =

1∫︁
0

𝑠𝑎−1𝑢(𝑠𝑥)𝑑𝑠.

Справедливо следующее утверждение ([10],[12]):
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Лемма 1. Если 𝑎 > 0, 𝑢(𝑥)− гладкая функция в области Ω , то для всех 𝑥 ∈ Ω спра-

ведливы равенства

Γ𝑎

[︀
Γ−1
𝑎 [𝑢]

]︀
(𝑥) = Γ−1

𝑎 [Γ𝑎[𝑢]] (𝑥) = 𝑢(𝑥). (6)

Лемма 2. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω), 0 < 𝜆 < 1. Тогда решение задачи (5) существует,
единственно и представляется в виде

𝑢(𝑥) =

1∫︁
0

𝑠𝑎−1𝑣(𝑠𝑥)𝑑𝑠 ≡ Γ−1
𝑎 [𝑣](𝑥), (7)

где 𝑣(𝑥) − решение задачи Дирихле (1) с функцией

𝐹 (𝑥) =

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 2𝑚 + 𝑎

)︂
𝑓(𝑥).

Доказательство. Предположим, что 𝑢(𝑥) − решение задачи (5). Применим к этой функ-
ции оператор Γ𝑎 и обозначим Γ𝑎[𝑢](𝑥) = 𝑣(𝑥). Находим условия, которым удовлетворяет
функция 𝑣(𝑥). Так как

𝑟
𝜕

𝜕𝑟
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

,∆

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

)︃
=

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 2

)︂
∆𝑢(𝑥) = Γ2[∆𝑢](𝑥),

то

(−∆)𝑚𝑣(𝑥) =

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎 + 2𝑚

)︂
(−∆)𝑚𝑢(𝑥) = Γ2𝑚+𝑎[𝑓 ](𝑥) ≡ 𝐹 (𝑥).

Далее, для всех 𝑥 ∈ 𝜕Ω имеем

0 =

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂
𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 𝑣(𝑥)|𝜕Ω, 0 =

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂2

𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜕Ω

=

=

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂
𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=
𝜕

𝜕𝜈
𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

+ 𝑎𝑣(𝑥)|𝜕Ω.

Следовательно,

𝑣(𝑥)|𝜕Ω = 0, 𝑟
𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=
𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0.

Далее, (︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂2

𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜕Ω

=

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂3

𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜕Ω

= 0.

С другой стороны,(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂2

𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜕Ω

=

(︂
𝑟2

𝜕2

𝜕𝑟2
+ (2𝑎 + 1)𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎2

)︂
𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=

=
𝜕2𝑣(𝑥)

𝜕𝜈2

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

+ (2𝑎 + 1)
𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

+ 𝑎2𝑣(𝑥)
⃒⃒
𝜕Ω

=
𝜕2𝑣(𝑥)

𝜕𝜈2

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

.
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Тогда

𝜕2𝑣(𝑥)

𝜕𝜈2

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0.

Аналогичным образом можно показать, что для любого 𝑘 = 3, 4, . . . ,𝑚−1 выполняются
равенства

𝜕𝑘𝑣(𝑥)

𝜕𝜈𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0.

Следовательно, для функции 𝑣(𝑥) = Γ𝑎[𝑢](𝑥) получаем задачу Дирихле (1) с функцией
𝐹 (𝑥) = Γ2𝑚+𝑎[𝑓 ](𝑥). Если функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω), то 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶𝜆(Ω), и решение задачи (1)
существует, единственно и представляется в виде (2).
Далее, из равенства (6) находим

𝑢(𝑥) =

1∫︁
0

𝑠𝑎−1𝑣(𝑠𝑥)𝑑𝑠,

т.е. справедливо представление (7).
Пусть теперь наоборот функция 𝑣(𝑥) является решением задачи (1) с функцией

𝐹 (𝑥) = Γ2𝑚+𝑎[𝑓 ](𝑥). Покажем, что функция 𝑢(𝑥) = Γ−1
𝑎 [𝑣](𝑥) удовлетворяет всем условиям

задачи (5). Действительно, так как

(−∆)𝑚Γ−1
𝑎 [𝑣](𝑥) =

1∫︁
0

𝑠𝑎+2𝑚−1𝐹 (𝑠𝑥)𝑑𝑠 = Γ−1
𝑎+2𝑚[𝐹 ](𝑥),

𝐹 (𝑥) = Γ2𝑚+𝑎[𝑓 ](𝑥),

то в силу равенства (6) получаем

(−∆)𝑚𝑢(𝑥) = (−∆)𝑚Γ−1
𝑎 [𝑣](𝑥) = Γ−1

2𝑚+𝑎[Γ2𝑚+𝑎[𝑓 ]](𝑥) = 𝑓(𝑥).

Далее, в интеграле
1∫︀
0

𝑠𝑎−1𝑣(𝑠𝑥)𝑑𝑠 сделаем замену переменных 𝑠𝑟 = 𝜉. Тогда 𝑢(𝑥) пред-

ставляется в виде

𝑢(𝑥) = 𝑟−𝑎

𝑟∫︁
0

𝜉𝑎−1𝑣(𝜉𝜃)𝑑𝜉, 𝜃 =
𝑥

|𝑥|
.

Отсюда

Γ𝑎[𝑢](𝑥)|𝜕Ω =

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂
𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=

=

⎛⎝−𝑎𝑟−𝑎

𝑟∫︁
0

𝜉𝑎−1𝑣(𝜉𝜃)𝑑𝑠 + 𝑣(𝑥) + 𝑎𝑟−𝑎

𝑟∫︁
0

𝜉𝑎−1𝑣(𝜉𝜃)𝑑𝑠

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑟=1

= 𝑣(𝑥)|𝜕Ω = 0,

Γ(2)
𝑎 [𝑢](𝑥)

⃒⃒
𝜕Ω

=

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂
𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

=
𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

+ 𝑎𝑣(𝑥)|𝜕Ω = 0.
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Далее, так как для любых 𝑘 = 3, 4, . . . ,𝑚 выполняются равенства (например, см. [13])

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂𝑘

𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜕Ω

=

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑎

)︂𝑘−1

𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜕Ω

=

=
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘−1𝑎

𝑘−1−𝑗

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟

)︂𝑗

𝑣(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜕Ω

=
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘−1𝑎

𝑘−1−𝑗

𝑗∑︁
𝑖=0

𝑑𝑖,𝑗
𝜕𝑖𝑣(𝑥)

𝜕𝜈𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜕Ω

= 0,

где 𝑑𝑖,𝑗 − некоторые постоянные, то граничные условия задачи (5) также выполняются.

Лемма 3. Пусть функция 𝐹 (𝑥) имеет вид 𝐹 (𝑥) =
(︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑟

+ 𝑎 + 2𝑚
)︀
𝑓(𝑥). Тогда решение

задачи Дирихле (1) представляется в виде.

𝑣(𝑥) =

∫︁
Ω

(︂
2𝑚 + 𝑎− 𝑛− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦. (8)

Доказательство. Рассмотрим функцию

𝐼𝑗 =

∫︁
Ω

𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)𝑦𝑗
𝜕

𝜕𝑦𝑗
𝑓(𝑦)𝑑𝑦, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Используя методику работы (см. [14],стр.59, формула (32)), интегрируем по частям 𝐼𝑗,
при этом учитывая свойство функции Грина 𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)||𝑦|=1 = 0, имеем

𝐼𝑗 =

∫︁
Ω

𝑦𝑗𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑦𝑗
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
𝜕Ω

𝑦𝑗𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑐𝑜𝑠(̂︂𝜈𝑦𝑦𝑗)𝑑𝑆𝑦−

−
∫︁
Ω

𝜕

𝜕𝑦𝑗
[𝑦𝑗𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)] 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 = −

∫︁
Ω

(︂
1 + 𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦𝑗

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦.

Здесь ̂︂𝜈𝑦𝑦𝑗 − угол между 𝜈𝑦 и 𝑦𝑗.
Тогда ∫︁

Ω

𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)𝜌
𝜕

𝜕𝜌
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑦𝑗
𝜕

𝜕𝑦𝑗
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

= −
∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑦𝑗
[𝑦𝑗𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)]𝑓(𝑦)𝑑𝑦 = −

∫︁
Ω

(︂
𝑛 + 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦.

Следовательно, верно равенство∫︁
Ω

𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)

(︂
2𝑚 + 𝑎 + 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

(︂
2𝑚 + 𝑎− 𝑛− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦.

Равенство (8) доказано.

Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω). Тогда решение задачи (5) существует, един-
ственно и представляется в виде

𝑢(𝑥) =

∫︁
Ω

⎡⎣ 1∫︁
0

𝑠𝑎−1

(︂
𝑎 + 2𝑚− 𝑛− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦)

⎤⎦ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦. (9)
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3. Построение функции Грина

В этом пункте мы построим функцию Грина основной задачи. Пусть 𝜌 𝜕
𝜕𝜌

=
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑦𝑗
𝜕

𝜕𝑦𝑗
.

Сначала приведем некоторые вспомогательные утверждения

Лемма 4. Для функции 𝑔(𝑥, 𝑦) = 1
|𝑥−𝑦|

⃒⃒⃒
𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑥|

⃒⃒⃒
справедливо следующее равенство

|𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛
(︀
𝑔2(𝑥, 𝑦) − 1

)︀𝑚−1
𝑔2−𝑛(𝑥, 𝑦) =

(1 − |𝑥|2)𝑚−1
(1 − |𝑦|2)𝑚−1⃒⃒⃒

𝑥|𝑦| − 𝑦
|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛−2 . (10)

Доказательство. Так как⃒⃒⃒⃒
𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒⃒2
− |𝑥− 𝑦|2 =

(︀
1 − |𝑥|2

)︀ (︀
1 − |𝑦|2

)︀
,

то из представления функции 𝑔(𝑥, 𝑦) следует

|𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛
(︀
𝑔2(𝑥, 𝑦) − 1

)︀𝑚−1
𝑔2−𝑛(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛 (1 − |𝑥|2)𝑚−1

(1 − |𝑦|2)𝑚−1

|𝑥− 𝑦|2𝑚−2
×

× |𝑥− 𝑦|𝑛−2⃒⃒⃒
𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛−2 =
(1 − |𝑥|2)𝑚−1

(1 − |𝑦|2)𝑚−1⃒⃒⃒
𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛−2 .

Лемма 5. Справедливы следующие равенства(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛 = (2𝑚− 𝑛)|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛, (11)(︂

𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
𝑔(𝑠𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑠𝑥, 𝑦)

𝑠2|𝑥|2|𝑦|2 − 1⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒2 . (12)

Доказательство. Последовательно применяя операторы 𝜌 𝜕
𝜕𝜌
и 𝑠 𝑑

𝑑𝑠
к функции |𝑠𝑥−𝑦|2𝑚−𝑛,

имеем (︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛 = (2𝑚− 𝑛)|𝑠𝑥− 𝑦|2(𝑚−1)−𝑛

(︀
|𝑦|2 − 𝑠(𝑥, 𝑦)

)︀
+

+(2𝑚− 𝑛)|𝑠𝑥− 𝑦|2(𝑚−1)−𝑛
(︀
𝑠2|𝑥|2 − 𝑠(𝑥, 𝑦)

)︀
=

= (2𝑚− 𝑛)|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛 |𝑦|2 − 𝑠(𝑥, 𝑦) + 𝑠2|𝑥|2 − 𝑠(𝑥, 𝑦)

|𝑠𝑥− 𝑦|2
= (2𝑚− 𝑛)|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛.

Равенство (11) доказано.
Далее, (︂

𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
𝑔(𝑠𝑥, 𝑦) = |𝑠𝑥− 𝑦|−1 ·

(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒⃒ (︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂(︀
|𝑠𝑥− 𝑦|−1)︀ = |𝑠𝑥− 𝑦|−1 · 2

𝑠2|𝑥|2|𝑦|2 − 𝑠(𝑥, 𝑦)⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒ −

−
⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒⃒
|𝑠𝑥− 𝑦|−3 (︀|𝑦|2 − 𝑠(𝑥, 𝑦) + |𝑠2𝑦|2 − 𝑠(𝑥, 𝑦)

)︀
=
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=
1

|𝑠𝑥− 𝑦|
· 2

𝑠2|𝑥|2|𝑦|2 − 𝑠(𝑥, 𝑦)⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒ −

⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒
|𝑠𝑥− 𝑦|

=

⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒
|𝑠𝑥− 𝑦|

×

×

⎡⎢⎣2𝑠2|𝑥|2|𝑦|2 − 2𝑠(𝑥, 𝑦)⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒2 − 1

⎤⎥⎦ = 𝑔(𝑠𝑥, 𝑦)
𝑠2|𝑥|2|𝑦|2 − 1⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒2 .
Равенство (12) также доказано.

Лемма 6. Справедливо следующее равенство(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) = (2𝑚− 𝑛)𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) −

− 𝐾𝑚,𝑛(1 − 𝑠2|𝑥|2)𝑚−1(1 − |𝑦|2)𝑚−11 − 𝑠2|𝑥|2|𝑦|2⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛 , (13)

где 𝐾𝑚,𝑛 определяется равенством (4).

Доказательство. Используя представление функции 𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦), имеем

𝜌
𝜕

𝜕𝜌
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛

𝑔(𝑠𝑥,𝑦)∫︁
1

(𝑡2 − 1)
𝑚−1

𝑡1−𝑛𝑑𝑡𝜌
𝜕

𝜕𝜌
|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛 +

+ 𝐾𝑚,𝑛|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛(𝑔2 − 1)𝑚−1𝑔1−𝑛𝜌
𝜕

𝜕𝜌
𝑔(𝑠𝑥, 𝑦).

Аналогично,

𝑠
𝑑

𝑑𝑠
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛

𝑔(𝑠𝑥,𝑦)∫︁
1

(𝑡2 − 1)
𝑚−1

𝑡1−𝑛𝑑𝑡𝑠
𝑑

𝑑𝑠
|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛 +

+ 𝐾𝑚,𝑛|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛(𝑔2 − 1)𝑚−1𝑔1−𝑛𝑠
𝑑

𝑑𝑠
𝑔(𝑠𝑥, 𝑦).

Отсюда

(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛

𝑔(𝑠𝑥,𝑦)∫︁
1

(𝑡2 − 1)
𝑚−1

𝑡1−𝑛𝑑𝑡

(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛+

+𝐾𝑚,𝑛|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛(𝑔2 − 1)𝑚−1𝑔1−𝑛

(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
𝑔(𝑠𝑥, 𝑦).

Далее, используя равенства (11),(12) и (10), окончательно получаем

(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠

𝑑

𝑑𝑠

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑚,𝑛(2𝑚− 𝑛)|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛

𝑔(𝑠𝑥,𝑦)∫︁
1

(𝑡2 − 1)
𝑚−1

𝑡1−𝑛𝑑𝑡+

+ 𝐾𝑚,𝑛|𝑠𝑥− 𝑦|2𝑚−𝑛(𝑔2 − 1)𝑚−1𝑔1−𝑛𝑔(𝑠𝑥, 𝑦)
𝑠2|𝑥|2|𝑦|2 − 1⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒2 =
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= (2𝑚− 𝑛)𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) −𝐾𝑚,𝑛(1 − 𝑠2|𝑥|2)𝑚−1(1 − |𝑦|2)𝑚−11 − 𝑠2|𝑥|2|𝑦|2⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛 .
Приведем основное утверждение относительно функции Грина задачи (5).

Теорема 1. Пусть 𝑎 > 0, 0 < 𝜆 < 1 и 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω). Тогда решение задачи (5)
можно представить в виде

𝑢(𝑥) =

∫︁
Ω

𝐺𝑎(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦, (14)

где функция Грина 𝐺𝑎(𝑥, 𝑦) имеет вид

𝐺𝑎(𝑥, 𝑦) = 𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦) +

+ 𝐾𝑚,𝑛(1 − |𝑦|2)𝑚−1

1∫︁
0

𝑠𝑎−1 (1 − 𝑠2|𝑥|2)𝑚−1
(1 − 𝑠2|𝑥|2|𝑦|2)⃒⃒⃒

𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦
|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛 𝑑𝑠. (15)

Доказательство. Если 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω), то в силу утверждения Леммы 2 решение задачи
(5) существует, единственно и представляется в виде (7), где 𝑣(𝑥)− решение задачи Ди-
рихле (1) с функцией 𝐹 (𝑥) =

(︀
𝑟 𝜕
𝜕𝑟

+ 2𝑚 + 𝑎
)︀
𝑓(𝑥). Далее, в силу утверждения Следствия

1 решение задачи (5) можно представить в виде (9), т.е.

𝑢(𝑥) =

∫︁
Ω

⎡⎣ 1∫︁
0

𝑠𝑎−1

(︂
𝑎 + 2𝑚− 𝑛− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦)

⎤⎦ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦.

Обозначим

𝐺𝑎(𝑥, 𝑦) =

1∫︁
0

𝑠𝑎−1

(︂
𝑎 + 2𝑚− 𝑛− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦)𝑑𝑠. (16)

Исследуем функцию (︂
𝑎 + 2𝑚− 𝑛− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦).

В силу равенства (13) получаем(︂
𝑎 + 2𝑚− 𝑛− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) =

(︂
𝑠
𝑑

𝑑𝑠
+ 𝑎

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦) +

+ 𝐾𝑚,𝑛(1 − |𝑦|2)𝑚−1 (1 − 𝑠2|𝑥|2)𝑚−1(1 − 𝑠2|𝑥|2|𝑦|2)⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛 .

С другой стороны,

1∫︁
0

𝑠𝑎−1

(︂
𝑠
𝑑

𝑑𝑠
+ 𝑎

)︂
𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =

1∫︁
0

𝑑

𝑑𝑠
[𝑠𝑎𝐺𝐷,𝑚(𝑠𝑥, 𝑦)] 𝑑𝑠 = 𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦).

Отсюда для функции 𝐺𝑎(𝑥, 𝑦) получаем равенство (15), а для решение задачи (5) пред-
ставление (14).
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Следствие 2. Если 𝑚 = 1 , то функция Грина задачи Робена для уравнения Пуассона

представляется в виде

𝐺𝑎(𝑥, 𝑦) = 𝐺𝐷,1(𝑥, 𝑦) +
1

𝜔𝑛

1∫︁
0

𝑠𝑎−11 − 𝑠2|𝑥|2|𝑦|2⃒⃒⃒
𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦

|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛 𝑑𝑠.
Данное представление в случае 𝑛 = 2 получено в работе [7], а в случае 𝑛 > 2 в работе [8].
Теперь приведем некоторое обобщение задачи (5). Пусть 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 положитель-

ные действительные числа. Введем обозначения

Γ(ℓ)
𝑎1,𝑎2,...,𝑎ℓ

= Γ𝑎1 · Γ𝑎2 . . .Γ𝑎ℓ⏟  ⏞  
ℓ

, ℓ ≥ 1.

Аналогичным образом можно исследовать следующую задачу

(−∆)𝑚𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, Γ(𝑘)
𝑎1,𝑎2,...,𝑎𝑘

[𝑢](𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚. (17)

Приведем без доказательства основное утверждение относительно задачи (17).

Теорема 2. Пусть 𝑎𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, 0 < 𝜆 < 1 и 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω). Тогда решение
задачи (17) существует,единственно и его можно представить в виде

𝑢(𝑥) =

∫︁
Ω

𝐺𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

где функция Грина 𝐺𝑎1(𝑥, 𝑦) имеет вид

𝐺𝑎1(𝑥, 𝑦) = 𝐺𝐷,𝑚(𝑥, 𝑦) + 𝐾𝑚,𝑛(1 − |𝑦|2)𝑚−1

1∫︁
0

𝑠𝑎1−1 (1 − 𝑠2|𝑥|2)𝑚−1
(1 − 𝑠2|𝑥|2|𝑦|2)⃒⃒⃒

𝑠𝑥|𝑦| − 𝑦
|𝑦|

⃒⃒⃒𝑛 𝑑𝑠.
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