
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 11. № 2 (2019). С. 36-55.

УДК 519.63

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ

И НЕВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ДРОБНОГО ПОРЯДКА С НЕЛОКАЛЬНЫМ

ЛИНЕЙНЫМ ИСТОЧНИКОМ И РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ

ИХ ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ

М.Х. БЕШТОКОВ

Аннотация. В настоящей работе в прямоугольнике исследуются нелокальные крае-
вые задачи для дифференциальных уравнений в частных производных дробного по-
рядка с нелокальным линейным источником, выступающих в качестве математиче-
ских моделей движения влаги и солей в почвах с фрактальной организацией. Кроме
декартова случая, в работе рассматриваются одномерные случаи с цилиндрической и
сферической симметрией. Методом энергетических неравенств выводятся априорные
оценки решений нелокальных краевых задач в дифференциальной форме. Построены
разностные схемы и для них доказываются аналоги априорных оценок в разностной
форме, приводятся оценки погрешности в предположений достаточной гладкости ре-
шений уравнений. Из полученных априорных оценок следуют единственность и устой-
чивость решения по начальным данным и правой части, а также сходимость решения
разностной задачи к решению соответствующей дифференциальной задачи со скоро-
стью 𝑂(ℎ2 + 𝜏2). Библ. 31.
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Введение

Нелокальными краевыми задачами принято называть задачи, в которых вместо зада-
ния значений решения или его производных на фиксированной части границы задается
связь этих значений со значениями тех же функций на иных внутренних или гранич-
ных многообразиях. Теория нелокальных краевых задач важна сама по себе как раздел
общей теории краевых задач для уравнений с частными производными, как раздел мате-
матики, имеющий многочисленные приложения в механике, физике, биологии и других
естественно-научных дисциплинах.
Дифференциальные уравнения, содержащие дробные производные как по времени, так

и по пространственным переменным, в настоящее время стали привлекать внимание мате-
матиков, физиков в связи с использованием таких уравнений в качестве математических
моделей различных процессов [1]–[9].

M.KH. Beshtokov, Boundary value problems for degenerate and degenerate fractional

order differential equations with non-local linear source and difference methods for their

numerical implementation.
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Исследованию разнообразных локальных и нелокальных начально-краевых задач для
дифференциальных уравнений типа Соболева и его подкласса псевдопараболических
уравнений посвящено большое количество работ [10]–[19].
В [20]–[25] методом конечных разностей исследуются различные краевые задачи для

дифференциальных уравнений соболевского типа с переменными коэффициентами.
В настоящей работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для дифференци-

альных уравнений типа Соболева с дробной по времени производной в смысле Герасимова-
Капуто с нелокальным линейным источником. Кроме декартова случая, в работе рассмат-
риваются одномерные случаи с цилиндрической и сферической симметрией.

1. Постановка краевой задачи для псевдопараболического уравнения

с нелокальным линейным источником.

В замкнутом цилиндре 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} рассмотрим следующую
краевую задачу

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝜕𝛼

0𝑡

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+ 𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
∫︁ 𝑥

0

𝑞(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 + 𝑓(𝑥, 𝑡),

0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, (1.1)

Π(0, 𝑡) = 𝛽11(𝑡)𝑢(0, 𝑡) + 𝛽12(𝑡)𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(0, 𝑡) − 𝜇1(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (1.2)

−Π(𝑙, 𝑡) = 𝛽21(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) + 𝛽22(𝑡)𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡) − 𝜇2(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (1.3)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, (1.4)

где
0 < 𝑐0 ≤ 𝑘(𝑥, 𝑡), 𝜂(𝑥), 𝛽12(𝑡), 𝛽22(𝑡) ≤ 𝑐1,

|𝛽11(𝑡), 𝛽21(𝑡), 𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜂𝑥(𝑥), 𝑘𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑟𝑥(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐2, (1.5)

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 = 1

Γ(1−𝛼)

𝑡∫︀
0

𝑢𝜏 (𝑥,𝜏)
(𝑡−𝜏)𝛼

𝑑𝜏, − дробная производная в смысле Герасимова-Капуто порядка 𝛼,

0 < 𝛼 < 1, [26], [27], Π(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑢𝑥 + 𝜕𝛼
0𝑡

(︀
𝜂(𝑥)𝑢𝑥

)︀
, 𝑐𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2− положительные постоянные

числа, 𝜕𝛼
0𝑡𝑢 = 𝐷𝛼

0𝑡𝑢 − 𝑢(0)
Γ(1−𝛼)𝑡𝛼

, 𝐷𝛼
0𝑡𝑢 = 1

Γ(1−𝛼)
𝑑
𝑑𝑡

𝑡∫︀
0

𝑢𝑑𝜏
(𝑡−𝜏)𝛼

− дробная производная в смысле

Римана-Лиувилля порядка 𝛼.
В дальнейшем будем предполагать, что задача (1.1)–(1.4) имеет единственное решение,

обладающее нужными по ходу изложения производными. Будем также считать, что ко-
эффициенты уравнения и граничных условий удовлетворяют необходимым по ходу изло-
жения условиям гладкости, обеспечивающей нужный порядок аппроксимации разностной
схемы.
По ходу изложения будем также использовать положительные постоянные числа

𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.

2. Априорная оценка в дифференциальной форме.

Для получения априорной оценки решения задачи (1.1)–(1.4) в дифференциальной фор-
ме введем скалярное произведение и норму в следующем виде:(︁

𝑎, 𝑏
)︁

=

∫︁ 𝑙

0

𝑎𝑏𝑑𝑥,
(︁
𝑎, 𝑎
)︁

= ‖𝑎‖20, где 𝑎, 𝑏− заданные на [0, 𝑙] функции.

Умножим уравнение (1.1) скалярно на 𝑈 = 𝑢 + 𝜕𝛼
0𝑡𝑢:(︁

𝜕𝛼
0𝑡𝑢, 𝑈

)︁
=
(︁(︀

𝑘𝑢𝑥

)︀
𝑥
, 𝑈
)︁

+
(︁
𝜕𝛼
0𝑡

(︀
𝜂𝑢𝑥

)︀
𝑥
, 𝑈
)︁

+
(︁
𝑟𝑢𝑥, 𝑈

)︁
−
(︁∫︁ 𝑥

0

𝑞𝑢𝑑𝑠, 𝑈
)︁

+
(︁
𝑓, 𝑈

)︁
. (2.1)

Справедлива следующая [28]
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Лемма 1. Для любой абсолютно непрерывной на [0, 𝑇 ] функции 𝜐(𝑡) справедливо нера-
венство

𝜐(𝑡)𝜕𝛼
0𝑡𝜐(𝑡) ≥ 1

2
𝜕𝛼
0𝑡

(︀
𝜐2(𝑡)

)︀
, 0 < 𝛼 < 1.

Преобразуем слагаемые, входящие в тождество (2.1), пользуясь неравенством Коши с 𝜀
[см. [29], стр.100] и леммой 1:(︁

𝜕𝛼
0𝑡𝑢, 𝑈

)︁
=
(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢, 𝑢 + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢
)︁

=
(︁

1, 𝑢𝜕𝛼
0𝑡𝑢
)︁

+
(︁

1, (𝜕𝛼
0𝑡𝑢)2

)︁
≥ 1

2
𝜕𝛼
0𝑡‖𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20, (2.2)(︁(︀
𝑘𝑢𝑥

)︀
𝑥
, 𝑈
)︁

=
(︁(︀

𝑘𝑢𝑥

)︀
𝑥
, 𝑢 + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢
)︁

= 𝑈𝑘𝑢𝑥

⃒⃒⃒𝑙
0
−
(︁
𝑘𝑢𝑥, 𝑢𝑥 + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢𝑥

)︁
=

= 𝑈𝑘𝑢𝑥

⃒⃒⃒𝑙
0
−
(︁
𝑘, 𝑢2

𝑥

)︁
−
(︁
𝑘, 𝑢𝑥𝜕

𝛼
0𝑡𝑢𝑥

)︁
6 𝑈𝑘𝑢𝑥

⃒⃒⃒𝑙
0
− 𝑐0‖𝑢𝑥‖20 −

1

2

∫︁ 𝑙

0

𝑘𝜕𝛼
0𝑡(𝑢𝑥)2𝑑𝑥. (2.3)(︁

𝜕𝛼
0𝑡(𝜂𝑢𝑥)𝑥, 𝑈

)︁
=
(︁
𝜕𝛼
0𝑡(𝜂𝑢𝑥)𝑥, 𝑢 + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢
)︁

= 𝑈𝜕𝛼
0𝑡(𝜂𝑢𝑥)

⃒⃒⃒𝑙
0
−

−
(︁
𝜕𝛼
0𝑡(𝜂𝑢𝑥), 𝑢𝑥 + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢𝑥

)︁
= −

(︁
𝜂, 𝑢𝑥𝜕

𝛼
0𝑡𝑢𝑥

)︁
−
(︁
𝜂, (𝜕𝛼

0𝑡𝑢𝑥)2
)︁

+ 𝑈𝜕𝛼
0𝑡(𝜂𝑢𝑥)

⃒⃒⃒𝑙
0

=

= 𝑈𝜕𝛼
0𝑡(𝜂𝑢𝑥)

⃒⃒⃒𝑙
0
− 1

2

∫︁ 𝑙

0

𝜂(𝑥)𝜕𝛼
0𝑡(𝑢𝑥)2𝑑𝑥− 𝑐0‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢𝑥‖20. (2.4)(︁
𝑟𝑢𝑥, 𝑈

)︁
=
(︁
𝑟𝑢𝑥, 𝑢 + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢
)︁

=
(︁
𝑟𝑢𝑥, 𝑢

)︁
+
(︁
𝑟𝑢𝑥, 𝜕

𝛼
0𝑡𝑢
)︁
6 𝜀‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + 𝑀 𝜀
1

(︁
‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20

)︁
. (2.5)

−
(︁∫︁ 𝑠

0

𝑞𝑢𝑑𝑠, 𝑈
)︁

= −
(︁∫︁ 𝑠

0

𝑞𝑢𝑑𝑠, 𝑢 + 𝜕𝛼
0𝑡𝑢
)︁

= −
(︁∫︁ 𝑠

0

𝑞𝑢𝑑𝑠, 𝑢
)︁
−
(︁∫︁ 𝑠

0

𝑞𝑢𝑑𝑠, 𝜕𝛼
0𝑡𝑢
)︁
6

6 𝜀‖𝜕𝛼
0𝑡𝑢‖20 +

1

2
‖𝑢‖20 + 𝑀 𝜀

2

(︂
1,
(︁∫︁ 𝑠

0

𝑞𝑢𝑑𝑠
)︁2)︂

6 𝑀 𝜀
3

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑠

0

𝑢2𝑑𝑠𝑑𝑥 + 𝜀‖𝜕𝛼
0𝑡𝑢‖20+

+
1

2
‖𝑢‖20 6 𝜀‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + 𝑀 𝜀
4‖𝑢‖20. (2.6)(︁

𝑓, 𝑈
)︁

=
(︁
𝑓, 𝑢 + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢
)︁

=
(︁
𝑓, 𝑢
)︁

+
(︁
𝑓, 𝜕𝛼

0𝑡𝑢
)︁
6 𝜀‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + 𝑀 𝜀
5‖𝑓‖20 + ‖𝑢‖20. (2.7)

Учитывая преобразования (2.2)–(2.7), из (2.1) находим

1

2
𝜕𝛼
0𝑡‖𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + 𝑐0‖𝑢𝑥‖20 +
1

2

∫︁ 𝑙

0

(︀
𝑘 + 𝜂(𝑥)

)︀
𝜕𝛼
0𝑡(𝑢𝑥)2𝑑𝑥 + 𝑐0‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢𝑥‖20 6

6 𝑈Π(𝑥, 𝑡)
⃒⃒⃒𝑙
0

+ 𝜀‖𝜕𝛼
0𝑡𝑢‖20 + 𝑀 𝜀

6

(︁
‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20

)︁
+ 𝑀 𝜀

7‖𝑓‖20. (2.8)

Выбирая 𝜀 =
1

2
, из (2.8) находим

1

2
𝜕𝛼
0𝑡‖𝑢‖20 +

1

2
‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + 𝑐0‖𝑢𝑥‖20 +
1

2

∫︁ 𝑙

0

(︀
𝑘 + 𝜂(𝑥)

)︀
𝜕𝛼
0𝑡(𝑢𝑥)2𝑑𝑥 + 𝑐0‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢𝑥‖20 6

6 𝑈Π(𝑥, 𝑡)
⃒⃒⃒𝑙
0

+ 𝑀8

(︁
‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20

)︁
+ 𝑀9‖𝑓‖20. (2.9)

Оценим первое слагаемое в правой части (2.9), тогда получим

𝑈(𝑥, 𝑡)Π(𝑥, 𝑡)
⃒⃒⃒𝑙
0

=
(︁
𝑢(𝑙, 𝑡) + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)
)︁(︁

𝜇2(𝑡) − 𝛽21(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) − 𝛽22(𝑡)𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)

)︁
+

+
(︁
𝑢(0, 𝑡) + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢(0, 𝑡)
)︁(︁

𝜇1(𝑡) − 𝛽11𝑢(0, 𝑡) − 𝛽12(𝑡)𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(0, 𝑡)

)︁
= 𝜇2(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)+

+𝜇2(𝑡)𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡) − 𝛽21(𝑡)𝑢

2(𝑙, 𝑡) − 𝛽21(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡) − 𝛽22(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)−

−𝛽22(𝑡)
(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)

)︁2
+ 𝜇1(𝑡)𝑢(0, 𝑡) + 𝜇1(𝑡)𝜕

𝛼
0𝑡𝑢(0, 𝑡) − 𝛽11(𝑡)𝑢

2(0, 𝑡)−
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−𝛽11𝑢(0, 𝑡)𝜕𝛼
0𝑡𝑢(0, 𝑡) − 𝛽12(𝑡)𝑢(0, 𝑡)𝜕𝛼

0𝑡𝑢(0, 𝑡) − 𝛽12

(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(0, 𝑡)

)︁2
6

6 𝑀 𝜀1,𝜀2
10 (𝜇2

1 + 𝜇2
2) + 𝜀1

(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)

)︁2
+ 𝜀2

(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(0, 𝑡)

)︁2
+ 𝑀 𝜀

11

(︁
‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20

)︁
−

−𝛽22(𝑡)
(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)

)︁2
− 1

2
𝛽22(𝑡)𝜕

𝛼
0𝑡𝑢

2(𝑙, 𝑡) − 𝛽12(𝑡)
(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(0, 𝑡)

)︁2
− 1

2
𝛽12(𝑡)𝜕

𝛼
0𝑡𝑢

2(0, 𝑡) 6

6 −𝛽12(𝑡)

2

(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(0, 𝑡)

)︁2
− 𝛽22(𝑡)

2

(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)

)︁2
− 𝛽12(𝑡)

2
𝜕𝛼
0𝑡𝑢

2(0, 𝑡) − 𝛽12(𝑡)

2
𝜕𝛼
0𝑡𝑢

2(𝑙, 𝑡)+

+𝑀12

(︁
‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20

)︁
+ 𝑀13

(︁
𝜇2
1 + 𝜇2

2

)︁
. (2.10)

Учитывая (2.10), из (2.9) находим

𝜕𝛼
0𝑡‖𝑢‖20 +

∫︁ 𝑙

0

(︀
𝑘 + 𝜂(𝑥)

)︀
𝜕𝛼
0𝑡(𝑢𝑥)2𝑑𝑥 + ‖𝑢𝑥‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼
0𝑡𝑢𝑥‖20 6

6 𝑀14‖𝑢‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

+ 𝑀15

(︁
‖𝑓‖20 + 𝜇2

1(𝑡) + 𝜇2
2(𝑡)
)︁
, (2.11)

где ‖𝑢‖2
𝑊 1

2 (0,𝑙)
= ‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20.

Применяя к обеим частям неравенства (2.11) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼
0𝑡 ,

получаем

‖𝑢‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

+ 𝐷−𝛼
0𝑡

(︁
‖𝑢𝑥‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼
0𝑡𝑢𝑥‖20

)︁
6 𝑀14𝐷

−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+

+𝑀16

(︃
𝐷−𝛼

0𝑡

(︁
‖𝑓‖20 + 𝜇2

1(𝑡) + 𝜇2
2(𝑡)
)︁

+ ‖𝑢0(𝑥)‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

)︃
. (2.12)

Для оценки первого слагаемого в правой части воспользуемся леммой [28].

Лемма 2. Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция 𝑦(𝑡) удовлетво-
ряет для почти всех t из [0,T] неравенству

𝜕𝛼
0𝑡𝑦(𝑡) ≤ 𝑐1𝑦(𝑡) + 𝑐2(𝑡), 0 ≤ 𝛼 ≤ 1,

где 𝑐1 > 0, 𝑐2(𝑡)−суммируемвя на [0, 𝑇 ] неотрицательная функция. Тогда

𝑦(𝑡) ≤ 𝑦(0)𝐸𝛼(𝑐1𝑡
𝛼) + Γ(𝛼)𝐸𝛼,𝛼(𝑐1𝑡

𝛼)𝐷−𝛼
0𝑡 𝑐2(𝑡),

где 𝐸𝛼(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛+1)
, 𝐸𝛼,𝜇(𝑧) =

∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛+𝜇)
− функции Миттаг-Леффлера.

На основании леммы 2 оценим первое слагаемое в правой части (2.12).
Пусть 𝑦(𝑡) = 𝐷−𝛼

0𝑡 ‖𝑢‖2
𝑊 1

2 (0,𝑙)
, 𝜕𝛼

0𝑡𝑦(𝑡) = ‖𝑢‖2
𝑊 1

2 (0,𝑙)
, тогда получим

𝐷−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
6 𝑀17

(︁
𝐷−2𝛼

0𝑡

(︀
‖𝑓‖20 + 𝜇2

1(𝑡) + 𝜇2
2(𝑡)
)︀

+ ‖𝑢0(𝑥)‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

)︁
. (2.13)

Справедлива следующая

Лемма 3. Для любой неотрицательной интегрируемой на [0, 𝑇 ] функции 𝑔(𝑡) спра-
ведливо неравенство

𝐷−2𝛼
0𝑡 𝑔(𝑡) =

𝑡𝛼Γ(𝛼)

𝛼Γ2(𝛼) − Γ(2𝛼)
𝐷−𝛼

0𝑡 𝑔(𝑡). (2.14)
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Доказательство. Преобразуем дробный интеграл, стоящий в левой части

𝐷−2𝛼
0𝑡 𝑔(𝑡) =

1

Γ(2𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)2𝛼−1𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =
1

Γ(2𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)𝛼(𝑡− 𝜏)𝛼−1𝑔(𝜏)𝑑𝜏. (2.15)

Интегрируя (2.15) по частям, пользуясь формулой 𝐵(𝛼, 𝛼) =
Γ2(𝛼)

Γ(2𝛼)
, после несложных

преобразований из (2.15) получим (2.14)).
В (2.14)) покажем, что

𝛼Γ2(𝛼) > Γ(2𝛼), ∀𝛼 ∈ (0, 1).

или

(2𝛼)! < 2(𝛼!)2, ∀𝛼 ∈ (0, 1). (2.16)

Для этого рассмотрим неравенство 2𝛼2
< 2. Неравенство справедливо для всех

𝛼 ∈ (−1, 1). Тогда из (2.16) находим

(2𝛼)! 6 2𝛼2

(𝛼!)2 < 2(𝛼!)2, ∀𝛼 ∈ (0, 1). (2.17)

Докажем методом математической индукции справедливость

(2𝛼)! 6 2𝛼2

(𝛼!)2, ∀𝛼 ∈ 𝑅. (2.18)

Действительно, при 𝛼 = 0 верно (2.18). Допустим, что (2.18) выполняется для всех
𝛼 = 𝑛. Докажем теперь, что (2.18) выполняется при всех 𝛼 = 𝑛 + 1, тогда получим

(2𝑛 + 2)! 6 2(𝑛+1)2((𝑛 + 1)!)2. (2.19)

Преобразуем левую часть (2.19)

(2𝑛 + 2)! = 2𝑛!(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2) 6 2𝑛2

(𝑛!)2(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2) 6

6 2𝑛2

22𝑛(𝑛!)22(𝑛 + 1)2.

Из последнего находим

2𝑛 + 1 6 22𝑛(𝑛 + 1), ∀𝑛 ∈ 𝑅. (2.20)

Повторяя рассуждения, методом математической индукции доказывается справедливость
(2.20).

С помощью леммы 3 из (2.12) с учетом (2.13),(2.14) находим искомую априорную оцен-
ку

‖𝑢‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

+ 𝐷−𝛼
0𝑡

(︁
‖𝑢𝑥‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼
0𝑡𝑢𝑥‖20

)︁
6

6 𝑀

(︃
𝐷−𝛼

0𝑡

(︁
‖𝑓‖20 + 𝜇2

1(𝑡) + 𝜇2
2(𝑡)
)︁

+ ‖𝑢0(𝑥)‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

)︃
, (2.21)

где 𝑀− положительное постоянное, зависящее только от входных данных (1.1)–(1.4),

𝐷−𝛼
0𝑡 𝑢 = 1

Γ(𝛼)

𝑡∫︀
0

𝑢𝑑𝜏
(𝑡−𝜏)1−𝛼− дробный интеграл Римана-Лиувилля порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1.

Теорема 1. Если 𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜂(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑙], 𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ),
𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,0

(︀
𝑄𝑇

)︀
∩ 𝐶1,0

(︀
𝑄𝑇

)︀
, 𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ) и выполнены условия (1.5), тогда для
решения задачи (1.1)–(1.4) справедлива априорная оценка (2.21).

Из априорной оценки (2.21) следуют единственность и устойчивость решения по началь-
ным и правой части в смысле нормы

‖𝑢‖21 = ‖𝑢‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

+ 𝐷−𝛼
0𝑡

(︁
‖𝑢𝑥‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼
0𝑡𝑢𝑥‖20

)︁
.
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3. Устойчивость и сходимость разностной схемы.

Для решения задачи (1.1)–(1.4) применим метод конечных разностей. Построим моно-
тонную схему второго порядка точности, содержащие производные, учитывающие знак
𝑟(𝑥, 𝑡). Для этого рассмотрим вместо уравнения (1.1) следующее уравнение с возмущен-
ными коэффициентами [28]

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 = κ(𝑘𝑢𝑥)𝑥 + 𝜕𝛼

0𝑡(𝜂𝑢𝑥)𝑥 + 𝑟𝑢𝑥 −
∫︁ 𝑥

0

𝑞(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 + 𝑓(𝑥, 𝑡), (3.1)

где κ = 1
1+𝑅

, 𝑅 = 0.5ℎ|𝑟|
𝑘

— разностное число Рейнольдса.

На равномерной сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1.1)–(1.4) поставим в соответствие
разностную схему порядка аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏 2) :

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = κ𝑗
𝑖

(︁
𝑎𝑗𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�

)︁
𝑥

+ ∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(︁
𝛾𝑖𝑦�̄�

)︁
𝑥

+ 𝑏−𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑖 + 𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦
(𝜎)
𝑥,𝑖 −

𝑖∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~ + 𝜙𝑗

𝑖 , (3.2)

κ0𝑎1𝑦
(𝜎)
𝑥,0 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾1𝑦𝑥,0) = 𝛽11𝑦

(𝜎)
0 + 0.25ℎ2𝑑𝑗0𝑦

(𝜎)
0 + 𝛽12∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦0 − �̃�1, 𝑡 ∈ 𝜔𝜏 , (3.3)

−
(︀
κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁)

)︀
= 𝛽21𝑦

(𝜎)
𝑁 + 0.5ℎ

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~ + 𝛽22∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁 − �̃�2, (3.4)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ (3.5)

где
𝛽12 = 𝛽12 + 0.5ℎ, �̃�1(𝑡𝑗+𝜎) = 𝜇1(𝑡𝑗+𝜎) + 0.5ℎ𝜙𝑗

0,

𝛽22 = 𝛽22(𝑡𝑗+𝜎) + 0.5ℎ, �̃�2(𝑡𝑗+𝜎) = 𝜇2(𝑡𝑗+𝜎) + 0.5ℎ𝜙𝑗
𝑁 ,

𝑎𝑗𝑖 = 𝑘(𝑥𝑖−0.5, 𝑡
𝑗+𝜎), 𝛾𝑖 = 𝜂(𝑥𝑖−0.5), 𝑏𝑗𝑖 =

𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)

𝑘(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)
, 𝜙 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)

𝑦(𝜎) = 𝜎𝑦𝑗+1 + (1 − 𝜎)𝑦𝑗, 𝑑𝑗𝑖 = 𝑑(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎), 𝑎
(𝛼,𝜎)
0 = 𝜎1−𝛼,

𝑎
(𝛼,𝜎)
𝑙 = (𝑙 + 𝜎)1−𝛼 − (𝑙 − 1 + 𝜎)1−𝛼, 𝑙 ≥ 1, 𝜎 = 1 − 𝛼

2
,

𝑏
(𝛼,𝜎)
𝑙 =

1

2 − 𝛼

[︁
(𝑙 + 𝜎)2−𝛼 − (𝑙 − 1 + 𝜎)2−𝛼

]︁
− 1

2

[︁
(𝑙 + 𝜎)1−𝛼 + (𝑙 − 1 + 𝜎)1−𝛼

]︁
, 𝑙 ≥ 1,

при 𝑗 = 0, 𝑐
(𝛼,𝜎)
0 = 𝑎

(𝛼,𝜎)
0 ;

при 𝑗 > 0, 𝑐(𝛼,𝜎)𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎
(𝛼,𝜎)
0 + 𝑏

(𝛼,𝜎)
1 , 𝑠 = 0,

𝑎
(𝛼,𝜎)
𝑠 + 𝑏

(𝛼,𝜎)
𝑠+1 − 𝑏

(𝛼,𝜎)
𝑠 , 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑗 − 1,

𝑎
(𝛼,𝜎)
𝑗 − 𝑏

(𝛼,𝜎)
𝑗 , 𝑠 = 𝑗,

𝑐(𝛼,𝜎)𝑠 >
1 − 𝛼

2
(𝑠 + 𝜎)−𝛼 > 0,

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = 𝜏1−𝛼

Γ(2−𝛼)

𝑗∑︀
𝑠=0

𝑐
(𝛼,𝜎)
𝑗−𝑠 𝑦𝑠𝑡 — дискретный аналог дробной производной Герасимова-Капуто

порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 [30].
Введем скалярные произведения и норму:[︀

𝑢, 𝑣
]︀

=
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑣𝑖~, ~ =

{︃
0.5ℎ, 𝑖 = 0, 𝑁,

ℎ, 𝑖 ̸= 0, 𝑁.

(︀
𝑢, 𝑣
]︀

=
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ,
[︀
𝑢, 𝑢
]︀

=
[︀
1, 𝑢2

]︀
= |[𝑢]|20,
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Перепишем (3.2)–(3.5) в операторной форме

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = Λ(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎) + 𝛿𝑦 + Φ, (3.6)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (3.7)

где

Λ(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Λ̃𝑦

(𝜎)
𝑖 = κ(𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥 + 𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� + 𝑏+𝑎(+1)𝑦

(𝜎)
𝑥 −

𝑖∑︀
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~,

Λ−𝑦
(𝜎)
0 = 2

ℎ

(︁
κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0 − 𝛽11𝑦

(𝜎)
0 − 0.25ℎ2𝑑𝑗0𝑦

(𝜎)
0

)︁
, 𝑖 = 0,

Λ+𝑦
(𝜎)
𝑁 = 2

ℎ

(︁
− κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 − 𝛽21𝑦

(𝜎)
𝑁 − 0.5ℎ

𝑁∑︀
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~

)︁
, 𝑖 = 𝑁,

𝛿𝑦 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛿𝑦𝑖 = ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)𝑥, 𝑖 = 1, 𝑁 − 1,

𝛿−𝑦0 = 2
ℎ

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾1𝑦𝑥,0) − 𝛽12∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦0

)︁
, 𝑖 = 0,

𝛿+𝑦𝑁 = 2
ℎ

(︁
− ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁) − 𝛽22∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁

)︁
, 𝑖 = 𝑁,

Φ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙 = 𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 − 1,

𝜙− = 2
ℎ

(︁
𝜇1(𝑡𝑗+𝜎) + 0.5ℎ𝜙𝑗

0

)︁
, 𝑖 = 0,

𝜙+ = 2
ℎ

(︁
𝜇2(𝑡𝑗+𝜎) + 0.5ℎ𝜙𝑗

𝑁

)︁
, 𝑖 = 𝑁.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
κ = 1

1+
0.5ℎ|𝑟|

𝑘

κ0 = 1

1+
0.5ℎ|𝑟0|

𝑘0.5

, 𝑟0 6 0

κ𝑁 = 1

1+
0.5ℎ|𝑟𝑁 |
𝑘𝑁−0.5

, 𝑟𝑁 ≥ 0.

Умножим теперь (3.6) скалярно на 𝑦 = 𝑦(𝜎) + ∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 :[︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑦
]︁

=
[︁
Λ(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎), 𝑦

]︁
+
[︁
𝛿𝑦, 𝑦

]︁
+
[︁
Φ, 𝑦

]︁
. (3.8)

Справедлива следующая [30]

Лемма 4. Для любой функции 𝑦(𝑡), заданной на сетке �̄�𝜏 , справедливо неравенство:

𝑦(𝜎)∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 ≥ 1

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦2).

Оценим суммы, входящие в (3.8), с учетом леммы 4:[︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑦
]︁

=
[︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑦(𝜎) + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
]︁

=
[︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑦(𝜎)

]︁
+
[︁
1, (∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦)2
]︁
≥

≥ 1

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
|[𝑦]|20 + |[∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦]|20. (3.9)[︁

Λ(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎), 𝑦
]︁

=
(︁

Λ̃𝑦(𝜎), 𝑦
)︁

+ 0.5ℎ𝑦0Λ
−𝑦

(𝜎)
0 + 0.5ℎ𝑦𝑁Λ+𝑦

(𝜎)
𝑁 =

(︁
κ(𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥, 𝑦

)︁
+

+
(︁
𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , 𝑦

)︁
+
(︁
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦

)︁
−
(︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑦

)︁
+ 𝑦0κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0 − 𝛽11𝑦

(𝜎)
0 𝑦0−

−κ𝑁𝑎𝑁𝑦
(𝜎)
�̄�,𝑁𝑦𝑁 − 0.25ℎ2𝑑𝑗0𝑦

(𝜎)
0 𝑦0 − 𝛽21𝑦

(𝜎)
𝑁 𝑦𝑁 − 0.5ℎ𝑑𝑁𝑦𝑁

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~. (3.10)

Преобразуем слагаемые в правой части (3.10):(︁
κ(𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥, 𝑦

)︁
= 𝑦κ𝑎𝑦(𝜎)�̄�

⃒⃒⃒𝑁
0
−
(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , (κ𝑦)�̄�

]︁
= 𝑦𝑁κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 − 𝑦0κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0−

−
(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ�̄�𝑦 + κ(−1)𝑦�̄�

]︁
= 𝑦𝑁κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 − 𝑦0κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0 −

(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ�̄�𝑦

(𝜎)
]︁
−

−
(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ�̄�∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
]︁
−
(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ(−1)𝑦

(𝜎)
�̄�

]︁
−
(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ(−1)∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦�̄�

]︁
6
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6 𝑦𝑁κ𝑁𝑎𝑁𝑦
(𝜎)
�̄�,𝑁 − 𝑦0κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0 + 𝜀|[∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦]|20 + 𝑀 𝜀

1

(︁
|[𝑦(𝜎)]|20 + |[𝑦(𝜎)�̄� ]|20

)︁
−

− 1

1 + ℎ𝑀2

(︁
𝑎κ, (𝑦(𝜎)�̄� )2

]︁
− 𝑐0

2(1 + ℎ𝑀2)

(︁
κ,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦2�̄�

]︁
6 𝑦𝑁κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 − 𝑦0κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0+

+𝜀|[∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦]|20 + 𝑀 𝜀
1

(︁
|[𝑦(𝜎)]|20 + ‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20

)︁
−𝑀3‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 −𝑀4∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20. (3.11)(︁
𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , 𝑦

)︁
+
(︁
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦

)︁
=

=
(︁
𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , 𝑦(𝜎)

)︁
+
(︁
𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
)︁

+
(︁
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦(𝜎)

)︁
+

+
(︁
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 ,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
)︁
6 𝜀|[∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦]|20 + 𝑀 𝜀

5

(︁
|[𝑦(𝜎)]|20 + ‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20

)︁
. (3.12)

−
(︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑦

)︁
− 0.25ℎ2𝑑𝑗0𝑦

(𝜎)
0 𝑦0 − 0.5ℎ𝑑𝑁𝑦𝑁

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~− 𝛽11𝑦

(𝜎)
0 𝑦0 − 𝛽21𝑦

(𝜎)
𝑁 𝑦𝑁 =

= −
[︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑦(𝜎)

]︁
−
[︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
]︁
− 𝛽11(𝑦

(𝜎)
0 )2 − 𝛽11𝑦

(𝜎)
0 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0−

−𝛽21(𝑦
(𝜎)
𝑁 )2 − 𝛽21𝑦

(𝜎)
0 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 6 𝜀1|[∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦]|20 + 𝑀 𝜀1

6

[︁
1,
(︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~

)︁2]︁
+

+𝑀 𝜀2,𝜀3
7 |[𝑦(𝜎)]|20 + 𝜀2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
+ 𝜀3

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
6 𝜀1|[∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦]|20+

+𝑀 𝜀1,𝜀2,𝜀3
8 |[𝑦(𝜎)]|20 + 𝜀2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
+ 𝜀3

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
. (3.13)

Учитывая преобразования (3.11)–(3.13), из (3.10) получим[︁
Λ(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎), 𝑦

]︁
6 𝜀1|[∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦]|20 + 𝜀2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
+ 𝜀3

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
+

+𝑀 𝜀1,𝜀2,𝜀3
7

(︁
|[𝑦(𝜎)]|20 + ‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20

)︁
−𝑀3‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 −𝑀4∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20. (3.14)[︁
𝛿𝑦, 𝑦

]︁
=
(︁
𝛿𝑦, 𝑦

)︁
+ 0.5ℎ𝛿−𝑦0𝑦0 + 0.5ℎ𝛿+𝑦𝑁𝑦𝑁 =

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)𝑥, 𝑦

)︁
+

+𝑦0∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝛾𝑖𝑦𝑥,0) − 𝑦0𝛽12∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦0 − 𝑦𝑁∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁) − 𝑦𝑁𝛽22∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁 =

= −
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝛾𝑖𝑦�̄�), 𝑦�̄�

]︁
− 𝛽12𝑦0∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦0 − 𝑦𝑁𝛽22∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁 =

= −
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝛾𝑖𝑦
(𝜎)
�̄� ), 𝑦

(𝜎)
�̄�

]︁
−
(︁
𝛾𝑖, (∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦�̄�)2
]︁
− 𝛽12𝑦

(𝜎)
0 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0 − 𝛽12

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
−

−𝛽22𝑦
(𝜎)
𝑁 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 − 𝛽22(∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁)2 6 −𝑐0
2

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 − 𝑐0‖∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦�̄�]|20−

−𝛽12

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦20 −

𝛽22

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦2𝑁 − 𝛽12

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
− 𝛽22

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
. (3.15)[︁

Φ, 𝑦
]︁

= (𝜙, 𝑦) + 0.5ℎ𝜙−𝑦0 + 0.5ℎ𝜙+𝑦𝑁 = (𝜙, 𝑦) + 𝑦0

(︁
𝜇1 + 0.5ℎ𝜙0

)︁
+

+𝑦𝑁

(︁
𝜇2 + 0.5ℎ𝜙𝑁

)︁
= (𝜙, 𝑦) + 𝑦0𝜇1 + 0.5ℎ𝜙0𝑦0 + 𝑦𝑁𝜇2 + 0.5ℎ𝜙𝑁𝑦𝑁 =

=
[︁
𝜙, 𝑦

]︁
+ 𝜇1𝑦0 + 𝜇2𝑦𝑁 =

[︁
𝜙, 𝑦(𝜎)

]︁
+
[︁
𝜙,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
]︁
+

+𝜇1𝑦
(𝜎)
0 + 𝜇1∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦0 + 𝜇2𝑦
(𝜎)
𝑁 + 𝜇2∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁 6 𝜀1|[∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦]|20 + 𝜀2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
+

+𝜀3

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
+ 𝑀 𝜀2,𝜀3

9

(︁
𝜇2
1 + 𝜇2

2

)︁
+ 𝑀10

(︁
|[𝑦(𝜎)]|20 + ‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20

)︁
+ 𝑀 𝜀1

11 |[𝜙]|20. (3.16)
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Принимая во внимание преобразования (3.9)–(3.16), из (3.8) находим

1

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
|[𝑦]|20 + |[∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦]|20 + 𝑀12∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 + 𝑐0‖∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦�̄�]|20 + 𝑀3‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20+

+
𝛽12

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦20 +

𝛽22

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦2𝑁 + 𝛽12

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
+ 𝛽22

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
6

6 𝜀1|[∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦]|20 + 𝜀2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
+ 𝜀3

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
+

+𝑀 𝜀1,𝜀2,𝜀3
13

(︁
|[𝑦(𝜎)]|20 + ‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20

)︁
+ 𝑀 𝜀2,𝜀3

14

(︁
𝜇2
1 + 𝜇2

2

)︁
+ 𝑀 𝜀1

11 |[𝜙|]20. (3.17)

Выбирая 𝜀1 =
1

2
, 𝜀2 =

𝛽12

2
, 𝜀3 =

𝛽22

2
из (3.17) получаем

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

|[𝑦]|2𝑊 1
2 (0,𝑙)

+ ‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 + |[∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦]|20 + ‖∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦�̄�]|20 6

6 𝑀15|[𝑦(𝜎)]|2𝑊 1
2 (0,𝑙)

+ 𝑀16

(︁
|[𝜙]|20 + 𝜇2

1 + 𝜇2
2

)︁
, (3.18)

где |[𝑦]|2
𝑊 1

2 (0,𝑙)
= |[𝑦]|20 + ‖𝑦�̄�]|20.

Перепишем (3.18) в другой форме

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

|[𝑦]|2𝑊 1
2 (0,𝑙)

6 𝑀𝜎
17|[𝑦𝑗+1]|2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+ 𝑀𝜎

18|[𝑦𝑗]|2𝑊 1
2 (0,𝑙)

+ 𝑀16

(︁
|[𝜙]|20 + 𝜇2

1 + 𝜇2
2

)︁
, (3.19)

Справедлива следующая

Лемма 5. Пусть {𝑝𝑗}− последовательность, удовлетворяющая следующим услови-
ям:

𝑝0 = 1, 𝜎1−𝛼𝑝𝑗 =

𝑗∑︁
𝑠=1

(𝑐𝛼,𝜎𝑠−1 − 𝑐𝛼,𝜎𝑠 )𝑝𝑗−𝑠, 𝑗 ≥ 1,

тогда

0 < 𝑝𝑗 < 1,

𝑗∑︁
𝑠=𝑘

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠−𝑘 = 𝜎1−𝛼, 1 6 𝑘 6 𝑗, (3.20)

где 𝜎1−𝛼 =
1

2 − 𝛼

(︁
(1 + 𝜎)2−𝛼 − 𝜎2−𝛼

)︁
− 1

2

(︁
(1 + 𝜎)1−𝛼 − 𝜎1−𝛼

)︁
.

Доказательство. Следуя [31] докажем равенство (3.20). Тогда, учитывая, что 𝑐𝑠 < 𝑐𝑠−1

для 𝑠 ≥ 1, получаем
𝑗∑︁

𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠 <

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠−1, (3.21)

где
𝑗∑︁

𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠−1 =

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠 , (3.22)

Из (3.21), (3.22) находим
𝑗∑︁

𝑠=𝑗

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠−𝑗 = 𝑝0𝑐0 = 𝜎1−𝛼, (3.23)

где 𝜎1−𝛼 =

⎧⎨⎩𝜎1−𝛼, 𝑗 = 0,
1

2 − 𝛼

(︁
(1 + 𝜎)2−𝛼 − 𝜎2−𝛼

)︁
− 1

2

(︁(︀
1 + 𝜎

)︀1−𝛼 − 𝜎1−𝛼
)︁
, 𝑗 ≥ 1,

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠 <

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠 = 𝑝0𝑐0 = 𝜎1−𝛼. (3.24)
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Учитывая (3.23), (3.24), получаем

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠−1 = 𝜎1−𝛼,

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠 < 𝜎1−𝛼,

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠(𝑐
𝛼,𝜎
𝑠−1 − 𝑐𝛼,𝜎𝑠 ) < 𝜎1−𝛼,

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠 <

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠 + 𝑝𝑗𝑐0, 𝑝𝑗𝑐0 > 0, 𝑐0 = 𝜎1−𝛼. (3.25)

Из (3.22) находим

𝑐0𝑝𝑗 =

𝑗∑︁
𝑠=1

(𝑐𝛼,𝜎𝑠−1 − 𝑐𝛼,𝜎𝑠 )𝑝𝑗−𝑠

Из (3.24), (3.25) получаем

0 < 𝑝𝑗𝑐0 < 𝜎1−𝛼, 0 < 𝑝𝑗 < 1.

Пусть 𝑠 = 𝑙 + 𝑘 − 1, тогда с учетом (3.23) получим

𝑗∑︁
𝑠=𝑘

𝑝𝑗−𝑠𝑐
𝛼,𝜎
𝑠−𝑘 =

𝑗−𝑘+1∑︁
𝑙=1

𝑝𝑗−𝑘+1−𝑙𝑐
𝛼,𝜎
𝑙−1 = 𝜎1−𝛼, 1 6 𝑘 6 𝑗.

Лемма доказана.

Справедливы следующие

Лемма 6. Пусть выполнено (3.20), тогда для 𝑚 = 1, 2, .... получим

Γ(2 − 𝛼)

Γ(1 + (𝑚− 1)𝛼)

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑝𝑗−𝑠𝑠
(𝑚−1)𝛼 6

𝜎1−𝛼𝑗𝑚𝛼

Γ(1 + 𝑚𝛼)
. (3.26)

Лемма 6 доказывается аналогично лемме 3.2 [31].

Лемма 7. Пусть −→𝑒 = (1, 1, ..., 1)𝑇 ∈ 𝑅𝑗 и

𝐽 = 2𝜎𝛼−1Γ(2 − 𝛼)𝜆𝜏𝛼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 𝑝1 ... 𝑝𝑗−2 𝑝𝑗−1

0 0 ... 𝑝𝑗−3 𝑝𝑗−2

. . ... . .

0 0 ... 0 𝑝1

0 0 ... 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑗×𝑗

и выполнено (3.26), тогда получим

𝐽 𝑖 = 0, 𝑖 ≥ 𝑗.

𝐽𝑚−→𝑒 6
1

Γ(1 + 𝑚𝛼)

(︁
(2𝜆𝑡𝛼𝑗 )𝑚, (2𝜆𝑡𝛼𝑗−1)

𝑚, ..., (2𝜆𝑡𝛼1 )𝑚
)︁𝑇

, 𝑚 = 0, 1, 2, ...

𝑖∑︁
𝑠=0

𝐽𝑠−→𝑒 =

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝐽𝑠−→𝑒 6
(︁
𝐸𝛼(2𝜆𝑡𝛼𝑗 ), 𝐸𝛼(2𝜆𝑡𝛼𝑗−1), ..., 𝐸𝛼(2𝜆𝑡𝛼1 )

)︁𝑇
, 𝑖 ≥ 𝑗.

Лемма 7 доказывается аналогично лемме 3.3 [31].
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Лемма 8. Предположим, что неотрицательные последовательности 𝑦𝑗, 𝜙𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, ...
удовлетворяют неравенству

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑗 6 𝜆1𝑦
𝑗+1 + 𝜆2𝑦

𝑗 + 𝜙𝑗, 𝑗 ≥ 1

где 𝜆1 ≥ 0, 𝜆2 ≥ 0 — константы, тогда существует такое 𝜏0, что если 𝜏 6 𝜏0, то

𝑦𝑗+1 6 2
(︁
𝑦0 +

𝑡𝛼𝑗
Γ(1 + 𝛼)

max
06𝑗′6𝑗

𝜙𝑗 ′
)︁
𝐸𝛼(2𝜆𝑡𝛼𝑗 ), 1 6 𝑗 6 𝑗0,

где 𝐸𝛼(𝑧) =
∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(1 + 𝑘𝛼)
− функция Миттаг-Леффлера, 𝜆 = 𝜆1 +

𝜆2

2 + 21−𝛼
.

Лемма 8 доказывается на основании лемм 4-6 аналогично лемме 3.1 [31].
На основании леммы 8 из (3.18) получаем

|[𝑦𝑗+1]|2𝑊 1
2 (0,𝑙)

6 𝑀

(︃
|[𝑦0]|2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+

𝑡𝛼𝑗
Γ(1 + 𝛼)

max
06𝑗′6𝑗

(︂
|[𝜙𝑗 ′

]|20 + 𝜇2
1 + 𝜇2

2

)︂)︃
. (3.27)

где 𝑀 — положительная постоянная, не зависящая от ℎ и 𝜏 .

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.5), тогда существует такое 𝜏0, что если
𝜏 6 𝜏0, то для решения разностной задачи (3.2)–(3.5) справедлива априорная оценка
(3.27).

Из априорной оценки (3.27) следуют единственность и устойчивость решения задачи
(3.2)–(3.5) по начальным данным и правой части.
Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) – решение задачи (1.1)–(1.4), 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦𝑗𝑖 – решение разностной зада-

чи (3.2)–(3.5). Для оценки точности разностной схемы (3.2)–(3.5) рассмотрим разность
𝑧𝑗𝑖 = 𝑦𝑗𝑖 − 𝑢𝑗

𝑖 , где 𝑢𝑗
𝑖 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑗). Тогда, подставляя 𝑦 = 𝑧 + 𝑢 в соотношения (3.2)–(3.5),

получаем задачу для функции 𝑧

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑧 = κ𝑗
𝑖

(︁
𝑎𝑗𝑖𝑧

(𝜎)
�̄�

)︁
𝑥

+ ∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(︁
𝛾𝑖𝑧�̄�

)︁
𝑥

+ 𝑏−𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑧

(𝜎)
�̄�,𝑖 + 𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑧
(𝜎)
𝑥,𝑖 −

𝑖∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑧
(𝜎)
𝑠 ~ + Ψ𝑗

𝑖 , (3.28)

κ0𝑎1𝑧
(𝜎)
𝑥,0 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾1𝑧𝑥,0) = 𝛽11𝑧

(𝜎)
0 + 0.25ℎ2𝑑𝑗0𝑧

(𝜎)
0 + 𝛽12∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑧0 − 𝜈1, 𝑡 ∈ 𝜔𝜏 , (3.29)

−
(︀
κ𝑁𝑎𝑁𝑧

(𝜎)
�̄�,𝑁 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑧�̄�,𝑁)

)︀
= 𝛽21𝑧

(𝜎)
𝑁 + 0.5ℎ

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑧
(𝜎)
𝑠 ~ + 𝛽22∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑧𝑁 − 𝜈2, (3.30)

𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (3.31)

где Ψ = 𝑂
(︀
ℎ2+𝜏 2

)︀
, 𝜈1 = 𝑂

(︀
ℎ2+𝜏 2

)︀
, 𝜈2 = 𝑂

(︀
ℎ2+𝜏 2

)︀
— погрешности аппроксимации диффе-

ренциальной задачи (1.1)–(1.4) разностной схемой (3.2)–(3.5) в классе решении 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡)
задачи (1.1)–(1.4).
Применяя априорную оценку (3.27) к решению задачи (3.28)–(3.31), получаем неравен-

ство

|[𝑧𝑗+1]|2𝑊 1
2 (0,𝑙)

6 𝑀 max
06𝑗′6𝑗

(︁
|[Ψ𝑗′ ]|20 + 𝜈𝑗′2

1 + 𝜈𝑗′2
2

)︁
, (3.32)

где 𝑀 — положительная постоянная, не зависящая от ℎ и 𝜏 .
Из априорной оценки (3.32) следует сходимость решения разностной задачи (3.2)–(3.5)

к решению дифференциальной задачи (1.1)–(1.4) в смысле нормы |[𝑧𝑗+1]|2
𝑊 1

2 (0,𝑙)
на каждом

слое так, что существует такое 𝜏0, что при 𝜏 6 𝜏0 справедлива оценка

|[𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1]|2𝑊 1
2 (0,𝑙)

6 𝑀
(︁
ℎ2 + 𝜏 2

)︁
.
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Следствие 1. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда
уравнение (1.1) имеет вид:

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝜕𝛼

0𝑡

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+ 𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
∫︁ 𝑙

0

𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡),

0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇,

если потребовать выполнения условия |𝑞| 6 𝑐2.

4. Постановка краевой задачи для вырождающегося

псевдопараболического уравнения с нелокальным линейным

источником

В замкнутом цилиндре 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} рассмотрим следующую
нелокальную краевую задачу

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

1

𝑥𝑚

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑥𝑚𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+

1

𝑥𝑚
𝜕𝛼
0𝑡

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑥𝑚𝜂(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+ 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
∫︁ 𝑥

0

𝑞(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 + 𝑓(𝑥, 𝑡),

0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, (4.1)

lim
𝑥→0

𝑥𝑚Π(𝑥, 𝑡) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (4.2)

−Π(𝑙, 𝑡) = 𝛽1(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) + 𝛽2(𝑡)𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡) − 𝜇(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (4.3)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, (4.4)

где 0 ≤ 𝑚 ≤ 2.
При 𝑥 = 0 ставится условие ограниченности решения |𝑢(0, 𝑡)| < ∞, которое эквивалент-

но условию (4.2), равносильному в свою очередь тождеству Π(0, 𝑡) = 0 [25, c.173], если
функции 𝑟(0, 𝑡), 𝑘(0, 𝑡), 𝑞(0, 𝑡), 𝑓(0, 𝑡) конечны.

5. Априорная оценка в дифференциальной форме

Получим априорную оценку методом энергетических неравенств, для этого умножим
уравнение (4.1) скалярно на 𝑥𝑚𝑈 = 𝑥𝑚(𝑢 + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢) :(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢, 𝑥

𝑚𝑈
)︁

=
(︁(︀

𝑥𝑚𝑘𝑢𝑥

)︀
𝑥
, 𝑈
)︁

+
(︁
𝜕𝛼
0𝑡

(︀
𝑥𝑚𝜂𝑢𝑥

)︀
𝑥
, 𝑈
)︁

+

+
(︁
𝑟𝑢𝑥, 𝑥

𝑚𝑈
)︁
−
(︁∫︁ 𝑠

0

𝑞𝑢𝑑𝑠, 𝑥𝑚𝑈
)︁

+
(︁
𝑓, 𝑥𝑚𝑈

)︁
. (5.1)

Принимая во внимание преобразования (2.2)-(2.7), из (5.1) после несложных преобразова-
ний находим

1

2
𝜕𝛼
0𝑡‖𝑥

𝑚
2 𝑢‖20 +

1

2

∫︁ 𝑙

0

(︀
𝑘 + 𝜂(𝑥)

)︀
𝜕𝛼
0𝑡(𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥)2𝑑𝑥 + 𝑐0‖𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20 +

1

2
‖𝜕𝛼

0𝑡𝑥
𝑚
2 𝑢‖20+

+𝑐0‖𝜕𝛼
0𝑡𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20 6 𝑥𝑚𝑈Π(𝑥, 𝑡)|𝑙0 + 𝑀7

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑢‖20 + ‖𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20

)︁
+ 𝑀8‖𝑥

𝑚
2 𝑓‖20. (5.2)

Оценим первое слагаемое в правой части (5.2), тогда имеем

𝑥𝑚𝑈Π(𝑥, 𝑡)|𝑙0 = 𝑙𝑚
(︁
𝑢(𝑙, 𝑡) + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)
)︁

Π(𝑙, 𝑡) =

= 𝑙𝑚
(︁
𝑢(𝑙, 𝑡) + 𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)
)︁(︁

𝜇(𝑡) − 𝛽1(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) − 𝛽2(𝑡)𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)

)︁
=

= 𝑙𝑚𝑢(𝑙, 𝑡)𝜇(𝑡) + 𝑙𝑚𝜇(𝑡)𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡) − 𝑙𝑚𝑢2(𝑙, 𝑡)𝛽1(𝑡) − 𝑙𝑚𝛽1(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)−
−𝑙𝑚𝛽2(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡) − 𝑙𝑚𝛽2(𝑡)(𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡))2 6 −𝑙𝑚𝛽2(𝑡)(𝜕

𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡))2−

− 𝑙𝑚𝛽2(𝑡)

2
𝜕𝛼
0𝑡𝑢

2(𝑙, 𝑡) + 𝜀
(︀
𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡)

)︀2
+ 𝑀9

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑢‖20+
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+‖𝑥
𝑚
2 𝑢𝑥‖20

)︁
+ 𝑀10𝜇

2(𝑡) ≤ − 𝑙𝑚𝛽2(𝑡)

2
(𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑙, 𝑡))2 − 𝑙𝑚𝛽2(𝑡)

2
𝜕𝛼
0𝑡𝑢

2(𝑙, 𝑡)+

+𝑀9

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑢‖20 + ‖𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20

)︁
+ 𝑀10𝜇

2(𝑡). (5.3)

Учитывая (5.3), из (5.2) находим

𝜕𝛼
0𝑡‖𝑥

𝑚
2 𝑢‖20 +

∫︁ 𝑙

0

(︀
𝑘 + 𝜂(𝑥)

)︀
𝜕𝛼
0𝑡(𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥)2𝑑𝑥 + ‖𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑥
𝑚
2 𝑢‖20+

+‖𝜕𝛼
0𝑡𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20 ≤ 𝑀11‖𝑥

𝑚
2 𝑢‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+ 𝑀12

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)

)︁
, (5.4)

где ‖𝑥𝑚
2 𝑢‖2

𝑊 1
2 (0,𝑙)

= ‖𝑥𝑚
2 𝑢‖20 + ‖𝑥𝑚

2 𝑢𝑥‖20.
Применяя к обеим частям неравенства (5.4) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 ,
находим

‖𝑥
𝑚
2 𝑢‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+ 𝐷−𝛼

0𝑡

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑥
𝑚
2 𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑥
𝑚
2 𝑢𝑥‖20

)︁
6

6 𝑀13𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑥

𝑚
2 𝑢‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+ 𝑀15

(︁
𝐷−𝛼

0𝑡

(︀
‖𝑥

𝑚
2 𝑓‖20 + 𝜇2

2(𝑡)
)︀

+ ‖𝑥
𝑚
2 𝑢0‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)

)︁
. (5.5)

На основании леммы 2 из (5.5) получаем искомую априорную оценку

‖𝑥
𝑚
2 𝑢‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+ 𝐷−𝛼

0𝑡

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑥
𝑚
2 𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑥
𝑚
2 𝑢𝑥‖20

)︁
6

6 𝑀

(︃
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑥
𝑚
2 𝑓‖20 + 𝜇2

2(𝑡)) + ‖𝑥
𝑚
2 𝑢0(𝑥)‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)

)︃
. (5.6)

где 𝑀− положительная постоянная, зависящая только от входных данных задачи (4.1)–

(4.4), 𝐷−𝛼
0𝑡 𝑢 = 1

Γ(𝛼)

𝑡∫︀
0

𝑢𝑑𝜏
(𝑡−𝜏)1−𝛼 – дробный интеграл Римана-Лиувилля порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1.

Теорема 3. Если 𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜂(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑙], 𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ),
𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,0

(︀
𝑄𝑇

)︀
∩ 𝐶1,0

(︀
𝑄𝑇

)︀
, 𝜕𝛼

0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ) и выполнены условия (1.5), тогда для
решения задачи (4.1)–(4.4) справедлива априорная оценка (5.6).

Из априорной оценки (5.6) следуют единственность и устойчивость решения по началь-
ным данным и правой части в смысле нормы

‖𝑥
𝑚
2 𝑢‖21 = ‖𝑥

𝑚
2 𝑢‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+ 𝐷−𝛼

0𝑡

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑢𝑥‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑥
𝑚
2 𝑢‖20 + ‖𝜕𝛼

0𝑡𝑥
𝑚
2 𝑢𝑥‖20

)︁
.

6. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (4.1)–(4.4) поставим в соответствие
разностную схему порядка аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏 2) :

κ̄∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 =
κ
𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎

𝑗𝑦
(𝜎)
�̄�

)︁
𝑥

+
1

𝑥𝑚
𝑖

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥𝑚
𝑖−0.5𝛾𝑖𝑦�̄�,𝑖)𝑥 +

𝑏−𝑗

𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎

𝑗
𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑖

)︁
+

+
𝑏+𝑗

𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖+0.5𝑎

𝑗
𝑖+1𝑦

(𝜎)
𝑥,𝑖

)︁
−

𝑖∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~ + 𝜙𝑗

𝑖 , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ,𝜏 (6.1)

κ0𝑎1𝑦
(𝜎)
𝑥,0 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎

(︁
𝛾1𝑦�̄�,0

)︁
=

0.5ℎ

𝑚 + 1

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0 + 0.5ℎ𝑑𝑗0𝑦

(𝜎)
0

)︁
− �̃�1, (6.2)

−κ𝑁𝑎𝑁𝑦
(𝜎)
�̄�,𝑁 − ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎

(︁
𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁

)︁
= 𝛽1𝑦

(𝜎)
𝑁 + 0.5ℎ

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~ + 𝛽2∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁 − �̃�2, (6.3)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (6.4)
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где

𝛽1 = κ̃𝛽1(𝑡𝑗+𝜎), 𝛽2 = κ̃𝛽2 + 0.5ℎ, �̃�1 =
0.5ℎ

𝑚 + 1
𝜙𝑗
0, �̃�2 = κ̃𝜇(𝑡𝑗+𝜎) + 0.5ℎ𝜙𝑗

𝑁 ,

κ0 =
1

1 + 0.5ℎ|𝑟0|
(𝑚+1)𝑘𝑗+𝜎

0.5

, если 𝑟𝑗+𝜎
0 6 0, κ𝑁 =

1

1 +
0.5ℎ|𝑟𝑗+𝜎

𝑁 |
𝑘𝑁−0.5

, если 𝑟𝑗+𝜎
𝑁 ≥ 0,

𝑟 = 𝑟+ + 𝑟−, |𝑟| = 𝑟+ − 𝑟−, 𝑟+ = 0.5
(︁
𝑟 + |𝑟|

)︁
≥ 0, 𝑟− = 0.5

(︁
𝑟 − |𝑟|

)︁
6 0,

𝑎𝑗𝑖 = 𝑘(𝑥𝑖−0.5, 𝑡
𝑗+𝜎), 𝛾𝑖 = 𝜂(𝑥𝑖−0.5), 𝑏±𝑗

𝑖 =
κ̄𝑖𝑟

±𝑗+𝜎
𝑖

𝑘𝑗+𝜎
𝑖

, 𝑑𝑗𝑖 =

{︃
κ̄𝑖𝑞

𝑗+𝜎
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 − 1,

𝑞𝑗+𝜎
𝑖 , 𝑖 = 0, 𝑁,

𝜙𝑗
𝑖 =

{︃
κ𝑖𝑓

𝑗+𝜎
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 − 1,

𝑓 𝑗+𝜎
𝑖 , 𝑖 = 0, 𝑁,

~ =

{︃
0.5ℎ, 𝑖 = 0,

ℎ, 𝑖 = 1, 𝑁 − 1,
κ̄𝑖 = 1 +

𝑚(𝑚− 1)ℎ2

24𝑥2
𝑖

,

κ̃ = 1 +
0.5ℎ𝑚

𝑙
=

1

1 − 0.5ℎ𝑚
𝑙

, κ𝑖 =
1

1 + 𝑅𝑖

, 𝑅𝑖 =
0.5ℎ|𝑟𝑖|κ̄𝑖

𝑘𝑖−0.5

.

Найдем априорную оценку методом энергетических неравенств, для этого перепишем
(6.1)–(6.4) в операторном виде

¯̄κ∆𝛼
𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = Λ̄(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎) + 𝛿𝑦 + Φ̄, (6.5)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (6.6)

где

¯̄κ =

{︃
κ̄𝑖, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ,

1, 𝑥 = 0, 𝑙,
κ̄𝑖 = 1 +

𝑚(𝑚− 1)ℎ2

24𝑥2
𝑖

,

𝛿𝑦 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛿𝑦𝑖 = 1

𝑥𝑚
𝑖

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥𝑚
𝑖−0.5𝛾𝑖𝑦�̄�,𝑖)𝑥, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ,𝜏

𝛿−𝑦0 = 𝑚+1
0.5ℎ

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝛾1𝑦𝑥,0), 𝑥 = 0,

𝛿+𝑦𝑁 = − 2
ℎ

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁) + κ̃𝛽2∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁

)︁
, 𝑥 = 𝑙.

Λ(𝑡𝑗+𝜎)𝑦𝜎 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Λ̃(𝑡𝑗+𝜎)𝑦
(𝜎)
𝑖 = κ𝑖

𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎

𝑗
𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑖

)︁
𝑥

+ 𝑏−𝑗

𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎

𝑗
𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�

)︁
+

+ 𝑏+𝑗

𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖+0.5𝑎

𝑗
𝑖+1𝑦

(𝜎)
𝑥

)︁
−

𝑖∑︀
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~,

Λ−𝑦
(𝜎)
0 = 𝑚+1

0.5ℎ

(︁
κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0 − 0.5ℎ𝑑𝑗0𝑦

(𝜎)
0

)︁
, 𝑥 = 0,

Λ+𝑦
(𝜎)
𝑁 = − 2

ℎ

(︁
κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
𝑥,𝑁 + 𝛽1𝑦

(𝜎)
𝑁 + 0.5ℎ

𝑁∑︀
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~

)︁
, 𝑥 = 𝑙.

Φ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙 = 𝜙𝑖, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 ,

𝜙− = 𝑚+1
0.5ℎ

�̃�1, 𝑥 = 0,

𝜙+ = 1
0.5ℎ

�̃�2, 𝑥 = 𝑙.

Умножим теперь (6.5) скалярно на 𝑥𝑚𝑦 = 𝑥𝑚𝑦(𝜎) + 𝑥𝑚∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 :(︁
¯̄κ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑥𝑚𝑦

)︁
=
(︁

Λ̄(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎), 𝑥𝑚𝑦
]︁

+
(︁
𝛿𝑦, 𝑥𝑚𝑦

]︁
+
(︁

Φ̄, 𝑥𝑚𝑦
]︁
, (6.7)

где

(𝑢, 𝑣] =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖~, ‖𝑢]|20 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢2
𝑖~, ~ =

{︃
0.5ℎ, 𝑖 = 0, 𝑁

ℎ, 𝑖 ̸= 0, 𝑁.

Преобразуем суммы, входящие в тождество (6.7), пользуясь неравенством Коши с 𝜀(︁
¯̄κ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑥𝑚𝑦

)︁
=
(︁

¯̄κ∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦, 𝑥𝑚𝑦(𝜎)
]︁

+
(︁

¯̄κ∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦, 𝑥𝑚∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦
]︁
≥
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≥
(︁ ¯̄κ

2
,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑥

𝑚
2 𝑦)2

]︁
+
(︁

¯̄κ,
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥
𝑚
2 𝑦)
)︁2]︁

, (6.8)(︁
Λ̄(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎), 𝑥𝑚𝑦

]︁
=
(︁

Λ̃𝑦(𝜎), 𝑥𝑚𝑦
)︁

+ 0.5ℎΛ+𝑦
(𝜎)
𝑁 𝑥𝑚

𝑁𝑦𝑁 =
(︁
κ(𝑥𝑚

𝑖−0.5𝑎𝑖𝑦
(𝜎)
�̄� )𝑥, 𝑦

)︁
+

+
(︁
𝑏−(𝑥𝑚

𝑖−0.5𝑎
𝑗
𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� ), 𝑦

)︁
+
(︁
𝑏+(𝑥𝑚

𝑖+0.5𝑎
𝑗
𝑖+1𝑦

(𝜎)
𝑥 ), 𝑦

)︁
−
(︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑥𝑚

𝑖 𝑦
)︁
−

−𝑥𝑚
𝑁𝑦𝑁

(︁
κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 + 𝛽1𝑦

(𝜎)
𝑁 + 0.5ℎ

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~

)︁
= −

(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� , (κ𝑦)�̄�

]︁
+

+
(︁
𝑏−(�̄�𝑚𝑎𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� ), 𝑦

)︁
+
(︁
𝑏+𝑥𝑚

𝑖+0.5𝑎
(+1), 𝑦(𝜎)𝑥 𝑦

)︁
−
(︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑥𝑚𝑦

)︁
− 𝛽1𝑥

𝑚
𝑁𝑦

(𝜎)
𝑁 𝑦𝑁−

−𝑥𝑚
𝑁0.5ℎ𝑦𝑁

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~ +

(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝑦𝑁κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 − 𝑥𝑚

0.5κ0𝑎1𝑦
(𝜎)
𝑥,0𝑦0. (6.9)

Преобразуем слагаемые в правой части (6.9):

−
(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� , (κ𝑦)�̄�

]︁
= −

(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ�̄�𝑦 + κ(−1)𝑦�̄�

]︁
= −

(︁
�̄�𝑚𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ�̄�𝑦

(𝜎)
]︁
−

−
(︁
�̄�𝑚𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ�̄�∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
]︁
−
(︁
�̄�𝑚𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ(−1)𝑦

(𝜎)
�̄�

]︁
−
(︁
�̄�𝑚𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,κ(−1)∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦�̄�

]︁
≤

≤ 𝜀‖∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑥
𝑚
2 𝑦]|20 + 𝑀 𝜀

1

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦(𝜎)]|20 + ‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20

)︁
− 1

1 + ℎ𝑀2

(︁
�̄�𝑚𝑎κ, (𝑦(𝜎)�̄� )2

]︁
−

− 1

2(1 + ℎ𝑀2)

(︁
�̄�𝑚𝑎κ,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦2�̄�

]︁
6 𝜀‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑥

𝑚
2 𝑦]|20+

+𝑀 𝜀
1

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦(𝜎)]|20 + ‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20

)︁
−𝑀3‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20 −𝑀4∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖�̄�
𝑚
2 𝑦�̄�]|20. (6.10)(︁

𝑏−(�̄�𝑚𝑎𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
�̄� ), 𝑦

)︁
+
(︁
𝑏+𝑥𝑚

𝑖+0.5𝑎
(+1), 𝑦(𝜎)𝑥 𝑦

)︁
=
(︁
𝑏−�̄�𝑚𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , 𝑦(𝜎)

)︁
+

+
(︁
𝑏−�̄�𝑚𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� ,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
)︁

+
(︁
𝑏+𝑥𝑚

𝑖+0.5𝑎
(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦(𝜎)

)︁
+
(︁
𝑏+𝑥𝑚

𝑖+0.5𝑎
(+1)𝑦(𝜎)𝑥 ,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
)︁
6

6 𝜀‖∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑥
𝑚
2 𝑦]|20 + 𝑀 𝜀

5

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦(𝜎)]|20 + ‖𝑥

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20

)︁
. (6.11)

−
(︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑥𝑚𝑦

)︁
− 𝛽1𝑥

𝑚
𝑁𝑦

(𝜎)
𝑁 𝑦𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁0.5ℎ𝑦𝑁

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~ = −

(︁ 𝑖∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑥𝑚𝑦

]︁
−

−𝛽1𝑥
𝑚
𝑁𝑦

(𝜎)
𝑁 𝑦𝑁 6 −

(︁ 𝑖∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑥𝑚𝑦(𝜎)

]︁
−
(︁ 𝑖∑︁

𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑦
(𝜎)
𝑠 ~, 𝑥𝑚∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
]︁
− 𝛽1𝑥

𝑚
𝑁(𝑦

(𝜎)
𝑁 )2−

−𝛽1𝑥
𝑚
𝑁𝑦

(𝜎)
𝑁 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 6 𝜀1‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑥

𝑚
2 𝑦]|20 + 𝜀2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
+

+𝑀 𝜀1,𝜀2
6

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦(𝜎)]|20 + ‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20

)︁
. (6.12)

Учитывая (6.9)-(6.12), из (6.9) получим(︁
Λ̄(𝑡𝑗+𝜎)𝑦(𝜎), 𝑥𝑚𝑦

]︁
≤ 𝜀1‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑥

𝑚
2 𝑦]|20 + 𝜀2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
+

+𝑀 𝜀1,𝜀2
7

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦(𝜎)]|20 + ‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20

)︁
−𝑀3‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20−

−𝑀4∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖�̄�
𝑚
2 𝑦�̄�]|20 +

(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝑦𝑁κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 − 𝑥𝑚

0.5κ0𝑎1𝑦
(𝜎)
𝑥,0𝑦0. (6.13)(︁

𝛿𝑦, 𝑥𝑚𝑦
]︁

=
(︁
𝛿𝑦, 𝑦𝑥𝑚

)︁
+ 0.5ℎ𝑥𝑚

𝑁𝑦𝑁𝛿
+𝑦𝑁 =

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(�̄�𝑚𝛾𝑦�̄�)𝑥, 𝑦

)︁
+
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+0.5ℎ𝑥𝑚
𝑁𝑦𝑁𝛿

+𝑦𝑁 = −
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

�̄�𝑚𝛾𝑦�̄�, 𝑦�̄�

]︁
+ �̄�𝑚

𝑁𝛾𝑁𝑦𝑁∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦�̄�,𝑁−

−𝑥𝑚
𝑁𝑦𝑁𝛾𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦�̄�,𝑁 − κ̃𝛽2𝑥

𝑚
𝑁𝑦𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 − 𝑥𝑚

0.5𝑦0∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝛾1𝑦𝑥,0). (6.14)

Преобразуем слагаемые в правой части (6.14):

−
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

�̄�𝑚𝛾𝑦�̄�, 𝑦�̄�

]︁
= −

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
�̄�𝑚𝛾𝑦�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄�

]︁
−
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

�̄�𝑚𝛾𝑦�̄�,∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦�̄�

]︁
6

6 −𝑐0
2

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖�̄�
𝑚
2 𝑦𝑥]|20 − 𝑐0‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
�̄�

𝑚
2 𝑦�̄�]|20. (6.15)

−κ̃𝛽2𝑥
𝑚
𝑁𝑦𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 = −κ̃𝛽2𝑥

𝑚
𝑁𝑦

(𝜎)
𝑁 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 − κ̃𝛽2𝑥

𝑚
𝑁

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
. (6.16)

Учитывая (6.15) и (6.16), из (6.14) получим(︁
𝛿𝑦, 𝑥𝑚𝑦

]︁
≤ −𝑐0

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
‖�̄�

𝑚
2 𝑦�̄�]|20 − 𝑐0‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
�̄�

𝑚
2 𝑦�̄�]|20 +

(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝑦𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁)−

−𝑥𝑚
0.5𝑦0∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝛾1𝑦𝑥,0) − κ̃
𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2 − κ̃𝑥𝑚

𝑁𝛽2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
. (6.17)(︁

Φ̄, 𝑥𝑚𝑦
]︁

=
(︁
𝜙, 𝑥𝑚𝑦

)︁
+ 0.5ℎ𝑥𝑚

𝑁𝑦𝑁𝜙
+ =

(︁
𝜙, 𝑥𝑚𝑦

)︁
+ 𝑥𝑚

𝑁 �̃�
2𝑦𝑁 =

=
(︁
𝜙, 𝑥𝑚𝑦(𝜎)

)︁
+
(︁
𝜙, 𝑥𝑚∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦
)︁

+ 𝑥𝑚
𝑁 �̃�2𝑦𝑁 6 𝜀1‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑥

𝑚
2 𝑦]|20+

+𝑀 𝜀1
8

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦(𝜎)]|20 + ‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20

)︁
+ 𝑀 𝜀1

9 ‖𝑥
𝑚
2 𝜙‖20 + 𝑥𝑚

𝑁 �̃�2𝑦𝑁 . (6.18)

Принимая во внимание преобразования (6.8)–(6.18), из (6.7) получаем(︁ ¯̄κ
2
,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑥

𝑚
2 𝑦)2

]︁
+ 𝑀10∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖�̄�
𝑚
2 𝑦�̄�]|20 + 𝑀3‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20+

+
(︁

¯̄κ,
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥
𝑚
2 𝑦)
)︁2]︁

+ 𝑐0‖∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

�̄�
𝑚
2 𝑦�̄�]|20 +

𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2+

+𝛽2𝑥
𝑚
𝑁

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
6 𝜀1‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑥

𝑚
2 𝑦]|20 + 𝜀2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
+

+
(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁(︁
𝑥𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁)

)︁
𝑦𝑁 − 𝑥𝑚

0.5𝑦0

(︁
κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾1𝑦𝑥,0)

)︁
+

+𝑀8(𝜀1)‖𝑥
𝑚
2 𝜙‖20 + 𝑥𝑚

𝑁 �̃�2𝑦𝑁 + 𝑀11(𝜀1, 𝜀2)
(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦(𝜎)]|20 + ‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20

)︁
. (6.19)

Рассмотрим третье, четвертое и шестое слагаемые в правой части (6.19)(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁(︁
κ𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁)

)︁
𝑦𝑁−

−𝑥𝑚
0.5𝑦0

(︁
κ0𝑎1𝑦

(𝜎)
𝑥,0 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾1𝑦𝑥,0)

)︁
+ 𝑥𝑚

𝑁 �̃�2𝑦𝑁 =

= 𝑥𝑚
0.5𝑦0

(︁
�̃�1 −

0.5ℎ

𝑚 + 1

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0 + 0.5ℎ𝑑𝑗0𝑦

(𝜎)
0

)︁
+

+
(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝑦𝑁

(︁
�̃�2 − 𝛽1𝑦

(𝜎)
𝑁 − 𝛽2∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁

)︁
+

+𝑥𝑚
𝑁 �̃�2𝑦𝑁 = 𝑥𝑚

0.5𝑦
(𝜎)
0 �̃�1 + 𝑥𝑚

0.5�̃�1∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦0−

− 0.5ℎ

𝑚 + 1
𝑥𝑚
0.5𝑦

(𝜎)
0 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0 −

0.5ℎ

𝑚 + 1
𝑥𝑚
0.5

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
−

−0.25ℎ2

𝑚 + 1
𝑥𝑚
0.5𝑦

(𝜎)
0 𝑑𝑗0𝑦

(𝜎)
0 − 0.25ℎ2

𝑚 + 1
𝑥𝑚
0.5𝑑

𝑗
0𝑦

(𝜎)
0 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0 + �̄�𝑚

𝑁𝑦
(𝜎)
𝑁 �̃�2 + �̄�𝑚

𝑁 �̃�2∆
𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁−

−
(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝛽1(𝑦

𝜎
𝑁)2 −

(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝛽1𝑦

(𝜎)
𝑁 ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 −

(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝑦
(𝜎)
𝑁 𝛽2∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑁−

−
(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝛽2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
≤ 𝜀3

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
+ 𝜀4

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
+ 𝑀 𝜀3,𝜀4

12

(︁
�̃�2
1 + �̃�2

2

)︁
+
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+𝑀 𝜀3,𝜀4
13

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦(𝜎)]|20 + (𝑥

𝑚
2
0.5𝑦0)

2 + ‖�̄�
𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20

)︁
− ℎ

4(𝑚 + 1)
𝑥𝑚
0.5∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦20−

−
(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁𝛽2

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2 − 0.5ℎ

𝑚 + 1
𝑥𝑚
0.5

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
−
(︁
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︁
𝛽2

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
. (6.20)

Учитывая преобразования (6.20), из (6.19) находим при 𝜀1 = ¯̄κ
2
, 𝜀2 =

𝛽2𝑥𝑚
𝑁

2
, 𝜀3 =

ℎ𝑥𝑚
0.5

4(𝑚+1)
,

𝜀4 = (�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁)𝛽2

2(︁ ¯̄κ
2
,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑥

𝑚
2 𝑦)2

]︁
+ 𝑀10∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖�̄�
𝑚
2 𝑦�̄�]|20 + 𝑀3‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20 +

(︁ ¯̄κ
2
,
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥
𝑚
2 𝑦)
)︁2]︁

+

+𝑐0‖∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

�̄�
𝑚
2 𝑦�̄�]|20 +

ℎ

4(𝑚 + 1)
𝑥𝑚
0.5∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦20 +

(︃
κ̃𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁 +

(︀
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︀𝛽2

2

)︃
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2+

+
0.5ℎ

2(𝑚 + 1)
𝑥𝑚
0.5

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦0

)︁2
+

(︃
κ̃𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁 +

(︀
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︀𝛽2

2

)︃(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
6 𝑀14‖𝑥

𝑚
2 𝜙‖20+

+𝑀15

(︁
�̃�2
1 + �̃�2

2

)︁
+ 𝑀16

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝑦𝜎]|20 + ‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20 +

(︁
𝑥

𝑚
2
0.5𝑦0

)︁2)︁
. (6.21)

Преобразуем первое, четвертое, седьмое и девятое слагаемые в левой части (6.21) с учетом
𝑥𝑚
𝑁−0.5 ≥ 1

6
𝑥𝑚
𝑁 (︁ ¯̄κ

2
,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑥

𝑚
2 𝑦)2

]︁
+

(︃
κ̃𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁 +

(︀
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︀𝛽2

2

)︃
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2+

+
(︁ ¯̄κ

2
,
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥
𝑚
2 𝑦)
)︁2]︁

+

(︃
κ̃𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁 + (�̄�𝑚

𝑁 − 𝑥𝑚
𝑁)

𝛽2

2

)︃(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
=

=
(︁κ̄

2
,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑥

𝑚
2 𝑦)2

)︁
+

0.5ℎ

2
𝑥𝑚
𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2 +

(︁κ̄
2
,
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥
𝑚
2 𝑦)
)︁2)︁

+

+
0.5ℎ

2
𝑥𝑚
𝑁

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
+

(︃
κ̃𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁 +

(︀
�̄�𝑚
𝑁 − 𝑥𝑚

𝑁

)︀𝛽2

2

)︃
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2+

+

(︃
κ̃𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁 + (�̄�𝑚

𝑁 − 𝑥𝑚
𝑁)

𝛽2

2

)︃(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
=
(︁κ̄

2
,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑥

𝑚
2 𝑦)2

)︁
+

+
(︁ κ̄

2
,
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥
𝑚
2 𝑦)
)︁2)︁

+

(︃
κ̃𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁 +

0.5ℎ

2
𝑥𝑚
𝑁

)︃
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2+

+

(︃
κ̃𝛽2

2
𝑥𝑚
𝑁 +

0.5ℎ

2
𝑥𝑚
𝑁

)︃(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
≥ 𝑀17

2

(︁
1,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑥

𝑚
2 𝑦)2

)︁
+

+
ℎ

4
𝑥𝑚
𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2 +

𝑀17

2

(︁
1,
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥
𝑚
2 𝑦)
)︁2)︁

+

+
ℎ

4
𝑥𝑚
𝑁

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
≥ 1

4

(︁
1,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑥

𝑚
2 𝑦)2

)︁
+

0.5ℎ

12
𝑥𝑚
𝑁∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦𝑁)2+

+
1

4

(︁
1,
(︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥
𝑚
2 𝑦)
)︁2)︁

+
0.5ℎ

12
𝑥𝑚
𝑁

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁

)︁2
≥

≥ 1

12
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑥

𝑚
2 𝑦]|20 +

1

12
‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑥

𝑚
2 𝑦]|20, (6.22)

где

𝑀17 =

{︃
1, если 𝑚 = 0,𝑚 ≥ 1,
1
2
, если 𝑚 ∈ (0, 1), ℎ ≤ ℎ0 =

√︁
12𝑥2

𝑚(1−𝑚)
.
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Учитывая (6.22), из (6.21) получаем

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑥
𝑚
2 𝑦]|21 + ‖�̄�

𝑚
2 𝑦

(𝜎)
�̄� ]|20 + ‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑥

𝑚
2 𝑦]|20 + ‖∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
�̄�

𝑚
2 𝑦�̄�]|20 6

6 𝑀18‖𝑥
𝑚
2 𝑦(𝜎)]|21 + 𝑀19

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝜙‖20 + �̃�2

1 + �̃�2
2

)︁
, (6.23)

где ‖𝑥𝑚
2 𝑦]|21 = ‖𝑥𝑚

2 𝑦]|20 + ‖�̄�𝑚
2 𝑦�̄�]|20 +

(︁
𝑥

𝑚
2
0.5𝑦0

)︁2
.

Повторяя рассуждения (3.18)-(3.27), из (6.23) находим искомую априорную оценку

‖𝑥
𝑚
2 𝑦𝑗+1]|21 6 𝑀

(︃
‖𝑥

𝑚
2 𝑦0]|21 +

𝑡𝛼𝑗
Γ(1 + 𝛼)

max
06𝑗′6𝑗

(︁
‖𝑥

𝑚
2 𝜙‖20 + �̃�2

1 + �̃�2
2

)︁)︃
, (6.24)

где M – положительная постоянная, не зависящая от ℎ и 𝜏 .

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.4), (4.5), тогда существуют такие 𝜏0, ℎ0,
что если 𝜏 6 𝜏0, ℎ 6 ℎ0, то для решения разностной задачи (6.1)–(6.4) справедлива
априорная оценка (6.24).

Из априорной оценки (6.24) следуют единственность и устойчивость решения задачи
(6.1)-(6.4) по начальным данным и правой части.
Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡)− решение задачи (4.1)–(4.4) 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦𝑗𝑖 — решение разностной зада-

чи (6.1)–(6.4). Для оценки точности разностной схемы (6.1)–(6.4) рассмотрим разность
𝑧𝑗𝑖 = 𝑦𝑗𝑖 − 𝑢𝑗

𝑖 , где 𝑢𝑗
𝑖 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑗). Тогда, подставляя 𝑦 = 𝑧 + 𝑢 в соотношения (6.1)–(6.4),

получаем задачу для функции 𝑧

κ̄∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑧 =
κ
𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎

𝑗𝑧
(𝜎)
�̄�

)︁
𝑥

+
1

𝑥𝑚
𝑖

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

(𝑥𝑚
𝑖−0.5𝛾𝑖𝑧�̄�,𝑖)𝑥 +

𝑏−𝑗

𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖−0.5𝑎

𝑗
𝑖𝑧

(𝜎)
�̄�,𝑖

)︁
+

+
𝑏+𝑗

𝑥𝑚
𝑖

(︁
𝑥𝑚
𝑖+0.5𝑎

𝑗
𝑖+1𝑧

(𝜎)
𝑥,𝑖

)︁
−

𝑖∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑧
(𝜎)
𝑠 ~ + Ψ𝑗

𝑖 , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ,𝜏 (6.25)

κ0𝑎1𝑧
(𝜎)
𝑥,0 + ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎

(︁
𝛾1𝑧�̄�,0

)︁
=

0.5ℎ

𝑚 + 1

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑧0 + 0.5ℎ𝑑𝑗0𝑧

(𝜎)
0

)︁
− 𝜈1, (6.26)

−κ𝑁𝑎𝑁𝑧
(𝜎)
�̄�,𝑁 − ∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎

(︁
𝛾𝑁𝑧�̄�,𝑁

)︁
= 𝛽1𝑧

(𝜎)
𝑁 + 0.5ℎ

𝑁∑︁
𝑠=0

𝑑𝑗𝑠𝑧
(𝜎)
𝑠 ~ + 𝛽2∆

𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑧𝑁 − 𝜈2, (6.27)

𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (6.28)

где ‖𝑥Ψ‖20 = 𝑂
(︀
ℎ2 + 𝜏 2

)︀
, 𝜈1 = 𝑂

(︀
ℎ2 + 𝜏 2

)︀
, 𝜈2 = 𝑂

(︀
ℎ2 + 𝜏 2

)︀
− погрешности аппроксимации

дифференциальной задачи (4.1)–(4.4) разностной схемой (6.1)–(6.4) в классе решении 𝑢 =
𝑢(𝑥, 𝑡) задачи (4.1)–(4.4) (см. [25] стр. 190–197).
Применяя априорную оценку (6.24) к решению задачи (6.25)–(6.28), получаем неравен-

ство
‖𝑥

𝑚
2 𝑧𝑗+1]|21 6 𝑀 max

06𝑗′6𝑗

(︁
‖𝑥

𝑚
2 Ψ𝑗′‖20 + 𝜈2

1 + 𝜈2
2

)︁
, (6.29)

где 𝑀− положительная постоянная, не зависящая от ℎ и 𝜏 .
Отсюда вытекает априорная оценка

‖𝑥𝑧𝑗+1]|21 6 𝑀 max
06𝑗′6𝑗

(︁
‖𝑥Ψ𝑗′‖20 + 𝜈2

1 + 𝜈2
2

)︁
, (6.30)

где 𝑀− положительная постоянная, не зависящая от ℎ и 𝜏 .
Из априорной оценки (6.30) следует сходимость решения разностной задачи (5.1)–(5.4)

к решению дифференциальной задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4) в смысле нормы ‖𝑥𝑧𝑗+1]|21 на
каждом слое так, что если существуют такие 𝜏0, ℎ0, то при 𝜏 6 𝜏0, ℎ 6 ℎ0, справедлива
априорная оценка

‖𝑥
(︀
𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1

)︀
]|1 6 𝑀

(︀
ℎ2 + 𝜏 2

)︀
.
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Следствие 2. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда
уравнение (4.1) имеет вид:

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

1

𝑥𝑚

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑥𝑚𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+

1

𝑥𝑚
𝜕𝛼
0𝑡

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑥𝑚𝜂(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+

+𝑟(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
∫︁ 𝑙

0

𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇,

если потребовать выполнения условия |𝑞| 6 𝑐2.
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