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РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

ДРОБНОГО ПОРЯДКА

А.К. БАЗЗАЕВ, И.Д. ЦОПАНОВ

Аннотация. В настоящее время для описания физических систем, обладающих та-
кими свойствами, как степенная нелокальность, долговременная память и фракталь-
ность, возникает дробно-дифференциальное уравнение. При этом порядок дробной
производной определяется размерностью фрактала. Дробное математическое исчисле-
ние в теории фракталов и физических систем, которые обладают памятью и нелокаль-
ностью, приобретает такое же важное значение, как классический анализ в механике
сплошных сред.
В данной работе рассматриваются разностные схемы повышенного порядка аппрок-

симации для дифференциальных уравнений с дробной производной по времени и по
пространственной переменной. С помощью принципа максимума получены априорные
оценки, доказаны устойчивость и равномерная сходимость разностных схем.
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Введение

Интегралы и производные нецелого порядка и дробные интегро-дифференциальные
уравнения находят множество применений в современных исследованиях в теоретической
физике, механике и прикладной математике. Дробное математическое исчисление явля-
ется мощным инструментом для описания физических систем, которые обладают памя-
тью и нелокальностью. Многие процессы в сложных системах обладают нелокальностью и
характеризуются долгосрочной памятью. Дробные интегральные и дробные дифференци-
альные операторы позволяют описывать некоторые из этих характеристик. Использование
дробного математического анализа может быть полезным для получения динамических
моделей, в которых интегро-дифференциальные операторы по времени и координатам
описывают степенную долгосрочную память и пространственную нелокальность сложных
сред и процессов [1].
Наличие в уравнениях дробной производной по времени интерпретируется как отра-

жение особого свойства описываемого процесса — памяти, или в случае стохастического
процесса — немарковости. Дробная производная по координатам обычно отражает само-
подобную неоднородность структуры или среды, в которой развивается процесс. Такие
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структуры называют фракталами. При этом порядок дробной производной определяет-
ся размерностью фрактала. Простые формулы, связывающие размерность фрактала 𝑑𝑓
с порядком дробной производной, получены в работе [2]. В настоящее время в качестве
математических моделей физических процессов рассматривают дифференциальные урав-
нения в частных производных дробных порядков по времени и по пространству [3]–[6].
Для описания структуры неупорядоченных сред и протекающих в них процессов ши-

роко используется теория фракталов (см. [7]–[11]). Примерами неупорядоченных сред яв-
ляются пористые тела. При этом фракталами могут быть поровое пространство, скелет
породы, поверхность скелета породы и т.д. В случае когда трещины и сплошные по-
ристые блоки представляются однородными взаимопроникновении континуумами, для
описания фильтрации однородной жидкости обычно используется модель Баренблатта-
Желтова (см. [12]). В случае когда пространство представляет собой фрактал с раз-
мерностью Хаусдорфа-Безиковича 𝑑𝑓 , погруженный в сплошную среду с размерностью
𝑑 (𝑑 > 𝑑𝑓 , 𝑑 = 2, 3), для описания движения примеси в потоке однородной жид-
кости используется дифференциальное уравнение дробного порядка (см. [13]). Дробно-
дифференциальное уравнение возникает также при изучении физических процессов сто-
хастического переноса (см. [8]).
Краевые задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка возникают также

при изучении многих физических процессов [14]–[15], при изучении фильтрации жидкости
в сильно пористой (фрактальной) среде [16].
Перенос, описываемый оператором с дробными производными на больших расстояни-

ях от источников, приводит к иному поведению относительно малых концентраций по
сравнению с классической диффузией. Эти малые концентрации или «далекие хвосты
распределений» при дробной производной подчинены степенному закону убывания, что
заставляет пересмотреть существующие представления о безопасности, базирующиеся на
представлениях об экспоненциальной скорости затухания (см. [17], [18]). Как отмечено в
[19], дробное исчисление в теории фракталов и систем с памятью приобретает такое же
важное значение, как и классический анализ в механике сплошных сред.
Существуют достаточно много подтверждений тому, что для диффузионного процес-

са характерно нелинейное нарастание среднего квадратичного отклонения [20]. Наруше-
ния проявляются во многих ситуациях, в том числе при движении частиц в плазме [21],
турбулентной диффузии частиц [22]. В качестве математических моделей подобных про-
цессов рассматриваются дифференциальные уравнения в частных производных дробных
порядков по пространству и времени [3]–[5]. В работе [6] для численного моделирования
аномальной диффузии в многомерной области применяется метод приближенной факто-
ризации. Для первой начально-краевой задачи для дифференциального уравнения с част-
ными производными дробных порядков по пространству и времени изучена чисто неявная
схема на основе метода приближенной факторизации, доказана устойчивость схемы для
рассматриваемого класса задач.
В работе [23] рассматривается специальная полудискретная схема на основе метода Га-

леркина, а также полностью дискретная схема, основанная на методе Кранка–Николсона
для первой начально-краевой задачи для одномерного уравнения параболического типа с
дробной производной Римана-Лиувилля порядка 𝛼 ∈ (1, 2) по пространственной перемен-
ной:

𝑢𝑡 −𝒟𝛼
𝑥𝑢 = 𝑓, 𝑥 ∈ 𝐷 = (0, 1), 0 < 𝑡 6 𝑇,

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, 0 < 𝑡 6 𝑇,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑣, 𝑥 ∈ 𝐷.
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Получены оценки для погрешности в нормах 𝐿2(𝐷) и 𝐻𝛼/2(𝐷) для полудискретной схемы
и в норме 𝐿2(𝐷) для полностью дискретной схемы.
Вариационная формулировка типа Петрова-Галеркина для одномерных краевых задач с

дробной производной Римана-Лиувилля порядка 𝛼 ∈
(︀
3
2
, 2
)︀
рассматривается в работе [24].

В работе [25] рассматривается уравнение с производной дробного порядка по времени с
граничными условиями первого рода

𝜕𝛼
0𝑡𝑢− ∆𝑢 = 𝑓, 𝑥 ∈ Ω, 0 < 𝑡 6 𝑇, 0 < 𝛼 < 1,

𝑢
⃒⃒
Γ

= 0, 0 < 𝑡 6 𝑇,Ω + Γ = Ω,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑣, 𝑥 ∈ Ω.

Здесь получен дискретный аналог дробной производной по времени порядка аппроксима-
ции 𝑂(𝜏 2−𝛼). Доказана сходимость построенной схемы в норме 𝐿2(Ω).
В работах [26] и [27] были рассмотрены локально-одномерные схемы (ЛОС) для урав-

нения диффузии дробного порядка в 𝑝-мерном параллелепипеде с краевыми условиями
первого и третьего рода соответственно, а в [28] для уравнения теплопроводности дробно-
го порядка с сосредоточенной теплоемкостью. В этих работах была доказана сходимость
ЛОС в равномерной метрике при 1/2 < 𝛼 6 1. В работе [29] построены многомерные
разностные схемы для уравнения диффузии дробного порядка и доказана сходимость
разностных схем при всех 𝛼, 0 < 𝛼 6 1. Работа [30] посвящена рассмотрению локально-
одномерных разностных схем для уравнения диффузии дробного порядка с переменными
коэффициентами в области сложной формы. Доказаны устойчивость и равномерная схо-
димость локально-одномерных схем для рассматриваемой задачи.
В [31] показано, что для получения априорных оценок при численном решении уравне-

ния диффузии дробного порядка можно применять метод энергетических неравенств.
В работе [32] предложен алгоритм экстраполяционного типа для численного решения

дифференциальных уравнений дробного порядка, основанный на том, что последователь-
ность приближенных решений обладает асимптотическим разложением по отношению к
размеру шагу.
Работа [33] посвящена исследованию существования, единственности и устойчивости

решения нелинейных дифференциальных уравнений дробного порядка по времени.
В работах [34]–[35] рассматриваются дифференциальные уравнения теплопроводности

дробного порядка с краевыми условиями третьего рода.
Работа [36] посвящена численному методу второго порядка точности решения дробного

дифференциального уравнения диффузии. Алгоритм численного решения, предложенный
в данной работе, основан на классическом методе Кранка-Николсона. Доказывается схо-
димость предложенного метода.
Принцип максимума для дифференциальной задачи в случае, когда рассматривается

уравнение диффузии с дробной производной по времени, установлен в работах Ю. Луч-
ко [37]–[40]. Результаты этих работ использованы в работах [41], [42] для доказательства
принципа максимума для дифференциального уравнения дробного (multi-term) порядка.
В работе [43] построены разностные схемы для дифференциальных уравнений в част-

ных производных дробных порядков по времени и по пространству в одномерном и много-
мерном случаях. В многомерном случае для рассматриваемых задач строятся локально-
одномерные схемы. С помощью принципа максимума получены априорные оценки в рав-
номерной метрике, откуда следует сходимость разностных схем.
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В работе [44] был предложен дискретный аналог дробной производной Капуто
𝜕𝛼
0𝑡𝑢, 𝛼 ∈ (0, 1), а также показано, что если функция 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶2[0, 𝑡], то имеет место ра-
венство

𝜕𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑢 = ∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑢 + 𝑂(𝜏),

где

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑡∫︀
0

�̇�(𝑥, 𝜂)

(𝑡− 𝜂)𝛼
𝑑𝜂 — дробная производная Капуто порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1,

�̇� = 𝜕𝑢/𝜕𝑡,
∆𝛼

0𝑡𝑗+1
𝑢 — дискретный аналог дробной производной Капуто порядка 𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1),

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑢 =
1

Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑠=1

(︀
𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀
𝑢𝑠
𝑡 , 𝑢𝑠

𝑡 =
𝑢𝑠+1 − 𝑢𝑠

𝜏
.

Позднее в работе [45] была доказана

Лемма 1. Если 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶3[0, 𝑇 ], то

𝜕𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑢 = ∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑢 + 𝑂
(︀
𝜏 2−𝛼

)︀
, 𝛼 ∈ (0, 1). (1)

Данная работа посвящена рассмотрению разностных схем повышенного порядка ап-
проксимации для дифференциальных уравнений дробного порядка.

1. Уравнение диффузии дробного порядка с дробной производной

в младших членах

В работе [28] для уравнения диффузии дробного порядка с краевыми условиями тре-
тьего рода в многомерной области рассматриваются многомерные чисто неявные схемы
и локально-одномерные схемы (ЛОС). С помощью принципа максимума для рассматри-
ваемой задачи доказаны устойчивость и равномерная сходимость ЛОС для 1/2 < 𝛼 6 1,
𝛼 – порядок дробной производной по времени. В работе [46] для уравнения диффузии дроб-
ного порядка с дробной производной по пространственной переменной в младших членах
также строятся локально-одномерные схемы. С помощью принципа максимума для рас-
сматриваемой задачи также доказываются устойчивость и равномерная сходимость ЛОС
при 1/2 < 𝛼 6 1.

1.1. Постановка задачи. В прямоугольнике 𝑄𝑇 = {0 6 𝑥 6 ℓ, 0 < 𝑡 6 𝑇} рассмат-
ривается третья начально-краевая задача для уравнения диффузии дробного порядка с
дробной производной 𝜕𝜈

0𝑥𝑢 по пространственной переменной 𝑥 порядка 𝜈 (0 < 𝜈 < 1) в
младших членах:

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑟(𝑥, 𝑡)𝜕𝛽

0𝑥𝑢− 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (2)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜆−(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇−(𝑥, 𝑡), 𝑥 = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

−𝑘(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜆+(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇+(𝑥, 𝑡), 𝑥 = ℓ, 0 6 𝑡 6 𝑇,

(3)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, (4)

где

0 < 𝑐0 6 𝑘 6 𝑐1, 𝑟 6 0, |𝑟| 6 𝑐2, 𝑞 > 0, 𝜆± ≥ 𝜆* > 0,
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𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑡∫︀
0

�̇�(𝑥, 𝜂)

(𝑡− 𝜂)𝛼
𝑑𝜂 — дробная производная Капуто порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1,

�̇� = 𝜕𝑢/𝜕𝑡, 𝜕𝛽
0𝑥𝑢 =

1

Γ(1 − 𝛽)

𝑥∫︀
0

𝑢′(𝜉, 𝑡)

(𝑥− 𝜉)𝛽
𝑑𝜉, 0 < 𝛽 < 1 — дробная производная Капуто поряд-

ка 𝛽, 0 < 𝛽 < 1, по переменной 𝑥, 𝑢′ = 𝜕𝑢/𝜕𝑥, 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 − положительные постоянные,
𝑄𝑇 = {0 6 𝑥 6 ℓ, 0 6 𝑡 6 𝑇}.

1.2. Разностная схема. В замкнутой области 𝑄𝑇 зададим равномерную сетку. Про-
странственную сетку выберем равномерной с шагом ℎ = ℓ/𝑁 :

𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ : 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, ℎ = ℓ/𝑁}.

При этом будем обозначать 𝜔ℎ — множество всех внутренних узлов сетки 𝜔ℎ.
На отрезке 0 6 𝑡 6 𝑇 введем равномерную сетку

𝜔
′

𝜏 = {0, 𝑡𝑗+1 = (𝑗 + 1) 𝜏, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0 − 1}.

Будем обозначать 𝜔
′
𝜏− множество узлов сетки 𝜔

′
𝜏 , для которых 𝑡 > 0.

Аналогично ([47], стр. 401) получим для уравнения (2) монотонную схему второ-
го порядка аппроксимации по ℎ, для которой справедлив принцип максимума при
любых 𝜏 и ℎ. Для этого рассмотрим уравнение (2) с возмущенным оператором̃︀𝐿 = κ

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢:

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 = ̃︀𝐿𝑢 + 𝑓 = 0, (5)

где κ = 1/(1 + 𝑅), 𝑅 = 0.5ℎ|𝑟|/𝑘 — разностное число Рейнольдса.

Аппроксимируем оператор ̃︀𝐿 при фиксированном 𝑡 = 𝑡 = 𝑡𝑗+1/2 разностными оператором̃︀Λ𝑢 = κ (𝑎𝑢𝑥)𝑥 + 𝑏+𝑎(+1)𝑢𝑥 + 𝑏−𝑎𝑢𝑥 − 𝑑𝑢,

где

𝑎 = 𝐴[𝑘(𝑥 + 𝑖ℎ, 𝑡)], 𝑑 = 𝐹 [𝑞(𝑥 + 𝑖ℎ, 𝑡)],

𝑎(+1) = 𝑎(𝑥 + 𝑖ℎ, 𝑡), 𝑏± = 𝐹 [̃︀𝑟±(𝑥 + 𝑖ℎ, 𝑡)],

̃︀𝑟± =
𝑟±

𝑘
, 𝑟+ = 0.5(𝑟 + |𝑟|) ≥ 0, 𝑟− = 0.5(𝑟 − |𝑟|) 6 0,

𝐴 и 𝐹 — шаблонные функционалы, используемые для вычисления коэффициентов 𝑎, 𝑑
и 𝜙 и обеспечивающие второй порядок аппроксимации. Например, можно положить
𝑏± = 𝑟±/𝑘.
Дифференциальной задаче (2)—(4) поставим в соответствие чисто неявную разностную

схему

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦 = Λ𝑦𝑗+1 + Φ𝑗+1,

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
(6)

Λ𝑦 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Λ𝑦 = (𝑎𝑦𝑥)𝑥 +

𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)

𝑖∑︀
𝑠=0

(𝑥1−𝛽
𝑖−𝑠+1 − 𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠 )𝑦𝑥,𝑠 − 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ,

Λ−𝑦 =
𝑎(1)𝑦𝑥,0 − 𝜆−𝑦0

0.5ℎ
, 𝑥 = 0,

Λ+𝑦 = −𝑎(𝑁)𝑦𝑥,𝑁 + 𝜆+𝑦𝑁
0.5ℎ

+ 0, 5ℎ𝑟𝑁∆𝛽
0𝑥𝑁−1

𝑦, 𝑥 = ℓ,
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Φ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ,
𝜇−

0.5ℎ
, 𝑥 = 0,

𝜇+

0.5ℎ
, 𝑥 = ℓ,

где

𝑎(1) = 𝑎(1) +
0.5ℎ2−𝛽

Γ(2 − 𝛽)
𝑟0, 𝑎(𝑁) = 𝑎(𝑁) − 0.5ℎ2−𝛽

Γ(2 − 𝛽)
𝑟𝑁 ,

𝜆− = 𝜆− + 0.5ℎ𝑑(0), 𝜆+ = 𝜆+ + 0.5ℎ𝑑(𝑁),

𝜇− = 𝜇− + 0.5ℎ𝑓0, 𝜇+ = 𝜇+ + 0.5ℎ𝑓𝑁 ,

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦 =
1

Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀
𝑦𝑠𝑡 , 𝑦𝑠𝑡 =

𝑦𝑠+1 − 𝑦𝑠

𝜏
,

∆𝛽
0𝑥𝑁−1

𝑦 =
1

Γ(2 − 𝛽)

𝑁−1∑︁
𝑠=1

(︁
𝑥1−𝛽
𝑁−𝑠+1 − 𝑥1−𝛽

𝑁−𝑠

)︁
𝑦𝑥,𝑠, 𝑦𝑥,𝑠 =

𝑦𝑠 − 𝑦𝑠−1

ℎ
.

При условии достаточной гладкости решения и входных данных задачи (2)–(4), согласно
лемме 1, разностная схема (6) имеет порядок аппроксимации 𝑂(ℎ2−𝛽 + 𝜏 2−𝛼).

1.3. Устойчивость и равномерная сходимость разностной схемы. Справедлива
следующая

Теорема 1. Разностная схема (6) устойчива по начальным данным и правой части,
так что для решения задачи (6) справедлива априорная оценка

‖𝑦𝑗+1‖𝐶 6 ‖𝑦0‖𝐶+

+
1

𝜆* max
0<𝑡′6𝑗𝜏

(︀
|𝜇−(𝑥, 𝑡′)| + |𝜇+(𝑥, 𝑡′)|

)︀
+ Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏𝛼‖𝜙𝑗′‖𝐶 , (7)

из которой следует сходимость схемы (6) в равномерной метрике со скоростью
𝑂(ℎ2−𝛽 + 𝜏 2−𝛼).

Доказательство. Разностную задачу (6) перепишем в виде:

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦𝑖 =
(︀
𝑎𝑦𝑗+1

𝑥

)︀
𝑥,𝑖

+ 𝑟𝑖∆
𝛽
0𝑥,𝑖𝑦

𝑗+1 − 𝑑𝑖𝑦
𝑗+1
𝑖 + 𝜙𝑗+1

𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1, (8)

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦0 =
𝑎(1)𝑦𝑥,0 − 𝜆−𝑦0

0.5ℎ
+

𝜇−

0.5ℎ
, 𝑥 = 0, (9)

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦𝑁 = −𝑎(𝑁)𝑦𝑥,𝑁 + 𝜆+𝑦𝑁
0.5ℎ

+ 0, 5ℎ𝑟𝑁∆𝛽
0𝑥𝑁−1

𝑦 +
𝜇+

0.5ℎ
, 𝑥 = ℓ, (10)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ. (11)

Априорную оценку для задачи (8)–(11) получим с помощью принципа максимума, до-
казанного в ([48], c. 339) для сеточного уравнения общего вида:

𝐴(𝑃 ) =
∑︁

𝑄∈Ш′(𝑃 )

𝐵(𝑃,𝑄)𝑦(𝑄) + 𝐹 (𝑃 ),

где
𝐴(𝑃 ) > 0, 𝐵(𝑃,𝑄) > 0,

𝐷(𝑃 ) = 𝐴(𝑃 ) −
∑︁

𝑄∈Ш′(𝑃 )

𝐵(𝑃,𝑄)𝑦(𝑄) > 0, (12)

𝑃,𝑄 – узлы сетки 𝜔ℎ, Ш
′(𝑃 ) – окрестность узла 𝑃 , не содержащая самого узла 𝑃 .
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Обозначим через 𝑃 (𝑥, 𝑡′), где 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, 𝑡 ∈ 𝜔′
𝜏 – узел (𝑝+1)-мерной сетки Ω = 𝜔ℎ×𝜔𝜏 , через

𝑆 – границу Ω, состоящую из узлов 𝑃 (𝑥, 0) при 𝑥 ∈ 𝜔ℎ и узлов 𝑃 (𝑥, 𝑡𝑗+1) при 𝑡𝑗+1 ∈ 𝜔′
𝜏 и

𝑥 ∈ 𝛾ℎ, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0.
Решение задачи (8) — (11) представим в виде суммы

𝑦 =
*
𝑦 +

∘
𝑦,

где
*
𝑦 — решение однородных уравнений (8) с неоднородными краевыми (11) и однород-

ными начальными условиями (11):

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

*
𝑦𝑖 =

(︂
𝑎
*
𝑦
𝑗+1

𝑥

)︂
𝑥,𝑖

+ 𝑟𝑖∆
𝛽
0𝑥,𝑖

*
𝑦
𝑗+1

− 𝑑𝑖
*
𝑦
𝑗+1

𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1, (13)

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

*
𝑦0 =

𝑎(1)
*
𝑦𝑥,0 − 𝜆−

*
𝑦0

0.5ℎ
+

𝜇−

0.5ℎ
, 𝑥 = 0, (14)

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

*
𝑦𝑁 = −𝑎(𝑁)

*
𝑦𝑥,𝑁 + 𝜆+

*
𝑦𝑁

0.5ℎ
+ 0, 5ℎ𝑟𝑁∆𝛽

0𝑥𝑁−1

*
𝑦 +

𝜇+

0.5ℎ
, 𝑥 = ℓ, (15)

*
𝑦(𝑥, 0) = 0, (16)

а
∘
𝑦 — решение неоднородных уравнений (8) с однородными краевыми (11) и неоднород-

ными начальными условиями (11):

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

∘
𝑦𝑖 =

(︂
𝑎
∘
𝑦
𝑗+1

𝑥

)︂
𝑥,𝑖

+ 𝑟𝑖∆
𝛽
0𝑥,𝑖

∘
𝑦
𝑗+1

− 𝑑𝑖
*
𝑦
𝑗+1

𝑖 − 𝑑𝑖
∘
𝑦
𝑗+1

𝑖 + 𝜙𝑗+1
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1, (17)

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

∘
𝑦0 =

𝑎(1)
∘
𝑦𝑥,0 − 𝜆−

∘
𝑦0

0.5ℎ
, 𝑥 = 0, (18)

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

∘
𝑦𝑁 = −𝑎(𝑁)

∘
𝑦𝑥,𝑁 + 𝜆+

∘
𝑦𝑁

0.5ℎ
+ 0, 5ℎ𝑟𝑁∆𝛽

0𝑥𝑁−1

∘
𝑦, 𝑥 = ℓ, (19)

∘
𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). (20)

Задачу (13)–(16) запишем в канонической форме: в точке 𝑃 (𝑥𝑖, 𝑡𝑗+1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1:[︂
1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑎𝑖+1 + 𝑎𝑖
ℎ2

− 𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)

1

ℎ𝛽
+ 𝑑𝑖

]︂
*
𝑦
𝑗+1

𝑖 =

=
𝑎𝑖+1

ℎ2

*
𝑦
𝑗+1

𝑖+1 +

[︂
𝑎𝑖
ℎ2

− 𝑟𝑖(2 − 21−𝛽)

Γ(2 − 𝛽)ℎ𝛽

]︂
*
𝑦
𝑗+1

𝑖−1−

− 𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)ℎ

𝑖−2∑︁
𝑠=1

(︁
−𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠+1 + 2𝑥1−𝛽
𝑖−𝑠 − 𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠−1

)︁ *
𝑦
𝑗+1

𝑠 −

− 𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)ℎ

(︁
𝑥1−𝛽
𝑖 − 𝑥1−𝛽

𝑖−1

)︁ *
𝑦
𝑗+1

0 +
(2 − 21−𝛼)

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
*
𝑦
𝑗

𝑖+

+
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏

𝑗−1∑︁
𝑠=1

(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠+2 + 2𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀ *
𝑦
𝑠

𝑖+

+
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏
(𝑡1−𝛼

𝑗+1 − 𝑡1−𝛼
𝑗 )

*
𝑦
0

𝑖 .

В точке 𝑃 (𝑥0, 𝑡𝑗+1), 𝑗 = 1, 2, . . .:[︂
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
+

𝑎(1)

0.5ℎ2
+

𝜆−

0.5ℎ

]︂
*
𝑦
𝑗+1

0 =
𝑎(1)

0.5ℎ2

*
𝑦
𝑗+1

0 +
2 − 21−𝛼

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
*
𝑦
𝑗

0+



26 А.К. БАЗЗАЕВ, И.Д. ЦОПАНОВ

+
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏

𝑗−2∑︁
𝑠=0

(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠+1 + 2𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠−1

)︀ *
𝑦
𝑠+1

0 +

+
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏
(𝑡1−𝛼

𝑗+1 − 𝑡1−𝛼
𝑗 )

*
𝑦
0

0 +
𝜇−

0.5ℎ
.

В точке 𝑃 (𝑥𝑁 , 𝑡𝑗+1), 𝑗 = 1, 2, . . .:[︂
1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑎(𝑁)

0.5ℎ
+

𝜆+

0.5ℎ

]︂
*
𝑦
𝑗+1

𝑁 =

[︂
𝑎(𝑁)

0.5ℎ
+

0.5ℎ𝑟𝑁(21−𝛽 − 1)

Γ(2 − 𝛽)ℎ𝛽

]︂
*
𝑦
𝑗+1

𝑁−1+

+
(2 − 21−𝛼)

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
*
𝑦
𝑗

𝑁 +
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏

𝑗−1∑︁
𝑠=1

(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠+2 + 2𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀ *
𝑦
𝑠

𝑁+

+
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏
(𝑡1−𝛼

𝑗+1 − 𝑡1−𝛼
𝑗 )

*
𝑦
0

𝑁 − 𝑟𝑁
Γ(2 − 𝛽)ℎ

𝑁−2∑︁
𝑠=1

(︁
−𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠+1 + 2𝑥1−𝛽
𝑖−𝑠 − 𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠−1

)︁ *
𝑦
𝑗+1

𝑠 −

− 𝑟𝑁
Γ(2 − 𝛽)ℎ

(︁
𝑥1−𝛽
𝑁 − 𝑥1−𝛽

𝑁−1

)︁ *
𝑦
𝑗+1

0 .

Таким образом 𝐴(𝑃 ) > 0, 𝐵(𝑃,𝑄) > 0, 𝐷(𝑃 ) > 0, а значит, для решения
*
𝑦 задачи (13)–

(16) на основании принципа максимума при малых ℎ справедлива оценка

‖
*
𝑦
𝑗+1

‖𝐶 6
1

𝜆* max
0<𝑡′6𝑗𝜏

(︀
|𝜇−(𝑥, 𝑡′)| + |𝜇+(𝑥, 𝑡′)|

)︀
. (21)

Переходим к оценке функции
∘
𝑦. Уравнение (17) перепишем в виде

1

Γ(2 − 𝛼)
𝜏 1−𝛼

∘
𝑦
𝑗

𝑡 = Λ
∘
𝑦
𝑗+1

+ ̃︀𝜙𝑗+1, (22)

где

̃︀𝜙𝑗+1 = 𝜙𝑗+1 − 1

Γ(2 − 𝛼)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀ ∘
𝑦
𝑠

𝑡 .

Уравнение (21) приведем к каноническому виду:[︂
1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑎𝑖+1 + 𝑎𝑖
ℎ2

− 𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)

1

ℎ𝛽
+ 𝑑𝑖

]︂
∘
𝑦
𝑗+1

𝑖 =

=
𝑎𝑖+1

ℎ2

∘
𝑦
𝑗+1

𝑖+1 +

[︂
𝑎𝑖
ℎ2

− 𝑟𝑖(2 − 21−𝛽)

Γ(2 − 𝛽)ℎ𝛽

]︂
∘
𝑦
𝑗+1

𝑖−1+

− 𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)ℎ

𝑖−2∑︁
𝑠=1

(︁
−𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠+1 + 2𝑥1−𝛽
𝑖−𝑠 − 𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠−1

)︁ ∘
𝑦
𝑗+1

𝑠 −

− 𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)ℎ

(︁
𝑥1−𝛽
𝑖 − 𝑥1−𝛽

𝑖−1

)︁ ∘
𝑦
𝑗+1

0 + Φ𝑗+1,

где

Φ𝑗+1 =
(2 − 21−𝛼)

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
∘
𝑦
𝑗

𝑖 + 𝜙𝑗+1,

𝜙𝑗+1 = 𝜙𝑗+1 +
1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏

(︀
𝑡1−𝛼
2 − 𝑡1−𝛼

1

)︀ ∘
𝑦
𝑗−1

𝑖 −

−1

𝜏

1

Γ(2 − 𝛼)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

(︀
𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀(︂∘
𝑦
𝑠

𝑖 −
∘
𝑦
𝑠−1

𝑖

)︂
.
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Проверим теперь выполнимость условий теоремы 4 ([48], гл. V. Дополнение, §2, ф. (25)–
(27)):
в точке 𝑃 𝑗+1

𝑖 = 𝑃 (𝑥𝑖, 𝑡𝑗+1) :

𝐴(𝑃 𝑗+1
𝑖 ) =

[︂
1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑎𝑖+1 + 𝑎𝑖
ℎ2

− 𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)

1

ℎ𝛽
+ 𝑑𝑖

]︂
> 0,

𝐵(𝑃 𝑗+1
𝑖 , 𝑄) =

{︂
𝑎𝑖+1

ℎ2
;

(︂
𝑎𝑖
ℎ2

− 𝑟𝑖(2 − 21−𝛽)

Γ(2 − 𝛽)ℎ𝛽

)︂
;

− 𝑟𝑖
Γ(2 − 𝛽)ℎ

(︁
−𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠+1 + 2𝑥1−𝛽
𝑖−𝑠 − 𝑥1−𝛽

𝑖−𝑠−1

)︁
, 𝑠 = 1, . . . , 𝑖− 2;− 𝑟𝑖

Γ(2 − 𝛽)ℎ

(︁
𝑥1−𝛽
𝑖 − 𝑥1−𝛽

𝑖−1

)︁
;

𝐷
′
(𝑃 𝑗+1

𝑖 ) = 𝐴(𝑃 𝑗+1
𝑖 ) −

∑︁
𝑄∈Ш′(𝑃 𝑗+1

𝑖 )

𝐵(𝑃 𝑗+1
𝑖 , 𝑄) =

1 + Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼𝑑𝑖
Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼

> 0,

для всех 𝑄 ∈ Ш′′, 𝑄 ∈ Ш′, ∑︁
𝑄∈Ш′′

𝐵(𝑃𝑗+1, 𝑄) =
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
> 0,

1

𝐷′(𝑃𝑗+1)

∑︁
𝑄∈Ш′′

𝑗

𝐵(𝑃𝑗+1, 𝑄) =
1

1 + Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼𝑑𝑖
6 1, (23)

где

Ш′
(𝑃 (𝑥,𝑡𝑗+1))

= Ш′
𝑗+1 + Ш′′

𝑗 ,

Ш′ − множество узлов 𝑄 = 𝑄(𝜉, 𝑡) ∈ Ш′
(𝑃 (𝑥,𝑡𝑗))

,

Ш′′
𝑗 − множество узлов 𝑄 = 𝑄(𝜉, 𝑡𝑗) ∈ Ш′

(𝑃 (𝑥,𝑡𝑗))
.

На основании упомянутой теоремы 4 ([48], гл. V. Дополнение) и в силу (23) получаем
оценку:

‖
∘
𝑦
𝑗+1

‖𝐶 6
2 − 21−𝛼

1 + Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼𝑑𝑖
‖
∘
𝑦
𝑗

‖𝐶 + Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼‖𝜙𝑗+1‖𝐶 . (24)

Оценим ‖𝜙𝑗+1‖𝐶 , где

𝜙𝑗+1 = 𝜙𝑗+1 +
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏

𝑗−2∑︁
𝑠=0

(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠+1 + 2𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠−1

)︀ ∘
𝑦
𝑠+1

+

+
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏

(︀
𝑡1−𝛼
𝑗+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗

)︀ ∘
𝑦
0

. (25)

Из (25) получаем оценку

‖𝜙𝑗+1‖𝐶 6 ‖𝜙𝑗+1‖𝐶 +
21−𝛼 − 1

𝜏𝛼Γ(2 − 𝛼)
max

06𝑠6𝑗−2
‖
∘
𝑦
𝑠

‖𝐶 . (26)

Следовательно, для
∘
𝑦 получаем оценку:

‖
∘
𝑦
𝑗+1

‖𝐶 6 ‖
∘
𝑦
0

‖𝐶 + Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏𝛼‖𝜙𝑗′‖𝐶 . (27)

Таким образом, из оценок (21) и (27) следует окончательная оценка (7).
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1.4. Уравнение диффузии дробного порядка с конвекцией. При повышении по-
рядка аппроксимации краевых условий третьего рода до 𝑂(ℎ2−𝛽 +𝜏 2−𝛼) получили разност-
ную схему с нелокальным по пространственной переменной 𝑥 граничным условием, чего
не наблюдается в случае, если рассмотреть в задаче (2) — (4) вместо (2) уравнение

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 6 𝑥 6 ℓ, (28)

где

0 < 𝑐1 6 𝑘(𝑥, 𝑡) 6 𝑐2, 0 < 𝑞(𝑥, 𝑡) 6 𝑐3,

𝑟(0, 𝑡) ≥ 0, 𝑟(ℓ, 𝑡) 6 0, |𝑟(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐4, 𝜆± ≥ 𝜆* > 0,

𝑐0, 𝑐1 — положительные постоянные.
Разностная схема для задачи (28), (3), (4) имеет вид:

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦 = Λ𝑦𝑗+1 + Φ𝑗+1,

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
(29)

где

Λ𝑦 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
̃︀Λ𝑦 = κ (𝑎𝑦𝑥)𝑥 + 𝑏+𝑎(+1)𝑦𝑥 + 𝑏−𝑎𝑦𝑥 − 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ,

Λ−𝑦 =
𝑎(1)𝑦𝑥,0 − 𝜆−𝑦0

0.5ℎ
, 𝑥 = 0,

Λ+𝑦 = −𝑎(𝑁)𝑦𝑥,𝑁 + 𝜆+𝑦𝑁
0.5ℎ

, 𝑥 = ℓ,

где

Φ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ,
𝜇−

0.5ℎ
, 𝑥 = 0,

𝜇+

0.5ℎ
, 𝑥 = ℓ,

𝑎(1) = 𝑎(1) + 0.5ℎ𝑟0, 𝑎(𝑁) = 𝑎(𝑁) − 0.5ℎ𝑟𝑁 ,

𝜆− = 𝜆− + 0.5ℎ𝑑(0), 𝜆+ = 𝜆+ + 0.5ℎ𝑑(𝑁),

𝜇− = 𝜇− + 0.5ℎ𝑓0, 𝜇+ = 𝜇+ + 0.5ℎ𝑓𝑁 .

При условии достаточной гладкости решения и входных данных задачи (28), (3), (4),
разностная схема (29) имеет порядок аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏 2−𝛼).

2. Уравнение теплопроводности дробного порядка

с сосредоточенной теплоемкостью

Для уравнения теплопроводности, когда на границе области помещена сосредоточенная
теплоемкость некоторой величины, ставится, например, при 𝑥 = 0 краевое условие вида

𝑐0
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝑐0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Подобные условия возникают в случае, когда рассматривается тело с большой теплопро-
водностью ([49], c. 186), при решении задачи об установлении температуры в ограниченной
среде при наличии нагревателя, трактуемого как сосредоточенная теплоемкость [50].
Похожие задачи возникают также в случае регулирования солевого режима почв, ко-

гда расслоение верхнего слоя достигается сливом слоя воды с поверхности затопленного
на некоторое время участка ([51], c. 233). Если на поверхности поля имеется слой воды
постоянной толщины ℎ, то на верхней границе следует задать условие

ℎ
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕𝑐

𝜕𝑥
,
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где 𝑐 — концентрация соли в почвенном растворе, 𝐷 — коэффициент диффузивности [51].
Прежде чем перейти к постановке задачи, приведем пример [28], где возникает произ-

водная дробного порядка на границе без использования концепции фрактала.
На полубесконечной полосе 𝑥 > 0, 0 < 𝑡 < 𝑇 , рассмотрим задачу:

𝑢𝑡 = (𝑘𝑢𝑥)𝑥, (30)

𝑘1𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝛽1(𝑡)𝑢(0, 𝑡) − 𝜇1(𝑡), (31)

𝑢(𝑥, 0) = 0, |𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝑀, 0 < 𝑥 < ∞, 0 6 𝑡 6 𝑇, (32)

𝑘(𝑥) =

{︃
𝑘1, 𝑥 6 𝑥1,

𝑘2, 𝑥 > 𝑥1.

В точке разрыва 𝑘(𝑥) выполнены условия непрерывности температуры и теплового по-
тока

[𝑢]𝑥=𝑥1 = 𝑢(𝑥1 + 0, 𝑡) − 𝑢(𝑥1 − 0, 𝑡) = 0,

[︂
𝑘
𝑑𝑢

𝑑𝑥

]︂
𝑥=𝑥1

= 0. (33)

Решение задачи (30)–(32) 𝑢 = 𝑢+ в области 𝑥1 > 0, 𝑡 > 0 имеет вид

𝑢+(𝑥, 𝑡) = − 1√
𝑘2𝜋

𝑡∫︁
0

𝜈(𝜏)√
𝑡− 𝜏

exp

(︂
− (𝑥− 𝑥1)

2

4𝑘2(𝑡− 𝜏)

)︂
𝑑𝜏,

𝜈(𝑡) = 𝑘2𝑢
+
𝑥 (𝑥1, 𝑡).

Отсюда при 𝑥 = 𝑥1 получаем

𝑢+(𝑥1 + 0, 𝑡) = − 1√
𝑘2𝜋

𝑡∫︁
0

𝑘2𝑢
+
𝑥 (𝑥1 + 0, 𝜏)√

𝑡− 𝜏
𝑑𝜏.

На основании (33) из последнего находим

𝑢−(𝑥1 − 0, 𝑡) = − 1√
𝑘2𝜋

𝑡∫︁
0

𝑘1𝑢
−
𝑥 (𝑥1 − 0, 𝜏)√

𝑡− 𝜏
𝑑𝜏, (34)

где 𝑢−(𝑥, 𝑡) — решение задачи (30)–(32) в области 0 < 𝑥 < 𝑥1, 0 < 𝑡 6 𝑇 .
Обращая интегральное уравнение Абеля (34), получаем

− 𝑘1𝑢
−
𝑥 (𝑥1 − 0, 𝜏) =

√︂
𝑘2
𝜋

𝑑

𝑑𝑡

𝑡∫︁
0

𝑢−(𝑥1, 𝜏)

(𝑡− 𝜏)1/2
𝑑𝜏. (35)

Таким образом, при вычислении температурного поля в области 0 < 𝑥 < 𝑥1, 𝑡 > 0 влияние
полубесконечной области 𝑥 > 𝑥1, 𝑡 > 0 можно учесть, поставив при 𝑥 = 𝑥1 нелокальное
условие (35) с дробной производной порядка 𝛼 = 1

2
.

Перейдем теперь к рассмотрению разностной схемы для дифференциального уравнения
дробного порядка в случае, когда на границе области задано условие с сосредоточенной
теплоемкостью дробного порядка вида

𝑐0𝜕
𝛼
𝑜𝑡𝑢 = 𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝑐0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

где 𝜕𝛼
𝑜𝑡𝑢 — дробная производная Капуто порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1.
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2.1. Постановка задачи. В прямоугольнике 𝑄𝑇 = {0 6 𝑥 6 ℓ, 0 < 𝑡 6 𝑇} рассматри-
вается начально-краевая задача:

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (36)⎧⎪⎨⎪⎩

𝑘(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= κ−𝜕

𝛼
0𝑡𝑢 + 𝛽−(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇−(𝑥, 𝑡), 𝑥 = 0,

−𝑘(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= κ+𝜕

𝛼
0𝑡𝑢 + 𝛽+(𝑥, 𝑡)𝑢− 𝜇+(𝑥, 𝑡), 𝑥 = ℓ,

(37)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (38)

где
0 < 𝑐0 6 𝑘 6 𝑐1, 𝛽±𝛼 ≥ 𝛽* > 0, κ± = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 =

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑡∫︀
0

�̇�(𝑥, 𝜂)

(𝑡− 𝜂)𝛼
𝑑𝜂 — дробная производная Капуто порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1,

�̇� = 𝜕𝑢/𝜕𝑡.

2.2. Разностная схема. Пространственную сетку выберем равномерной с шагом
ℎ = ℓ/𝑁 , 𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ : 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁}. На отрезке [0, 𝑇 ] введем равномерную сетку

𝜔
′

𝜏 = {0, 𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0},
𝜔

′
𝜏− множество узлов сетки 𝜔

′
𝜏 , для которых 𝑡 > 0.

Используя дискретный аналог (1) регуляризованной дробной производной Капуто по-
рядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, уравнение (36) аппроксимируем чисто неявной разностной схемой.
Тогда получим разностное уравнение:

1

Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑠=0

(︀
𝑡1−𝛼
𝑗−𝑠+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗−𝑠

)︀
𝑦𝑠𝑡 = Λ𝑦𝑗+1 + 𝜙𝑗+1, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (39)

где

Λ𝑦 = (𝑎𝑦𝑥)𝑥, 𝑦
𝑠
𝑡 =

𝑦𝑠+1 − 𝑦𝑠

𝜏
.

К уравнению (39) надо присоединить граничные и начальные условия, что будет сделано
несколько позже.
Запишем разностный аналог для граничных условий (37):{︃

𝑎(1)𝑦𝑗+1
𝑥,0 = κ−∆𝛼

0𝑡𝑗+1
𝑦𝑗+1
0 + 𝛽−(𝑥, 𝑡)𝑦𝑗+1

0 − 𝜇−(𝑥, 𝑡), 𝑥 = 0,

−𝑎(𝑁)𝑦𝑗+1
𝑥,𝑁 = κ+∆𝛼

0𝑡𝑗+1
𝑦𝑗+1
0 + 𝛽+(𝑥, 𝑡)𝑦𝑗+1

0 − 𝜇+(𝑥, 𝑡), 𝑥 = ℓ.
(40)

Условия (40) имеют порядок аппроксимации 𝑂(ℎ). Повысим порядок аппроксимации до
𝑂(ℎ2 + 𝜏 2−𝛼) на решениях уравнения (36). Так как

𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑎(1)𝑢𝑗+1

𝑥,0 − 0.5ℎ
(︁
𝜕𝛼
0𝑡𝑢− 𝑓 𝑗+1

)︁
0

+ 𝑂(ℎ2),

то

𝑎(1)𝑢𝑗+1
𝑥,0 − 0.5ℎ

(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+1
𝑢− 𝑓 𝑗+1

)︁
0

= κ−∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑢0 + 𝛽−𝑢
𝑗+1
0 − 𝜇− + 𝑂(ℎ2) + 𝑂(ℎ𝜏 2−𝛼). (41)

Отбросив в (41) величины порядка малости 𝑂(ℎ2) и 𝑂(ℎ𝜏 2−𝛼), после замены 𝑢 на 𝑦,
получим

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦 =
𝑎(1)𝑦𝑗+1

𝑥,0 − 𝛽−𝑦
𝑗+1
0

κ− + 0.5ℎ
+ ̃︀𝜇−, 𝑥 = 0,

̃︀𝜇− =
𝜇−

κ− + 0.5ℎ
, 𝜇− = 𝜇− + 0.5ℎ𝑓0.



РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. . . 31

Аналогично при 𝑥 = ℓ:

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦 = −
𝑎(𝑁)𝑦𝑗+1

𝑥,𝑁 + 𝛽+𝑦
𝑗+1
𝑁

κ+ + 0.5ℎ
+ ̃︀𝜇+, 𝑥 = ℓ,

̃︀𝜇+ =
𝜇+

κ+ + 0.5ℎ
, 𝜇+ = 𝜇+ + 0.5ℎ𝑓𝑁 .

Итак, разностный аналог задачи (36)–(38) имеет вид

∆𝛼
0𝑡𝑗+1

𝑦 = Λ𝑦𝑗+1 + Φ𝑗+1,

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
(42)

где

Λ𝑦 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Λ𝑦 = (𝑎𝑦𝑥)𝑥, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ,

Λ−𝑦 =
𝑎(1)𝑦𝑗+1

𝑥,0 − 𝛽−𝑦0

κ− + 0.5ℎ
, 𝑥 = 0,

Λ+𝑦𝑗+1 = −𝑎(𝑁)𝑦𝑥,𝑁 + 𝛽+𝑦𝑁
κ+ + 0.5ℎ

, 𝑥 = ℓ,

Φ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ,̃︀𝜇−, 𝑥 = 0,̃︀𝜇+, 𝑥 = ℓ,

̃︀𝜇− =
𝜇−

κ− + 0.5ℎ
, 𝜇− = 𝜇− + 0.5ℎ𝑓0,

̃︀𝜇+ =
𝜇+

κ+ + 0.5ℎ
, 𝜇+ = 𝜇+ + 0.5ℎ𝑓𝛼,𝑁 .

2.3. Устойчивость и равномерная сходимость разностной схемы. Справедлива

Теорема 2. Разностная схема (42) устойчива по начальным данным и правой части,
так что для решения задачи (42) справедлива оценка

‖𝑦𝑗+1‖𝐶 6 ‖𝑦0‖𝐶 + max
0<𝑡′6𝑗𝜏

1

𝛽*

(︀
|𝜇−(𝑥, 𝑡′)| + |𝜇+(𝑥, 𝑡′)|

)︀
+ Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏𝛼‖𝜙𝑗′‖𝐶 , (43)

из которой следует сходимость схемы (42) в равномерной метрике со скоростью
𝑂(ℎ2 + 𝜏 2−𝛼).

Доказательство. В дальнейшем опять же будем пользоваться принципом максимума для
решения сеточного уравнения общего вида.
Приведем разностное уравнение и граничные условия (42) к каноническому виду[︂

1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑎𝑖+1 + 𝑎𝑖
ℎ2

]︂
𝑦𝑗+1
𝑖 =

𝑎𝑖+1

ℎ2
𝑦𝑗+1
𝑖+1 +

𝑎𝑖
ℎ2

𝑦𝑗+1
𝑖−1 +

2 − 21−𝛼

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
𝑦𝑗𝑖 +

+
1

𝜏

1

Γ(2 − 𝛼)

[︃ (︀
𝑡1−𝛼
𝑗+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗

)︀
𝑦0𝑖 +

(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗+1 + 2𝑡1−𝛼
𝑗 − 𝑡1−𝛼

𝑗−1

)︀
𝑦1𝑖 + . . . +

+
(︀
−𝑡1−𝛼

3 + 2𝑡1−𝛼
2 − 𝑡1−𝛼

1

)︀
𝑦𝑗−1
𝑖

]︃
+ 𝜙𝑗+1, (44)[︂

1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑎1
(0.5ℎ + κ−)ℎ

+
𝛽−

0.5ℎ + κ−

]︂
𝑦𝑗+1
0 =
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=
𝑎1

(0.5ℎ + κ−)ℎ
𝑦𝑗+1
1 +

(2 − 21−𝛼)

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
𝑦𝑗0+

+
1

𝜏

1

Γ(2 − 𝛼)

[︃ (︀
𝑡1−𝛼
𝑗+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗

)︀
𝑦00 +

(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗+1 + 2𝑡1−𝛼
𝑗 − 𝑡1−𝛼

𝑗−1

)︀
𝑦10 + . . . +

+
(︀
−𝑡1−𝛼

3 + 2𝑡1−𝛼
2 − 𝑡1−𝛼

1

)︀
𝑦𝑗−1
0

]︃
+ 𝜇−.

Отсюда

𝐷(𝑃 (𝑥, 𝑡𝑗+1)) = 0,

𝐷(𝑃 (0, 𝑡𝑗+1)) =
𝛽−

0.5ℎ + κ−
.

Аналогично, при 𝑥 = ℓ имеем

𝐷(𝑃 (ℓ, 𝑡𝑗+1)) =
𝛽+

0.5ℎ + κ−
.

Чтобы получить оценку для решения задачи (42), представим опять решение 𝑦 в виде
суммы

𝑦 =
*
𝑦 +

∘
𝑦,

где
∘
𝑦 — решение задачи при 𝜇− = 𝜇+ = 0, а

*
𝑦 — решение задачи при 𝑢0(𝑥) = 0, 𝜙(𝑥, 𝑡) = 0.

На основании теоремы 3 (см. [48], c. 344) для
*
𝑦 получаем оценку

‖
*
𝑦
𝑗+1

‖𝐶 6 max
0<𝑡′6𝑗𝜏

1

𝛽*

(︀
|𝜇−(𝑥, 𝑡′)| + |𝜇+(𝑥, 𝑡′)|

)︀
. (45)

Так как 𝐷(𝑃 (𝑥, 𝑡𝑗+1)) = 0, то для оценки
∘
𝑦 уравнение (44) перепишем в виде[︂

1

Γ(2 − 𝛼)

1

𝜏𝛼
+

𝑎𝑖+1 + 𝑎𝑖

ℎ2

]︂
∘
𝑦
𝑗+1

𝑖 =
𝑎𝑖+1

ℎ2

∘
𝑦
𝑗+1

𝑖+1 +
𝑎𝑖
ℎ2

∘
𝑦
𝑗+1

𝑖−1 +
(2 − 21−𝛼)

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
∘
𝑦
𝑗

𝑖 + Φ(𝑃𝑗+1),

где

Φ(𝑃 ) = 𝜙𝑗+1 +
1

𝜏

1

Γ(2 − 𝛼)

[︃ (︀
𝑡1−𝛼
𝑗+1 − 𝑡1−𝛼

𝑗

)︀ ∘
𝑦
0

𝑖 +
(︀
−𝑡1−𝛼

𝑗+1 + 2𝑡1−𝛼
𝑗 − 𝑡1−𝛼

𝑗−1

)︀ ∘
𝑦
1

𝑖 + . . . +

+
(︀
−𝑡1−𝛼

3 + 2𝑡1−𝛼
2 − 𝑡1−𝛼

1

)︀ ∘
𝑦
𝑗−1

𝑖

]︃
.

Проверим выполнимость условий теоремы 4 (см. [48], c. 347):

𝐷′(𝑃 ) =
1

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
> 0, 𝑃 = 𝑃 (𝑥, 𝑡𝑗+1),

𝐴(𝑃 ) > 0, 𝐵((𝑃 ), 𝑄) > 0

для всех 𝑄 ∈ Ш′′
𝑗 , 𝑄 ∈ Ш′, ∑︁

𝑄∈Ш′′
𝑗

𝐵(𝑃,𝑄) =
2 − 21−𝛼

Γ(2 − 𝛼)𝜏𝛼
> 0,

1

𝐷′(𝑃 )

∑︁
𝑄∈Ш′′

𝑗

𝐵(𝑃,𝑄) = 2 − 21−𝛼 6 1.
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На основании теоремы 4 (см. [48], c. 347) для
∘
𝑦 справедлива оценка

‖
∘
𝑦
𝑗+1

‖𝐶 6 ‖
∘
𝑦
0

‖𝐶 + Γ(2 − 𝛼)

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏𝛼‖𝜙𝑗′‖𝐶 . (46)

Из оценок (45) и (46) следует окончательная оценка (43).

Замечание 1. Если вместо чисто неявной схемы рассматривать более общее раз-
ностное уравнение с весами Λ(𝜎𝑦𝑗+1 + (1 − 𝜎)𝑦𝑗) в правой части (39), то возникнет
условие на шаг 𝜏 :

𝜏 6
(2 − 21−𝜈)ℎ2

2𝑐1Γ(2 − 𝜈)(1 − 𝜎)
, 0 6 𝜎 6 1,

которое при 𝜈 → 1 переходит в известное условие

𝜏 6
ℎ2

2𝑐1(1 − 𝜎)
, 0 6 𝜎 6 1.

Похожие ограничения на шаг 𝜏 возникнут также и в ранее рассмотренных задачах в
предыдущих пунктах статьи.
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